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Enige methoden in de sequentieanalyse II. )

1. Een methode.

Beschouw het rooster X’van alle punten (¥ ,‘3/) in het N -y -vlak
met gehele coordinaten. Laten /1 en 4 zekere gehele getallen voor-
stellen met % +5 ¢ 0

Een (dronken) wandelaarw beweegt zich op de volgende wijze
door X’.

1. Hij begint in de oorsprong .

2. WanneerW in een geker roosterpunt (m ,3) arriveert, dan zijn

er de volgende drie mogelijkheden:

a) hij valt in een put (een z.g. catastrofe) met een wasr-
schijnlijkheid~r(m t/})

b) hij doet een stap, die hem in het punt (ﬂ+t,\é-S) brengt
met een wh PO ‘A);

c) hij doet een stap naar het punt (+l \AH') met wh qv(“n,\é)

Hierin is
(1) PIn4g) + 9 mag) + (MY ) >

We interesseren ons nu voor de kanse((n,t;); dat in het punt
(™m 3) een catastrofe optreedt. We zullen een algemene methode geven
onder de volgende veronderstellingen.
1) 2ij ﬁ een O niet bevattende deelverzameling van 3” (de z.g.
rand) bestaande uit een eindig aantal M periodieke componenten
eﬁgw. Hierin bestaat ﬁ’% 4= 1,2,...0N\) uit de punten
e
waarin My, W en u gehele getallen voorstellen met WX>C enM, 30 .
2) Voor een niet inl] gelegen punt (™ ,*3)11-‘— (0,0) geldt

s plug)e g 5 gpimyl=q,

waarin 1\, oven*\.r niet negatieve constanten zijn met 0w 1l en

= (fhg\-t-x;u), *é%-;—{,/u) (i=0,,2, -7 )

') v.g.l. Enige methoden in de sequentieanalyse I rapport Z:Wi
1949-009 (voordracht in de serie Actualiteiten op 29 Oct.‘49)



(2) ‘T\**Fovx!v&l”

Voor de oorsprong O veronderstellen we evenwel, dat

(3) (0,080 5 y(050)= J_- ',ol/(o,o>x__"~\,___

- b AS

3) Voor een punt (n,4) uit@,@: 1,2,...,N) geldt

A} _ l {J—“

() YRR png=p TR somy=9 7T

waarin 0# %\éi. Wegens (2) is dan aan (1) voldaan.

Opm. Men mag eventueel toelsten, dat <Rbehalve periodieke componen-
ten bovendien eindig vele punten bevat (waarin Jr(ny), 4(n ,5),\1"(" ,‘5)
zijn voorgeschreven) doch de berekening van~(n ,\3) wordt dan te om-
slachtig.

Het is duidelijk, dat voor het bijzondere geval met 4 =0 en
A=l (R= 1,2,...N) met desc situntie een sequentiectest overeen-

komt, mits mené’{.verdeﬂlt in Voo disjuncte delen, waarop een se-
quentie wordt goedgekeurd resp. a*“f',.ceurd. Zonder de algemeenheid
te schaden mogen we ons heperken tot het geval/J= 0 (v.g.l. de
tramsformatie aangegeven op tlwz. 8 van het rapport Z.W., 1949-009),
Ter vereenvoudiging zullen we aannemen, dat ¢ £Myg <_‘w = 1,2...N).
Qm de formulering van dec mothode te vergemakkelijken zullen we
verder aanncmen, dat V£V (= 1,2,...,N). Zoals men achteraf
gemakkelijk inziet, is het uiteindelijke resultaat (in het bijzonder
formule (12))001«: geldig, wanneer aan de laatste veronderstelllng niet
is voldaan.

We stellen nu voor (’Y\,;{)#(O,O)
(_5)= fn)? = AT (M, »’)

Voor een punt ('n,*é) op 3?9 {(resp. bultenfR) geldt dus
" (n ,‘j) U -V = fL,{ (resp. 4 (m, LJ)* 0). Wanneer W in (n ,3) arriveert,
dan is er een kansAr(m ,ka) op een catastrofe. We onderschelden m
gewone c;atastrofes en randcatastrofes, en spreken af, dat wanneer
Win (n,y) arrlveert, er een kans V* is op een gewone catastrofe en
een kansn(*n Y op een randcatastrofe. Een randcatastrofe kan dus
alleen voor een randpunt een van nul verschﬂlende waarschlgnllgk-

heid hebben., In overeenstemming met (3) stellenwe voor O de kans
zowel op een gewone catastrofe als op een randcatastrofe gell;)k nul.

i

——

";')rvAn@ers moeten we werken met een negatieve kans op z.g. randcata-
strofes, overeenkomend met een positieve kans, dat een z.g. ge~
wone catastrofe ongedaan wordt gemaakt. '
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Als de wandelaarw’ in een punt (%,y) arriveert, dan zijn er dus
vier mogelijkheden:

a) BEr treedt een gewone catastrofc op met kans A7.

b) Er treedt ecn randecatastrofe op met kans n‘(“v‘é)° A

W, 1=, Y4)

c) doet een stap naar het punt (n +1,3.-S) met kans 1"’ v
-Vin
S
Voor de oorsprong handhaven we evenwel de afspraak (3). We zullen
deze situatie een gestoorde wandeling noemen. Als voor een gestoorde

wandeling & (n ,‘}) de kans voorstelt op een catastrofe in het punt
(‘0,‘)), dan is

(6) —m . (my)=

a) W doet een stap naar het punt (» +1,9+!’) met kans@,

AR L o ()
(4 7T ey

de kans op een randcatastrofe in het punt (‘ﬂ,é).

Wannecr in het geval van ecen randcatastrofe in het punt ( ,3),
V\Idirect wordt vrijgclaten cn vervolgens ofwel een stap doet naar
het punt (’n+1,\}—5) (met wh -,-?\; ), ofwel een stap doet maar het punt
(n+1,3—r) (met wh ‘—%} ), dan zmeggen we dat W een vrije wandeling uit-
voert. Men kan een vrije wandeling dus ook definieren als een in O
beginnende wandeling (het vertrek vanuit Q wordt weer door (3) be-
paald), waarvoor bij aankomst in het punt (n ,‘é) de volgende drie
mogelijkheden bestaan.,

a) er treedt een gewone catastrofe op met whV,

(7) b) ¥ doet een stap naar (n+1,;-5) met whp .

¢) W doet een stap naar (ﬂ+1,*‘}+1‘) met wh 1

Zij ¥ (n ,\A) de kans voor een vrije wandeling (beginnend in de
vorsprong), dat YW in het punt (™ ,?) arriveert. We stellen b/(0,0)-:l)s
Deze grootheid is precies bekend, zoals we spoedig zullen zien. 2ij
in het bijzonder a\,( = (M +¢Y) een randpunt, Dan is "14\)’(7!|+i~),(3&)
de kans, dat voor een vrije wandeling, beginnend in de oorsprong, in
het randpunt P”‘ﬁ' cen randcatastrofe optreedt (waarna overigens W
direct weer zou worden vrijgelaten). In dit geval is in zeker rand-
punt P&A voor het eerst een randcatastrofec opgetreden (gerekend van-
af de oorsprong). De kans, dat voor een vrije wandeling in een punt
(n,4) voor het eerst een randcatastrofe optreedt, is juist gelijk
aan de kans, dat voor een gestoorde wandeling vanaf O cen randcata-
strofe optreedt in het punt (M,4). Deze kans wordt gegeven door
(6). Stellen we voor het randpunt gﬂz(%kﬂw,m)

N g = X (marlony)

dan is dus Tk Qj‘. Lde kans, dat voor een vrije wandeling in het
}

‘U'-f.ha‘.
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randpunt %’Q’ voor het ecrst een randcatastrofe optreedt. Zij nu
P*,Q # r?g’;_ o« Nadat in %';:‘(’ﬂ&ﬂw,/m) veor een vrije wandeling een
randcatatstrofe is opgetreden, wordt de wandelaar W weer vrijgelaten
en is na ecn vrije wondeling (onder voorwaarde dat in ‘?b,ﬁ voor de
eerste maal een randcata@arofe is opgetreden) dec kans op een rand-
catastrofe in P‘\); = (""14&&),*3‘\) juist

Ay (Mg + (-X)0, Y 44 )

zoals direct volght uvit de definitie van&’(ﬂ ,‘3) (waarbij we rekening
moeten houden met het bijzondere karakter van de oorsprong, v.g.l.
(3)). Sommeren we nu over alle randpunten, dan volgt voor de kans
op een randcata‘strofe in P%,i na een vrije wandeling

N oo h & SR ARRTTRTI

< Z 2. g !;Y("{“&* (C-2)hi s

. VIim +cw 0 ady . O R
QYO S N Y e
£/ '} (%"'QFF(&O

of wegensd‘(o,o):;; N .

Y < *\7‘ N "k Xy, LY(’W‘“&‘("‘ )“O;LAX'%V‘) :

. o v Lol R ,
(8) X(%ﬁ““d’ L(}‘Q)er+ﬂjq o Ks 1 T»a *
™ L
Aan el randpurt g =Yyl Lji)\) voegen we nu een karakteri-

serende - term toe
MpyiQ vy
Xy . M ar
IR

en aan de randcompcnent (?9\ de entwikkeling

i) PRI
S~ w4
(9) A (u,wf), > o(‘& ; LA ur ,
R T
de z.g. h-de component van de randoniwikkeling. We stellen verder
o .
= ML LW \J}
= / ’ : AA AT
(10) &'ﬂ,g. T - B/(m“'w’*f})
{*o ’

voor nX 0 heeft deze ontwikkeling zin, als we stellen

(11) Y (my)eo  wemm<o

Gebruik makend var formule (8) en de substitutie L'-»,Q,x'm volgt nu

1) We mogen veronderstellen, dat Ty, 30, d@ar voor -‘L’,;c de rand-
o\ : oo s vl R
compaenent )\"/_ niet actief is.

v
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Wegens ogn%a@:u) en O Mg volgt My~ Mg €O o Voor m &0 is
M, +M - = -
dus M= M+ MW en ¥ (M, =% 00, —4y )= 0. In de lastste uitdruk
king mogen we dus 2': vervangen door ‘> « We vinden nu

Mg, N " mx-o
}- 3, A‘ + E Se ;.
12 »
( )&w} s e R S D T

Uit drt stelsel vergelijkingen kan men in het algemeen
A,, PERE , n ODlOSsen, waarmee we voor een gestoorde wandeling we—
gens (9) voor elk randpunt P,g”; de kans b(% op een catastrofe in
{‘ in principe kunnen bepalen. De kans op een catastirofe op de
randcomponent R@\ is juist A%(l 1). Onder de bijvoorwaarde, dat W

zijn weg beeindigt, doordat op ﬁ&een catastrofe optreedt, wordt het
gemiddelde aantal stappen gegeven door

‘%1 A& (%)M}

A%(M,m) * e Wyl

(13)

Neem aan, datW een vrije wandeling uitvoert (vamaf de oor-

sprong) in de zin van definitie (7). AleWin (n, ?) arriveert, naé
stappen van het type

(14) {m,g’) — {m.'+l‘,*é'*$)
(elk met een wh T») en«ﬁs*bappen van het type
(15) (i) —> (vler, 4 +n)
(elk met een wha‘,) dan geldt
(16) 3+3e*rn 2m dn-gs ey »
waarin dus } en -p( gehele getallen% 0 zijn. Uit (16) volgt
an e TE em g m-
, rs
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" MY+
en het punt (M,4) 4is dus alleen bereikbaar vanuit Q, als ?—;—%—

een geheel getal is % 0 en £m, ofwel
(18) =g 4 §+5 |

Om de kans X(‘n,‘j) te bepalen, dat W na een vrije wandeling in
het punt (‘n,?) arriveert, merken we vooreerst op, dat X("h,‘a)= 0
wanneer (ﬂ,tg niet vanuit Q bereikbaar is. Is ('“!3) wel bereikbaar,
dan bestaan er niet-negatieve iehele getallen )3 en /k , waarvoor (16)
vervuld is. BEr zijn juist (3+ gelijkwaardige mogelijkheden om
door 3 stappen van het type ¥l4) en Q(,stappen van het type (15) van-
uit de ocorsprong het punt (m ,\9) te bereiken. In verband met de bij-
zondere afspraak an) voor de oorsprong, heeft elk dezer mogelijkhe-
den een wh 4&1‘3—%—- . Hieruit volgt voor elk van( verschillend,
bereikbaar pur}’t (m ,\9) 5 %

o) T

(19) X(m'*é)' ( é § -
waarin 2 en d volgens (17) worden bepaald. De ontwikkeling &ﬂ’é
mag dus als gegeven worden beschouwd, .

Wanneer * en S een grootste gemene deler  hebben, dan volgt
uit (16), dat voor een bereikbaar punt (M ,\9) steeds @ een deler is
van ’-«[) « Zonder de algemeenheid te schaden mogen we dus aannemen,
dat M en S onderling ondeelbaar zijn (stel anders ! = 3’ ’ 3 = j{
en -43' = ). Wanneer (" ,‘}) en (M ,Y4) beide bereikbare punten zijn,
dan volgt nu uit (17), dat 7, -m, een veelvoud is van (@ +$). Daarom
zullen we formule (12), waarin A'g1 en ‘\%m, door (9) resp. (10) zijn
gedefinieerd, bij voorkeur toepassen voor het bijzondere geval
W=h+5 ., In dat geval is ofwel geen punt, ofwel elk punt van b@&'
bereikbaar (voor zover aan (18) is voldaan). In het eerste geval
heeft 5?3‘ geen enkele invloed op de beweging van de wandelaar \f\/, en
(in het gevalW=r+S ) mogen we dus veronderstellen, dat \’f\’& alle be-
reikbare punten van de lijn g=gbomva‘t.

Zij *é een geheel getal. Laten 3}, en ko de kleinste niet-negatie-
ve gehele getallen voorstellen met 3?[-3',,% =% . Dan wordt de abscis
van de b_ereikbare roosterpunten op de lijn met ordinaat é geven door

mgzgwkw(msu (¢ =0,1,2...).
Wegens (19) en ' _ .
(Jovcn)+(Haris)amg i (HoriS)n~(gorcd)s # %
volgt nu voor k= 0,1,2,... Jorin A +is

| o (setdevi(a+s)) 4 _ .
X‘,”‘US?* (é Je*in )v fw AF
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(evenwel geldt B/(0,0)r-l). In verband met definitie (10) vinden we

m voor het geval W=Y 4§,
© aw%o#ﬂ{nv‘)) goter hyris 5.+hm.(a+s)

oy Ry oo Z (0 :

0)? bw 30

waarin m "3"']'9“‘ Voor n $°’1 (mod. ™" +S ) zijn alle punten (h+i (n+$), )
met L= 0,1,2,... onbercikbaar en geldt dus & 2 O, We stellen de
ontwikkeling in het rechterlid van (20) behorende bij de verzameling
van alle roosterpunten met ordinaat ‘é gelijk aan 'y Dan volgt uit

(20) & ,\\'U-g' %2 ( D+ ‘kn*&(/’lv&s)) ( )30*\?*(%“)*&*‘:{
(21) 9: lwyir Lo go N

Voor Y=aeis J} = f?g-—-o en mocten we de constante in de ontwikkeling
vervangen door X(O 0)=1 d.w.z. we moeten het rechterlid van (21)
verminderen met T% . '

In de veronderstelling, dat Ozkbustaat uit de verzameling van
alle bereikbare punten op de 'l?“‘é ‘4 gant formule (12) over in

- L5 £y A S9N
(22) & = ,‘_,,*,1_& A'g‘ +:§: AT+ g &Q&"ék & (

Zij (4)=nM ,4) de door (5) gedefinieerde grootheid. Zij verder
p .

p (m ,‘)) de kans, dat YWreen gestoorde wandeling in het punt ('ﬂ,'é)
arriveert. Dan geldt “

(23) (v« 11(9)) (b("”a*g)x_ = (M,4)

Vorm nu

(24) %/ ' L (lnyg) x

MNzy

Analoog me't (22) kan men bewuzen

(25) fo; (‘*’Wé))&f 5 "L”" &:é 10k C‘g’a«h

Wegens (9), (24) en (23) hebben we voor ‘Al= 1,2,.., N
(e n () Fy ~ W) @794_‘: Ay

en (25), toegepast voor het speciale geval ér— 34, geeft nu (22).
Voor *\-—12... Ny is x{ = 0 en volgt uit (25)
cor ’N ) )

f"‘%
(26) 37 563 oo A
Fe= i %
Als met (22) de grootheden A‘k berekend zijn, dan volgt &;dlrect

uit (26).



2. Hulpstellingen.

Het is natuurlijk gewenst om voor &(u,ur), zoals deze door (21)
wordt gedefinieerd, eenvoudiger formules af te leiden. We gebruiken
hiervoor het volgende lemma.

Lemma 1. Laten } en )R yMen § gehele getallen voorstellen met éip,

A»O en >0 ., De reeks ‘
= g+ X +clrnes) ”*

(27) 5»5,3} "’Z ( 5+ Ln,

vzOo

heeft de convergentiestraal
|

(28) f’ * (i )2:)*5 (s; ::%)’*'
en voldoet voor |‘Zl{¢ en 2:’:0 aan

Ay g (R)
(29) i »kﬁ Z (‘_,?M)) 42%‘\1[‘_3,(;1’.*,5)4?”“] . %3’*‘

Myl
met [%‘:] v ‘ (l)-kh;hhs
(30) ’@9 w B= %; Frems

en met ’rh,... ’ frls als de wortels met de kleinste absolute waarde van
de vergelijking | ‘ '

S
(31) (‘”Z) 1 =D

Opm. 1. We stellen steeds (%) /9?; ’h(n-—%)...(n-}ﬁ)) Het polynoom
%&hls nul voor ng £ S=|. Br geldt de ontwikkeling

’,"2;5 5*‘)‘495)% (57) 54

§-t$+ t A8

waarin 6 en«k’,de eenduidig bepanalde gehele getallen voorstellen met

-’Qc)\.-a‘i-' 3 en 0 ag ¥~! (we denken R en € onderling ondeelbaar). Ont-
w1kkellng van het 11nker11d geeft n.l.

- £ Z eh et

Stellen we voor de exponent (M+3 )5+"1*— x&-a; , dan,volgt

’M*ﬁ-lﬁm\’”\v*é N “%z 'k.'.'ms ‘ﬁa <
"b

waarin " een geheel getal voorstelt. Dus de coefficient van ‘L



-G=

wordt nu . Jo
e -4 —| M3 - -y
.L Z___‘ ( k“i“ )(,,4;) 5 mA b+—)'
§ di‘fmsx)g
en mits geldt ugjc}ét’v) , 1s die coefficient gelijk aan -..5 9| a”“éw)“
Voor%-é& \955—} en 34 -1 geldt /ﬁe‘. KL=/ en is dus

Jy sy =0

Opm. 2. Voor }’2|<¢ (met " F© ) zijn der +5 wortels van (31) alle
verschillend en wel zodanig, dat S5 wortels liggen in de cirkel-
schijf M)« 3, en 4 wortels in de cirkelschijf {l—-—"{}{f‘f’s . Want
wegens

(> a‘i" [y = s (=) ™ [s-evsim]

kan een dubbele wortel van (30) alleen eptreden voor M =0, ’f( =/
of '} = n+$ d.w.z. XL =0 of X () . Verder zou uit het gelijktijdig
gelden van de ongelijléheden

Ml = o~ WUz =

voor een wortel” van (31) volgen, dat ]’-‘(@Q .

|
Bewijs van lemma 1. De functie 7272 _ s, Waarin en” complexe
veranderlijken zijn, is regulier voor | €]+ I7}<| en is aldaar

ontwikkelbaar in de absocluut convergonte dubbelreeks

=5 (7)) ey

™Mz MNzo
Als C, de cirkel %}z’?‘ en @ de cirkel|m)z'K, voerstelt (beide in
p051t1eve zin doorlopen), dan volgt voor T\’ + (1
| A
(m’)+m) (371‘ )sz: ""%;: i',i.
= L -
" . 571 g™ ™
2 ¢ )L S
Zi R = Wegen ):l < ) ( ) is dan een getal
i3 Ry = m-s - Wegens | f’ (es Axs gete
R‘ te vinden nmet A
o< R, < ;,_’ﬁ% 2m Pi\(?, R)a

/’L*S

Voor l?f’\ =T\), en 1”“ =K, is nu de reeks
Sl
& 57 - gE

2

gelijkmatig convergent, waaruit volgt
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2 [ 4 d
(Bﬂ) (m) ,S,(I ;4%-»7 3-:..%)% . é;w ,7;’7—

Pl S ok

LS |
= Z_ z* (317(, » \~¢-7 gglrs'-!ul beise)
izo <, ,7

: Ca
. i. (}+9f+‘cm+s)))z,;; ié,h

é+L)‘L

Teven* blijkt, dat de laqtste recks voor })1)<'f steeds convergent is,
en dus een convergentiestrasl 2 2 ¢ heeft. |

Voor \%)>R3 en 1M} =T, geldt ?r — "”Rlaﬁ < |
Voor vastgehouden m) met l"])—-ﬂ,z is dus ' voor lg}} R,

)
een reguliere functie van g , terwijl (1-‘%«7)1 cen pool heeft in

het punt € =/ =7 met )# -”2[%}-1%} =) -Ry; >R, ; wegens 4% 0

is de integrand in het ecrste 1id van (32) regulier in % oo , Uit

de residuenrckening volgt nu

i \ . i d’?
(33) . 2 *'T* . PR i
( ;a,«k 277 éﬁ { e )J Ilﬂ-l
Afsl 5o lom
(L ol
Fooni S 7

& (e m

5
——————

waarin L3 de in positieve zin doorlopen cirkel 1”’(}=5?1 = hes
voorstelt. Uit de opmerking, direct na de formulering van lemma 1,
volgt dat voor O({’il(f de noemer (} —-’])""’7*5 -~ binnen de cirkel
)’77} rig precies S verschillende nulpunten ”7,,..., s  heeft
(juist de nulpunten met kleinste absolute waarde). Wegens qu |
zijn deze nulpunten samen met 4] =& de enige polen binnen V*? ——Rg_
voor de integrand in de laatste integraal. Het residu in een punt

M= 1,25000y9 1ijk . .
7”" ( g ’.S__ ’_‘) is gell] j&:n )n-)vl S
-m) < } S .
ERICICREE R M TR B AL A B
_l
(1+77.m)3 7% §3= 1249 7 }
Om het residu van de irtegrand in/*7 =Q +te bepalen ontwikkelen we de

integrand lr'olgen . ‘ Am—g=1 st
(19)*] /y - *Z — (F7) " m
(=) . . -

¥




-]

en dit residu iskldus gelijk aan

s . Aear~M5
T
?@’k e Xk ams =z
Voor —9?;;-6 -1 ds dit residu dus nul (en7=0 een regulier punt voor

de integrand). Formule (29) volgt nu direct uit (33) met residuenre-
kening.

We tonen tenslotte aan, dat de convergen-tlestraal van de reeks
(27) precies ¢ ds. Zij % ()=(l -7) 07 -} en zij & redel met
0L < . Wegens (31) en Qf(,ws =f =R >0 heeft in [o, ':\ de
functie % (’7 ) het volgende verloop:

)

' ‘ . Da, I
e
/ g _ .

Als %7 langs de reele as tot SJ nadert, dan naderen 4§, en 3/1 tot
aes o+ G2t voor®Z =¢ een dubbel nulpunt is van § (% ). Bij deze
limietovergang nadert dus slechts é&n der wortels My VED (31) (be=-
<

)

horende tot de S kleinste wortels, alle gelegen binnen Mﬂ“)&:

tot 7 = ,H’s « Uit (29) volgt nu (zij <E>0)

“Q/\’.W\ [ ‘ié}k er . & = S0,

&E-»o0
wat impliceert, dat de reeks (27) precies de convergentiestraal y

heeft,

og’ me Met behulp van de fofmule van Stirling vindt men voor ( —s oo

gH A e+ s \
by = (4 by DE (e o)
&

. . ‘j
)* LA \/,.977 & &
A+S

en ook hieruit volgt direct, dat SJ juist de convergentiestraal van
(27) is.

Lemma 2. Iaten 9,,, 3? sy X 4§ en gehele getallen zijn met ” A>9Q
en S>@Q onderling ondeglbaar en met 3" ‘en 3( als de kleinste niet-
negatieve gehele getallen waarvoor aan £ Y 30 S =‘a vo}.daan is.
Later verder 4 en positieve getallen zijn met F+ B),,{:! ’
evenwel met uitsluiting van het geval, dat tegelijkertijd voldaan is

aan
S

/rl‘ s 9 E ’L*S

en zij AMeen complex getal met o< iulg | . Dan gelden voor 5"63,




~12-

zoals door (21) wordt gedeflnleerd de beide volgende formules.

a2 ) }. } .;,P(U.
(54) &*9 tT:’J qu po =T Pom ¥ §5=(res) 7\ ot

2 Se¥

—Uf 0 ”?O [Z : ) )
(35) 55,.2 ¥ T:—; ) (a)/u P (*»”],,.,)3"»7 S()L*S)%“S} 3o, b i

Hierin zijn ,,...,075 de S wortels met de kleinste absolute
waarde (zelfs gelegen binnen l9)) = 1%75 ) en ’%H ge ey ’75,,,,,,, de

3 wortels met de grootste absolute waarde (zelfs gelegen binnen
“-—’71 = 1%3 ) van de vergelijking

(36) (f~.-n7)"f7"5,,-: 2 ok = (*;W)k(o)**);

Verder ij) [é‘f} N H)Jm‘ma
(37) /99'_ (%) + %; ( K s ) s

H] </m-a>~3>?4 >(_’)a‘+/ o
(38) Jb gy )= g ) omTT

In verband met de nauwkeurige definitie van %, moet men voor

2= O de rechterleden van (34) en (35) verminderen met o

Bew1;|s. Wegens de aan - ? en i-opgelegde voorwaarden, geldt voor
nieerd. Formulc (34) volgt nu onmiddc,llijk uit lemme 1. Past men
lemma 1 toe na verw1ssellng van 1L en S respe. a en,\g dan volgt

waarin (> volgens (28) is gedefi-

M ) 3 : - ’( >
(%; t %(W} (‘} ) }4%/ 0"5«::)_’?05”?,0"54“ ()H’“S)sfm} (}a/}f %)}

waarin é/ ,,..,éide wortels zijn met de kleinste absolute waarde
van de vergelijking '
S
("‘5) é = /2

De substitutie 2 = »’7 geeft nu formule (35).

Opm. Wanneer /g> O , dan geldt s*teeds 0% aloé n-f en O0g ko ’
“en in dat geval is de extra term /Q» b in (35) nul. Evenzo ver-—
valt voor ‘9§O in (34) de term 4’5;.3 . BtLj toepassing van de ont-

wikkelde methode in de sequentieanaiyse, zal in het algemeen gelden



ofwel n<<s , ofwel .S<<JL z21] s« o berekenlng van de 4 kleinste
wortels Miseevs "75 van de vergellgklmg\ is dan niet zeer bezwaarlijk,
doch wel de berekening van de zeer vele wortels "’75,4 geeasy ’7;,,.,,,_

met grootste absolute waarde. Door uitsluitend gebruik te maken van
formule (34) kan men evenwel deze laatste berekening vermijden.

In verband met lemma 2 ende opmerking gemaaskt na formule (12)
is het van bijzonder belang de wortels te bepalen van de vergelij-
king

s oS
(1= )77 = 79
Hierin geldt voorZ = 71)‘*?6, dat o& Z¥¥¢ en we moeten dus voor elke
reele waarde X met o« :zgf de wortels bepalen van de vergelijking

(39)  (1-7) "2

Dit is vrij gemakkelijk. Daar de niet reecle wortels van (36) in
geconjugeerde paren voorkomen, behoeven we alleen de wortels te
bepalen met niet-negatief recel decl. Stel nu '

Pu 22Tt e 1= =T &0
T T ( |
‘ . met
@ ‘ i |
oA ezo,pze, wrpETm (49

Voor een wortel "M van (39) geldt dus

(41) TV 77T = R

Daar /2 reeel is volgt s‘in (Sor -A(& =0 ofwel voork gecheel
(42) 5&~Ap=4@ﬁ

Uit (40) volgt dat voor de gehele waarde %geld‘b

(43) -3n 2 kggs

Door toepassing van de sinusregel op de getekende driehoek volgt

verder
_ n /2 on T o= S o
(44) g = ‘4""‘("‘*{") é/V“(OH*/‘)

en wegens (41) hebben we dan
: S A
(wm )" (+nmp)
e “TAES
<*é"m (c/.-rp))
Men kiest nu eenwaarde ¢ met 0god <) en verder.een gehele waar-
de /k, die aan (43) voldoet. Met (42) berckent men nu @ , met (44)

(45)
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de waarden ¥ ent en tenslotte uit (43) de waarde van R , waarvoor
het gevonden getal'q =G‘Q4°J voldoet aan vergelijking (36), Alle
berekeningen kunnren logarithmisch geschieden. Eist men geen grote
nauwkeurigheid, dan is het wellicht eenvoudiger de wortels van (39).
grafisch te bepalen, door in het complexe’? -vlak de eindig vele
krommen te tekenen met vergclijking (42) en verder een schaar van
krommen met vergelijking (39).

Opm. Door de subst}tutie
e 2t

kan men ook de berekening van de wortels van vergelijking (39) her-—
leiden tot de berckening van de wortels van de trinomische vergelij—
king

{
+5 o e
wn ey gYroO

Wanneer 2° recel is, dan bepaalt men de reele wortels gemakkelijk
met behulp van de optellingslogarithmen ingevoerd door Gauss. Vgl,
H., Weber, Lehrbuch der Algebra I p. 391-399,

Beschouw de algebraische functic 7 () gedefiniecrd door (36).
Het Riemannopperviak fjvan‘QCE) heeft twee vertakkingspunten ﬁten B
in4=0 op hoogte ?)=0 resp. 7=/ (resp. § -bladig en A& -bladig).
Verder heeft _F een twecbladig vertakkingspunt C in 22 =§° op hoogte
xj%: en cen (r+ )=-bladig vertakkingspuntji gaat één door het punt
A en één door het'puntl3(v.g.1. het slot van het bewijs van le&ma
1)+ Beschouw nu Op.r de functie ’7(%) in‘de omgeving van het S-
bladige vertakkingspun'tA en stel 5 =R73, Omloopt 5de oorsyprong
&énmaal in een kleine cirkel,dan omloopt /L de oorsprong $ maal, en
heeft ”?(Z) =°](§5) weer de zelfde waarde. Doorloopt I éénmaal e%q
gesloten, U niet omvattende Jordankromme gelegen binmen i@la—f d
dan omloopt /Z éénmaal cen analoge kromme binnen 1] =f en hernecmb
4((&):17(55) zijn oospronkelijye'waarde. Dus de functie'ﬁ (55) is
éénduidig regulier voor }é\<§?,5 « Omloopt X eenmaal het punt*z,ga
dan doorloopt het bijbehorend punt op de doorcg gaande bladen vanjﬁ

een niet gesloten weg. Als dus‘; het overeenkomstige randpunt
L2
< S . -
Sk omlcopt, dan herneemt” (5 ) niet zijn oorspronkelijke
waarden d.w.z. deze functie heeft een singulariteit in genoemd rand-—

punt. De reeks van Puisfleux

<X,

(46) (3 )* %D b %
u%&z: &@R.cnyadgy,‘\k»“’éa Kot Xladen deen QQX'YMN@,Ci
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m

heeft dus ecn convergentiestraal f . Substitueert men voor [’2)< f’
in (46)

4 X
52)25&‘%‘%&“ (9?:9;))-3')

dan vindt men juist de § wortels '7, gevey ’75 van vergelijking (39)
met de kleinste absolute wanrde. Voor Ae bherekening van dezc wortels
is het dus van groot belang de coefficienten b te kennen,

We deflm.ercn de functie (1-7]) zodanig, dat voor o< 7)<
geldt o € (\-7) (} . Uit (39) volgt dan

7 (1) "

waarin } &én der wortels voorstelt van de binomiaalvergelijking

55\=)2. Nu geldt (v.g.l. A, *arwitz und R. Courant, Vorlesungen
Uber allgemcine Funktionentheorie p. 136-138):

Lemma 3. (Stelling van Lagrange BUrmann). Zij voor Q’{#D

» 3
(47) 5:: E(’?)r @;’”’) +@; M "4,0_57 - -

een voor (’7}§R convergente machtreeks, met (fo(? )$0 voor O<)'7}<(R.
Z2ij verder

a8y M= W‘”“ k‘im/’m

Dan behoort bij elke waarde ?met ;5)(” &én en slechts één waarde
/r(me“t i”? (? , waarvoor (47) geldt. Deze: waarde’? is een reguliere
functie vqn;, en wel geldt (voor | é <M )

:2; 7 {47

oh N )
(49) ”7 = _,:\ m b4 ey 9)/ dme o
2 3
Voor f{"{)-;’?](i—n'?)‘ en ﬁ = Jyg 1is aan de voorwanrden van

lemma 3 voldaan. De door (48) gedefiniecrde minimnle wasrde I wordt
aangenomen voor ’7?=;f:s en is gellgk aan g" . Uit de bewering van
lemma 3 volgt nu voor ié < SOJ

o0

(50) ’72:: % b"’\ 5%

; M- - T
Rl I
bz S0 KM“" T e "

m?

ofwel
Ao (WO #S (A 2S) - (Mf(mw)ﬂl
(51) ®p = T A3
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Men kan bewijzen, dat een van M onafhankelijke positieve con-
stante £ bestaat met

¥n
oy m 5 b "
< G e - 7
" mm /o ,
Hieruit volgt, dat de reeks (50) zelfs convergeert voor Sg}g fT .
De gevonden resultaten vatten we nu samen in

Lemma 4. Zij }&}ﬁg“ . De § wortels '7,,... ’ ’75 van de vergelijking
NS
(52) (I=9) 7" =3

1
met de kleinste absolute w aarde worden gegeven door de voor‘lg)érS

convergente machtreeks
%o

)‘) -

(53) M=o Pn3

- waarin lo,n door (47) is gedefinieerd, enswaarin ; één van de S
wortels voorstelt van de vergelijking é =1 .

_(_)_pr_r_g, Een analoge ontwikkeling bestaat natuurlijk voor de /L wortels
Msepoe 1 sen van (52) met de grootste absolute waarde. Lemma 2 en
4 hebben tot doel de numerieke oplossing van het stelsel vergelij-
kingen (22) te vergemakkelijken. Voor éé =R = (M Y (V‘)s is de
convergentiesnelheid in (21) en (53) ongeveer gelijk (de convergen=—
tiestralen zijn n.l. ? resp. ) en de berekening van een wortel
van (52) resp. de berekening van 3;’ (u,W) vergt dus ongeveer evenveel
tijd. Gebruik makend van lemma 2 e% 4 behoeft men voor de berekening
van de in (22) voorkomende grootheden Je, (M,V) ten hoogste A maal
een reeks tec sommeren (v.g.l. de opmerking na lemma 2). Direct com-
binatie van (21) en (22) vereist in het algemene geval, dat men on-
geveer N:L maal ecn reeks sommeert, en deze methode is dus alleen
voor kleine waarden van A/ aan te bevelen,



-17-

3. Toepassingen.

Bij toepassing van de aangegeven methode in de sequentieanalyse
kan men 4~ interpreteren als de kans, die er bij elke stap bestaat,
dat de test door onvoorziene omstandigheden moet worden afgebroken,
We zullen voortaan voor het gemak aannemen, dat

AT =0 en dus ™v+9 = ‘
I. We beschouwen vooreerst het klassieke probleem, waarin A =& =1,
en Waarirl& twee componenten Rl en R; heeft, bestaande uit de ver-
zameling van alle roosterpunten op de 1lijn é=6\v resp. 4 = -b. Hier

in stellein G en b gehele positieve getallen voor.

, Voor ‘de gehele getallen éo en 3?‘, genocemd in de f ormulering van
lemma 2 geldt nu |
%o'% en "go’o als Yo
ko x 0 " Bo: "‘é f ‘3 6.0

In het eerste geval gebruiken we formule (35) van lemma 2 en vinden

dan voor '\a e °
' | Y 3 | _
&\5 y W (q/u) 4?93 (2'73--!)

en analoog met formule (34) voor 4 @

\ P N S
&3 SR (TM) (“m)"é(hﬁ*};)

" Hierin stelt ’7,; s resp. "]3_ de sbsoluut grootste resp. absoluut kleinste
wortel voor de vergelijking ‘

. 3
(7)< 1%
Z2ij M reeel me'l:' O Wg! . Dan geldt voor

U= [icagpu®

dat '

="M= “7%“15('*&”
en verder

| :w?;-s * \*Jﬁ,xu

en dus volgt wvoor %go

oo &yootg [
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en voor £0

(55) 529 . ur? "é’“ {iﬁa‘l‘%

Het stelsel vergelijkingen (22) wordt in ons geval

5%“:'<l%?+ &°>A/+ &MbAa
&b: &Dm;b A#*(%*’ "y@a)A‘

Stellen we ws! , dan gaat wegens (54) en (55) dit stelsel na ver-
menigvuldiging met YA over in

%}ﬁ (E2 U )A) + ﬁ%—] MBAM,’)

b , avb
2 2 M,y | i A (a1,1)
gz MJ A (53 10,
Rekening houdende me‘t '
T e L u
vinden we als cplossing van dit ‘hwietal virgelljklnge\{l
(’)’“{4—! WP )P
(s6) A, (a,1)= (2 )
(52 U D5 U T (o uyFe®
en o (LU ) el (=W
)= @ ) AR a+h
. (3-3-’-5‘(,,\*:)(5-1&*-UM)(MM\“b» (-1"
r,o Aa

Voor algemene %, en X, z:,;jn dit irratiomale functies van A4 .
Wegens (9) geldt hierin voor 3

(58) A (M,I)*; ; «9" M‘a

waarin x,i Tresp. 014,Q de kans voorstelt, dat na een door i® gestoor-
de wandeling vanaf de oorsprong een cata’strcfe optrecdt en het rand-
punt (a, b vanﬁ,resp. het randpunt (-Jat) van &z. Dus M (),}) is

de kans, dat op de component ' een catastrofe optreedt. Wannecr W
in eer; randpunt op de lijn Aé—"-‘&r resp. 13= -b arriveert, dan is de
kans op een catastrofe in dat randpunt 2t resp. Ay .

Ia. Voor Ay =0 is wegens {56) eni('ﬁ?) A‘(uﬂ )= 0 en
Fooey A 2\ |
(59) A (0= ( a ) L2 u‘“

I+
A,
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Wegens 4* +$= 1 géld‘t veor Adal

@) U VT - 1apr aa peg
EELY no QEp

en de kans op een cata’strofe wordt dus

\ —
A;(”‘)' L+ (1-2p 5 owlo €4

ROOE (q’)

Teneinde de door (59) gegeven functie volgens (58) te ombwikke-—
len, stellen we

1= U 1 =visipa 2 = 27
en dus is voldaan aan

2
gz poyute (-
Uit de algemene stelling van Lagrange-Blirmann (een gencralisatie van
lemma 3) volgt, dat we een in n’?go reguliere functie '{ (71) kunnen
ontwikkelen naar opkliimmende machten van 5
(‘Y]('.’)) —]”(r.

Jipedo~ 2 37 A‘;ﬂ[ 1)
Passen we deze formule toe op de functie (59), dan vinden we
A (= (‘%{i‘)m f4-2771~«,)'7 — '
=) [ iﬁ%‘* j7n~* {5’7((" )’“{Mf"*"“?Yﬁ?’i

7

e &
Iy +2a

mspH
waarin Q’,A-— (9%® 1, en waarin voor m 2}

of

’*U‘ac})}-’r 0'/00 cj’ﬁﬁ

X . a+Nn

d’) Q+2n ™

n, ):d«({ I~ 7)“{:»:1(;-)&,)4‘7})(1 "7) ]
‘“7

nt

In Bet bijzondere geval )Tl= 1 vinden we
‘ M Q+n

LR i a+Ni
Yapan= L Y 4 {o» (T::;} }
| M‘ d’ﬁt . ,7'0

s Ct(ﬂmw)(%hﬂ) G+2n4)“{~ a+m
s o

als de kans, dat in het pun't ('Yl,*j )= (W+2n,0) een ca‘ba{ﬁrofe optrecdt.
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De punten (3420 + 1,8)zijn vanaf de oorsprong onbereikbaar.

Ib. Nemen we nu aan, dat )", = "; 1, dan volgt uit (56) en (57)

)_# 2 ) (Hr“) “<2-U _
(61) A ('“’ ( q/“ (! u)a,‘,b (£~u)a+b

| a (14»L4) (1-u )
(62) Az(”ﬁ’*)t (W)( 0 (-

en

‘ _ 2
Dat zijn beide rationale functies in u en dus in M, Wegens (60)

worden de kansen op een ca‘b strofe op 0?/ en Rg_ &

63 Ay (h1)= 9, %;f‘h neop. Ay (10 < o Jr'j%ji%“b

een resultaat, dat overigens veel ecnvoudiger kan worden bewezen
(v.g.1. J.V. Uspensky, Introduction to mathema‘tical probablllty, blz.
141). : ~

Met partiaaibreuk—spli’rsirg ken men de functies (61) en (62) volgens
(58) ontwikkelen, doch dit laten we nu a{eh'berwege. Onder de voorwaar-—
de, dat een catastrofe optreecdt op de randllgn‘; =0 wordt de gemid-
delde weglengte gegeven door

2 A, (w)]

gy

N = A (I>1) {
Wegens --—-— =wf’_i'33c, geldt dus

dae - uy®
(24)* wmi(’*w Sk B
A { U 4l (s)°E (*~U>“ Us -2

waarmee m, expllclet bekend is.

=i

M= &+

II* Zij nu ,,5 1 eri )f,een wn.llekeurlg natuurllgk ge'tal. Taat de rand

IR bestaan uit de roosterpunten gelegen op de lijn 3—-: - b , Wwaarin
b een positief gehecl ge't;al voorstelti Het stelsel vergeli;]kmgen
(22) reduceert zich {voor "= 0) tot de vergelijking

ko (577 W

waarult Vo lgt | |
| -Eb

(64) A "5 1*%¢+ &




. ) A
Voor *é. < [ geldt voor het paar kleinste niet-negatieve gehele getal-
len 3, en '9('0 met
% = K N ~JeS™ Yoo 1 -)e

dat 9?0= 0 en é,:: -? . Uit formule (34) van lemma 2 volgt dan voor kéﬁc

" _(=7)°
o (R4}

b4

(65) 539 = w? ()

waarin?]; de wortel met de kleiﬁste absolute waarde voorstelt van de
vergelijking
n n
(66) (1=7) 77 = (fu) g
Uit (64) en (65) volgt dan voor W= 1
. )
Ane ("
67) F;(M,)= P T '
(67) Ay 14 2 L) 9
en de kans op een catastrofe wordt dus gegeven door
\ (} ) 1~ b - e
(68) ‘A,'J‘fv‘(, ) R
I~ R e e [ P} }
7 Ly My (2417
met /'7,= (44 =1) als de absoluut kleinste wortel van
A A
(I-m)"m = (1-9) 79
Uit de redenering uit het slot van het bewijs van lemma 1 volgt dat

t
7, reeel positief is met 47,&‘;%;, . Voor éyé-'-»— is 7}: 3‘1 en de kans

i
(67) op een cata'stroife wordt dan

| b )“l . . 4
5w e (A
}z’f My ( )C; | ‘
Voor Ay= 1 is deze kans 1. Dit is voor 'g;m ook om andere rede-

nen duidelijk, Immers de verwachtingswaarde van de bij elke stap naar
boven afgelegde afstand is

L = = GUL+1) -}
!

en deze is voor Cl,*i-‘}:‘;_‘} negatief. De waarschijnlijkheid, dat \'\l nooit
de lijn M = = ); ontmoet, is dan nul, en dus (voor /(.,= 1) ook de kans
dat nooit een catastrofe zal optredens

Voor 4 = 1 volgt uit (67)

G0 e e
A (u1) ('w )
I =)
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met ’7, als sbsoluut kleinste wortel van (66). Als vroeger volgt nu
uit de stelling van Lagrange-Blirmann

ot S A% n4 4 ) b my
psnsieo* 1o 2, LT {3 45) s ) |
= b(bﬂwvi)(%-b.u-w): (8 =t wzﬂl)<p}\.+nr g

Sl 2 (qu)

m |

en dus volgt voor de kans E('“ op een catastrofe in het randpunt
('ﬁ,;): (b—(-n(""l")’b)' 0‘:3= -r* en voor mzt

(442 - oo & J ol e AM be an P
(69) ol i(bw%m} +.2+M) (b m-i+ ) m

m!

Het is belangwekkend, dat formule (69) zeer eenvoudig en aan-
schouwelijk als volgt kan worden bewezen.

. Onder cen weg verstaan wec een ein- -
) (; dige of oneindige rij punten
il (ng,49) (4= 0,1,2,...) met (1, 4)=
(0,0) zodat voor elke waarde
& | 3 = 0,1,.+s &&n der volgende re-
d § { laties geldt
i I )
T A U s (i L 9
| P
J 1% !‘ IreshP. ( JY\a*} ’%sﬂ ):"' (!nj + l’%i “‘1)
‘ f o '
Zij C een bereikba&}” randpunt op ‘é = -b , dus met coordinaten
M= +b+ Qz(! +1) en Y= -b (met k als een réiitq;r{igf;eief geta)} Het
i
aantal wegen met C als eindpunt is 0{9‘: . Om het aantal

QJ}Q wegen te bepalen met C als eindpunt en enig randpunt, moeten we
d Je verminderen met het aantal .Q% in C eindigende wegen, die tevoren
recds een randpunt F zijn gepasseerd, d.w.Z. Q&a d«k" 2’&‘
Elke in (. eindigende weg hecft I? of £ als voorlaatste punt
met

D= (b+kirn) =i, ~b+r)

E & (b.+ «?v(ﬂw)««tpb -H) A

Dus is %-: Ng + N$ als N.a resp. NE het mantal in ) resp. & ain-“—
digende wegon voorstelt, die de rand minstens éénnanl gepasseerd zijn.
Daar elke in 1 einﬁigemie‘w'eg de rand ga -b noodmkelij‘k eens

moet hebben gepasseerd, hebben we’' ‘ i

R e AR A
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We laten nu zien, dat i\lg = )‘LU‘; » Een weg, die 3 passert, en
$evoren de rﬁ@éﬁ is gepasseerd, heeft in zeker randpunt F met

F-' ( 'b+é'(’z+:),*‘:>)

waarinog & % -1 , deze rand voor het ecrst getroffen. Het aantal
gecheel vr13e mogellakhgden om van F nsar & te komen is

QG (eg) )
Ve = | i )

en analoog. ) (m=g)re) =1\
NQ = )
\ e

en het blijkt nu, dat geld‘b

E

N < A N (4=,1,..., k -1)

Wé hebben nu
@‘9? = CA"? Q”Z_ d NQ-)\V& d% M o+t )}\I
- (b*&fk le)) «»(Jw;)(%'* de(n+i)- I)
S | Aear ;
_a (Jéwik»(ur)*i)
Ak Ne o)

en de kans O(Jh op een catastrofe in het pun'bG~* (lo+k(d +1 ) ,=b) is adus

o b-%"%b Q{ b(b*wmk) %«)-—2—*&9{) (%45)@,1*&) br%*
Nks; Qkf‘ 9 = e | e ﬂ

wat juist formule (69) is.
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ITI. We geven nu een tweede toepassing voor het geval, dat §=7 en dat
e een willekeurig natuurlijk getal is. Laat de rand & bestaan uit N
componenten Rgv , waarbij &0y (& = 0,1,2,...,N= ) bestaat uit de ver=
zameling van alle (bereikbarjf roosterpunten op de lijn g = Q +/9~v ,
waarin & een positief geheel getal is., Zij verder "L&r—! voor

% =0,1,2,..., N=t . Indien N>n, dan kunnen de componenten

&‘L, 'Seu—} yo vy (R’Nd alleen bereikt worden vanaf de oorsprong door
tenminste één der componew?{‘:ﬂ« @o, 62, yueoy (f,w te passeren, doch dan
treedt onherroepelijk een catastrofe op wegens Ly = 1. De compo-
neten G\)’R met %3}1,, kunnen dus buiten beschouwing worden gelaten, en
we mogen aannemen, dat Nﬁ no. '

Het stelsel vergelijkingen (22) krijgt in ons geval de gedaante
i ‘ »

(70) &BH& = %: g?%'k A& (&:o,l,.,,N-ﬂ)

T0 .
Voor ML0O wordt & gegeven door de formule (65). Voor 4>¢ geldt
oéemde getallen 4o en %o , dat ¥, = {f% en
éo ._,;q,jk:,, -Y als {a% het kleinste gehele getal;% voorstelt., Uit
formule (34) ven lemma 2 volgt nu voor 320 |

' VRo U "}‘70 e :
(71) 5%2 = W% ()g\/u_} J (%“) [\ (1*"7‘)/\-%0 %/r}’%’o_g'.(n-;.t)”z,}

k -
5o (o (hom iy ovms
+ ‘ R N+ fv 2

mz Koo (T\' U‘,M ‘ )
waarin ‘ko = S)%} en waarin ™, de absoluut kleinste wortel van (66)
voorstelt. Wegens (65) geldt formule (71) ook voor M£Oo , mits we in
dit geval )‘?o = & gstellen (de som in het rechterlid van (71) is nu
leeg).

Wegens N{,m geldt voor de coefficienten &g'&in het stelsel ver-

gelijkingen (70), dat }&-/'kiﬁ’l’-l « Nu wordt &3 voor béo gegeven
door {65) en voor o(é <n, door (71) met %, = 1, Dus i

“"'ﬂ?l)"é
{» '(’L*'*)"?;

voor de in lemma 2 gen

(72) 5% = 4 WM)*}

als "&(:b en _
— v

{
7}.“9 —— o i s - n t .(
(73) 5"’; = wd () “om [(1-0)’“*");.%1*%)"7:} P




als 0«:‘95:«, s Waarbij we gebruik maakten van (66). We stellen nu

Pt AL '
(74) == (#7) = X 5 =gy 1=(e)M5 &
De matrix Aﬂ van het stelsel vergelijkingen (70) wordt gegeven door

3\’; é%*} &)41 Tt - s &vN-H
52 5/? 5’?4”‘ - e = e e JE*N*’L
!

~ ~
\‘. ~ 5 |
é\t | AN N ~
N > ~ ~ }
] | ~ ~ - |
A . N

en is wegens (72) ern (73) gelijk aan

: -1 AL - N+
/ x "a\ X 3 bl — - e - R a ‘ +
2{,&\5 ! aal au'? ) Q( «“N+1t
E oy x! N
N { S T S }
— I - b ~ N >~ |
q i = ~ ~ “ - - 1
' - ~ . =~ - t
! T W ~ - I
{ ~ . * - :\.xwi
ay“id;" e ‘:x..oué ~/

We transformeren f\, in een nieuwe matrix A, door de laatste kolom

vermenigvuldigd met I "™ af te trekken van de k-de kolom (4‘1:1,2,..; ’
N-1 ). Door deze operatie, wordt noch de determinant van de matrix,
>noch de minor van een niet tot de laatste kolom behorend element, ge~

wijzigd. We vinden _
- Ne)
0 Q 0 -=-----0 ¥
| »ol? a o o ™A
‘ »013 "'°“3 Pe) e o ol
o ~ > ~ o B
d i Y ) S . \\ ,‘ J '
' (g ~ ""- LOLEN TR ¢ :
. . L 0* e
' =
Nt ‘N‘ N O



0O - - o <

-9 0 o

2
- R TN

| | ~ ~

! ! > ~ \‘\

= | 0 ~

i ' >
Lo i

N=I N2
-plé \.-la —— DT T S

Dus geldt vooreerst voor de determinant van

Zij h#N . Deor op A,t, a

D

)gide kolom onveranderd.

(1) Vermenigvuldiy ia 2

(2) " A
{k~2) " it (k—l)e n ]
(k~1) " to(p41)° m "
(x) n (ko PO
(N=-2) n " (N~1)e i "
We vinden

—_ . -0 d":x"““
o &qumﬂ |
o «tuh
| |
| 1
~ L |
~ ‘ 4
~ S L ]
~ O o X
~ 'v’
- ‘«3 o!

D

} N+ ., N Ny . ¥ Nt
(75) 1Auls) Ayls 1) o ' ! -9 = ;— (a;(-)

volgende (van % afharkelijke) operatie
toe te passen, gaat [\’i, over in

A:f?} en blijven te minoren van de

koler wet Y en-trek af van de 1°% xolom

o Y 9.
I ~ Sl
e
k) | 0 -yl ©
’W‘h } O w] wé
| -yt
| 5]
P
1
i

1 nooH H A\

- ww e e

1"

" Qde n

. (}«:-2)‘1ia kolon
" (k-1)° kolom
" (k+l)e 1]
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713 M& de minor (d.w.z. onderdeterminamt met teken) van het element

wit de 1% rij en ¥%® kolom van Arfzw . Deze is gelijk aan de over-

eenkomstige minor van 4y (we veronderstellen nog steeds *#N ), Voor
2 £{ <k~ pevat de metrix van Mk een kolom nullen en is dus

Mg,;,z 0 . Hetzelfde geldt voor ¥z Lg N . Verder ziet men ger
makkelijk in, dat de volgende formules gelden.

. N"l
-1 k-t o
(76) th*'o( <%> x Y (x-4) voor k= 1,2,...,N-1
M=)
- (2 -
z & (x> X voor k = 1
Ay N-i
-»‘ ————
(77) M&)* = o ( X) ' voor k= 1,2,”. gR"l
N-i '
- ol (%) X‘éﬂ' ‘voor k=lenk =N
a8\ |
(78) M*H,k" ~ ol }<§) A4 ' | voor k = 1,2,...,N-1
de ‘ . . ‘ e
Het k“° element in de cerste rij van Q\,is gelijk aan o ¥ .

Dus hebben we |
N -
§‘Z- "k«&' M A , -l (’?—)Nj
Rex
en wegens (76) volgt mu
N-t Nt _ . Y
(79) Mi,m” - of‘(%) X «3’{3*&’9+£Na)(x 3)};

Daar de matrix A, symmetrisch is t.o0.v. de nevendiagonaal, geldt

Mi}’ﬂ* MNA#%H', N-v+t

en zijn alle minoren van AN nu bekend. In verband met de oplossing A

van het stelsel (70) interesseert ons vooral de inverse matrix (ﬁw)

van &N , welke de gespiegelde is van de matrix ( M&'Ax . Wegens de,
' ' \ *ﬂn\ |

formules (75) tot (79) heeft deze de gedanmte



~1

N

-8

<1
:Ug' . =9 °- -~ - =--~--0
- :t
:r&é\(w-é} ‘ o {
3 , pN o !
< ey) NN r
| NN !
: \ \ N\ f
\ N
. N L]
N-2 i_l ‘ \ * N
X *3 (3('?)' \\ 0
N N-2 ey
-y dgx‘ozyw»(f\!-a-)(ﬂa)}; XM X)), 9.;
: - s f‘*rjb

De oplossing van het stelsel (70) wordt dus

. - x}éﬂ 5?“ - é-.t &eu

(80) Ags oy b Rt Fopnng” Rao ko (= 1,2, H02)

AN__l ;- de}a.\ .%‘3(-\(49 +‘(N-2){X—9)} J%'Q + :(.;a"" g?“ﬁ“_\

N3
+4‘2; MLAS (X-4) 53.;.{)\

Hiermee is het gestelde probleem in principe opgelost; A‘Q\(l,l) is de

kans, dat op de component 5?{ een catastrofe optreedt. Gebfuik makend

van (71) en (74) vinden we deze kans als een eenvoudige uitdrukking

in de absoluut kleinste wortel '7;_ van

N4

(-7 e 47
(voor {»vé x—‘-:; geldt weer 7, =1,).
Opm, Uit (80) volgt, dat voor RE{Ns de randontwikkeling A{( bij de
randcomponent &&bestaande uit alle bereikbare roosterpunten op de
1ijn 4»3-:6\4-9\.) en dus ook de kans, dat op &{g\/een catastrofe optreedt,
onafhankelijk is van N | pit is achteraf ook duidelijk, Immers, als
A« N , dan behodort de lijn = @ +Qﬂ + } tot de rand, en wanneer
W in een'pun'b van deze lijn arriveert, dan treedt onherroepelijk ecn
catastrofe op. Dit betekent, dathanaf een punt (n ,3) met:)iﬂ +Q\ +
onmogelijk de lijn M =0 + Q kan bereiken, daar\!\/ in benedenwaartse
richting alleen stappen ter lengte 1 kan moken. Het al of niet sanwe-
zig zijn vanrandlijnen *2 =0 +¥% met ’Rg R +2 is dus onverschillig
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wat betreft de kans op een catastrofe in een punt van de 1ijn9 =4 +~ﬂ( .

Als 4 de absoluut klelnste wortel is van

(1-7)"m = () " 9

dan geldt voor een in ’7 = 0 reguliere functie (m ) de formule

(81) f?("?:)f «%(@*’Zw H ) ""7> ] m=o

welke analoog met (61) direct volgt uit destelling van lagrange-Blir-
mann, '

Hieruit volgt voor 1z 5
o -1 M
| \ (A+im -~ ) ( A MA«H)
o o w ()
Verder hebben we wegens (10) en (19)
i ( 3"* '9?0{»",()(4-4)) u Sot Ko v (A +)
oo A4y |

waarin voor u26 geldt De § 2 S. en 150 =J\«9€ -M . Dus Wwegens (74),
(82) en (83) geeft (80) de :Eunctle A*(M b} als een som van bekende
ontwikkelingen en producten van twee bekende ontwikkelingen. Gebruik
makend van (71), (80) en (81) kan men zelfs A%(M,i ) verkrijgen als
dc som van een aantal bekende ontwikkelingen.

.(83) &9 (‘U,l):\,



