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Enige methoden in de seguentieanalyse II. ') 

1. Een methode. 

Beschouw het rooster 6 van alle punten (Yl ,l) in het n -~ -vlak 

met gehele coordinaten. Laten/i. en 1 zekere gehele getallen voor
stellen met 4 +sf O. 

Een (dronken) wandelaarW beweegt zich op de volgende wijze 
door t'. 

1. Hij begint in de oorsprong • 

2. WanneerW in een zeker roosterpunt (·r1,~) arriveert, da.n zijn 

er de volgende drie mogelijkheden: 

a} hij valt in een put (een z.g. catastrofe) met een waa.r
schijnlijkheidV (·11 ,~ ); 

b) hij doet een stap, die hem in het punt (n+t •~ -S) brengt 

met een wh f (,1 ,~ ); 

c) hij doet een stap naa.r het punt (n+l,~+r) met wh <\,(n,4),. 
Hierin is 

(1) f(()'),c3) + °!;\tt1,1) 1"' ,v(M,-~}~ \ 

We interesseren ons nu voor de kan~(n,~) 1 dat in het punt 

("f\,~) een catastrofe optreedt. We zullen een algemene methode geven 

onder de volgende veronderstellingen. 
1) Zij Q:\ een O niet beva.ttende deelverzameling ian ( {de z.g, 
rand) bestaande uit een eindig aantal N periodieke oomponenten 

o-?.t,. Hierin besta.at ~t ({ == 1, 2, ••• 1\1) uit de punten 

f1.,~ :e: ( mt+~ u>, d{ + ~;) ( i:,,., o,t,2> ... , co) 

waarin '"'Ot, W e11). gehele getallen voorste 11.en met W.> 0 .qn 1:.t.,t O • 

2} Voor een niet in~ gelegen punt (11 'd)4, (O,O} geldt 

v('Yl)'d'):.0-- ; t, .. (tVtro}~t- ; °r'(~,~,~'p, 
waarin t , €\,· en '\1' niet ·negatieve eonst.anten zijn met O .i U"'.(, l en 

------------t) v.g. 1. Enige methaden in de sequ.entieanal.yse I, rapport Z• w. . 
1949-009 (voordracht in de serie Actua.liteiten op 29 Oct. 4 49). 
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(2} "t'+°v:.1-V-
Voor de oorsprong O veronderstellen we evenwel, dat 

,v- ( o) o).- o _j'\., °v (o,o): ~ (3) ) .p-,(o.>o)== .-- ~ 
I - if" t- ··"T 

3) Voor een punt (n ,~) uit ot/~ = 1, 2,. •• ,N) geldt 

v- (,n,~)= -\)'"~ 1-v:~ ; °v ( 'fi1 ~) .t" t-
1- o-.,,_ 

(4) \"-(tfl;~)~ f -~ 
.........__. 

I ... V"" !•lr 

waarin o;~.il• Wegens (2) is dan aan (1) voldaan. 

Opm. Men mag eventueel toelnten, dat <R, behal ve periodieke componen

ten bovendien eind ig vele punt en be vat ( waarin 1-.. ('1'1 ~j), '} (n 'd ) ,v-(11 ,~) 

zijn voorgeschreven) doch de berekcning van"<' (ri ,~) wordt dan te om
slachtig. 

Het is duidelijk, da.t voor het bijzondere geval met \/ c: o en 

V~:::.I (~= 1,2, ••• ,-}) met rl.cz0 s~d;untie een sequentietest overeon

komt, mits men~ vcrdefJlt in t,v,,-i,1 cisjuncte delen, waarop een se

quentie wordt goed6 e.:Ve1.:.rd resp. afg,:ik-:J1,ird. Zonder de algemeenheid 

to .schaden mogen we ons heperkcm tot het geval ;i. = 0 (v.g. l. de 

tra!ll'sformatie aangegeven 0I) bliz.. 8 van het rapport Z. W., 1949-009) • 
Ter vereenvoudigi:ng zullon we a0.nnemen, dat ◊ f rn~ < w (t= 1,2 •• • N ). 
Om de f ormulcring van do met.ho de te vergomakkelijken ') zullen we 

~erder aanncmcn, dat V ~ u--,t\ (~\= 1, 2, •.• ,N). Zeals me-ri achteraf 
gemakkelijk inziet, is het uiteindelijke resultaat (in het bijzonder 

formule (l2))ook geldig, wanneer aan de laatste veronderstelling niet 
is voldaan. 

We stellen nu YOOr ('n,;pt<o,o) 
(5) ' l\.i ( ')? )d) ~ V ♦ 'i,(_ '11 ) i\) 

Voor een punt ('n,J) op d?~, (resp. buitentR) geldt dus 

f'w. ('n ,~ )= ~ - V =It-{ ( rosp~ It ('n, ~)= 0). Wanneer W in (11 ,~) arriveert, 

dan is er een kans\t(~,~) op een catastrofe. We onderscheiden nu 

gewone eratastrofes en randcg,tastrofes, en spreken af, dat wanneer 

\Vin ('() ,~) arri~eert,. er e en knns V"' is op een gewone catastro:fe i:n 
een k::tns '1. ('l'l ,1) op een randcatastrafe. Een ran.dcatastrofe. kan dus 

alleen voor een randpunt een van nul verschillende waarschijnlijk

heid heb,ben. In overeenstemming met ( 3) stellen we voor O de kans 

~owel op een gewone catastrofe als op een randcata.strof.e ge lijk nuJ. 

J.·.;:;.-_.:.., ______ ~--

,') • Ang.ers rnoeten we werken met een negatiev~ kans op z.g. randcata

stro:fes, overeenkomend met een pos.itieve kans, dat een z.g. ge,

wone catastrofe ongedaan wordt gemaa.kt. 
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Als de wandela.ar W in eon punt ("1',~) arriveert, dan zijn er dus 

vier mogelijkheden: 

a) Er treedt een gewone ca:tastrofc op met kans Af. 

b) Er treedt een randcntastrof .~ op met kans "- ('Y\ ,, ) • . 

c) W doet een stap nan.r het IP,mt (n+l,ef-S) mei; kansj 1~~,-~~ 

d) W doet een stap 11c'1l?.r het punt (tl +l, tA,+r) met kans ll. 1-v(n ,~) 
0 Y 1-.u"' 

Voor de oorsprong handhaven we evenwel de afspraak (3). We zullen 

deze situatie een gestoordo wandeling noemen. Als voor een gestoorde 

wandeling Ol(n ,) ) de kans voorstelt op een cata.strofe in het punt 

('n,1), dan is 

(6) 
k ( in> 1) 
V-("r'l, ~ 

de kans op een ra.ndcatastrofe in het punt (ri,J ). 
Wannecr in het geval van et:m randcata.strof e in het punt (Tl , ~) • 

W direct wordt vrijgelatcn .:::n ~rorvolgens ofwel een stap doet naar 

het punt (tl+1,1-S) (mGt wh ~" ) , o:::wol een stap doet ma.ar het punt 

(-n+l,\1.-t) (met wh ~ ) , dan z.eggen we dat Ween vrije wandeling uit-0 , ... 'l,f" 

voert. Men kan een vrije wandeling dus ook definieren als een in 0 
beginnende wandeling (hot vertrek vanuit O wordt weer door (3) be

paald), waarvoor bij aankomst in het punt (n,~) de volgende drie 

mogelijkheden bestaan. 

a) er treedt een gewone catastrofe op met wh v. 
(7) b) W doet een stap naar (Y!+l,j-S) met whp. 

c) 'v\l doet een stap naar (n+1,1+r) met wht]..· 

Zij r<~,d) de kans voor een vr1Je wandeling (beginnend in de 

t>orsprong), da.t vJ in hot punt (YI 1t) arriveert. We stellen r(o ,o }=l) i 

neze grootheid is precies bekend,· zoals we spoedig zullen zien. Zij 

in het bijzonder ~,\ = Pl+~..),~) een randpunt. Dan is 'ti)'P\ + iJ, ~t,) 
de kans, dat voor een vrije wandeling, beginnend in de oorsprong, in 

het rand punt P~ :. cen randc9.tastrof e optreedt ( waa.rna overigons v,./ 
I 

direct weer zou warden vrijgclaten). In dit geval is in zeker rand-

punt P~ l voor het eerst een randcatastrofe opgetreden (gerekend van-. , 
af de oorsprong). De kans, dnt voor een vrije wnndeling in een punt 

(n,~) !.2.£.!:)le_-t_ eerst een randcatastrofe optreedt, is juist gelijk 

a.an de kans, dat voor een gestoorde wandeling vnnaf O een randcata

strofe optreedt in het punt (1'1 ,1). Deze kans wordt gegeven door 

(6). Stellen we voor het randpunt ~,~=(11~+f~,~) 

D<~1e::: o< (t')')~+tw,'dh) 

dan is dus -"t--" av ... .t de kans, dat voor een vrije wandeling in het 

-tr+ 't.~- J 
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ra.ndpunt ~>t. voor het ecrst een randcatastrofe optreedt. Zi,i nu 

P-9\ t + [} ; .. Nadat in P9i f ('Ila +lw,AA) v~r een vrije wandcling een , . T , ,.,,. 'f\ a .. 1 
randcata.tstrofe is opgetrodon, wordt de wandelaar vv weer vrijgelaten 

en is na een vrije wnndcling ( ondi.'r voorwaarde dat in 11,,t voor de 

eerste maal eon rm,d cat is opgetrcden) de kans op een rand-

cata.strofe in P-4.i = (1\+lw,~l) juist 

ll.-f. b(1Y1~-11~ +(l-~)w, ~i-~-") 
zeals direct volgt uit de defini tie van r ('n ,~) (waarbij we rekening 

moeten houden met het bijzondere ka.rakter van de oars:prong, v.g.l. 

(3) ). Sommeren we nu over alle randpunten, dan volgt voor de kana 

op een randcataJstrofe in Pi
1

~ na een vrije wandeling 

J'.,. ~ t f -~~ ~~.l y(nfl)-ti~ (1>!)4-\~i:;a~': 
.n. v(-rii+t'.w,1.-{i);r -:--..:.-- o!t)~ + /l,l · -V'"-+.>t--9t · 

:P1 () 0 ·:J' t "t,. i •Wr I -e::: 0 

1\ (-k,2)-=t,: ( -i,t.') 
of wegensf(0,0)=: / 

. "'.~ !t!. .ft,~ N \/. (,y)c-1'\c.♦ (~-f)w/\t."''a~) . I -AO . J ') .. · ~ l -n 'f( ()""' 

( 8) V {'Yl.4-L'tJ I:'.\. )11: _....::..:1 ✓i)\-+ --:-· -~ v .... 1q~ ,t. f ( )//~ -'\r,1,.,r1.~ -¥(,.1-t-e 

D 
Aan elk rand-punt i t 1( =;::>,-,..it•\ lj~) voegen ·re nu een karakteri-

serende .term toe 

(mtwikkeling 

(9) 
,;; I + t' (µ ~ ,\l .u•· u.r, 

JI 

de z. g .. h-de cot1ponent van de :ra.ndontwikkeling, We stellen verder 

(10) 

voor n < 0 heeft deze ontwil-ckeling zin, als we stellen 

Gebruik makend van 'formule (8) en de substitutie t.'~£ .. 'n1 volgt nu 

')°We mogen veronderstellen, da.t 11., .. ,T....;...o, da.ar voor -'t..:..:u de ra.nd-
ri., . h .. 

c-0mpl'lnent J/. niet a.ctief is. l,,. , 

"'"' · 
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Wegens o *'Yl~ < t.J en o, ri~< w volgt :n-1i ... 'tl-1t<"" • Voor '"7 4',0 is 

dus ~ - ~.ft+-mw !P ¥<\-\+ti~,»-.-~)= _,o. In de laatste uitdruk-
king mogen we dus L vervangen door ,c?: • le vinden nu 

,.,. ... t N IMR.-o 

(12) & ~ f .... 1(..#i A -+- L ,.It-'!_ ~n .. 11 A-1, . 
<ti.>~}. ~+J'tt ..pl ~-1-\r-!''f:,IT t .ff,~,..,..~-'< 

Uit dit stelsel vergelijkingen ka.n men in bet algemeen 
A,, A,., ••• , A.,. oplossen, waa.rmee we voor een gestoorde wandeling we

gens (9) \roor elk :ra.ndpunt f.,t>\ de kans ~,,, op een ca.tastrofe in 
~\ in principe l:unnen bepe.len. De kans op een catsstrofe op de 

rar:dcomponent ~ is juist A~(l,l). Onder de bijvoorwaarde, dat V\/ 
zijn weg beeindigt, doordat op ~.fveen catastrofe optreedt, wordt het 
gemiddelde e.a.ntal stappen gegeven door 

[-f- A., '""J~J 1 
(13) -"'----

A.., ( JA ,v..l-) ,t1 Ms W~1d 

Neem aan, dat W een vrije wandeling ui tvoert ( var.af de oor- · 

sprong) in de zin van de:finitie (7). Als Win ('YI 'J) arriveert, na l 
stappen van het type 

c14) (in'.:J') ~ {'l'l•+1, ~'---s) 

(elk met een wh t> en-\s-ta.pl,)8n van het type 

( 15 ) {'fl', ~I) ....... ( "'I) I ... I ) ~ I -t, .}J } 

(elk met een whi,), dan geldt 

(16) 1·+~- "fl. .fM ~ .... ~4. ~ • 

wae.rin dus j en .I, gehele getallen l O ~ijn. Uit (lf5) volgt 

(17) .le?. ?''"•) ~ ~- ~-~ 
J\..•~ 
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/ 

en het punt (~,i) 1.s dus alleen bereikhaar va.nuit 0, als 

een geheel g,etal is f O" en ~ "t1 , ofwel 

(18) ►Jt,~ ! j +S 

Om de kans t (11, ~) te bepal en, dat W na een vrije wandeling in 

het punt ("<' ,~) arriveert, merken we vooreerst op, dat ¥ (11 ,~}= 0 

wanneer (n,1~ niet vanuit O bereikbaar is. Is ("Yl,d) wel bereikbaar, 

dan bestaan er niet-negatiev,e fhele get all en "\ en ~ , waarvoor ( 16) 

vervuld is. Er zijn juist (i+ ) gelijkwaardige mogelijkheden om 
door i stappen van het type '{14) en --Vvstappen van het type (15) van

uit de oorsprong het punt(~,)) te bereiken. In verband met de bij

zondere af'spra~k~3) voor de oorsprong, hee£t elk dezer mogelijkhe

den een wh ~~5 · • Hieruit volgt voor elk vanO verschillend, 
I.,. vf 

bereikbaar pu1;t (n ,\-\) • 
1 ~) 11- ~ 1 ~ 

( 19) )s' ( 'l'l,';j) " ( ~; . I -ff 

waarin i en --k, vo_lgens ( 17) worden bepaald. De ontwikkeling ~'\'l,j 
mag dus als gegeven worden b0schouwd. 

Wanneer J-\., en ..S -een grootste gemene deler hebben, dan volgt 

uit (16), dat \roor een bereikbaar punt ('YI ,j) steeds fl een deler is 

van ~ • Zander de algemeenheid te schaden mogen we dus aannemen, 

dat 11,, en .S onderling ondeelbaar zijn (stel anders J:\. 1 = T , -1 1 = f 
en -t3• = 4- ) . Wanneer (''O• ,) ) en ("t\ ,~) beide bereikbare punten zijnt 

danvolgt nu uit (17), dat"l'lt--n~een veelvoud is van(~+"). Daarom 

zullen we £ormule {12), waarin A;,,., en \~,.,,11 door (9) resp. (10) ~ijn 

gedefinieerd, bij voorkeur toepassen voor het bijzondere geval -

w = Jt +5 • In dat geval is o£wel geen punt,_ of'wel elk punt van o'Z,t 
bereikbaar (voor zover aan (18) is voldaan). In het eerste geval 

hee:ft 6ft geen enkele invloed op de beweging van de wahdelaar \t\/, en 

(ln het geval W= r +5 ) mogen we dus veronderstellen, dat O"< .e.., alle be

reikbare punten van de lijn ~=~t,.,omvat. 
Zij d .een gehe~l ge-tal.. Laten iQ en ~0 de kleinste niet-negatie

ve gehele getallen voorstellen met ~l-Joll == ~. Dan wordt de abscis 

van de bereikbare roosterpunten op de lijn met ordinaat ·~ geven door 

( ; =0 ,. l , 2. • • ) • 
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waR.Tin1'•=J0+~,. Voor n ~N>0 (mod. r+s) zijn alle punten (n+.:0,+S),'?) 
met i = 0,1,2, .... onborcikba'lr en goldt dus ~f\) ~ O. Wo stellen de 

ontwikkeling in het rochterlid v~n (20) bohorende bij de verza.meling 

van a.lle roosterpuntcn met ordinaat ) gelijk a.a~ ~• Dan volgt uit 

( 20) -\JJ" ~ 2.. ( J° o+ -~• .. .:(A••)) ( fl"' ;4°+ (_.,, (~).fr,+,'. { 

( 21) Jr, " I• U'" Loo .J• • <-"" 

Vocrr 1='►-is J. = )"= O en moGten we de constante in de ontwikkeling 
verva.:ngon door l(O,O)~l d.w.z. we mooton het rechterlid van (21) 
vermindoren met ~ • .... \)" ;;; 

In de veronderstolling, d8t U\.-.,_, bestaat uit de verzameling van 

alle bereikbare punten op di? J.ijn ~=tj.t,ga.e.t formula (12) over in 

(22) & t; l; Jt~ A-i-.. + £ ~3.:.~ ~. A-4(. ( ~:1_,I,••, N)., 
~~ V+>t.~ -J-.,.1 ,\J'.i,.)'t~ ~t-~..\( 

Zij tt..(1 )= Jt. ('A 'J) de d~.or ( 5) gedefinieerde grootheid .. Zij verder 

~ ('n ,1) de kans, dat W~n gestoorde wandeling in het punt (-o,~) 

arriveert. Dan geldt , 

(23) \ .IJ';. >t(~)) (' ("'n,~).-. c,< ('Yl,2)) 

Vorm nu 
-0 o'Ylt 

( 24) ~ :: NJ"~ r. f (,n) ~) )_)., 
~ '¥'\# .. 

Analoog mt (22) kan men bewijzen 

(25) Jc~ "- ( I- -'l.("a)) ~:, -t f./'--tr J., ;j:~ .\, <a);~ 
Wegens (9), (24) en (23) hebben we voor -l = 1,2, •• , 1'1 

\ V" -+ A ( 1? ~)) 31'~ .. ( ,\J .. )1.~ ) ~ Alt ::; A-tv 
, ~ a--ll 

en ( 25) , toegepast voor het speci9:le geva.l .~ = ~~,, geeft nu 

Voor ~ f ~Jt (-\ = 1,2,.N., N) is JI(~}= 0 en volgt uit (25) 

~ . r_ Z A--lf A 

(22). 

. . (26) {jJ ~ •. ~'j ... -tr. i. -u+x.,41 .-k-

Als met (2.2) de grootheden A~ berekend 

uit (26). 

zijn, dan volgt ~ direot 
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2. Hulnstellingen. 

Het is natuurlijk gewenst om voor &.(~ ,"1'), zoals deze door (21) 

wordt gedefinieerd, e envoudiger :formules "la:f te leiden. We gebruiken 

hiervoor het volgende lemma. 

Lemma 1. Lat en ) en ,k , J\. en S gehele getallen voorstellen met i, P, 

,\,., o en S >O .•. De re. eks . ) . . ~ £ ( J. ~ + .~ (-\. + s) ~ .... 
(27) Jv~,~ ~:O 6-+- C!'\, 

heeft de convergentiestraal 
l 

(28) 

en voldoet voor l:z ltS:> en "Z fO aan 

( 29 ) J. 1 -k .., f_ -( ,-: -n.....,. ... -' -) ,-11--.-.. "'""""t--·r·~---{ 't---. -t--5-) rr,-"""-=· l 
o.J i'YYI • I { '°""' . I ,y,., · ( J 

[f) 

;::) -½ ~,~ (1t 1 .. f;, ( ~-::~~1) 
en met "'?i, •.. , 1s als de wortels met de kleinste absolute waarde van 
de vergelijking · 

. n;· s 
(31) (1-1) ( - ... 'rJ.. .i:O 

'Y} I 

Opm. 1. We stellen steeds (~)=jJ -n(n-1) ••• (11-frt-J). Het polynoom 

~J>k is nul vo.or .-9f t S -f ., Er geldt de ontwikkeling 

ts ~ , · .. t~ : ·. . -.z ~~J ~ '•i (~,,..) J- ts+ t 4~ . "d"'"S 'JJ, 

waarin ~· en~ de eenduidig bepaalde gehele getallen voorstellen met 

~- ~~ = ~ en OjJ i r'•.I (we denken It en~. onderling ondeelbaar). Qnt
wikkelihg van het linkerlid geeft n.l. 

t s °"' ,..., • f ~ , _ L t~~3-~ Z +-f~ \t;t~r 
~ 1')'1~o ~-o . 

Stellen we voor de exponent· (n+~ )s+l-r"'=== ~-~·, , dan, volgt 

'h ., I ,.: """"I. • ~ _.,,,, 4, ,. -¼ ., "'s _ -1¼~~ .i; 
waarin ,,q een geheel getal · voorstelt. · Dus de· coefficient van t i • · 
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wordt nu . ) _,fq ~ 
' 1 2:. . ( M'\I\. -6 -I (-d • :t..,, WlJ\ ,..~ +. 

- . ~.~, d . 
~ J.ti ~Yr\ !S \ 

~ .s .... . . r 
enmits geldt l)(J•t'-1, is die.coefficient g0lijk a.an -a 6½<f,,\] )~ 

Voor~-J'S = ";)~ -} en Jj fr...,- I geldt-iff .;:,-/ en is dus · , 

~ i,~ .. o. . 
Opm. 2. Voor l ':1.l<r (met 't=fO) zijn de~+.s wortels van (31) alle 

verschillend en wel zod11.nig, dat S wortels liggen in de cirkel

schijf \ 1 }--~ f-;$ en Ji, wortels in de cirkelschijf ( 1-11<_,i.~ • Want 
wegens 

(?Jll t [ {1-1)"'~-t .... JtJ~ (i-17)'1..--,S~ [.s-(Jt+.S)'t'?] 
cJ17 

kan een dub be le wortel van (30) alleen •ptreden voor f. = O, '7 = I 

•f .1 = 1+$ d.w. z. 't ,=0 of Jt =)' . Verder ZOU uit het gelijktijdig 
gelden van de ongelijkheden 

n,_. 
1111 ~ ~ \, ... ~,~ ~ 

voor een worte11 van (31) volgen, dat f>.Ot\ • 
I 

Bewij s van lemma l. De f'unctie 1 ... ~""1( , waarin 5 en"'? complexe 

veranderlijken zijn, is regulicr voor I ; ) -+ )~ \ < \ en is aldaar 

ontwikkelbaar in de absoluut convergonte dubbGlreeks 

f_ t (%;'") ~~,~ 
IYYI=.-.. "t\eu 

Als C, de cirkel l~j:w-'"Rt en l'°~ de cirkel)">7J .. ~. -vou-stelt (beide in 

positieve zin doorlopen), dan volgt voor 'R'1 + R~< l.,) dat 

( 
. j )~ J f I ~ o\1, . , ,Y,:,t1) "- (.:il'li. . . I•~ ~1 ~-• ,, ..... , 

~ e~ c., JL.. )11. I .s ).s 
Zij ~~ == ~ • Wegens IJ;;t\ <)° = (w ~~ is dan een getal 

R.a te vinden meii 

0 ( 'R., < t- 1~::. ..!3:::- .QM \>t\ < K't-\. J?/ . .-\.-;--~ 

Voor l ~\ = ~t en l1 \ =1':l is nu de reeks 

-. 4 )" t . z (~·k~~ ::; I--~. 
,~o -,~ 

gelijkma.tig convergent, waarui t vol gt 
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(~)~Sf \ l els oJ 1 
(3.t) -1~5-rr; ,_ . .It. ~_>•I 1~~· ei <!, ~ "-,,,rs - I )· ) s \-~-°) 

ot i. - ol :7 ---
~ 

{2 I; ( ~n ~ .· r ~ J+,;, '-•' ( ,k,.-.i;.:i .. \ 
\ :() C« C. I 

~ f ( ,} t ~f+ G( ft -l--S)) -'-< ;, "' J:k 
\,':to 

,3+L>-i, . J, 

Teven· blijkt, dat de la~tste reeks voor \~l<f steeds convergent is, 

en dus een convergehtiestraal ~ f heoft. 

Vo or \ 5 ) ~ R I en \ 1 \ = 'R,. ge 1 d t J ~ ';" ~ } f 'R k J.. 13 'f I 

Voor vastgehouden '1 met i ",1} == 'R~ is duk . t 1 . R~ .. voor I' }c \ 1 
J .... 11. 1-A.-1 .... s 

een reguliere functie van % , terwijl ( 1 .... ~ ... ~~n I een pool heeft in 

het punt ~ = J - '7 met J 1 - 1 If J - I 17 I = J - 'R~ ,::- it ; wegens 6 'l t> 

i~ de integrand in het eerste lid van ( 32) regulier in ~=QI:;:) • Ui t 

de residuenrokoning volgt nu 

J_ ' -lt ~ .:,~ ~ 5 . ~ _'-.n_· --

d-' c... {1~->J trr;s 
( ) -'1-J'..,/ .J• ft .... , 

<lo _1._ < . i-77 az cA t 
.:?n( J (1-.1)~1.s ... .?t_ 

c~ 
waarin c:J.. de in posi tieve zin doorlopen cirkel J 1) = 1?'2. = ;;_5_;-S 
voorstelt. Uit de opmerking, direct na de formuloring van lemma 1, 

volgt dat voor 0( I t.t!<f de noeme:r (I _-rn,....1~ -11., binnen de cirkel 

}'7J = ,-:~ precies ,5 verschillende nulpunten 11, .... , "ls heeft 

( juist de nulpunten met kleinste absolute waarde). Wegens K~ '< I 

zijn deze nulpunten samen met ~7 =~ .de enige polen binnen \'7f = 'R ~ 
voor de integrand in de laatste integraal. Het residu in een punt 

(l'nl ('Yi'I =.~,2,. .. >S) is gelijk aan Jt- .... 1 1--lr-t ] 

\ 

(I• 1 ) y:. of -1 ':1 .s - -1\'- I J [ I (I ~I) j 1 . 
· S:L i ,1 -, r,, ' -~ 1- J . . :; c 1-r; > r--, ,,,,/'"i 1 :1. ( )H-S)? , if: 1 'VI\ 

~, l iri~ . 

Om het residu van de ir:tegrand in/ = Q te bepalen ontwikkelen we de 

~ I .J'\/h1 -/•· l .$~ - ~1 

: -L ~ ( 1·r> ~ 
~.: I 
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en di t residu isl)_ dus gelijk aan 1_ <-r~1sJ 1'11'•) ... ,n..., 
J . . ~ \~ ) ::: L ( /'nlA -~ • I \ (-1) .. 
'{ d ) nn=- I ,..,h "' 'Yr\ S ) .-'-< "W\.,.. 

Voor --9-rf5 - I is di t residu dus nul (en/= o een regulier punt voor 

de integrand).. Formule (29) volgt nu direct uit (33) met residuenre~ 
kening-. 

We tonen tenslotte aan, dat de convergentiestraal van de reeks 

( 27) precies f is. Zij 1 ('7)=( J _,,))"' rr;.s - Jt en zij J:l reeel met 

O< ~ < f • Wegens (31)1 en 1 (A.;.,s) = f - n. >0 heeft in [o, 0 de 
functie ~ (,~) het volgende verloop: 

~ ''1) 

A~s "L langs de. reele as tot f nadert, dan naderen 31 en it tot 

r;;. , dat voor -l< = ) een dubbel nulpunt is van 'f (71 ). Bij de.ze 

limietovergang nadert dus s.lechts een der wortels "'7-oi van (31) (be

horende tot· de S kleinste wortels, alle gelegen binnen f'Y/\::::. _,.:£_ ) 
.S I }lJ.....S 

tot '7 = ~ • Uit (29) volgt nu (zij E > o ) 

~¼ tr. J ~➔ o . 4A·~ Zrr:> ... E_ 

wat impliceert, dat de reeks 

heeft. 

( 27) precies de convergentiestraal } 

Opm. Met behulp van de formule van Stirling vindt men voor t.:. ➔ oo 

( ..s )J"" \.-'I. { ,'t,.) -lr+ ~s ) 
'+x 1+;- (1+CJ(L, 

j M , :2n ·. . t.. 
,t.5 

en ook hierui t vo lgt dire ct, dat ) 

(27) is. 

juist de convergentiestraal van 

Lemma 2. L3.ten j", 10 , JI.. , ~ en gehele getalle n zijn met · J'?. .> o 
en· S>Cl onderling onde~lbaar en met jo ·en ~ 0 als de kleinste niet

negat ieve gehele getailen waarvoor aan .¼fer-\ -j'o 5 = ~ voldaan is. 

Later verder f' en'} positieve getallen zijn me.t f+ 8,~ l , 
evenwel met uitslui ting van het geval, dat tegelijkertijd voldaan is 

aan 
. .s 

en zij • Dan .. ·. ·ge lde. n v.oor ~ ..ueencomplex. getal met I..')< t«i~ l .. , f 
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zoals door (21) wordt gedefinieerd, de beide volgende formules. 

( 34) 
- . .:::!..:. t ( ) o '-\ . . · .• -r1 . (N.)/ 

v.. ~.. -k [- L 1 ,/I) 7 

~, "' , • .,. ( -rw 'Y' '.S. c•-"l~t·11:" fs-rr+s>"l-l d;oJ"..: 

(35) 

Hierin zijn f i $ .... , rfjs de ,5 wortels met de kleinste absolute 

waarde ( zelfs gelegen binnen I"]} = f .. s ) en 'Y/5,._, , ... , (S+- J\...., de 

-1, wortcls met de grootste absolute waarde (zelfs gelegen binnen 

l 1 - l'Y/ l = 1 ) van de vcrgelijking · 
I ~.$ ~ s 

(36) c ' -1 r'i ; s::: _)z ~ ~ • c ~~) ( i u > 

Verder is [ ~·] . 1--ktl- ~ 
~ ( /m/1-) .. I) (-1 I 

( 3 7) J,}( 1~ ( T.<) : L. _\.., 'm5 _;-,, ~ 
0 j~ /)'r~J -~ ' 

r a ] J+J -'YV\1\..-
...(1,1)1\ l ,'l..- ("Y•1..? - ~..,./ )(-I) 

(.2 I > . ---ry,,_-. --
(38) ~ 'h. (>.7) =- L_ J ... 'rYVI,, ,ti , d Q ;11l IY".J .z-- l 

In verband met de nauwkeurige defini tie van ~, moet men voor 

d = D de rechterleden van (34) en (35) verminderen met }:'"-U" . 

Bewij s. W!gens 4de aan ,r,-, °l,., en ,tA.- opgelogde voorwaarden, ge ldt voor 

n = (~) (o/'1) , dat I~,< f waarin 5" volgens (28) is gedefi-

nieerd. Formule (34) volgt nu onmiddellijk uit lemma 1. Past men 

lemma 1 toe na vorwisseling van 11., en .S resp. d. en~ dan volgt 

) d~ ~Qi- .11. I _{1 (!!) ~ ~} ~ s (f«) (o/-'j f1 (t-~-J*~J_lo{'l-(ll+S},},,} ♦ ~Jtl,.(J.t] 

waarin /)J , •.. , j,i. de wortels zijn met de kleinste absolute waarde 

van de vergelijking 

( ,-}Y~ ~Jt.• ~ 
De substitutie /.< ~ / -7 geoft nu formule (35). 

032m. Wanneer -<1~ o , dan geldt steeds O L 1·0..::::.. Jt. .... l en 0:;r_ ~o , 
. (j (l) '= 0 ,_. 
en in dat geval is de extra term ~i--::i . 1, in (35) nul. Evenzo ver

O> ~ CJ' .. , t>. 
valt voor ,<;\to in (34) de term . a..• Eij toepassing van de ont-

rJ O I) J "v,. 
wikkelde mothode in de sequentieanalyse, zal in hot algemeen gelden 
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ofwel Jt<< S, , ofwel .5<< JL; zij s« )J... ~~l'o)berekening van de -;:S kleinste 

wortels '7 i , .... , 7s van de ·vergelijki~ is dan niet zeer bezwaarlijk~ 

doch wel de berekening van de zeer vele wortels '7.sH , ., •• , 17 H·'i-

met grootste absolute waardo. Door uitsluitend gebruik te maken van 

formule (34) lean men evenwel deze laatste berekening vermijden. 

In verband mei; lamma 2 en de opmerking gemaaki; na formule ( 12) 

is het van bijzonder belang de wortels te bepalen van de vergelij

king 
( / - 1 ) /1,>1 r,S :::: f" J\, },j 

~, 
Hierin geldt voor J.Z = f 't, 1 dat o~ JJ:J f en we moeten dus voor elke 

reele waarde >J.. met o ~ >:t.~ de wortels be:palen van de vergelijking 

(39) {l•'?)~fl'/-\,~ 

Dit is vrij gemakkelijk. Daar de niet reele wortels van (36) in 

geconjugeerde paren voorkomen, behoeven we alleen de wortels te 
bepalen met niet-negatief recel deol. Stel nu 

n-1 w ,,, .... i.A 
. t "'C° ,,,_( :. V ~ ~ ..v,.,... \ - ~ = . -C ..... I -

v' · met 

<)~t d~0){3:.b ✓ 9/+~~Tl (~o) 

Voor een wortel 1 van (39) geldt dus 

(41) °t: -'v-~ .. ~A.~ ~ .Q., <.'..S-0( • ~ 

Daar 11.. reeel is volgt sin (SQ(' - Af )= 0 ofwel voor k, geheel 

( 42) ..5 C>< - A (3 ::i: ~\: :71 

Uit (40) volgt dat voor de gehele waarde .k.geldt 

(43) 

noor toepassing van de sinusregel op de getekendo driehoek volgt 

verder 

(44) 

en we gens ( 41) hebben we dan 

c~"\) 5 <~r>J\.-
< 45) --------- ._ -J.2 ( ~ ( oltf->)) A+J 

Men kiest nu. een w aarde Ql· met O~c:i< ~i1 en verder, een gehele waar

de .,k, die a.an ( 43) voldoet,. Met ( 42} ber(?Jkent men nu (1 , met ( 44) 
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de waarden <s' en~ en tcnslotte uit ( 43) de waarde van R,, waarvoor 

het gevonden getal ~ = u Q.' r:,,,! voldoet aan vergelijking ( 36),. Alle 

berekeningen kmmen logarithmisch geschieden. Eist men geen grate 

nauwkeurigheid, dan is het wellicht eenvoudiger de wortels van (39). 

grafisch te bepalen, door in het complexe l -vlak de eindig vele 

krommen te tekenen met vergolijking ( 42) en verder een schaar van 

krommen met vergelijking (39). 

Opm. Door de substitutie 
!· 

{ .. t.zi' {JJ"-~ 

kan men ook de berekening van de wortels van vergelijking (39) her

leiden tot de berelrnn:i.ng van de wortels van de trino mische vergelij

king 

I .... 
Wanneer ~~ reeel is, dan be:partlt men de reole wortels gemakkelijk 

met behulp van de optellingslogs.ri thmen ingevoGrd door Gauss •.. Vgl. 

H. Weber, Lehrbuch der Algebra Ip. 391-399. 

Beschouw de algebraische functie 1 (~) gedefiniecrd door (36). 
n A B Het RielI1:'1.nnopperv1ak J van '1_ (~) heeft twee vertakkingspunten en 

in !J..=0 op hoogte 1 = o resp. 1 = J ( resp. S -bladig en i --bladig) •. 

Vexder heoft J1 een twecbladig vertakkingspunt C in J:t. =r op hoogte 

l\..+-_) en een (r-i-s )-bladig vertakkingspunti gaat een door het p-qnt 

A; en een door hot puntB(v.g.l. het slot van het bewijs van le..oma 

1) •. Beschouw nu op J' de f'unc-tie ( (~) in I de omgeving van het $

bladige vertakkingspunt A en s-tel "5 = .... ~ T • Omloopt ) de oorsprong 

eenmaal in een kleino cirkel,dan omloopt J.t.,de oorsprong S maal, en 

heeft rr( eO =~ (~.s) weer de zelf'de waarde. Doorloopt ~ eenmaal e?n 

gesloten, 0 niet omvattende Jordankromme gelegen binnen J ~ j.J.l:" f ls 
dan omloopt t;t eerunaa l een am loge kromme binnen PtJ = I en herneo nrt 

7 (JJ.. )= 1 ( ,~) zijn oospronkelij~e wanrde. Dus de functie "'? ( ~s) is 

eenduidig regulier voor l ~\..(\°Is • Omloopt -lt eenmaal het punt -;z.,.. r 
dan doorloopt het bijbehorend punt op de door~ gaande bladen vanJ 

een niet gesloten weg. Als dus ~ bet overeenkomstige rr.md.punt 
! ~ I $ 

).s -e... ~ omloopt, dan herneemt-t( (~ ) niet zijn oorspronkelijke 

waarden d.w.z. deze functie heef't een singulariteit ingenoemd rand

punt. De reeks van Puisleux 

~ . . ')<\.., 

< 46) ~ ( J~) • ~ b/Yl ~ 

1~_: ~ ~. \J~ c'vi ~ -~ ~- t-v. tMA e 



-15-
I 

heeft d.us eon convergcntiestraal f i. Substi tueert men voo:r · / .►.t \ < f 
in (46) 

I ;;ai~J 
~;:: >2_ Ji ~ s ( Yfro~ \J.,1 -,-t) 

dan vindt men juist <10 S wortels 1, , ... , 1.s van vergelijking (39) 

met de kleinste absolute wn~rde. Voor ne berekening van dezo wortels 

is het dus van groo-t belang de coefficienten h/Y\, te kennen. 

We definieron do functie ( 1-n)J zodanig, dat voor o,( ~ ~ t 
A-£r I 

geldt o ( (\ -~) < t .. Uit (39) volgt dan 
11, I 

1 ( l•.1) Is T } 

w~rin } een der wortels voorst el t van de binomiaal vergelijking 

~ =>;2. Nu geldt-(v.g.l. A .. T:·I-1rwitz und R. Courant, Vorlesungen 

Uber allgemeine Funktionentheorie p. 136-138): 

Lemma 3. (Stelling van Lagrange BUrmann). Zij voor Qf,+o 
K) t. .5 

( 4 7) ~ ::= 6 ( 1 )-:. fl I 7 + e)_ "') +a.t- 7 ..... , 
een voor { 1 !JR convergente mxhtreeks, met a'~ ),to voor O< 11 /<<fi. 
Zij verder 

(48) 

Dan behoort bij elke wo.arde 3- met I~ I< M e~n en slechts een waarde 

~ met / rr; l < 1? f waarvoor ( 4 7r) geld t. Deze · waarde/ is een reguliere 

functie van~, .en we.l .geld.t. ( voor. /~I< /1 ) 
1 .:::'2- 7 -1. r J 'Y.l-, (. 1 ] 

(49) 1;:: : .. I -:::-r- l rJA1t)~i P(,;j) - 11'}•0 

t, 1:. ~ .5 
Voor o (1)= ,;} ( J -?)4 en .1~ = -'1.+-.$ is aan de voorwartrden van 

lemma 3 voldaan. De door (48) gedefinieorde minimn.le waardel'1 wordt 
3 L 

aangenomen voor 1>'(= ~+-$ en is g; lijk aan f .s • Uit de bewering van 

lemma 3 voles! nu voor l 8 \ <. rr 
(50) ,,,, .:::. X bft\ :z '\'\., 

f IYl!I d 

met d'"-1 • ~ J (-1 t·I 
b,,,"'~ b~,Z-, (1-1) ~ 7«0;/; 'l1 

rn, J 

ofwel 

(51) 
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Men kan bewijzen, dat een van 'r1 onn.fhankelijke positieve con-

stante bestaa~ met m )f "1 

· (t ·}- 1._)_· _( ~-• -~-·· _ '" C ( ;:rj ~ 1 b'Y\ \ < C __:! ,_ (('if;;. f 
I)') VIY\ 

I 

Hieruit volgt, dat d0 reeks (50) zelfs convergeert voor ~~t~ r?. 
De gevonden resultaten vatten we nu samen in 

Lemma 4. Zij )>a_Jf \ q De 5 wortels jl, ... , ;1.s van de vergelijking 

( 5 2) ( I- l¥J ) J\, 1.j '-" .J;J, 
1 -

met de kleinste absolute w aarde warden gegeven door de voor. I~ /Lr.$ 
convergente machtreeks 

~ 

(53) 1 ~ f b,,'\ 3 m-

waarin b"" door (47) is gedefinieerd, en .swaarin J. een van de .S 

wortels voorstelt van de vergelijking J = J:Z • 

Op~. Een analoge ontwikkeling bestaat natuurlijk voor de /t.. wortels 

11/J+/ .. ' ~ •• , rf'/J+J\.. van ( 52) mot de grootste absolute waarde. Lemma 2 en 
4 hebben tot doel de numerieke oplossing van het stelsel vergelij
kingen ( 22) te vergemakkelijken. Voor i)..:s = J.i = ('f4 )I\., (rt is de 

convergent·iesnelheid in (21) en (53) ongeveer gelijk (de convergen-, 
tiestralen zijn n~ 1. f resp. f ) en de berekening van een wortel 

van (52) resp. de berekening van df, (i,. ,\J) vergt dus ongeveer evenveel 

tijd. Gebruik. makend van lemma 2 e~ 4 behoeft men voor de berekening 

van de in ( 22) voorkomende grootheden ~; (-t< ,v) ten hoogste .>i ma.al 

een reeks te sommeren (v.g.l. de opmerking na lemma 2). Direct com

binatie van (21) en (22) vereist in het algemene geval, dat men on

geveer N~ maal een reeks sommeert, en deze m12.thode is dus alleen 

voor kleine waarden vn.n A/ aan te bevelen. 
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3. Toepas,s in,gen. 

Bij toepassing van de aangegeven methode in de sequentieanalyse 
kan men ,vr interpreteren als de kans, die er bij elke stap bestaat, 
dat de test door onvoorziene omstandigheden moet worden afgebroken. 
We zul~en voortaan voor het gemak aannemen, dat 

en dus 

I. We beschouwen vooreerst het klassieke probleem, waarin Jt. = .$ = J , 

en waarin & twee componenten ~, en ~,_ heeft, bestaande uit de ver
zameling van alle roosterpunten op de lijn ~ =a.,, resp. ~ = -b. Hier 
in stellen a.. en b gehele positieve getallen voor. 

Voor de gehele getallen Jo en ~" genoemd in de f ormulering van 
lemma 2 geldt nu 

en als 

II ,ti 

In het .eerste geval gebruiken we £ormule (35) van lemma 2 en vinden 

dan voor d ~o 
. ~ . . ~- l oi.1 .. W (qt') '?-;-_'j -( :2.--'f"/i-... ~l} 

en analoog met formule (34) voor ~ .- 0 

~ .· ·. --~ I 
~';l ; w- (f"') (l·"),fll (1-~11l 

·· Hierin stelt ffjt, resp. ~~ de absoluut grootste resp. absoluut kleinste 

wortel voor de vergelijking 

(1 ... r;) 1;; tti.? 
Zij J.A. reeel met o, v\, l • Dan geldt voor 

Ll t j I -◄14 ~ ~ Mi \ 

dat 

l-'11 ~ 1~ 1£: 3: (1+U) 

en verder 

:i72, .\ ., I•-<"),• u 
en du.s volgt v:cor d ~ 0 

t_ . ... , ,. • ~ l.· r-. ~:.~ J ~ < 54) O'(d - NJ , ~ L , -+, u . 
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en voor ';j ti 0 

c 55 > & • -w- ~ ...L L~ ~ 1 • ~ 
d U ( •+ U J 

Het stelsel vergalijkingen ( 22) wr:>rdt :tn ans geval 

~~ ,:,(¥,' + &a)A1 + J?f.\½-bA~ 

Voor algemene >i-, en Jti_ zi,jn dit irrationale functies van ..U... 
Wegens (9) geldt hierin voor 1· ~, l, 2 

<sa> Al <.u, 1h £; ~. ~ ..u '-

waar1n cl,1 c resp. or'.c._,i, de kans voorsteltt dat na een door at geatoo~. 
de wandeling vanaf de ooraprons een oatafstrof e optreedt en het ;rand ... 
punt (a, l) van fi, resp. het randpunt {-1.,l) van i., . Dus A'. (I, n is ' ' 
de kan$, da.t op de component l'tj een catastrofe optreedt,: \anneor vJ 
in ee~ rand.punt op de lijn 1== Q; resp. ~= .. b ~ivee"• <ltl.n is· d• . 
kans op een cataatro:te in da.t :rand.punt X1 ~ap. ...\~ ·~ · ·, 

Ia. Voor 'ta, =O is •~ens (56) en (51) /\<'-',f )= 0 en 

· A .. ( ,,.. ) " .... ~ 11• Jl!t • • • • 

( 59) · t { _.., ~ ,),.- ., ;r-;,;,, •· .. .1\,, U . . . 
, f ♦ U .....,_ + t I 

A , ·, .. r, ' , 

, . 



-19-

. Wegens -f + i = 1 geldt voo..- Ma 1 

(60) U = -J;~lt ~ = 14 f"' 
= t-!2°), 

a.la. 1,,.,t '\, 
II c., j' -11" 

of 

en de ka.ns op ean catalstrofe 
\ 

A ' ( i ' \) - . . I - Jr.., 1 + ( J-,.=lf') ~ 

wordt dus 

A, n, i>-= 9:) ~ :..\·1 .. :2ci) ~ 
len, 

Teneinde de door (59) gegeven functie volgens (58) te orrtwikke
stellen we 

\- U r J _ J 1-=•t r,\,1M-:1' ., #( 

In Flat bijzondere geval 1t1= 1 vinde n we 

· . ...., G\+t\ .. )'hf [ · 1 ). o+nt-•l 
o,/ I 1 11 -t-11 II "' :-r- 'yci.· . r, .. , •· · Q_, ( I •1 .·. J .... 

' ,./Yl! . ct, . 1,0 

• Q.,~-*-~t!t{~,.r.st,~l ··!~.+.-~ --\'"~ o;+~ 
""'"~ 

ale de leans, d~t in het pmit . ('1,, ),;; (C\ +~f\ ,CA} een eate,_~ote optreedt. 
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De punten (a+:F\ + l,~)zijn vanaf de oorsprong onbereikbaar. 

Ib. Nemen we nu aan, dat n, = "-,. = 1,. dan volr uit (56) en (57) 

(61) A, {M,,) ... c:iiv,t Y½.w•-:- C1:·Y L,_.,.· · 
( t +U t +~ { , .. U) 

en Q. {1+ U) ~ (J-(J )Or 
( 62) A. (.U,f)., (::i,ru,) ...., )"&+E" )4 .. r; 

"" (1+U ... (1-U 

Dat zijn beide rationale functies in U ten dus in M • Wegens ( 60) 

warden de kansen op een ca.t~strofe op "(; en a'(':).. 
~ ::t:~ .... ~"' . . \I, 1:d.. ... ,/t 

( 63} A~ (J, I):;: ~. .;:k l#ll+ b ~- A~ ( h I) - J1 H l-, ~ .. b, 

r~ ·~ t ·t · 
een resultaat, dat overigens veel ecnvoudiger kan worden bewezen 

(v.g.l. J.V. Uspensky, Introduction to mathematical probability, blz. 
141). 

Met ~tiaaibreuk-spli 1:sirg kab men de :functies ( 61) en ( 62) volgens 
(58) ontwilckelen, doch dit. la.te.n we nu achterwege. Onder ·de voorwaal'

de, da.t een catastrofe optreedt op de r9:ndlijn-J = a... wordt de gemid
delde weglengte gegeven door 

- . \' [.l. Al (J.4_,ljl 
tyj f • A·, ( I ,'f) cl. r J -4,.4,:d 

Wegens d U = - ~ f:::t.t-1 geldt dus . , .• · 

CM.\ ·u ·. b ( U)b ] ......,.. (~ . ) . r~ 1;~ ± s, ~ u) - . f.. • "~ .· . . 

1)1, .:t a,... " j - . U ~• ft ( U )u-~ ( U) a~ b t• . A, (I, 1) . · '-'\ V\ . t+ - t ..,_ ·.. • 4.;r I .. 2 'J, -waarmee rn, explidiet bekend is. 

II~ Zij rtu J = 1 erl }t. een willekeurig natuurlijk getal.. Laat de :rand 

~ beataan uit de rooster:punten gelegen op de lijn )= - b , waarin 
~ een positie:f geheel getal voa:rs1;eit1 Het stelsel vergelijkingen 

(22) 'reducee:rt Zich (voor -u";;:' b) t.o-t de vergelijking . 
. ... . •. . 

t_. .· (·~' .. Ji. ) A . a<.-.b • . . 4j , . . . ,,,, . : . . . ' 
, ,. 1 ' ''t : '/ ' '> ' 

W9B;ruit vole;~·. · .. ' .. ~ ·~· :'' J 

(64) A/ -. . 12!:;-:-:, i;>-: 
. 't. ' (1 

t ' 
', ,"' ') 
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Voor i~-t:J geldt vnor het paar kleinste niet-negatieve gehele getal-

len i,,, en ~o met 

~ ; ~ l;t Jt. ... ~.s ... 1'v lt. ·J ct 

dat ~0 = 0 en J.,.= -d . Uit formule (34) van lemma 2 volgt dan voor ~~O 

,(,cl' !1 ( -r,«) -~ (1- "],) ~ 
1-.(n.. ... ¼)·'17, 

(65) , 

_waarin "7 I de wortel met de kleins,te absolute waarde voorstel t van de 

vergelijking 

( 66) ( t -"7) n,.1 # ( -fU') Jl. °ru • 
Uit ( 64) en ( 65) volgt dan voor -W"":::: 1 

) -b tr (J-'77, ·. 
(67) -A_i- (t•.)1J ~ ( tu) · ----------.:--

, ) .. Jt., f J...,·(,t.+1)7,f + l ,,, 
en de kans op een catastrof e wordt dus gegeven door 

A ('.,,fl..)b t 
( 68) J (1, I):;: -L-. . . I ... A., 

- ,1 ... 11 k ..- __.(ll+1)71 
.Jl. I 11,. I 

met 1, = (' ( M c::l) als de absoluut kleinste worte 1 van 

· (1-?Jl,i1?:: (i•y) 4 'l,,, 

Uit de redenering uit het slot van he't bewijs van lemma 1 volgt dat 
I I 

17,~eeel positief is met~,~ n...~, • Voor '}~ii.:+r is i,= i en de kans 
( 67) op een catalstrofe wordt dan 

t 

Jr ..,.. i7;-l~, ( h+J) Q 4 

1 J\.t y I , 

Voor Jt,1 = 1 is deze kans 1. Di t is voor }< 1"'.::; ook om andere rede-
nen duidelijk., Immers de verwachtingswaarde van de bij elke stap na:<':l.r 

boven afgelegde a~$tand is 

ev,, -1"- ·;c ) ( ft.:+- J ) - t 
I j 

en deze is voor ~"'-~;., negatief ~ !>e waarschijnlijkheid, dat V\ nooit 

de lijn) = - b ontmoet, is dan nul, en dus (voor l 1= 1) ook de kans 

da-t nooi t een oatast:rofe zal optreden. 
Voor n, = 1 Volgt 'Uit {67) 

A, (u,Q .. (',t-;;}6 
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met '71 a.ls a.bsoluut kleinste wortel van ( 66). Als vroeger volgt nu 

uit de stelling van La.grange-BUrmsnn ri-1 . -,,· 

\.>f. ~ (::f\ ¼..-.,)~~ {d W--)bf. 1. ·)· t·] A,(-t1,1):: (t,u) I• L .. , .. _ .~ . , -.. • a;, P-, \fl ... 'r1),..,"] .·.·. ·. 
~:rt rn '. _J it I') I I l 

0'/ 1 i::-o 
\, ~ b(b+ttJw\)(.t+.!'l+ll,,r.)•" ("1t-'n.,.f +-.Jvn)( ··)~+-Tlr"· .. 'tf 

;- (-¼M) -+- c........ · .·· I • 'f'.M ( A14'\) 
·J. ~, ~. I 

en dus volgt voor de kans o(~ op een catastrofe in het rand.punt, 

{'I,~)= (b+}}{\ + I ),b), ~ = r-• en voor m¾ I 

( 69 ) 
b ( b +" ,,r-~) l t+.2 + ¼) . . . { t + 1)-i .. l ..., lir\) ~. 'V'.. if' 

cl rY1 z - - /'f) ! . ,! ' . " -r ~ 

Het is be langwekkend, dnt formule ( 69) zoer eenvoudig en aa.n

schouwelijk als volgt kan warden bewezen. 
I 

I ·~ .... I 
I 

Onder een weg verstaan we een ein
dige of oneindige rij punten 

I 

() I 

i 
r: le 

i 

('l"lt,~P (f= 0,1,2, ••• ) met (1~,~~)== 

(O,O) zodat voor elko wearde 
i = 0,1, .. , een der volgende re

laties geldt 

("YIJ+t f~i+•)= ("''\ + 1, ~i +n..) [~ 
t) 

: 
l 

l 

resp. ( ·Y\)+I , ~S+\ )= { "l + 1, ii -1) 

Zij C een ber~ikb~-rand:punt op ~ = - b , dus met coordinaten 

"fl :: + b + ~{\ +l) en ~ = -\? (met k al~ een( \1;!tf;(8f:i~}ief gcta~. Het 
aanta.l wegen met C als eindpunt is q~= ~ .• Om het aantal 

Q ~ wegen te bepalcm met C als cindpunt en enig ra.ndpunt, moeten we 

d ..h. verminderen met het aantal ;;.~ in C eindigende wege n, die tevorcm 

reods een randpunt F zijn gepasseerd 1 d. w. z. Q;l.ft = ~.ft - ..t,h • 
Elke in C eindigende weg hecft P of f als voorla.atste punt 

met 

.D • ( 'b +- i( 1t ;., ) -• > -b + Jt...) 

E 4: ( b ·+ ~ (.n.-t I) -l J .... b 4, f) 
Dus is ~= NO + NJ a.ls N1 resp. NG. het aantal in J) reap. E E.1in-
digende wegen voorstelt, die de rand mJi.nstens eanmaal gepasseerd zijn. 

Da.ar elke in D eindigende. weg de rand l:;:. - b noodz@k<;llijk eens . 

moet hebben gepasseerd, hebben we· 

. ·• J\t .·· ,.a;: .(· ~ + Jdt. -ti) s¥t )···•·· 
A \ ,-k.f 
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We la ten nu zicn, dat l\]i:: = A l/41 • E0n weg, die f passert, en 

tevoren de rn,p. is gepasseerd, heeft in zeker randpunt F met 

F ;e ( b+ d. Pz.+1) J .b) 

waarino, j, ,t ~- l , deze rand voor het eorst getroffen. Het aantal 

geheel vrij e mogelijkh~den om van r naar E te komen is 

IV <J) :;; (. c ,n .. J .> < )\ ..-.1) -1)• .. 
If (Yl '\~ . 

\ 

en het blijkt nu, dat geldt 

(J) . f' t, <J} 
l\/15 ~ ~ \t v <f= Q , 1, ••• , ,h -1) 

We hebben nu 

e~ = cl~ .Q~== di -No -tJ, = cl~ - <~ +i ) Alp 
= ( b + ~?( J'l, +I)) - ( J\,. 1) ( ..er .... f \ >i. t-1) ... I )· 

~ .· ~ .. r . 

~ ~ (..Q,.+~(Ji.t-t)•I) 
~ ~~l 

en de kans o(~ op een catastrofe irt het punt,C == (l;-r~(l +I) ,-b) is dus 

b+~ ~ \o (b~\+¼)(.t+:2+ ~) . . ~ (i+ ~.,/~~) btl~ ~ 
D!-k.a~t i~ ... ~~. . _f \ 

wat juist :f ormule ( 69) is. 
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III. We geven nu een tweede toepassing voor het geval, dat S = f en dat 

'l-' · een willekeurig natuurlijk getal is. Laat de rand<£- bestaan uit N 
componenten (\Z~\t', waarbij ~tt,(~ = 0,1,2, .... , "1.-1 ) bestaat uit de ver ... 
zameling van alle (bereikbare) roosterpunten op de lijn' ~ = U + J..,, 
waarin ~ een positief geheel getal is. Zij verder 1£.i:::: I voor 
~::: 0,1,2, ••. , N-l . Indien t\l,>t1,,, dan kunnen de componenten 

<£ , OC.t+l , • •• , ~N,.1 alleen bereikt warden vanaf de oorsprong door 
teJminste e~n der oomponeir,A~-~,. (£-0 , CR. , ••. , iS:.-...., te passeren, doch dan 

treedt onherroepelijk een catastrofe op wegens 't.~ = 1. De compo..i. 
nenten Ott met -V:i.1 J\. kunnen dus bui ten b eschouwing word en gelaten, en 

we mogen aannemen9 daii N -fr n., • 

Het stelsel vergelijkingen (~2) krijgt in ons geval de gedaante 
N-1 

<10> ~«+t ~ 2- &t .. ~ A~ 
-kr:ci · 

Voor d~O wordt $~ gegeven:~oor ~e formule (65). Voor t.?O geldt 

voor de in lemma 2 gend"emde ge-tallen io en~" , dat to = f \· ~ en 

io = X ~o - ~ i als i .2Jf het kleinste. geh.ele getal t ~ voorstelt. Ui t 
formule (34) van lemma 2 volgt nu voor ~_;?O 1 

( 71) ~"' :: w- ~ (,\cu) 'l. I..•';) ( 1'' )-1;> o L (I~'],)"-- !'i,·';) "J ,iio i I· (>t-1-1 )"J'} 
() ~. ·~ -~ (d.,. (-~c~l<)) 't. ---l) (••) •'"'+' 

+ L ~o-~ ( ,I\, /1...+-JJl'(Y\- .) 
-m:; I · t\, 4' M 

Gn waarin '1 t de absoluut kleinste wortel van ( 66) 

(65) geldt formule (71) ook voor. ~tO- , mits we in 
stellen (de som in het rechterlid van (71) is nu 

waarin ~ 11 .. = ~. f} 
voorstelt. Wegens 

dit geval Jqo = () 

leeg). 

Wegens Nf tt.,. geldt voo~ de coefficiehten dxi.~in het stelsel ver

gelijkingen ( 70), dat l t -~ l~ '7. - l .- Nu wordt &~ voor 'i)!:: b gegeven . 

door (65) en voor o<, ~ ~ 1t.,. door (71) met ~o = 1, Dus 

J,:_ _ .,_,.) ('\"')·) Cl;-J,f'a _ 
(72) 1 ..._ . . j ~ {J\., .. t) 1 I 

ala afe en 

{73) ~, .. 



a.ls O < ,6~ , waarbij we gebruik maakten van (66 ). We stellen nu 

(74) ; (!,. '],} • at ; ~"" '.} ; I~ ('t.♦ 1)'11" Y, 

De matrix 611 van het stelsel vergelijki:ngen {70) wordt gegeven door 

~ ~•t ~ .. l - - _., - - -i> ~ .. N+\ 
,0 

~I ~- &.1 - - - - ......... & ... N+i 

' i ' ' \ l ' ' ' /j~:: 
I ' ' ' ' 

,., .... 
l ' .... 

' " ""' &o' ...... Jt, 
&N-\ ~H.-i ' - - - - '-&, i~ 

en is ·wegens (72) en (73) gelijk aan 

\ 
I ,ae-t 6-... ;x-~ ...N+-t .. - - - ... ... -· • ZJ. 

~ ... (kl~ I 3'. .. i * .. , oc, .. N-+-J. · 

:/· ... o11 tl-.ai~ I ::X~I .... N. ':w ' .. '' I I ..... ii, 1 .... .... .... - .. .... 

cl. 
.... ...... .,_ ... 

' 
... .... I .. 

" ... .... .... l 
' 

.. ..... 

' ... .. I 

I .... . :x·• .... 
.... .. w .. , l'M ".)(.,.ol~ .... I 

~ :..o1, .... -· - ... - - . 
, 

We transformeren .l).N in een nieuwe- matrix /J Iv door de laatste kolom 
~~ ' ' 

ver~enigvuldigd met ~ af te trekken van de k-de kolom (~~1,2, ••• , 
N-1 ) • Door deze o~eratie, wo~dt noch de determinant van de matrix,· 

· noch de minor van een niet tot de laatste kolom behorend element, ge .. 

wij zigd. We vinden 

0 0 ,0 -· - - - - - Q 
?J-N¥l 

.()l J 0 0 0 ~-I'll¼ 

... o1,i1 -0r11 0 0 oc••'ft~ 
I 

' ·, f - ' t ..... ..... J 
~ '', ...... .... 1 

,I' .... ' ... ' .... . t I 
f· .... ' ·, ...... 

' ' 0 ~. f. ' c J •• 
... 

. N~l . N•i. .... 
7ol1 f 

~ °') .. ~.~ - .... .. ... ;,..;,r ..... • \ 

N 
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0 0 0 - - - - - .. - 0 d''::t"N+I 

-J 0 0 0 c,/ .. 1 "' ........ , 

·~'2 ... ~ 0 0 -.l .. 1 "X'" M.;,3 

' 1 ' ..... I 

' ' .... ' 
' 

..... ... 
.... .... ... 'o t::,,/--1~•• ... 

tl/-4 JJ .. i ... 
o(' ... ~1 ~4 - - ... - - ·~ 

Dus geldt vooreorst voor de determinant van 4 I'll 

, N-1 ... 1 • N+t { )N•• \ ( 1J )N..J 
( 75) \ 4 N \, \ A~ I :f <-1 ) °' :x. --~ ::: ~ x 
Zij -It ::;:,N •· Door ·op .6,~ de volgende (va.n ~ afhankelijke) opera.tie 

' . A (.ff) . toe te passen, gaat .t,N over :i.n .c., en blijven ta minoran van de 
de a 
~ kolom onveranrierd ., 

(1) Vermenigvuldig •i(~ 2de kolcrri met ~ en·trek e.f :van de 1° 'kolom 
., 3de 1; 11 n u . t1 n " n 2d-e " ( 2) It 

- - - ~ - - - - - - -
{k-2) " 
(k-1) tt 

(k) n 

,, {k-1 )e " 

11 (k+l) 3 II 

:, (k+2 fe tt 

- - - ~ - ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ - ~ 

" " u " , tt " u { k-2) do kolom. 
~ i, ta tt " tr 11 " (k-1) a kolom 

11 1, n " tt n n ( k+l) e " 

- .. - - ·- - ... ·- - - - ... - -- -- - - .., .. - .., .. ... .... - ... - - • - .. .. r 

(N-2) 

le vinden 

l~) 
{j .. 

N 

0 

-~ 
0 

0 

0 +.I.\. 
' " .... 

I ' 
' 

I 

0-

n (N-l)e " 

(.) - - - 0 
C) 

.... 
'- .. 

0 Q 

0 ---·--
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Zij M-~ de minor (d. w. z. onderdeterminant met taken) van bet element 
' de . . kde k 1 ,. Hr) De ui t de i riJ en o om van Ll N • ze is gelijk aa.n de over,.-

eonkom st ige minor van /JN (we veronderstellen nog steeds lr4'-N ) • Voor 
!!l- ~ L ~-l bevat de matrix van M.:..t. een kolom nullen en ie dua· 

M \ . ..Jt • o • Hetzelf de ge ldt voor ~+-< 1' '-, N . Verder ziet men ge,
makke lij kin, dat de volgende formulas golden. 

\ )N ... 1 ~ 
<16) M,,~_.0( .. ,(-f ~ '"\f'f~-~) voor lt-- 1,2,.,.,1,.,1 

~)lJ ... J 
~ ¢,/ •I ( 1( :X ~ ... I 

~ )N .. , 
<11) Mi,\ • --t...i ( -;: · 

Het kde element in de eerste rij 

Dus hebben we 
N 

-, ~ x"\+i M « L 1,~ .::: ,, 
en •egena (76) volgt nu 

voor k = 1 

voor k = 1,2, .... ,N-1 

· voor k • l en k == I 

voor k = 1,2,.. .·, ,1--1 

van A., is ge lijk aa.n .. 

(79) M 1,N "' .. o1·1 (it•~ N--11)-1 fr '°"1' + ('N~){J<-))\ 

Daa.r de matrix AN symmetrisch is t.o.v. de nevendiagonaal, geldt 

M. , ... - M N i_ . ,., . . ';"'l'li""" '"'fi°♦ l, .,r .. v-+I 

en zijn alle minoren van 6.N nu bekend,. In ve:rband met de oplossina _1 
va.n het stelsel (70) interesseert ons vooral de il'l"lerse mtrix (A,.) 
van ~, welke de. g~spiegelde is van de matrix ( t-,th:;" \ • Wepns de. 

. . · f ~w\ ., · . 
formules (75) tot (79) heeft deze de·gedaall'lbe 
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-~ 
' 
() 

... , 
.,.._. - ....... - +- ~ 0 

f 
'\ 

\ 
\ \. r 

I 

-:---- -

\ \. 
\ 

' ' 
\ '-

\. '\ ' 
\ ' 

\ ' 
\ 

' 
' 
' ' .\ ' \ 

'- ' 0 

- - - -
'j "-..'c)--i 

..,, 
""--:nA 

·ne oplossing van het stelsel ( 70) wordt dus ' ) (/ 

A0 ~ ,:x~•I ~~ .,. j"1 ~Q• I 

(80) 
A~ _.. :xlt ~f' (X-~) Jx~ -t J?q~ 1, ~f' &a• 1,_1 (k= l, 2, ••• , N~2) 

A t-,/ .. 1 r . l t ... , 'J:? 
· f\H ;- ... ¥ c/ ix~ 'a( 1 ,. ( N ... :,_ )l>< ... d) r O? a. + ::Cd . • +- w ... , 

.,,.- )J.-. 1.-.1 ... , N¥l o ~ 
+ 2- :JC ~ (X-V.} HA 

-h .. , (I (] A 
Hiermee is het gestelde probleem in principe opgelost; · \~1,1) is d.e 

kans, dat op de component s?t, een catastrofe optreedt. Gebruik makend 

van (71) en (74) vinden we deze kans als een eenvoudige uitdrukking 

in de absoluut kleinste wortel {' van 

(!-- '7) 'l.1 • t f\,'i, 
( voor ~ ,5; ;:1~, geldt _we~r '71 :;: i). 
Opm. Uit (80) volgt, dat voor ~<N•,tl de randontwikkelingAt{ bij de 

rand component o<R. bestaande ui t alle bereikba.re roosterpunten op de 

lijn d = e,. + ~) en dus ook de kans, dat op *~een catastrofe optreedt 1 

onafhankelijk is van N . . J)i t is a.ohter~ ook duidelijk. Imme rs, a1s 

.,.\ < N ... t . , dan beh6ort de lijn ~ ·= O.. + t + + tot de rand, en wanneer 

W in een punt van deze lijn arriveert, dan treedt onherroepelijk een 

catastrofe cp. Dit betekent, daii W van.at een ,punt (in,,) met~ 4 +l +1-. 
onmogelijk de lijn ~ =<>. + ~ kan bereiken., daar Win beneden.waartse. · 
richting · alleen stappen ter, lengte l ken ma.ken. Het al of niet aanwe

zig zijn vanl>"andlijnenJ =Cc.+~ met ttf ·~ +i·•is dus onverschillig 
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wat betreft de ka.ns op een catastrof'e in een punt van de lijn d = ~ +{ • 

Als '?_, de absoluut kleinste wortel is van 

) >i J\.. 
( 1-1 1 :::: (it,y). y 

dan geldt voor een in rr; = O reguliere functie 1 ('11 ) de formule 
>\. ('t-.l) ,n Y>~l - . [ , ¼] 

(81) J("11)r j)(o)"" f _{1'- ~M • _!..n•I l {'(1) \~) 
l I c:; '\'\,ti ~ \. ~, - j~O 

welke analoog met (61) direct volg-t ui t de stalling van Lagrange-BUr ... 

mann. 

Hieruit volgt voor l ~ i 
t - f .l_ ·( ( -'I.. +--()'n. - .Q _...} ) ( tl )J.. l}.M JL + ') /'YI,-

( 82) 1, - "ni::-~ ~ . ,ryi ..... i 

( 83) 

Verder hebben we 
.~ 

J?,({J,1).z. f 
wegens ( 10) en ( 19) 

( a~• -ll>o +;--( H ,) ) ..() ,) o➔ ,\,~ .. '.(-HI) 

+o+,. 
WFtarin voor d~ o geldt ..q,o == ~ ¾ ~ en·~ 0 = J\,.,~t> - ! . Dus wegens (7 4), 
(82) en (83) geeft (80) de functie A~(M> ~) als een som van bekende 
ontwikkelingen en producten van twee bekende ontwikkelingen. Gebruik 

makend van (71), (80) en (81) kan men zelfs A~(1f, I ) verkrijgen als 

dG som van een aantal bekende ontwikkelingen. 


