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I. Geneutraliseerde sommen 

In de maanden april, mei en juni 1961 heb ik op tien _middagen 

op het Mathematisch Centrum te Amsterdam voordrachten gehouden 

over neutrixrekening.· Deze-methode steunt op het denkbeeld dat· 

onder algemenevoorwaarden termen van een bepaalde soort mogen 

worden verwaarloosd. Dit denlcbeeld is niet nieuw. We doen in de 

wiskunde nauwelijks iets anders. Cauchy verwaarloost alle door 

12+1 deelbare veeltermen in! met gehele coefficienten. Hij schrijft 

bijv. y 3=- 2 , omdat het verschil l 3 + 2 dee lbaar is door z 2+1. 
Om de lezer van die verwaarlozing op de hoogte te stellen; ver­

vangen wij de letter l door een bepaald symbool en daarvoor wordt 

de letter i gekozenJ zodat J=-i. Op die manier rechtvaardigt 

Cauchy de invoering van de complexe getallen. De klasse ingevoerd 

door Cauchy die bestaat uit de door z2+1 deelbare veeltermen met 

·gehele coefficienten is een additieve groep. 

Dit betekent: twee willekeurige tot de klasse behorende veeltermen 

hebben de eigenschap dat hun som en ook hun verschil--- tot de kla~se 

behoren. De klasse voldoet ook aan de volgende vootW~arde: als ~e 

een functie bevat die gelijk is aan een constante / 3_ dan is /=0. 
Immers iedere door 2 2+1 deelbare veelterm van de graad o is ident:Lek 

nul.Een additieve groep die deze voorwaarde vervult, is een neutrix 

en het slagen van de theorie der complexe getallen is te danken 

ran het feit dat de door Cauchy ingevoerde klasse een neutrix is. 

In de analyse werken we met een groot aantal belangrijke begrippen, 

waaraan een neutrix ten grondslag ligt, zoals limietbegrip, conver­

gentie, divergentie, distributies van Schwartz, enz. De neutrixre­

kening dient dan ook ter vereenvoudiging (omdat in de redenering en 

in de berekening een groot aantal termen worden verwaarloosd), ter 

unificatie ( omdat een groot aa.nta'1 wijdui teenlopende onderwerpen 

tot ~~n enkele theorie verenigd worden) enter· generalisatie (om­

dat met behi,;tlp van neutI'.ipes tal van nieuwe ma.thematische objecten 
Worden geconstrueerd) . 

. , 

Voor de algemene definitie van een neutrix voeren we een wille-

keurige niet-lege verzameling /\ in, die een domein genoemd wordt. 

Verder beschouwen we een additieve groep l\f gevormd door functies 

v( [) ,gedefinieerd voor elk element l van het gegeven domein. Het 

is mogelijk dat dit bestaanbare of complexe functies zijn, maar · 

dat is niet nodig. Wij mogen ook abstracte functies toelaten, die 
~ ' 

uitsluitend waarden aannemen welke tot de een of andere additieve 

groep behoren, zodat voor die functies steeds de o_ptelling en de 

aftrekking mogelijk zijn met de bekende rekenregels. 
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De additieve groep N heet een neutrix~dien ze aan de vol­

gende voorwaarde _voldoet...:_Jedere tot N behorende functie, die 
voor elk element! van het gegeven domein gelijk is aan een con­

stante, is identiek nul. 

De functies behorende tot een neutrix N heten in N verwaar­

loosbaar. 
Waar geen misverstand te duchten is, schriJven we kortweg N 

inplaats van N. 
Een zeer bekende neutrix is de neutrix U welke gevormd wordt 

door de functies e O) ( l =0, 1, ... ) die voor [-»oo tot nul nadert. 

Dat deze functies een neutrix vormen, is evident, omdat een constan­

te die tot nul nadert identielc nul is. Het domein van deze neutrix 

wordt gevormd door de getallen 0,1, .... Indien u1+u2+ ... een con­

vergente reeks is, dan is voor elk getal l ~ O 

( 1) l-_ 
n=1 

waarin s de som van de oneindige reeks voorstelt en waarin e(l) 
voor ,➔oo tot nul nadert en dus tot de neutrix U behoort. Die rest­

term e.(!) wordt verwaarloosd, zodat het rechterlid van (1) overgaat 

ins, maar om de argeloze lezer van die verwaarlozing op de hoogte 

te stellen vervangen wiJ in het linkerlid l door een nieuw symbool. 

Da8.1rvoor is het teken oo gel-cozen; zodat we krijgen 

(2) 
00 

L un = s. 
n=1 

De formulas (1) en (2) zijn geliJkwasrdig. 

Vo-::r ieder bestaanbaar getal a dat niet gelijk is aan een 

veelvoud van 271i geldt de 

t 
(3) L sin na = i-

n=1 

identiteit 

. a J • -co·c -- + ,. sin 2 '- ta - -} (cot~) cos!a 

( I =o, 1, ... ) ; 

immers voor l = 0 zijn beide led.en geliJk aan nul en geldt de 

formule voor l , dan ge ldt ze oe'.c voor l +1. De functies van i 
( f = 0,1; ... ) van de vorm 

(4) ½c (sin la -- (cot ~)cos} a), 

waarin de coefficienten c willekeurige gehele constante getallen 

voorstella~vormen een neutrix F. Inderdaad; els (4) gelijk is 
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2 
aan een van l onafhcnke li jk get al / ; dan is ~~ sin na volgens 
de identiteit onafhankelijkvan z 5 dus c sin na == O (n=1;2, ... ) 

Indien c=O, dan is f zeker nul. Indien c~OJ dan is sin na =0, 

dus sin a =0, dus co~ ~ = O, dus f =0 3 zodat F inderdaad een 
neutrix is. Eveni3.ls in de theorie van de convergente reeksen ver­

waarlo.zen we de tot F behorende_ term ½ sin ~ a - ½ ( cot ~ )cos } aJ 

zodat het rechterlid van (3) overgaat in½ cot; e~ om_de lezer 
van die verwaarlozing op de hoogte te stellen, vervangen wiJ in het 

linkerlid l door een nieuw symbool. Daarvoor kiezen we de letter 

F die ook de neutrix aanduidt, zodat we krijgen 
F 

(5) .._- , 1 , a 
~ sin na =~co~~. 

11.=1 
De formules (3) en (5) zijn gelijlcwaardig. Aangezien (3) correct is., 
kan (5) nooit tot een tegBnspraak voeren. De tegenwerping., dat het 

linkerlid van (5) de som 11 moet 11 voorstellen, die men verkrijgt als 

n de rij 1.2, ... tot F (incl.) doorloopt, heeft geen zin. Het is 

waar dat n de neutrix F nooit bereikt, maar hetzelfde bezwaar zou­

in (2) ge1aen, waar n nooit he~ oneindige bereikt. Formule (5) 

is slechts een andere schrijfwijze yoor (3). 
Het linkerlid van (5) stelt een geneutraliseerde som voor; 

een geneutraliseerde uitdrukking is namelijk een uitdrukking, waar~ 

in minstens ~~n neutrix voorkomt. 
ca 

Omdat de reeks L sin na convergeert behalve als a een veelvoud 
11.=1 . .. 

van i\;_· is, hebben wij · de neutrix F ingevoerd om de schadelijke in-

vloed van het oneindige te neutraliseren. In elke uitdrukking waar 

een singulariteit een ~odanige storende invloed uitoefent dat die 

uitdrukking zinlo~s wordt, v6eren wij een geschikte neutrix in om 

die invloed te neutraliseren. Aan dit felt danken de neutrices hun 
naam. 

,. 

Hetzelfde denkbeeld kan worden toegepast bij elke reeks u1+u2 + ... 

die de eigenschap bezit dat voor elk geheel getal ! ~ O 
1 

( 6 ) L un = J' + v ( i ) , 
11.=1 . 

waarin / onafhankelijk van l is en i:~rnarinvQ) ft=O, 1, ... ) verwaarloos­
baar is in een gegeven neutrix N. Dan wordt de term v ( z) verwaarloosd, 

zodat ~-et rechterlid overgaat in / J dochi ter waarschuwing; wordt 
in het linkerlid l door N vervangen., zodat we 1-crijgen 

N 

(7) n~ un = If . 
De formules (6) en (7) zijn gelijkwaardig. 
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Als de reeks u1+u2+ ... en de neutrix N gegeven zijn., · dan is 

d ondubbelzinnig bepaald., want als voor ! =0.:i 1 ... 
~ 

( ) L un = I 1 + v 1 ( P ., 
n==1 

waarin { 1 onafhankelijk van } is en waa.rin v 1 (z) ( l =0, 1, ... ) 

verwaarloosbaa.r in N is., dan is de constante lf1 -/ gelijk aan 

het verschil v(!) - v 1 (f) van twee in N verwaarloosbare functies, 

zodat deze constante zelf in N verwaarloosba.ar en dus gelijk a.an 

nul is., dus / = / 1 . 

Bij een convergente reeks u 1+u2+ ... geldt formule (1) waarin 

E(!) tot de neutrix U behoort, zodat wij inplaats van.(2) ook kunn.en 

schrijven u 
L un = s. 
n=1 

De tormule (5) mag niet termsgewijs naar a gedifferentiesrd 

wordenJ m.a.w. de formule 
F 

Ln 
n=1 

1 d 
cos na == 2 da cot 8 

2 

is onjuist. Immers de identiteit (3) geeft voor elk geheel getal O 

(10) t n cos na =½cot~+ ½ la (sin ra - (cot~) cos !aL 
i::• C 1 

maar de la.atste term is niet verwaarloosbaar in F. Da.t komt omdat 

de neutrix F te mager is. De algemene tendentie in de neutrix 

calculus moet zijn de neutrices zo uitgebreid mogelijk te kiezen. 

In verband hiermede leid ik nu een stelling af., die een zeer uit­

gebreide ne~trix levert. Een line~ire combinatie van functies 

r 1(f), ... , fn(!) is een som van de vorm c 1r 1(!) + ... +cnfn(f), 
met boeffi~ienten c die onafhankelijk van J ZlJn. 

Indien we de identiteit (3) schrijven in de gedaante 

1 
(11) L sin na ==½sin 1ia+ (cot ~) sin2 ½ ia ( [ =0,1., ... ); 

n=1 l 

dan ligt het voor de hand de neutrix Gin te voeren die gevormd 

wordt door de functies van l van de vorm 

C (½ sin la+ (cot~) sin2 ½ 1a (z =0,1, ... L 
waarin d~. coefficienten c willekeurige gehele constante getallen 

voorstellen. Deze neutrix geeft 
G 

(12) L sin na = o. 
n=1 



De formules (11) en (12) zijn niet strijdig. Verschillende 

neutrices kunnen verschillende eigenschappen bezitten. 

Stelling 1: Zi.i y een additieve groep gevormd door begrensde func­

ties van J( ~ =0,1, ... ) die, afgezien van de functie welke identiek 

nul is, geen van alle voor z-;->OO tot een eindige limiet naderen. Zi 1j 

- een verzameling gevormd door functies van~( y =0,1, ... ) zodanig 
dat f/J de functie bevat die identiek gelijk is aan 1 en dat ·de verhou­

dingvanelk paar to~¢ behorende functies voor z➔ co of wel tot nul na­

dert of wel in absolute waarde onbegrensd aangroeit. 

Beschouw alle functies van de vorm 
m 

_µ,( 1 ) =hi,;1 x.h ( n "1i ( i) + e. ( z ) 
waarin € (}) -->- 0 .Y..££E_ [-+OO, waarin .de func ties yh(}) tot yr behoren 

en waarin elke functie ;th(z) geli.ik is aan een voor t-:.0;;1 tot nul 

naderende functie, vermeerderd ~et een lineaire combinatie van func­

ties die tot p behoren. Die functies µ( z) vormen een neutrix M • 

Het bewi js verloopt als volgt. Dat de func ties 1u.. ( f) een 

additieve groep vormen is duidelijk, zodat het voldoende is te be­

wijzen: is ,M,( z) = J' , waarin J" onafhankelijk van z is, dan is 

J' = 0. 0mdat iedere functie. th ( [), afgezien v2n oen tot 0 naderL:nde 
functie, gelijk t,; : . . n con 1:tneaire combinatie v;:n tot¢ behorenc:ic 

functies en omdat verder 'f' een additievr:: groep is.i kunnen we ;-<-(!) 
schrijven in de vo~m 

n * 
.. ~ 

1 
ah 'Ph ( ~ ) 'I' h ( l ) + er ( t ) = I ( l = 0 , 1 , • • • ) , 

waarin 5( t) ➔O voor 'f _.,. ea , waarin cph ( l) tot cp en y~( f) tot,v behoren, 

terwijl de getallen ah constanten f. O zijn. Indien n =
11

0, dan is 

j' =d( ! ) , dus Y,, =;=0. Indien n ?; 1, dDn kunnen we de som '> zo rang-
<itt ,, ~ n=M 

schikken dat fu (p (1 ~h<n) voor ~-:±Cfltot nadert. Volgens veronder-
+1 cp (l) lcpCq}J 

s telling heef~ m~n . 11
1 -➔ 0 of ~ ...,..7 oo of o/n ( ~) =1. Indien 

<pn( ¥)->- O, dan nadert ph( l) ( 1 & h ~ n) tot nul, dus / = O. 

Indien \ r,n ( p \ onbegrensd zou
11

~~ngroeien, d_an zou 

(13) . ,r*( 'r;:) - f-rf(~)- J;°1 ahq;h(p-vr~O) 
l - ancpn{~) 

tot nul naderen, in strijd met de veronderstelling dat yn * ([) niet 

tot een eindige limiet nadert. Tenslotte zou in het geval fn(f) = 1 

het in (13) gen~mdegeta.l yn*(}) tot, .. { naderen 3 in strijd met 
· C n 

de veronderstelling dat 'Yn*(~) niet tot een limie-b nadert. Dit vol-
tooit hot bewijs, 
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Opmerking: In deze opmerking definieer ·ik een bepaalde 

neutrix M door vo0r de. verzame1Jn_g~1:1<p en y- een bepaalde keuze 

te doen. A1·1e ·1ineaire combina.t.ie.f'l:. van func ties van de vorm 
.. 0 •••' ~ ••• • :~ •~••·•WO_•:~•: MO , 

sin t, a· en·· ~os·-1 a-~-•waa-r~n. de. c:oef.fJci·;~)~e~- a ~.~5}i~.~L1ri'g~::'·?,estli~fi.·~-~·:.··:~ 
bar·e. getallen voorstellen ~die __ :_n;t~t-;ge1:tjk. zijn: 9-ap een··-·v·e·e·1yollff·.:._ .. ..::.:.c:c:=­

van 2~~~ .. ~ ·vorrhen-~en additieve.Lgr·oep-;.-yme.t -d~---ge.riiSemde··e1g~fH:tch~p:~ u 

De verzameling gevorrrid door alle niet tot nu],. naderende func-. ' 

ties die voor voldoend grate gehele_l de vorm 

ft. O{ . 0(. 

(14) <p(}) == l O (l1z) 1 ... (lr~) r 

bezi tten, waarin <X 0 , Ct 1' •.. 'O(.r reele getallen voorstellen, vormen 

een verzameling f met de genoemde eigenschap; 

hierin is 11 z:.-:log l en lh+1 l = log ( lh 2 ) (h ~ 1). 

functie 'P()) 
h 

Iedere tot deze verzameling (j, behorende 

de eigenschap dat .voor elk geheel getal h?,; 0 - ~ r (r), 

heeft 

afgezien van eeh tot nul naderende term, geschreven kan warden 

als ~en lineaire combinatie van functies die tot f behoren. 

Om di t aan te tonen zullen v,re eerst voor led.ere ex. , voor iedere 

gehele r ~ 0 en voor voldoend grote I J j. bewijzen dat 

( 15) 

waarin ph(~ 1,~.ur) een veelterm in u 1 , •.• ,ur voorstelt die in 

elke dezer veranderlijken een graad ~· h bezi t; hierin is lJ == 2 . 
Fo~mul~ ( 15 J is' e\rident voor r=O, wegens 

C'O 
0( ~ ·-«_ . -2 C( - L ( 0:..) -h 

( l_ + 1 ) l · · .~· ( 1 + f . ). - h =0 h l . 
. •'( ,· ·.; 

Ik ma/$ dHs aannemen dat r ~ ·1 }$ en dat ( 15} met ~ ·ver.yangen door 

r-1 reeds bewezen is. Dez~ inductieveronderstelling, toegepast met 
' 

tY. =1, gee ft dus 
.I t··; -1 

1 r- 1 ( l + 1 ) ( 1 o gr- 1. l }. . ,- : ~ 
waarin qh ( U,1 , ••• , ur-1) een VEJ·elterm fri" u 1~~ .. ~u;_ ~ voorstel t d~e 

in elke de:zer veranderlijk;en een. graad .~. h bezi t. Door aan weers-

kanten de logarithme te nemen, vinden we 
CQ ,., .. 

1 ( ~ +1)...:1 i = log ( 1-:- L ~ -hci ( ~ .. 
r l , . r ( h=1 c. h. 11 ~ 

oo· - h " 1 . 1 \. , 

==f1 F sh\11'i , ... , 1r-1·1) ' 

1 .. ' 
. I .y---i. ')) 

-'-r-1 i 

.: .. ·: 



dezer veranderlijken een graad ~ h bezit. Dus 

oo -h -- 1 - 1 
= 1 + L ~ ~ sh (l'i'";, .. , 

h==1 r, ,,, l 

1 
1 ' i r--1 

en door beide leden in de macht ex. te verheffen vinden we de 

gevraagde betrekking (15). Door deze formule toe te passen 

) 

met r ~:0,1,~.-.,r en·met· Ol.=:<X
0

, 0( 1,-... ,o<ren door de aldus ver­

kregen formules met elkaar te vermenigvuldigen, zien we dat de 

in ( 14,) genoemde tot ¢ behorende functie r> ( l ) de eigenschap 
00 

w ( ~ +1) w-:1 ( ~) = 1 + x l ""'ht ( -1 1 ) 
r ( r l ~ Z . -~ lJ t ' ... ~ , 1 r l 

b.ezit, waarin t 1(u1 , •.. ,ur) een veelterm inu
1 

... ,ur :_ 

voorstel t die in elk dezer veranderlijken een graad 1 h bezit. Dus 

en dit antwoordt is, ·afgezie~ va.ri een voorJ -+oottot nu1 J;ad.~rkl'ld~ 

-· -term·,. gelijk a.an een lineait•e combinatfe i:C}) vap functies d~e. t9t <p 
2 . --···"·•· .. --- . -·· .. -- -- ······ --·-- -·-······-·---· . 

behoren. Dan is A (f( ! ), af gezien van een tot nul naderende term, 

'gelijk aari 6;71.( i), \dus a~gezien van een tot nul riaderende t~rm,. 

gelijk;,aari eeh l:i.~ea,;ire · c~mbinatie van functies die tot· <p b~-horen, 
. h 

zo doorgaande vinden we da t b. <p ( x) voor elk geheel getal h -~ °. __ de~ 
verlangde eingenschap beiit. 

Voorbeeld: re in de voorgaande opmerking ingevoerde neutrix 

M vervul t voor elk bestaanbaar getal a da_t ge_E;D_.Y:ee~_voud van 2'7C 

is en voor elk geheel getal h ~ O de betrekkingen 
M M 

(16),·Z: n 2h sin ·na - (-)h ½ ( d~) 2h cot ~; L n 2h+1 sin na = O; 
n=1 n=1 
M 

( 17) L. n 2h+1 cos na = (-)h½ (_g_) 2h+_1 cot a ; 
n = 1 - d a , - °2". 

(18) terwijl 
M 

L -cos ha 
n==1 

- l.. 
'-2 

M 
L_· n2h+2 cos na 
n=1 

Inderdaad, uit de identiteit ()) 

·identi teit · 

'i ' en qe overefnkomstige 

1 
(19) [:,· cos :na = ½-+ ½cop;;la - ½(cot~) sin la 

n=1 

volgt ,voor ieder geheel geta_l _. _h ~. O 

2 2h L n sin na 
n=1 

( __Q__) 2h cot a + 
da 2 

= ·O·, 

+(t-)h} (c?a)
2

h { sin!a-(cot· ~)cosia}; 
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' L n2h+1 cos na = ( - )h ½ ( fa)2h+1 cot ~ + 
n=1 

r 2h+1 h+1 · d 2h+1S a ~ } L n sin na = ( - ) ½ ~) L cos ~ a - ( cot 2 ) cos la ; 
n=1 

t 
n=1 

n2h+2 cos na = ( _ )h+1_21 ( dad) 2h+2 { ~ ( a) ~ l . cos la-•cot 2 sin Z a J. 

De laatste term in elk van deze vier be~re~kingen is gelijk aan 

een veel voud in l maal sin ~ a vermeerderd met een veel voud in 

l maal cos! a en derhalve verwaarloosbaar in M. Dit geeft (16) 
en (17), terwijl (18) uit (19) volgt. 

Stelling 2: Zij a een bestaanbaar getal dat geen veelvoud 

van 2n: is.~ X(e) een gegeven functie van t ( [ = 0,1, ... ). Zij 
k een geheel getal ~ O. Zij N een neutrix die elke functie 
ce1l a A h'X-,( z) ( O ~ h< k) beva t, waarin de coefficienten c wiilekeurige 

complexe getallen voorstellen. Dan is 

N 

(20) L 
n=1 

k-1 i9.. h+1 ( ia )k N k ina X ( n) e i na =- L ( e ia ) /jh X ( 1) + e ia L (A X( n) )ic , 
. . h=O e -1 e -1 n=1 

indien de laatste geneutraliseerde som bestaat. 

Het bewijs verloopt als volgt. De functie 

e i( n+1 )a 
g(n)= ----ia 1 e -

voldoet aan de volgende identiteit, waarin l ean willekeurig geheel 

getal ~ 0 voorstelt: 

t. <p(n)e ina = t ''f'(n) (g(n)-g(n-1)) 
n=1 n=1 

= 't'(t) g(t) - <p( 1) 2:(0) +t (4 'f'(n)) g(n) 
n=1 

i(~+1)a ia ia ~- . • 
= f(!) eia - <p(1) e;La + eia L. (A<p(n)J.rw. 

e -1 G -1 e -1 n=1 

De eerste term in het rechterlid is verwaarloosbaar in M. Dus 

M 

L (A <p( n)) 
n=1 

ino e 

_als de laatste som bestaat. Zo doorgaande vinden we de gevraagde 

betr~kktng, 



yoop]?~-~ld: Zi~ a een bestaanbaar geta_l __ dat,_ een ve~}_yo11d ya~:: ?-re 
Zij voor elk voldoend groot natuurlijk getal n 

. . - ... ·-· -·-• .... 

. 0: A - ,Y . 
i(n)= n · ·(log·n)r · (log· log nf ., · 

·-.. ~- .. .•.. ··-· .. -··· 

waarin 01.,('3 en d bestaanbare getallen voorstellen met ex < 4000. 

is. 

In de opmerking .toegevoegd aun stelling 1 hebben we een neutrix M 

ingevoerd zodanig dat voor h=0.,1., .... en voor iedere constante c 

c(Ah X{l)) eila verwaarloosbaar is in M .Indien formule (20) met 

k=4000 wordt toegepast, dan gaat de laatste in (20) voorkomende 

som over in 
M L (.a4ooo X(n))eina 
n=1 

. 4000 aangezien A 'J, ( n) voor 

manier vinden wij 
M 

L 
n=1 

3999 
;(.(n)eina= - L 

h=O 

= f (A4ooo ;t(n))eina, 
n=1 

n --+('() monotoon tot nul nadert. Op d:l:,e 

+(- ~a---) 11.c,,:_·;o f ( a 4000 X(n) )eina . 
e ---1 n=1 

Op die manier ·· hebben we voor de geneutra liseerde som die in het 

linkerlid voorkomt een convergente uitdrukking gevonden, maar in de 

praktijk is in tal van gevallen de in het linkerlid voorkomende 

schrijfwijze verre te verkiezen. 

De neutrix calculus voert in sommige gevallen tot convergente 

ontwikkelingen., in andere gevallen tot asymptotische reeksontwikke­

lingen. Laat ik hier ein toepassing op de asymptotiek behandelen. 

In de asymptotiek voeren WiJ een bestaanbare of complexe onbegrensde 

variabele in. De tac.;k is voor bepaalde functies van w bij grote l wl 
. 00 f 

asymptotische reeksontwikkelingen L., u (w) af te leiden; het symbool 
. . . r=1 r ·. 

~' st_elt e .. en as:ymp.toti.sch convergente· reeks. voor. Het symbool --~ 

betekent': asymptotisch gelijk. i
1Vast 11 betekent: onafhankelijk van o>. 

§t~_lltnE. .. 1=~ _2:tia een bestaanbaar getal-9.at ge,.§11,~eJ_ygud Y§D. 

2~ is . Ste 1 ~r ( ! ) ( r=O., 1, ... ) zi.in g&geven,_ func ties van w en l 
( l =O, 1, .... ) . ~i.1...B~U neutrix d~ie. _?l_ke .Y§.IL....~en l ( l =0, 1, ... ) 

.C?·fhanlrnli...IB.~.f.El.!9t:l& }?...§vat welke bij g;egeven «.> .Y.£.2.E.i--+OO tot nul na­

dert eri die bovendien alle functies /eila AhJr(!) (hi! O,r ~ 0) 

bevat, waarin de coefficienten / wel van w maar niet van Z afhangen. 
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Stel dat bij elk vast positief getal g_een vast geheel getal 

mqtO gevonden kan warden zodanig dat bij elk yast geheel getal 
m~mq een vast geheel getal k ~ Oen twee vaste.positieve geta1ien 
c en dbestaan met de eigenschappen 

<21 ) J fo(n)- ~ Xr (n) I ;i c I wj ·••q 
r=1 

(1 ~ n ~ k) 

en 

Dan is 

geeft 

N co L -Vo (n)einalY.l I:.' 
n=1 F r=1 

N L "Yr ( n)eina . 
n=1 ft. 

Het bewijs is eenvoudig. Identiteit (20)., toegepast met 

m 
fa (n) = Xo (n) - L 'tr .-(n) 

r=1 

t 
n=1 

aangenomen dat de laatste geneutraliseerde som bestaat. Dit is inder­
daad het geval, omdat deze som wegens (22) in een convergente reeks 
overgaat als N d~or oo vervangen wordt. De geneutraliseerde som is 
dusgelijk aan de som van de convergente reeks en derhalve in abso­
lute waarde 

C() 

L 
i:1=1 

-1-ci' 
n ~ c \wf-q (1+ j0f.u_1_ 0 du) == c(1+j)j,vj-q. 

1 
Volgens · ( 21·) is voor O ~ h < l-c 

AhXo(i)- f/h)'.r(i) ~Jo(-)n(~l{fo(h+i-n)-1 h (h+i-n.l} .. 
,. . . . ·., h 

in absolute waarde . ~. C r tv 1-q L. ( hY= ·2hc I/).) 1-q. Dus voor i~-d~;;~ 

vaste gehele m-~ mq is het lin~e~li~ v~n °(23) in absolute waarde 
~ c1 I c~ I -q bij geschikt gekozen vaste c1 . Di t geeft het verlangde 
resultaat. 
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Voorbeeld 1: Voor iedere vastfa;? 7\ met Re 'i\< o, voor ieder vast 

bestaanbaar getal a dat geen veelvoud- V$n 21v is en voor i~dere w 

met grote l'-v I en met - it+ e < arg w <it-e, waarin E.. een vast posi tief 

getal <'TC voorstelt, geldt de betrekking 

Om dit aan te tonen is het voldoende te bewijzen dat de voor­

waarden van stelling 3 voor 

vervuld zijn, want dan he~ft de neut~ix M, ingevoerd in de aan 

stelling 1 toegevoegde opmerking, de e~genschap dat het linkerlid 

van (24) gelijk is aan 

M 

L 
n=1 

2 ~ oo, M 
(<.u+ n ) sin na v, L. ( i\ ) a,?-.-r+1 · .L 

r=1 r-1 n=1 
2r-2 n sin na, 

zodat de bewer·ing uit ( 16) volgt .- .: 

Voor elk vast geheel getal klO en voor x~O is X
0

(k)(x) gelijk 

aan ( w + x2 
7\ ·- \: vermenigvuldigd met 'eei.~, vee1term in w en x zodanig 

dat in iedere term van ~eze. veelterm ds exponent van x vermeerderd 

met de dubbele exponent v_an w gelijk is aan k. 

Dus J (k)(x) heeft hoogstens dezelfde orde van grootte als 
l( w ~ x 2) ,._ -k I q w l ½ k + xk). 

Voor e lke k-maal con ti nu differentieerbc3re func tie, f (x) is _ _._ 

! +1 
L\ k f (.x) = 

X 

dus 

(25) 

+ 1 

x~t~x + k 

· Derhalve heeft Ak Xo (n) - hoogstens dezelfde orde van grootte als 

2 '7\ -k l 1-t k -( ( w -t~n ) · - (_I W J 2 
( + n ) en is, bij geschikt gekozen vaste c ,.1' 

in absolute wa.arde 

I ''\Re). -½lr -1- d I t-0 

., . { ::)Re~ -k :
0

: 1 nn-1·-d ;w
1r<::: 

1 

o ~ n i I w 12 



12 

indien k i 2q + 1 + J + 2 Re~ gekozen wordt. Kiezen we 

k= max (2q + 1 +·o + 2 Re A, 2 m-1), 
k ._· 

dan is A ;(r( n) =O voor 1 ~ r ~ m, zoda t ( 22) met c=c 1 geldt. Voor 
iedere vaste gehele m ~- q +Re~ 'geldt ongelijkheid (21) bij ge-. 

schikt gekozen vaste c, omdat het linkerlid hoogs,tens dezelfde 

orde van grootte bezi t als f u.11\l- ( ~ )m . Di t vol tooi t het b:ewijs. 
Voorbeeld 2: Indien - ;i;; + e. < arg w < ,e - s, waarin E.. ·een vast 

positief getal <'"!lj voorstelt, dan is voor grote jwj en voor ieder 

vast bestaanbaar getal dat geen veelvoud van 2-ra is 

f 2 <:o h log(w+ n 2 sin na i:...-> ½ L (log w + 1 + .l . 1) -h-1(:a! cot 
2 2 +~00-,. h 

n=1 w+n h=O 

Immers voor elk geheel getal ?; 0 

00 ,, 
.t_.. ( log w + 1 + 
h=O 

;1 
3 

en ~ I w \ is 

2h 
1 1) n 
2 +. · '+ h h+1 

w , 

zodat het voldoend~ is te Sewijzen dat· (22) geldt voor 

~o(n) 
= log ( w+ n

2
) . 

2 , 
w+ n 

1 )n2r-2 
Xr(n)= (log w+ 1 + ½ + ... r ... '1 r' (r?; 1) 

w 

en dit gaat op dezelfde manier als in het voorgaande voorbeeld. 

Voorbeeld 3: Indien - -;r; + s < arg w < "T'C- e, waarin e een vast 

posi tief getal < '7'v voorstel t, dan is voor grate I w \, voor iedere 

vaste i\ met Re i\. < O en voor iedere vaste bestaanbare a die ~0 '-:'n v1..:e1-­
voucl v2n 2~ is, 

[:, (w+ n2 
/ log n) 2 sin 

n=1 

waarin ch de constante 

(lQ ,, 
na .-..n t__ 

h=O 

M 

L 2h lh 
n (log n) 2 sin na C = h n=1 

a 
2· 

voorstelt, waarin M de neutrix aanduidt die in de opmerking van stel­
ling 1 ingevoerd is. Met behulp van stelling 2 kunnen die constante~ 

ch dus door convergente uitdrukkingen worden uitgedrukt~ 

Voor het bewijs is het voldoende aan te tonen dat de voorwaarden 

van stelling 3 gelden voor 

~o (n) = 
2 I . ..,.. 

(w+nlogn); 
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Zij .f een vast posi tief getal < ½. Voor n ~ lu.> jf is 

m 

Xo (n)-L far (n) = 0 JC\/' j ( I w 1- 1 n
2 

(log n)½) m 
r=1 

= 0 l w I Re " - ( 1-2 f) m ( 1 og n ) ½ m = On -1- c:Y j w 1 - q . 

voor voldoend grote m, zodat (21) zeker geldt voor ieder vast geheel 
:.\ 

getal k ~ 0. Voor n ~ I w I en voor iedere vaste gehele k ~ O vinden 

wij dus 

m 

et ( Xo (n) - L ;:r(n)) = O n- 1-J'!wl-, 
r=1 

zodat (22) geldt voor n ~ ILl,)lp. Beschouw nu de getallenx~ !oo\f. 
Stel log x= x 1 . Met behulp van het principe van volledige inductie 

vinden we dat ~ (k) (x) te schrijven is in de gedaante 
. /-'o 

( ~-•+x 2 x~½)?.-kx~-k (w ½) 
..... I I pk ' , X ' X 1 , 

1 

waariri pk een veel term is in w, x E!~n x 1 ·2 zodanig da t in- iedere term 

de exponent van x vermeerderd met.bet dubbe~e van de exponent van w 

gelijk is aan k, terwijl de exponent van x 1 hoogstens ~ k is. Dus 

1. k -.1-J, f-q 
x 2 = Ox IW 1 

voor voldoend grote vaste k. Verder is voor O ~ h < ·:n. 

2h-k X . 

waariri p*(x 1 ) een veelterm in x 1 is ,ran de graad k. 

Voor O f: h i m-1 is dus 

7\-h (d) le 2h h -1-1/ 
1
-q = 0 X W (JJ dx x x1 

. voor voldoend grote k. Voor iedere x f I w \I' is derhal ve 

(~x)k (Xo (x) - z1 (~)w?-.-h x2h (logx )½h)=Ox-1-dlw ,-q, 
h=O 

z oda t ui t ( 25) volgt voor elk geheel getal n i { w If 
m 1 

ak (Xo(n)- to (~)ev"-hn2h (log n)½h) =On-1-Ilw!-q. 

Dit voltooit het bewijs. 
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Deze drie voorbeelden zijn illustratief. De in de asymptotische 

ontwikkelingen optredende coefficienten zijn ondubbelzinnig bepaald, 

dus onafhankelijk van de keuze der gebruikte neutrices. De neutrix 

M, ingevoerd in de aan stelling 1 toegevoegde opmerking, heeft het 

voordeel dat ze die coefficienten op zeer eenvoudige wijze oplevert. 

Lang niet alle neutrices bezitten die fraaie eigenschap. Er zijn 

namelijk neutrices M1 voor welke 

2h .1.h 
n (log n) 2 sin na 

niet de in voorbeeld 3 genoemde waarde ch bezit. Zulke neutrices 

zijn dan ook hier te gebruiken en worden daarom slecht genoemd. 
Een rteutrix wordt goed genoemd, als ze op 'eenvoudige manier de 

coefficienten in de gezochte convergente of asymptotische ontwikke·­

lingen oplevert en als op die neutrix een rekening kan worden opge­

bouwd met eenvoudige rekenregels en met behoud van algemene beginsels, 

zoals de principes van analytische voortzetting, convergentie, 

limiet, ontwikkeling in convergente of asymptotische reeksen, enz. 

Al is de grens tussen goede en slechte neutrices niet scherp te 

trekken, de neutrix M, ingevoerd in de aan stelling 1 toegevoegde 

opmerking, is zeker goed te noemen. Eveneens de in (5) voorkomende 

neutrix F , ook al is die zeer mager, maar niet de neutrix G die 

in (12) optreedt. Daarom raad ik het gebruik van de neutrix G af.· 

Om de ontwikkeling van de neutrixrekening mogelijk te maken, heb 

ik een groot aantal uitgebreide goede neutrices geconstrueerd, 

zodat de lezer, na lezing van deze rapporten, putten kan uit een 

groot reservoir, met behulp waarvan hij een aantal problemen kan 

oplossen die, zonder deze neutrices, niet of althans veel moeilijker 

oplosbaar zouden zijn. 
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II.Geneutraliseerde waarden 

§1. Defi~itie van geneutraliseerde waarden. 

In de. eerste voordracht gepubliceerd onder de subtitel 
"Geneutraliseerde sommen 11 heb ik het neutrixbegrip ingevoerd, 
waarbij ik mij tot sommen beperkt heb. In deze voordracht 
ga ik het genoemde begrip verder ontwikkelen. 

Zij HfJ een eens en voor al gegeven addi tieve groep. Dat 
wil zeggen dat voor elk tweetal tot die verzameling behoren­

de elementen <X en /d de som «+;a en het verschil oc. - fo we­
derom elementen van die verzameling zijn, wasrbij de optel­
ling en de aftrekking de bekende eigenschappen bezitten. Ik 
noem de verzamelingM(.) de waardegroep, in verband met het 
feit dat iedere in deze voordrachtenreeks voorkomende functie 
ui tslui tend waarden aanneemt die tot ff,{) behoren. In de regel 
kies ik als waardegroep de verzameling van de bestaanbare of 
de verzameling van de complexe getallen, zodat dan 11 functie" 
betekent 11 bestaanbare functie" of 11 complexe functieu. 

Zij 1'e een willekeurige gegeven niet-lege verzameling. 
Een functie f( !) met domein re is een functie gedefinieerd 
voor elk element l van?t ; volgens bovenstaande afspraak 
is dan f ( z) voor elk element l van rt een element van de 
gekozen waardengroep Twee functies f(!) en g(z) met eenzelf­
de domein bezitten dus steeds een som f([) +. g(z) en een 
verschil f(l) - g(l) met de bekende eigenschappen. 

Een additieve groep N gevormd door functies f(f) met 
domein J'°'e heet een neutrix als de functie, die identiek nul 
is, de enige tot N behorende constante functie is. 
Anders uitgedrukt: als een tot een neutrix behorende functie 

. Y ({) voor elk element l van 7e eenze1fde waa~de aanneemt, 
dan is die waarde het nulelement van de waardengroep. N 
heet de neutrix met domein flt en veranderlijke l . De tot 
N behorende functies heten in N verwaarloosbaar. 
Waar geen misverstand te vrezen is, schrijven wij kort­
w~g N inplaats van N. 

Zij f( p een functie met dome in ?e die geschreven kan 



warden als een som f + Y(t), waarin f onafbankelijk van 1 is 

en waarin v(f) verwaarloosbaar in N is, Als de functie r(t) 
en de neutrix N gegeven ziJn, dan is de constante J' ondubbel­

zinnig bepa2ld. Immers als bovendi12n gegeven is f (l) =c( 1 + 

v1(y), waarin /
1 

constant en v1( ! ) verwaarloosbaar in N is, 

<::lan is de in N verwaarloosbare functie J.J
1

(e) - Y(f) gelijk 

aan de constante f-fv zodat deze constante gelijk aan nul, 
dus J' =/

1 
is. Het gronddenkbeeld van de neutrixrekening is 

dat verwaarloosbare termen oak werkelijk verwaarloosd warden. 

Dat impliceert dat in de formule r(z) =(l+ v(fr) de term 

v(t) verwaarloosd mag warden. Natuurlijk mogen wij niet 

scbrijven f(z) =/, want dat is niet waar, afgezien van bet 

uitzonderingsgeval dat~t) identiek nul is, maar dan valt er 

niets te verwaarlozen . 
• Bovendien, omdat I onafbankelijk van r is, mosten wjj een no­

tatie kiezen, waarbij in bet linkerlid de letter 1 niet meer 

voorkomt. Verder meet de lezer er opmerkzaam op gemaakt warden 

dat functies die tot de gegeven neutrix N beboren, verwaar­

loosd warden, zodat in bet linkerlid de nieuwe notatie op de 

een of andere manier die neutrix N moei vermelderi. Zeals ik 

in. voordracbt I uitvoerig uiteengezet beb, beeft hetzelfde 

notatieprobleem zich reeds lang' geleden in de theori~ van de 

oneindige r~~.ksen ·voorgedaan. Uitgaande van de so~ j;
1 

van de 

l eerste • termen ener reeks ( l geheel ~ o) he_bben, wij cen nota­
tie, nodig om I de som van de oneindige reeks aan te d1,:iden. In 

dit geval vervangen wij de veranderliJkel door he.t symbool co 

hetwelfc aangeeft dat functies van- 1 die bij onbeg"'.'ensd aan:­

groe1ende f tot nul naderen verwaarloosd warden. In h~t al­

gemene geval gaan wij op dezelfde manier te werk. In bet 

rechterJ,id van de bet re kking f ( ! ) ::::: tl + y ( r) SC hr&ppen wi j 

de verwaerloosbare term v(f), maar, t~r waarschu~ing, rordt 
in het linkerlid t overal vervangen door de Jett'.'::" N, de'zelf­

de letter als die welke de neutrix N aanduidt, zodat de _lezer 
onmiddellijk -ziet welke termen verwa0rloosd mogen warden. 

, ._ .. ,. . 

Merk -OP dat.de letter 1 vervangen worqt door a~ l~tt~r N 

zonder: horizontale streep. De twee formules f ( n. = I+ v(J) 
en f (N). = { hebben precies dezelfde .betekenis. De: notatie 
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f(N) =/ is korter, vooral indien de ve~waarloosbare functie 
v ( }) zeer ingewikkeld is, zoals va&k het geval is. Het wer­

ken met betrekkingen van de gedaante f(N) =/ is dan ook vaak 
veel eenvoudiger dan het manipuleren met de overeenkomstige 

relaties r(p) ={ + ~(l). Wij noemen / de geneutraliseerde 

waarde die f(f) in ~ = N aanneemt, maar dit is slechts een 
uitdrukkingswijze die gemakshalve wordt ingevoerd. 

Er zijn functies f(l) die niet geschreven kunnen worden 

als een som J' + Y (~), waarin f onafhanke1ijk van f en waar­
in v(1) verwaarloosbaar in N is. Voor zodanige functies 

wordt f(N) voorlopig niet gedefinieerd. 
-Voorbeeld 1:Als f(N) en g(N) bestaan 2 dan hebben de functies 

s([) = f(¥)+ g(p en v(n = f(1) - g(t) 
de eigenschap dat s(N) en v(N) bestaan, en daarbij is dan 

s(N) = f(N) + g(N) en v(N) ~ f(N) - g(N). 
Immers, ·dan is voor ellc element [ van het dome in J"'C 
r(n = f(N) + Y1(P en g(p = g(N) + v2(~), 

waarin Y1(f) en v2(1) ve~waarloosbaar in N Zijn, dus 
s(f) = f(N) + g(N) + v

3
(,.) en v(¥) = f(N) - g(N) + r1 4 (,L 

waarin 

v3(p = v1(?)+ Y2(P en v4(p = v1(1) - Y2(!) 
verwaarloosbaar in N zijn. Hieruit volgt de bewering. 

Dit voorbeeld toont aan dat in de neutrixrekening de 
optelling en de aftr"·kking aan de bekende rekenregels voldoen. 

In het bijzonder: als f(N) bestaat, dan heeft de func­

tie u(!) = k f(1) vdor elk geheel getal k de eigenschap dat 
u(N) bestaat en gelijk is aan k f(N). 

Als f(N) bestaat en v(f) = ½ r(t)Jdan is het mogelijk 
dat v(N) niet bestaat, ma2r als ~(N) bestaat, dan is · 

v(N) = ½f(N); de laatste betrekking is identiek ·m~t 2v(N)=ftN). 
Om te laten zien dat v(N) niet altijd bes.teat, beschouwen 
wij de neutrix N met domein O ~ i ~ 1, die gevormd w·ordt door 

de functies O, + l , ± 2 [ , ... , . Dan is N=O, omdat l =0+ l , 
waarin de laatste term verwaarloosbaar in N is. Aan de an­

dere kant, ½N bestaat niet, omdat ½l niet geschreven kan 

worden als een som f + V ( 1), waarin / onafhankelijk van 
! en waarin Y ( l) een der functies + ~ , + 2; , .... is. 

Als f(N) en v(N) bestaan, waarin v(f) = ½r(p), dan is 
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v(N) = ½ f(N), want uit 

f(f) = v(1) + v(f) volgt f(N) = v(N) + v(N) = 2v(N). 
In het hierboven beschouwde geval van de neutrix N en de 

verwaarloOsbare functies O, + l ,+ 2 ! , .... hebben wij een 
voorbeeld dat het geen aanbeveling verdient in de notatie van 

deze neutrix de horizontale streep weg te laten. Immers in dat 

geval heeft N een andere betekenis, namelijk N=O. Het verschijn­

sel dat bij weglaten van de horizontale streep een misverstand 

kan optreden komt echter z6 zelden voor~ dat bijna steeds de 

horizontale streep boven de een neutrix aanduidende letter kan 

warden weggelaten. Dit zullen wij dan ook in de regel doen. 

§ 2. Over het gebruik van twee of meer neutrices tegelijkertijd. 

Beschouw twee neutrices M en N met domeinen m en ;re en met 

onafhankelijk veranderlijken l en --;z. Beschouw verder een func­

tie f( l , ~) gedefinieerd voor elk element t van '?'/'t en elk 
element "1,, van ;re die geschreven kan worden als. een som 

(1) f( t, "?) = f + V(7Z) + /UJ( ~, "1L 
waa~in r onafhankelijk van l en~ is, waarin Y('72) een van) 
onafhankelijke, in N verwaarloosbare functie voorstelt en waar­

in tenslotte ;11,( l , '1.), voor elk gegeven element 12 van re , een 
in M verwaarloosbare functie van f aanduidt. Bij gegeven functie 

f ( ! , '7.) en bij gegeven neutrices M en N is de constante / 
ondubbelzinnig bepaald 3 want als bovendien gegeven is 

f(f ',;z) = /1 + Y1(1?) + /l'1( f '-72), 
waarin / 1 onafhankelijk van i en '72 is, waarin P1 (11) een van 

f onafhankelijke, in N verwaarloosbare functie van~ voorstelt 

en waarin tenslotte ,,u. 1 ( l 3 ~), voor elk gegeven element 1? van 

'it , een in M verwaarloosbare functie van l aanduidt, dan is 

f - f1 = J-12(1) + fa2( 1 , "1 L 
waarin · v 2( '7) = Y1 ( ,rz) + v (~) verwa arloosbaar in N is en 

waarin fa2( t , "rJ L= fa1( ! , r,z) - fa ( l, 17,), voor elk gegeven 
element ">'I, van re , verwaarloosbaar · in M is. De in de neutrix 

M verwaarloosbare functie _µ, 2( y , '12) is onafhankelijk van f , 
dus identi~k gelijk aan nul. Hieruit volit dat de in N 
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verwaarloosbare func tie Y2 (->z) ge lijlc is aan de cons tante 

f -/1 3 zodat deze constante gelijk aan nul, dus /=/'1 is. 
Volgens. de in de vorige paragraaf gemaakte af spraak mo.­

gen wij in het rechterlid van (1) de in M verwaarloosbare 
•'. -'· 

term fa(! 3 -;z) weglaten 3 als wij dan maar, ter waarschuwing, 

i_n het linkerlid l door M vervangen. Aldus krijgen wij voor 

elk element?'/, van rt 
(2) f(M 7 '"7)=f+Y(1). 

Hebben wij nu het recht om in het rechterlid de in N 

verwaarloosbare term v(~) weg te laten en in het linkerlid 

~ door N te vervangen? 
Hier schuilt een gevaar. Het is namelijk mogelijk dat 

f(},~) ook in de gedaante 
. • * • r(z,??> = 1 +fa (r) + ,,, (t,"2) 

geschreven kan worden, waarin /* onafhankelijk van 1 en 12 
is, waarin .,,u,*·(z) een van 12 onafhankelijke, in M verwaarloosba­

re functie van ! voorstelt en waarin tenslotte v*(,. ,"l) 
voor elk· gegeven element l van m , een in N verwaarloosbare 

functie van~ voorstelt. In dat geval is voor elk element 

l van fJ?re 

(3 > r o , N) == r;J. + i.,1}"0 ) • 
Indien wij het rec ht hadden het in ( 2) voorkomende get al tf' 
met f{M,N) aan te duiden, dan zouden wij met hetzelfde recht 

voor het in (3) optredende getal /* dezelfde notatie vinden. 
Dit zou tot misverstand kunnen voeren, omdat, zoals wij zo · 

. * 
dadelijk zullen zien, de constanten/ en/ niet noodzakelijk 
gelijk zijn. In de eerste redenering, die tot het ~ntwoord 

f voert, heeft de neutrix M de voorrang. Dit betekent dat 

eerst de in M verwaarloosbare term ;,t{z ,1z), daarna pas de in 

N verwaarlo6sbare term v(~) verwaarloosd wordt. 
* In de tweede redenering, die tot het antwoord / voert, heeft 

de neutrix N de voorrang, omdat eers t de in N, verwaarloos­

bare term ,,,·\[ ,-rz), daarna pas de in M verwaarloosbare term 

p*Q) verwaarloosd wordt. De volgorde, die invloed op he t 

r~~ultaat hebben kan, moet dus op de een of andere manier 

ind~ notatie worden vermeld. In verband hiermede maak ik 

de volgende afspraak: als in een formule twee neutrices ,, 
Men N tegelijkertijd voorkomen, waarbij M de voorrang heeft, 
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dan wordt tn de formule N van een accent voorzien. Dus 

(== f(M..iN') en {fr:= f(M 1 ,N). 
Bedenk dat in deze notatie N1 de neutrix N aanduidt en dat 

het accent alleen de· volgorde der twee neutrices Men N 

aanduidt. 

Het verschijnsel dat de volgorde invloed op het resul-:.. 

taat heeft..i treedt reeds in de klassieke analyse op. In­

dien l en~ positieveJ tot nul naderende getallen voorstel-

len..i 
lim 

,;z-+ 0 

dan is 

f.!! i2 ~ 0 en lim lim ~">2 == '1. 
f ➔O "2➔ 0 

Dus als de neutrix M gevormd wordt door de functies van l 
die voor [ ~o tot nul naderen en als de neutrix N gevormd 

wordt door de functies van '1 die voor -iz -?-0 tot nul naderen, 

dan is 

Indien de volgorde der neutrices geen invloed op het 
* resultaat heeftJ dat wil zeggen als r = I is J dan duiden 

wij die gemeenschappelijke waarde kortweg met f(MJN) aan, 

zodat dan geen accent ingevoerd wordt. Dit geval treedt 

bijv. op als 

f ( f ..i 11 ) == / -:- J,l- ( t ) + Y ( '12 L 
waarin _µ( ~) een van 'Y/, onafhankel iJke, in M verwaarloosbare 

func tie van F v_oors te lt en waarj_n Y ( 11.) een van ! onafhan­
ke lijke, in N verwaarloosbare functie van~ voorstelt; 

dan duiden wij dus / aan met f(M,N). 

Op overeenkomstige manier be-:.rnndelen wij functies van 

. drie of meer onafhankclijke veranderliJken. Stel M,N en 

P zijn neutrices met matrices ??Y; , rt en p en met on­

afhankelijk veranderlijken l ,'Y/ en r ' Stel verder 

f([,'1,'.f) ==/+ieq·) + v(~ 2 J) +j,<-(l,-72,JL 
waarin f onafhankeliJk van l ,"?, en J is 3 waarin 1v(!) een 
van l en 1 onafhankelijke, in P verwaarloosbare functie 

van 'S voorstelt, waarin JJ(?Z..i;L voor elk element) vanp, 
een van l onafhankelijke:i in N verwaarloosbare furictie van 

, ~anduidt en waarin tenslotte f(f.,~,t), voor elk ele­

ment 17 van 1'e en elk element J van ]3, een in M verwaar-



21 

loosbare functie van l aangeeft. Dan schrijven wij 

f =f(M2 N1 ,P"). 
Een neutrix zonder accent heeft de voorrang boven een neu­

trix met ~~n accent; een neutrix met ~~n accent heeft de 

voorrang boven ·een· neutrix met twee accenten, enz. 

Als de volgorde van de neutrices Men N geen invloed 

op het resultaat heeft, dan mogen wij schrijven 

r;=; r(M,N,P 1
). 

Als de volgorde van N en P geen invloed heeft,dan mogen wij 

I= f(M,N 1 ,P') 
schrijven.Als de keuze van de volgorde van de drie neutri­

ces M,N,P geen invloed heeft, dan mogen wij 

(4) J"= f(M,N,P) 
schrijven. In het bijzonder, als 

f (J ;>z,,) = f + fa,( t) + Y( 17) -:- 1vq· L 
waarin fo( p onafhankelijk van 12 en) en verwaarloosbaar in 

M is.? als Y('7) onafhankelijk van l en r en verwaarloosbaar in 

N is en als tenslotte iv( n onafhankelijk van l en "1 en ver­
waarloosbaar in Pis, dan geldt de notatie (4). 

§ J. Over een vergroting van een neutrix. 

Een vergroting V van een neutrix N is een neutrix met het­

zelfde domein en met dezelfde veranderlijke zodanig dat elke 

in N verwaarloosbare functie oak in V verwaarloosbaar is. 

Dus iedere neutrix is een vergroting van zichzelf. 

Voorbeeld 2: Als f(N) be3taat, _dan bestaat f(V) voor iedere 

vergroting V van N,- en dan is f(V) = f(N). 

Immers uit f(N) =/ volgt dat f([) - / 1 voor elk ele·­
ment l van het domein van N; een in N verwaarloosbare functie 

van 1, dus ook een in V verwaarloosbare functie van) 

voorstelt, waaruit volgt f(V) = f, 
In de voorbeelden 3,4 en 5 stelt N een neutrix voor met 

dome in Q'C en veranderlijke l zodanig dat elke in N verwaar­

loosbare functie v(f) ee ~lk geheel positief getal k de ei­
gen~chap bezitten dat --{7) - eveneens verwaarloosbaar in N 

i~; dit-heeft tingev6lge dat rv(l) voor ieder• rationaal getal 
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r verwaarloosbaar in N is. 

Voorbeeld 3:. Als r ( n voor elk element 'z van !Fe €)edefinieerd 

is en f(N) niet bestaat, en als f een willekeurig element 
van de waardengro.ep }1,tl voorstelt., dan is het mogelijk een 

ver~roting V van N te vinden met de eigenschap f(V) =/ 

en met de ei~enschap dat voor iedere in V verwaarloosbare 

fu~ctie <p(t) en voor ieder rationaal getal r bet produkt 

rf(l) verwaarloosbaar in Vis. 
Wij zullen laten zien dat de functies Y(t') + r(r(p-rL 

waarin de termen v(t) willekeurige in N verwaarloosbare 

functies voorstellen en waarin r de ~1j der rationale getal­

len doorloopt, een verzameling V met de verlangde eigen­

schappen vormen. Door r=O te kieien, zien wij dat elke in N 

verwaarloosbare functie ~l) tot V behoort. Indien een tot 

V behorende functie Y(f) + r(f(r)-() voor elk element! van 
het domein van N dezelfde waarde /* aunneemt, dan is r=0 3 

omdat and~rs 

r ( p - I - Li<-= 
r r 

verwaarloosbaar in N zou ziJn, zodat f(~) voor l = N de 

waarde r + ~ ZOU aannemen, in tegenspraak met de veronder­

stelling dat f(N) niet.bestaat. 

Uit r = O volgt dat de in de neutrix N verwaarloosbare func­

tie JJ(Y) gelijl,c is Dan de constante j*, zodat deze constan-

. te nul is. Aldus hebben w1j aangetoond dat Veen neutrix en 
dus een. 7ergrot1ng van N is. Uit de def1nitie van V blijkt 

tevens dat voor iedere in V verwaarloosbare functie f(l) en 
voor elk rotionDa.l getal f vi.et produkt f y:i( p tot V behoort. 

Tenslotte, door Y(f ): = O en r = 1 te l<:iezen, zien wij dat 

f([) -f verwaarloosbaaJ'." is i~ <p, zodat 

. r ( r) = r + ( f ( P -/) 
voor -r = V de waarde / aanneemt. 
Voorbeeld 4: Indien f,1(P, ... , fm(z) (m geheel ~ 1) voor 

elk. element l yan re g_edefini_eerd zi,in, dan is het mogeli,Jk 

eeqyergrottng V van N te vinden zodanig dat r 1(v),.i .. ,fm(V) 

bestaan en dat elke, in V verwaarloosbare functie ~(p) en elk 

Fationaal getal r de eigenschap bezitten dat het produkt 

r <p ( ;,) verwaarloosbaar in V is. 
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Deze bewering is evident voor m=1, want in dat geval kunnen 

wiJ, als f'1(N) bestaat, V = N kiezen en, als r1 (N) niet ,be­
staat, V kiezen met behulp van het voorgaande voorbeeld. Wij 

mogen dus veronderstellen dat m ~ 2 is en dat wij reeds 

een vergroting M van N gevonden hebben zodanig dat r1 (M), ... , 

f ~(M) bestaan en dat elke in M verwaarloosbare functie 
m- I 

p(tLen elkrationaal getal r de eigenschap bezitten dat het 
produkt r 11 f f) verwaarloosbaar in M is. Indien f (M) bestaat, 

. ~r . m 
dan ~ezit V=M de verlangde eigenschappen. Indien fm(M) niet 

bcstaat, dan vinden wij met behulp van het voorgaande voor­

beeld een vergroting V van M waarvoor f (V) bestaat, zoda-·.. m 
nig dat elke in V verwaarloosbare functie ?(1) en elk ratio-

naal geto.l r de eigenschap b2zitten dat het prcdukt r;,1.,(1) 
verwaarloosbaar in Vis. V 1~ een vergrotin3 van de vergro­

t1ng l-1 van N, dus zel{er een vergroting var.. N. Volgens voor­

b e e 1 d ,; is f, ( M) = .:', ( V) ( h = 1, 2, . • . J r,1 - 1) , z o d a t n i e t a 1 -
n 11 • 

leen f (V), maar oo~ t~ (V), .... ,f ~(v) bestaan. Hieruit m. • 1 m-, 
blijkt dat V d? h1er~oven geformuleerde voorwaarden vervult. 

Voorbeeld 5: Alsop "lf'f, aftelbaar oneindig veel functies 

fh(l) (h=1J2, ... ) gedefini~erd zijn, dan is het mogelijk een 

yergrotip.g V van N te vi,,den 2.0 dat fh(V) (h=1,2, ... ) bestaan 

en dat elke in V verwaa::'.'1oosbare functie <p()) en elk rat!£:_ 

naal getal r de eigenschAp bezitten dat het produkt r~(~) 
verwaar loosb c1 ar · i n___:L.___,i9_, 

0111 di t te bewijzen cuic1en \'J:Lj de in het voorgc:.._:11de 

voorbeeld geconstrueerde vcrzameling V met V aan. Dan is 
m 

V , ~ een vergro~ing van V . m~- I ~ 
D2 functies ,(,), die tot min~ 

v. , V 0 J , . , behoren, vormen een 
. c_ 

stens een der verzamelinssn 

verzc:·:e ling V met; d·3 ve:..0 lsng,de e J_genschappen. V is een neu-

trixJ want als een tot V behorende functie o/(y) gelijk is 

aan een const;:::nte, can be:1oort rp( P tot minstcns een neutrix 

V, zo dat de cenoemde constante nul is.Vis ee~ vergroting 
r1 

van v1 , dus van N. Indien o/(l) verwaarloosbaar i~ Vis, dan 
is die functie verwaarloosbaar ia mtnstens een der neutri-

ces V zogcit '.):1.,j PJ.1-cc 1'.:0 1''";0 van ½et 1:>ationrile ge-caJ_ :." h,::t . m, 

pr6dukt rf(}) tot 7m dus tot V behoort. Tenslotte,bij iedere 
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k.ev.ze van de gehele positieve getal h, bestaat fh(VhL .dus 
oo,k het a:aar aan · gelijke __ get a 1 f h (v) , Hierui t bli jkt dat V 

de gestelde eisen vervult, ' . 

. Opmerking_: Zelfs. als een niet-aftelbare verzameling van 

op;Jt gedefinieerde functies gegeven is,· dan bestaat er een 

vergroting V van N met de eigenschap dat elke tot die verza­

meling behorende functie inV een geneutraliseerde waarde 

aanneemt, maar in dit algemene existentiebewijs moet het 

keuzeaxioma worden toegepast, zodat de redenering niet con­

structief is. 
De volgende beschouwingen dienen om de betekenis van de 

voorgaande voorbeelden toe te lichten. In de regel treden in 

de analyse, bij de oplossing van een probleem, een of meer 

functies op. Daarbij kunnen twee soorten problemen onder­

f?Cheiclen worden, zoals uit bet volgende voorbeeld blijkt. 

2erste probleem: Als f(x) voor elke bestaanbare x een 

continue bestaanbare functie voorstelt, welke waarde neemt 

dan in het p~nt x =~de bestaanbare functie y(x) aan, die 

in de oorsprong de wnarde nul bezit en voor elke besta2nba­

re x aon de differentiaalvergelijking 

2 

Y1 = 3 y J f (x) 

v9ldoet? 

Twecde probleem~ Bepaal de genoemde functie y(x) voor 
el~{e bestaanbare x. 

Het antwoord is bij het tweede probleem 

y(x) = ( / 
0 

X 3 
f(t) dt) , 

dus bij het eerste probleem 

1 3 
y(1) = ( j f(t) dt) 

0 

Voor de beantwoording van het tweede probleem moet de func­

tie f(x) voor elke bestaanbare x gegeven zijn, maar voor de 

beantwoording van het 2erste probleem behoeven wij niet de ,. 
functie f(x) zelf te kennen, doch alleen de constente 
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1 
j f(t) dt. 

0 

In het eerste probleem kunnen wij dus deze constante be­

schouwen als de represontant van de functie f(x). Die con­

stante treedt in de plaats van de misschien zeer ingewikkel-

de functie f(x) op, althans in zoverre dat de kennis van 

deze"constante voldoende is voor de oplossing van dit speci­

ale probleem. 

In het. tweede probleem heeft f(x) geen constante represen­

tant, omdat nu eenmasl voor de oplossing van dat probleem 

f(x) voor elke bestaanbare x bekend meet zijn. 

Onder een probleem van de eerste soort versta ik een 

probleem in wiens oplossing een of meer functies optreden 

die een constante Tepresentant bezitten. In dat geval is 

het voor de oplos::inr:; van het probleem niet nodig die func­

tie.s zelf te kennen, maar kunnen wij vo1staan met de bere­

kening van hun constante representanten. Dit denkbeeld wordt 

in de analyse algemeen toegepast, en wel met behulp van ope­

ratoren, zoals grensovergang; differentiatie, integratie 

(zie bijv. (5)), enz. Maar die operatoren kunnen lang niet 
altijd toegepast worden. Het kan gebeuren dat de in aanmer­

king komende limiet niet bestaat, dat de functie die voot 

differantiatie of integratie in aanmerking komt,niet diffe­

rentieerbb2r of integreerbaar is, enz. Dat zit hem in het 
feitj dat in de klassi2ke analyse overal bordjes st~an en 

ook moeten eta( n ·,m::t opschrift 11 Toegang verboden", maar dat 

dwingt o~s tot ee~ strenge restrictie, strenger dan in wer­
kel1jkheid nodig is. !□mers uit de in deze paragraaf behan­
de lde voorL22ldc>n b:_1 jkt cat aan de in de oploss ing van een 

problcerr: optredcnde functies steeds, door middel van ge-­

schikt gekozen neutrices, geneutraliseerde - dus constante -

waardcn kunnen warden toegekendJ zodat in de neutrixreke­

nins een vecl grater~ graad van vrijheid heerst dan in de 

klassiel:e analyse. Y:atuurlijk moet er naar gestreefd warden 

dat de ingcvoerde neutriccs zo gekozen warden dat elke al-
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dus verkregen geneutraliseerde waarde in het ter oplossing 

voorgelegde probleem werkelijk de representant is van de 
corresponderende functie. Of een constante werkelijk als 
representant van een functie kan fungeren, hangt af van 

het gestelde probleem, zodat de keuze van de geschikte 

neutrices afhankelijk is van de aard van het probleem. In 

de neutrixrekening voeren wij uitgebreide neutrices in die 

voor uitgebreide klassen van problemen aan de gestelde eisen 

voldoen. 

Er is een nauw verband tussen de in deze paragraaf ge­

geven beschouwingen enerzijds en bet geneutraliseerde li­

mietbegrip aan de andere kant. Stel het dome inn bezit een 

niet tot 7'(, behorend limietpunt <X • Stel verder dat N de 

verzameling voorstelt gevormd door alle op "iJt gedefinieerde 

functies v(?) die tot nul naderen als 1 op tie tot a nadert. 

Iedere in N verwaarloosbare functie v(?) en elk rationaal 

get al r heeft de eigenschap dat r v( f) voor t ➔ a tot nul 

nadert en dus verwaarloosbaar in N is. Stel de functies 

f ./ f L f 2( p, ... zijn op 'J'r gedefinieerd en V is een ver­
groting van N met de in voorbeeld 5 genoemde eigenschappen. 

Dan bes taan de geneutraliseerde waarden f h ( V) ( h=··,, 2, .. ) . 

Beschouw nu een willekeurige opoC gedefinieerde functie 

g([) waarvoor g(V) bestaat. In het bijzondere geval dat 

g(l) tot een eindige limiet /\ nadert als ~ op TC tot rx na­
dert, is 
(6) g(V) =--= A, 

want. g( ! ) - "/\ nadert tot nul, is dus verwaarloosbaar in N, 

derhalve zeker in de vergroting V,zodat g(!) in V de ge­

neutraliseerde. waarde ~ bezit. 

In het geval dat g()) niet tot een eindige limiet na­

dert als t op J-C tot c<. nadert, kunnen wij derhalve g(V) de 

gegeneraliseerde limiet van g(~) noemen en wij kunnen schrij­
ven 

gen.lim. g(t) = g(V) , 
~ ~(X 

m_aar men ·moet daarbij bedenken dat de gegeneraliseerde li­

miet•van de keuze van de neutrix V kan afhangen. Uit voor-
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beeld 5 blijkt dat voor elk der functies L-i{!L r 2(~L .... 
deze gegeneraliseerde limiet bestaat. Dit verschijnsel kan, 

enigszins onnauwkeurig, geformuleerd worden door te zeggen 

dat iedere gegeneraliseerde limiet bestaat, dus dat iedere 

functie, in de gegeneraliseerde zin beschouwd, differenti­

eerbaar, integreerbaar is, enz. 

Bijvoorbeeld als de neutrix V met domein O< 't ~ 1 ge­

vormd word~ door de functies van de gedaante ; + € ( l), 
waarin de coefficienten c willekeurige constanten voor­

stellen en waarin E(J) een willekeurige in het interval 

O < ~ ;;; 1 gedefinieerde functie voorstel_t die voor ! '""? O 

tot nul nadert, dan is 

omdat 

gen.lim. r~ o 
cot f = 0, 

cot [ ==: +e(f). 2 . ( 

§ 4. Definitie van geneutraliseerde contourintegralen. 

Zij r een in het complexe vlak of op een Riemann opper­

vlak gelegen continue rectificeerbare kromme met een niet 

tot r behorend beginpunt a en een eindpunt b. Voorlopig 

doet het er niet toe of het eindpunt al dan niet tot de 

kromme behoort. De punten a en b mogen in het oneindige lig­

gen. Zij l'C een boog van r met beginpunt a. 

Indien de functies fh(z) { h = 1,2, .. ) op r gedefinieerd en 

voor elk op Te gelegen punt f integreerbaar langs r van f 
naar b zijn, dan is het volgens voorbeeld 5 mogelijk een 

neutrix N met domeinlt en veranderlijke l te vinden zoda­

nig dat de functie 

b 
(7) f :' h ( z) dz 

voor l == N een geneutralisE:erde 01aarde J' h aanneemt en dat 

N,iedere op ?f gedefinieerde functie van l bevat die tot 
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nul nadert al;s lop re tot a nadert. Om dat in te zien, 

vervangen wij, in het genoemde voorbeeld de neutrix N door 

de verzamelihg gevormd door de op f/'t: gedefinieerde functies 

-_ •. vap_ l die voor f--+- a tot nul naderen. 

~~Pe hierboven geconstrueerde neutrix N heeft de eigen­
schap dat 

b 
j fh(z) dz={ h 

N 

is en dat voor iedere langs r van a naar b integreerbare 

functie g(z) de betrekking 

geldt, omdat 

b 
j g( z) dz = 

N 

b 
f g(z) dz 

a 

b b 
J g(z) dz - f g(z) dz 
1 a 

voor l ~ a tot nul nadert en dus verwaarloosbaar in N is. 

Dit heeft tengevolge dat de klassieke integraalrekening een 

bijzonder geval is van de geneutraliseerde integraa,lreke­

ning die met behulp van deze neutrix kan worden opgebouwd. 

In het bovenstaande hebben wij geneutraliseerde inte­

gralen ingevoerd waarvan de ondergrens een neutrix is. Na­

tuurlijk kunnen wij op overeenkomstige manier integralen 

invoeren waarvan de bovengrens een neutrix is. Daartoe be~ 

schouwen wij een in het complexe vlak of op een Riemann 

oppervlak gelegen continue rectificeerbare kromme r met een 

niet tot r behorend eindpunt b en een beginpunt a. Zij ;rrt 
een boog van r met eindpunt b. Indien de functies fh(z) 

(h= ,2, ,, .) op P gedefinieerd en voor elk op?~f gelegen 

punt "Y/ J.ntegreerbaar langs r van a naar 17. zijn, dan voeren 

wij m2t behulp van voorbeeld 5 een neutrix M met domein ;)1'e 

en veranderlijke ~ in zodanig dat 

(h='1,2, .. ,.) 

in '?( = M een geneutraliseerde waarde r:· aanneemt en dat 

M iedere op 'Pt gedefinieerde functie van 17 bevat die tot 
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nul nadert als rr;_ op ;re tot b nadert. Dan is 

M * j fh(z) dz= Ph 
a 

(h=l 3 2.,.,,.) 

en iedere langs r van a naar b integreerbare functie. 

g(z) voldoet aan de betrekking 

M b J g(z) dz = j g(z) dz 
a a 

Tenslotte kunnen wij contourintegralen invoeren waar­

van beide grenzen neutrices zijno Indien een kromme r met 

beginpunt a en eindpunt been punt p bevat, zodanig dat de 

integralen 

p 
j f ( z) dz 

N 
en 

M 
j f ( z) dz 
p 

beide best?an 3 dan duiden wij hun som met 

. (8) 
M 

/ f(z) dz 
N 

aan. Merk daarbij op dat deze som onafhankelijk is van de 

keuze va~ het punt pen dat de volgorde der neutrices N en M, 
waarvan, in .. s 2 gesproken is, geen invloed op de som heeft 3 

zodat het niet nodig is om in de notatie een dezer neutri­

ces van een ac~e~t te voorzien .• Als (8) bestaat, tjan heet 
f(z) integreerbaar langs r van N naar M, 

Bovenstaande theorie steunt op voorbeeld 5 3 maar in de 

praktijk gaan wij juist andersom te werk. Daar gaan wij uit 

van uitgebreide neutrices N en Men beschouwen dan verv.olgens 

de functies dte langs de gegeven integratieweg integreer­
baar zijn v~n N naar M. Voorbeelden van dergelijke uitge­

breide neutrices vindt de lezer in de volgende voordracht 

gewijd aan Hadamard neutrices die van een drager voorzien 
zijn. 
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§ 5, Isomorphe neutrices, 

Beschouw twee neutrices N en M, resp. met domein '?f'e 

en 7l'C en met onafhankelijk veranderlijken l en ?'/. ..• Die 
twee neutrices heten isomorph, als het mogelijk is tussen 

de elementen } van ?'e en de elementen 1_ van m een ( 1, 1) 

verwantschap 

(9) l=<p(,iz); 
te leggen, zodanig dat iedere in N verwaarloosbare func­

tie v(F) de eigenscha~ bezit dat v(,(,)) een in M ver­
waarloosbare functie van 1 voorstelt, terwijl bovendien 

iedere in M verwaarloosbare functie /¼(~) de eigenschap 

bezit dat _µ,(~(z)) een in N verwaarloosbare functie van 

l voorstel t. 
Voorbeeld 6: Stel Jr en ?re zi.·jn twee verzamelingen 

zodanig dat het mogelijk is een ( 12 1) verwantschap (9) te 

vinden tussen de elementen l van re en de elementen :=z ~ 

'J'rt , Zi.i N een neutrix met domein ;rt . Zij M een verza­

me ling van func ties gedef inieerd op J'l"C zodanig dat iedere 

in N verwaarloosbare functie v(!) de eigenschap bezit dat 

~ (~(~)) een tot M behorende functie van~ voorstelt en 
dat iedere tot M behorende functie ;u(-i,z) de eigenschap bezit 

dat JJ,,("/., ( l)) verwaarloosbaar in N is. Dan is M een neutrix, 

dus een met N isomorphe neutrix. 
Om te bewijzen dat M een additieve groep is, beschou­

wen wij twee willekeurige tot die verzameling behorende 

func ties fo( ->z) en ;t,t, ,'('(,iz) • Dan zi jn volgens veronders telling 

µ(J.())) en ft,*(X (f)) verwaarloosba8r in de neutrix N, 

waaruit blijkt dat ook de som en het verschil van die twee 

functies verwaarloosbaar in N zijn. Volgens veronderstel­

ling behoren dan)-i(,iz) + µ*(1i) en;<-(11) - ),1,,*(17) tot M, zodat 
M e_en addi tieve groep is. 

Tenslotte moeten wij nog aantonen: indien een tot M 

behorende functie 1u.(,i,z) gelij\{ is aan een constante / , dan 

is f = O. 
Dit is evident, want dan is de in N verwaarloosbare func­

tie ft(X (i)) voor elk element l van n gelijk aan r , zo­

dat / = O is. 
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III. Hadamardneutrices met een drager 

§ 1. Het oneindige deel vEn.een integraal. 

De neutrices wa~raan deie voordracht is gewijd zijn ge­

noemd naar de Franse wiskundige die in zijn onderzoekingen 

over het Cauchyprobleem in de theorie der partiele differen­

tiaalvergelijkingen aan zekere divergente integrale:n een on-
, •• - . ' l 

dubbelzinnig bepoalde eindige waarde toekent welke hij het 
11 eindige deel 11 van de integraal noemt. 
Beschouw bijvoorbeeld de integraal 

-1 s -1 s 
f= O; 2 -{: 

s 2 - C s 'r; voor s 
? 

cf s-1 x dx 

I log 2 - C log [ voor s = O; 

hierin is r > O; sis een gegeven bestaanbaar getal en de 

coefficienten c stellen willekeurige complexe getallen voor. 

In het geval cf O convergeert 
2 

c j x 8
-
1 dx 

0 

dan en alleen dan als s > o. In het geval s < O groeit . 
.:..1 

s f s voor l ~ 0 onbegrensd aanJ terwijl eveneens -log t 
onbegrensd aangroeit. In het geval s < O; cf O noemt Hada­
mard de ter,m c s-12s het eindige,, de. term -c s-1 ! 8 het on­

eiridige deel van de integraal. In het geval s=0 3 c / O heten 

clog 2 en-clog l het eindige) resp. het oneind1ge deel 
van de integraal. 

Hadamard verwaarloost overal de oneindige delen. In andere 

woorden: in het geva 1 s ~ O kent hi j a an ( 2) de 1A/~.arde _toe die 

gelijk is aan het eindige deel v~n de integraal. Dat betekent 

dat (2) in ~et geval s< Ode waarde cs- 12s, in het gevfi 
s =Ode waarde clog 2 krijgt. 

Dat j_n de door Hadamard behandelde gevallen de ver-

~a2rlozing van de oneind1ge delen nooit tot een tegenspraak 
, 

kan voeren, is zo duidelijk dat die verwaarlozing daar geen 

rechtvaardig1ng behoeft. In de door ons behandelde, trouwens 

veel ingewi klce lder geval 7-u.nJ be roe pen wi j ons op, he t valgen­

de feit;: indien s f O en cs- 112 1n een interval '.o < l < (3' 

gelijk is aan een van f onafhanlcel1jk getal f ,, dan is/=0 
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Indien r Jog l in· 0 < l < (3 ge.li jk is aan een cons tante / , 
dan is/ eveneens gelijk aan nul. Dus de functies die voor 

-1~ s ~ s /Ode gedaante cs 1 , voor s =Ode gedaante clog, 
bezitten, waarin de coefficienten c willekeurige complexe 

getallen voorstellen, vormen een neutrix H. Volgens de in 

· ~ 1. van voordracht II gemaakte afspraak mogen Wij die func­

ties in het rechterlid van (1) verwaarlozen, als wij <lan maar 

in het linkerlid de letter; vervangen door Ho Aldus vinden 

wij voor elke bestaanbare s 
-·1 s 

! 2 8 _ 1 {cs· 2 
c x dx = 

H clog 2 

voor s =/= 0 

voor s = O .. 

Het feit dat de door Hadamard verwaarloosde delen 

steeds in absolute waarde onbegrensd aangroeien is niet het 

karakteristieke kenmerk van het genoemde verschijnsel. 

Trouwens voor positieve s zijn het juist de tot nul naderen­

de termen die verwaarloosd worden, maar dat wekt geen ver­

wondering omdat dat in de klassieke analyse te doen gebrui­

kelijk iso Maar bovenstaande redenering blijft gelden voor 

willekeurige complexes, zodat wij bijvoorbeeld vinden 

1
2 10 i-1 ·1 .. 

x· dx = - 10 1 (cos 10 log 2 + i sin 1.0 log 2). 
H . 

In dit geval heeft de verwaarloosde term 

~6 i ( cos 1.o log l + i sin 1.0 log l ) 
de constante modulus ~0 , zodat hier de uitdrukking "on­

eindig deel'1 niet op haar plaats is 0 

Generalisatie van het denkbeeld van Hadamard voert tot 

een meer algem~ne neutrix, die ik in de volgende paragraaf ga 

invoeren. 

§ 2 0 D.e Hadamardneutrix Ha. 

Zij p een in het complexe vlak of op een Riemann op­

pervlak gelegen puntverzameling met een in het eindige gele-
/!, •. 

gen en niet tot]? behorend limietpunt a, met de eigenschap 
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dat een punt~ op}p op zodanige w1Jze continu tot a kpn 

naderen dat arg(1- a) tot eert eindige limiet nadert. Ik zeg 

date, een functle u( l) opp een Hadamard ontwikke_ling naar 
machten van · l - a bezi t als ze ·op Jr gedef inieerd, is en voor 

de in de omgeving van a opJ.> · gelegen _ punten ! eeri asymp­
totische ontwikkeling bezit van de gedaante 

waarin J h' "lr h en kh onafhankelijk van ~ zijn, waarin 
Re y h-;. oo voor h-'>-oo en waarin verder kh geheel ~ O is. 

Formule (3) betekent dater bij elk van r onafhankelijk be­

staanbaar getal q een van) onafhankelijk geheel getal 

m
0 

t O bestaat met de eigenschap dat bij elk van l onaf­

hankelijk geheel getal m ~ m~ twee van l onafhankelijke po­
sitieve getallen c en t gevonden kunnen warden zodanig m m 
dat elk op k. gelegen punt l met } ! - a\< ~m de ongelijkheid 

( 4) 1 u( n - m-'.1 r-
h=iO 

vervult. Het accent in formule (3) aan het somteken toege­

voegd geeft.te kennen dat wij hier rriet een asy!llptotische 

reeks te maken hebben die dus volstrekt niet behoeft te con­

vergeren. 

Indien in de ontwikkeling (3) geen enkele term met 

"fh = kh = 0 voorlrnmt., dan spreken WlJ van een Hadamardont­
wikkeling zonder constante term. De getallen 1rh worden de 
exponenten in de Hadamardontwikkeling genoemd. Die benaming 

gebruiken wij niet voor de getallen kh. 

Beschouw alle op R gedefinieerde functies v( 1),. die 

voor de in de omgeving van a op jp gelegen punten l geschre­

ven kunnen worden als een som u(f) + e(f), ~~arin ~(}) 
op~ een Hadamard6ntwikkeling naar machten ~~n l - a zon­

der constante term bezit en waarin e(J) tot nul nadert als 

1 op l? tot a nadert. 

• Wij zullen zo dadelijk bewijzen :dat deze fun,cties 

Y (1) een neutrix vormen met dome in .Ip en veranderli jke t . 



-. P.eze neutrix_ :1:eet de Hadamardneutr:i:x Ha en het punt 
a. wordt. d;e ¢l:F,8$er van de neutrix genoemQ.. 

Indien in.een redenering twee Hadamard neutrices voor­
komen met dezelfde drager a, maar met verschillende do­
meinen of met verschillende veranderlijken, dan zijn die 

: ' . . ·" 

twee neutric~s niet dezelfden, zoda.t ze in de notatie 
onderscheiden moeten worden, bijv door de aanwijzingen 

* H en H • a a . 
Opmerking: Het is duidelijk, waarom wij de voorwa.arde 

ingevoer~ h~~bsn da~ de Hadamard ontwikkelingen van de 
functies u(f) geen constante term cf O mogen bevatten, 
want anders. z9u de klasse gevormd door de genoemde functies 
~ (f) de functie bevatten die identiek gelijk is aan c, zo­

dat die klasse. zeker geen neutrix zijn zou. 
Misschien maakt de lezer de opmerking dat de defini­

tie van de ne.utrix Ha onnodig ingewikkeld is. Indien wij in 
{ 4) . q > O kiezen, dan. nadert het verschil tussen u(f) en 
1:1 tot nul als l op_p tot a nadert, zodat dit verschil 
n=O ( ) in de term e ~ kan warden opgenomen .. Hetgeen betekent dat 
ind~ definitie van Ha de voorwaarde, dat u(7) op~ een 
Hadamarde:ntwikkeling naar machten van t .;; a zonder Constan­
te term,bez\t,, vervangen kan warden dobr de eenvoudiger 
co,nditie dat 'Cl([) geschreven kan warden als een eindige·som 

m-1 . ' yh kh · L 11 h ( t - a) log ( r - a) 
h=O 

zonder constante term. Toch heb ik bovenstaande definitie 
:: ' . . . ' 

gekozen _omdat die in de toepassingen eenvo:udiger blijkt te 
zijn. 

Uit het bovenstaande vol~~ dat elke in Ha verwaarloos­
bare' funct:i..e geschreven kan wor_den in de vorm 

m-1 'f · k J;o X,h' -(t-?) hlog h(l -a) +f-(f), 

waarin €.( ~) tot nul nadert als l op J~ tot a nadert. 
Dit.~eeft te~geyolge dat bij elke in Ha verwaarloosbare _ 
fun2iie ~(f) e~n van t ~nafhankeli~~ positief getal q ge-
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vonden kan worden zodonig dat ( 'f-a)q v(r) tot nul nadert 1 

_als r op.-9 tot a nadert. Imme:r's ieder posi tief get al q dat 

groJe,r_ ;is dan -Re .Yh voor h = 0:, 1 1 •• , 1 m-1 be zit de ge­

noemde eigenschap. 

I)e voorwaarde da t l op I? op zodanige wi j ze. cont inu tot 

a k?n naderen dat .arg (l -a) tot een eindige limiet nadertJ 

mag worden vervangen door de zwal.ckere condi tie dat I,;> een rij 

tot.a naderende punten f
0

, ~ 1 , ... bevat met de eigen~ 

Schap dat bij onbegrensd aongroeiende n arg( l -a) tot een 

l n+1 --a 
tot 1 nadert. eindige limiet en 

1.,..,. a 
tn-

-Het is n:Let voldoende dat .I? een rij tot a naderende 

punten ~
0

, [ 1 ,.,, bevat met de eigenschap dat arg( ! 
11

-a) 

voor n '--;- oo tot ee iT e ind ige Iimie t nadert. Immers · als }p- de 

rij der punten 1 1 p-1
J p- 2 , ... met limietpunt a= O voor­

stelt, waarin p > 1, d~n is de functie l i~ ip voor elk 

punt l van.I? gelijk aan 1 en behoort dus zeker_ niet tot een 

m:,/crix met domein {> . 
Het bewijs dat de klasse gevormd door de genoemde func­

ties v(J) e~ri ne~tr1x is verloopt ~ls volgt. Die kl~ss~ is 

e-en: addit ieve groep, zodat wi j a Ileen behoeven te bewij zen: 

indien 

m-1 
I: 
h=O 

- ,_/I h kh -__ 
ih ( l ~a) log ( l -a) + i (}) = r 

·1s, waarin /,onafhankeliJk is van) 1 dan is/~= 0. 

WiJ mogen aannem2n dat in iedere · term Re ,r h •~ O is, omdat 

de evenluele termen met Re y.r, > o in de term &. ( ~) kunhen 
ll 21 

. wordEin .opg-cnonien. Ik Z81 aontonen dat de' som r identiek 
~· . h=1 .. 

nul Jos., D, :_, i;:,3 v9Jdoenq~ voor het bewijs, orndat dan de con-

stante J _?eliJk is aan c.e tot nul n8derende funct;ie. e: (! L 
dE::i:.'halve g;eJ,::_jk is acn nul. 

m-,,,: . ; ,:·~ . 

In he",:; beviiJ_S dat ~ == O is; rnogen wij veronderstellen 
> 0at m =_ :1 1.3, en dcl.t het ·bewijs ,;r:E::eds geleverd is als m 

door eeri ,kleiner gehee)-- getal ;;_ O vervangen wordt, 

B~v~~die:1 mogen WiJ ,aa.nnE::mGn c:fpt de som 1r::1 niet· twee 

h=O 
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termen met hetzelfde getal 'I// h en hetzelfde getal kh be­

vat, omdat twee zodanige termen kunnen worden samenge­

voegd. 

Laat ik eerst het geval behandelen dat in de som 
m-1 · o ~- iedere exponent y h zuiver imaginair is en dat kh= 
hi;;O 

is. Stel y h = i r-, h. Beschouw een rij op .R tot a naderen­

de punten lo' l 1, .•.• zodanig dat bij onbegrensd aan­

groeiende n arg( l n - a) tot een eindige limiet?. en ver-
r 1 -a 

der 
1

n+ tot 1 nadert. Dan.is het mogelijk bij elk 
- a 

posi tiefngetal p twee tot de rij ~ 
0

, l 1, .. behorende en 

tot*a naderende punten 1 en i• te vinden zodanig dat ~ 
l l - a } tot p nadert. Indien I t. -e<. I = e -r ; I ril--oe I = e -r ; 

l - a 
arg( 1 -

(5) 

a) = <p en arg( ! * - <X ) = cp* 
dat de betrekking 

gesteld wordt,dan volgt 

uit 
m-.1 

J;1 fah 
iA r* A * 

e- rh - r h <f = ! + . 0 ( 1) 

geldt; hierin stelt 0( 1) een tot nul naderende functie voor. 

Ui t tp~-+ "- en r ~ - r ....+ -log p volgt dus voor elke bestaan­

bare p 

m-1 
L 

h=O 
= f + o( 1). 

m-:1 
Volgens verondc1rstelling bevat de som L niet twee 

h=O termen met dezelfde -y/
11 

en dezelfde k
11

• Evenmin bevat die 

som een constante term. Omdat alle getallen kh (0~ h~ m-1) 

in di t geval nul zijn, zijn dus de m getallen 13 h ( o;;,,h~m-.1) 

verschillend en+ O. Wij kunnen dus aan het bestaanbare ge­

tal p m waarden p1 (1=0,1J ... ,m-1) geven zodanig dat de 

. m2 get:J.llen r.: i/3'.J og °91 een determinant j O vormen. Uit 

(6) -iAlr volgt dan dat elk van de m getallen X, he r 1 tot een 

eindige limiet f h nadert, als bet tot de r'ij lo' ! ·1, .••. 
behorende punt l tot a nadert. Wij hebben hierboven gezien 

dat twee tot de rij ~
0

, y1 , .... behorende punten ! en i* 
op zodanige wijze tot a kunnen naderen dat r * - r➔ ; h 
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In dat geval nadert dus 

• .;,t, 
-. i pr . 

,Xh e 

.;,• -ip r 
= - X he h 

tot Y 
. (I h en eveneens tot - d h. 

X, h = 0 ( 0 ~ h ~ m-1), zodat 

tiek nul is. 

- 7C' i 

Hierui t volgt f h = O, dus 
m-1 

de som L inderdaad iden­
h=O 

Laten wij tenslotte het overblijvende geval behande­

len. Stel 

k = max kh. 
O ~hi m-1 

Re '/f = r,; b 

Omdat Re Y" h ~ O, is is- ~ O. Indien er = 0 is, dan is iedere 

Re ~h gelijk aan nul en dus minstens een der getallen kh 

posi tief, omdat het geval Re '1f_h = O; kh=O ( 0 ~ h ~ m-.1) 

b~erboven reeds behandeld is. Dus als ~ = O is, dan is 

k ~ 1 
m-1 

Splits de som L in twee dee lsommen L:,_ en I:"2 , waarin !:1 h=O 

de bijdrage is der termen met Re 'f = o ; k = k en waarin 
h h 

i:
2 

dus de bijdrage der overige termen is. In elke term 

van de som E:" 2 is of wel Re1fh>(r' of wel Re 'lf'h =<!i; 

kh > k, zodat iedere term van deze som O I 'i -af'1" logk / f -a } 

is. Go k de cons tante / is O I) - a ( logk I 1 - a J, omdat of 

wel o .::: .0 of wel o ... = O; k :::;, 1. Uit (5) volgt dus 

> · 6 k 
7 = C j l - & I Jog 

Als in iedere term van de som Z:1 y h = i:s- + il:-' h 

en bovendien I ! - a j = e -r; arg ( ! - a) = <p gesteld wordt, 

dan ga.a.t deze formule over in 

~ y - 6' :>'.'- i,:; hr + ( cr- + i,::, ) <p 
t.....1 ~he n 

=; ,) l l -3 r log:k 

en dus, wegens 

l ~ -a r = 
I l 

(f' ~ I\ J 

k 
( -r+ i <p ) h = 



-i:: r + / G" 
l 7.) e h ' 

= 0 (1). 

Hier ontmoeten wij opnieuw hot hierboven reeds behan­

delde geval, waarin ,p h door het zuiver imaginaire getal 

i,:; h en waar1n de getallen kh door nul vervangen zijn; 

hierbij is zelfs in zoverre nog de vereenvoudiging op te 

merken dat de constante f bovendien door nul vervangen is. 

Wij hebben hierboven gezien dat uit (7) volgt dat alle in 

de som ~ voorkomende facto: 0 ·'n X,h gelijk aan nul zijn, 

zodat L ,1 identiek nul is. Uit (5) blijkt dan dat 
I 

~ Vh kh L2 f h ( f -a) J.og ( l -8) + e (¥.) = r , 
waarin de som L 2 minder dan m termen bevat. Volgens de 

inductieveronderstelling is dan de som L 2 identiek nul, 

,waarmede het bewijs geleverd is. 
Voorbee.J.d _ _J_:_ In~lien twee verschillende punten a en b ver­

bonden worden door een continue rectificeerbare kromme r 
•. 

die in het punt a een raakli,jn bezi t en die het punt a niet 

bevat 2 dan is voor ieder geheel getal k ~Oen voor elke 

complexes -1 k+1 
voor s =- O 

(8) f (z-a)s-1 logk (z-a) dz= 

b l(k+1) log (b-a) 

Ha (-<>-) k ( b - a ) s 

( 9) 

<> s s 
voor s =fo O 

De beCocli-:.1_g is dat het domein van H
8 

gevormd wordt 

doo~ een bobg v~n r net~ eginpunt a. 

Het bewijs· is als volgt. -Toor elk punt l op· r is 

b 

J 
1 

r ) -1 k ( \ \z-s log z-2i dz = (k+1)- 1 logk+1 (b-a) + 

-(k+1)-1 logk+1 (J -a), 

waarbij de laatste term verwaarloosbaar in H
8 

is, hetgeeh 

de bewering voor s = O geeft. Voor s # O is 

b f (z-a)s-'1 dz= 

1 
fb-a)~_ 

s 
_( f -a)s 

s 
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dus 

( ) s - 1 k ( ) (-~\-tc z -a log z -a dz ·= a s 1 
(b-a)s _ (-E.. _.

1
k (f-a) 8 

s a s s ' 

waarin de laatste term gelijk is aan 

k 

-L { ( d~ ) k-h : } ( l -a) s log h ( l -a) 

en dus wegens s # O verwaarloosbaar in H
8 

is. Dit geeft de 

bewering voor s ¥ 0. 

Formule (8) geeft voor sf Oen voor elk geheel getal ms O 

de genoegelijke betrekking 

b 

)j (-cl-) m ( z - a) s -1 1 o g k ( z -a) dz = 
. e) s 

b 

= ( ; 
8

)m J (z-a) 8
-
1 logk (z-a) dz, 

Ha 

want bet linkerlid is gelijk aan 

( ) s -1 k +m ( - ) ( ?i ) k +m ( b - a ) 
8 

z-a log z-a dz= Ts 
8 

f 
H a 

b 

(z-a) 8
-
1 logk (z-a) dz. 

Dit is alvast een eenvoudige rekenregel geldig bij ge-

~ruik van de neutrix Ha. Afgezien van het triviale geval 
m=O geldt formule (11) niet in het punt s=O, omdat de in 

het rechterlid voorkomende integraal blijkens (8) een d~s­

continue functie vans in s=O voorstelt. 

Zoals reeds herhaalde malen opgemerkt is, warden aan 

een goede neutrix bepaalde eisen gesteld betreffende het 

principe van analytische voortzetting. Aan dit principe 

zullen hierna, in het bijzonder in § 4 enige beschouwingen 

worden gewijd, maar hier beperlc ik mij tot de volgende op-,. 
merking. In het halfvlak Re s > C, stelt 
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- 1 logk(z-a) dz= 

a 

k , 
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( -Q-) k ( b -a) s = 
~s s 

. ·• = (b-a)s L ·(~) { (/s)k-h ; } logh (b-a) 

h=O 

een analytische functie vans voor, die in het gehele 

s-vlak, de oorsprong uitgezonderd, analytisch kan warden 

voortgezet. De neutrix H
8 

voldoet aan de eis dat het lin­

kerlid van (8) voor elke complexes, de oorsprong uitge­

zonderd, die analytische functie voorstelt. Die functie 

bezit in de oorsprong een (k+1)-voudige pool, maar toch 

neemt het linkerlid van (8) in dat punt een eindige waarde 
aan, Trouwens alle geneutraliseerde uitdrukkingen nemen 

ui ts lui tend eindige waarden aan, · 
Voorbeeld 2: Stel twee verschillende punten a en b warden 

verbonden door een continue rectificeerbare kromme r die 

in het punt a een raaklijn bezit en die het punt a niet be­

vat. Zi,i p een boog van r met beginpunt a. Indien u( z) 

op r gedefinieerd en langs r integreerbaar is van elk punt 

1 ~ /(? naar b en indien u('l) 9.P R een Hadamardontwik-. 
keling naar machten van l - a bezit, dan bestaat de ge-

neutraliseerde integraal 

J
b 

H a 

u(z) dz. 

Om dit te bewijzen kiezen wiJ in formule (4) q > 0 

en stellen wij 
m-1 
~ 'fh 

u( >e2) = L 1 ( tr: -a) 
h=O h z 

zodat r(~) tot nul nadert als 1 opf tot a nadert. Om­

dat ,r( z) langs r van elk punt 'l van .Jp naar b integreer­
baar is, is dus r(z) langs r van a naar b integreerbaar, 

zodat 

jb r(z) dz ~ fb r(z) dz 

H' a 
a 



en dus 
b m-:1 

J u(z) dz = L :th 

Ha 
h=O 

41. 

/ 
H a 

yrh kh 
(z-a) log (z-a) dz+ 

+l
b 

r(z)dz. 
a 

s· 3. Over het verband tussen convergente en asymptotisch 

convergente reeksen. 

Uit het voorgaande voorbeeld blijkt het bestaan van 

de geneutraliseerde integraal 

b 

Hf u( z) dz J 

a 

~ls de integraal een Hadamardontwikkeling naar machten 

van z-a bezit. BijvoorbeeldJ indien b positief is en 

u(x) -s = X 

00 -t 
j 1 e + xt dt 
0 

( O<. x ~ b), 

waarin seen willekeurig complex getal voorstelt, dan be-

staat de geneutraliseerde integraal 

lb 
Ho 

u(x) dx, 

omdat u(x) voor de in de omgeving van de oorsprong gele-

gen positieve x de Hadamardontwikkeling 

oo· r 

I: 
h=O 

h-s 
X 

naar tnachten van x bezit, Hieruit blijkt dat het niet no­

dig is dat de integrand u(z) voor de in de omgeving van 
a op de integratieweg gel.egen punten z een convergente 

ontwikkeling van de gedaante 

~ 'V h kh 
( 12) , u(z) = L ~h (z-a) log (z-a) 

h=O 
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bezi t, waarin ;lh, y h en kh onafhankelijk van z zijn, 

waarin Re 'f"h-+ oo voor h ~tx:i en waarin de get al len kh 
geheel ~ O zijn. 

Goed, zal de lezer opmerken, al moge dan de voor~ 

waarde van convergentie niet nodig zijn, voldoende is ze 

toch zeker, want ui t de voorwaarde dat Re V" h voor h ~ 00 

onbegrensd aangroeit, volgt dat de termen voor de in de 

omgeving van a gelegen punten z in absolute waarde zeer 

snel afnemen als h aangroeit, zodat, als van de con­

vergente reeks genoeg termen genomen worden, de rest­

term in absolute waarde zeer klein is voor de op de inte­

gratieweg in de omgeving van a gelegen punten z. Hoe 

vreemd het ook klinken moge, dit is niet steeds het geval, 

zelfs niet bij reeksen van een eenvoudige gedaante. La­

ten wij het eenvoudige geval behandelen dat a=O; O < b < 1.; 

w = h · k = h2 • Y = O is en dat de integratieweg door 7 h 3 h ' f"o 
het interval O < x ~ b gevormd wordt. Dan is 

oo h2 
u(x) = L xh xh log X 

h=1 

Wij zullen bewiJzen dat de coefticienten X h z6 gekozen 

kunnen worden, dat iedere term van deze convergente reeks 

positief is, dat de som u(x) in he~ interval 0< x f b 

continu is en dat toch u(x) niet integreerbaar is van 
H

0 
naar b. 

Ik definiee2 h h dat _.X h x log 

de waarde 1· 
h2 

J, h ( h =0 1, 2; ... ) door de voorwaarde 

x in het punt h2 

= e h+Vlog h x = xh 

2 
aanneemt. Dan is ( - ) h "jv h > 0, 

zodat iedere term in de beschouwde reeks positief is. 
Bij gegeven positief geheel setal h stelt 

v h + V log h 
1 

h2 
~h X og X 

& 

een positieve functie van x voor, die haar grootste waar-



deaanneemt in 'bet punt x bepaald door 

h2 
h + V log h = 1 3 

· log-· -
X 

dus in het punt x = xb. Deze maximale waarde is 

Vlog h = 

zodat 

h h2 < 1 - ✓ log . h X, h x log x = x 
h2 

1 
:-2 , 
h 

De reeks die u(x) voorstelt heert:dus de majorante 

die voor O < x ~ b conve,.rg~ert:; omdat voor voldoend grote 
h de ongelijkheid x- Vlog h < h½ geldt. De functie u(x) 

is dus continu in het interval O < x ~ b. 

Om 

van H 
0 

In het 

- log 

dus 

aan te 
naar b· , 

!:.h = -

interval 

tonen dat u(x) toch niet integreerbaar is 

stel ik 

_j_ log 
2h2 

X ?: X 1 
h 

> ( -log xh) (1 1. 
X = - log xh - '6 = - .-2-) , h 2h 

h2 log ( - log x) - h2 log (- log xh). .2:. h2 log ( j _.1_)~1og -
2h2 

omdat 
2 (1 1 ) 1 1 1 . 1 -:2h log . - -· = · + 2 •2 · + 

3
· 

2h2 . 2h 
1 

een monotone functie van his. Aldus vinden wij 

' h2 h2 
( - ) log X l 

h2 h2 
( - ) log xh 

2 , 

' dus 

l 
2 , 
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h h2 
~ l xh xh 

h h2 1 - V log h 
X,hx log X 2 log X = --x 

2h2 h 
ah 

Voor iedere gehele posi tieve h waarvoor xh e < b is, 

is dus eh 
b xh e 

Xh J h log 
h2 

dx ~·· fh f h log 
h2 

dx X X X X 

xh xh 

1 
E. 

1 - V log eh 1 V log ?: (e h 1) h > - h 

2h2 - xh --x 
2h2 h 

Omdat log ch 
en _log h voor h~co tot nul naderen, is log xh log xh 

E. 

eh 
log h 

2 log h - c-1 log xh log xh 
h2 

= xh > xh , 

~aarin c een geschikt gekdzen van h onafhankelijk getal 

voorstel t, zodat voor l = xh de ongelijkheid 

h h 2 
x log x dx c - / iog h 

geldt, Hierui t volgt dat het linkerlid niet in ! = H
0 

een 

geneutraliseerde wacrde aanneemt, want anders zou die 

functie, afgezien van een in H verwaarloosbare functie, 
0 

gelijk zijn aan een constante en dus, volgens de in de voor-

gaande paragraaf gemaakte opmerking, hoogstens dezelfde 
orde van grootte bezi tten als z -q, wacrin q een geschikt 

gekozen van z onafhankelijk positief getal voorstelt~ het­
geen in strijd is ~et bovenstaande ongelijkheid. Dit vol~ 

tooit het bewijs. 
Dit resultaat wijst er op dat in de the6rie van de 

Hadamardneutrices niet het begrip van gewone convergentie, 

doch da.-t van asymptotische convergentie het meest ge­

schikte instrument is. Van meer belang is het dat het re­

suJ. taa.t ons waarschuwt tegen een voor de hand liggende 

fout. Als een functie een convergente reeksontwikkeling 
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bezit die tevens asymptotisch convergeert, is dan die 

fuhc-tie asymptoti°sch gelijk acm de asymptotische som van 

de reeks? Reeds bij reeksen van eenvoudige gedaante blijkt 

dat niet altijd het geval te zijn, zelfs niet bij· uni­

form convergente reeksen met uitsluitend positieve ter-

men" .. Laten wij bijvoorbeeld de, reeks ( 13) beschouwen, 2 
waarin wij de coefficient ii h zo kiezen dat X xh logh x 

· · -- -h 1 h 
in het punt x = e de waarde ~ aanneemt" Dan is iedere 
term in de reeks positief en n~emt bij gegeven rangnum­

-h mer h zijn grootste waarde aan voor x = e , dus 

h h2 1 y l < . · 1.., h x og x = - 2- , 
h 

zodat de beschouwde reeks uniform convergeert" 

Bovendien geldt voor x = e-m, waarin m een willekeurig 

geheel·positief getal voorstelt, de ongelijkheid 

~ ~ h xh. logh2 x' ;. f-. xm logm2 x = + = 1. 
L f-i . m... m ( 1 og ,.xJ ) 2 . 

h=m 

Hieruit volgt dat u(x) niet voor kleine positieve x 
asymptotisch ge1ijk is aan de asymptotische som van de 

,;x;i I h h 2 
reeks Z::,, "J t x log x, want in dat geval zou het rrioge-

lijk z~JA bij elk van 1 onafhankelijk geheel, ~ositief ge­
tal m een va~ l onafhank~lijk getal qm te vinden dat voor 

m ~ oo onbeg:..0 ensd aangroei t, met de eigenschap dat 

m-:1 v 11 h 2 
Q() h ' 2 

L I'" h x log x - u( x) = - L ~L h x logn x 
h=1 h=rn 
voor kleine positieve 

0 
te bezi t ais x -m; c·Ut 

x hoogstens dezelfde orde van groot-
1 

zou impliceren dat ·· ,,
1 2 hoog-

·- · . (log ;x) , 
. qm 

stens dezelfde orde van grootte zou bezitten als x , het-
geen n::l..et zo is. 

Aan het hier gesignaleerde phenomeen dat tot een niet 

steeds in acht genomen voorzichtigheid dient te manen, heb 

ik een artikeltJe gewijd dat verschijnen zal in het aan 
G. Polya opgedragen gedenkschrift. 

~ Dat het in het hierboven beschouwde voorbeeld spaak 
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kh 
Re yh 

loopt zit hem in het feit dat = h voor h---}- eo onbe -

. grensd aangroeit. In de theorie van de Hadamard neutrices 

kunnen wij de asymptotische conditie vervangen door de 

·niet-asymptotische voorwaarde (12), als wij dan maar aan 

de kgetallen kh de supplementaire v_oorwaarde opleggen dat 

Reh voor grote gehele positieve h begrensd is, dus dat 
. 'f h 

0 ;f, kh s. c Re yr h , 

waarin c een geschikt gekozen van n onafhankelijk posi­

tief getal voorstelt. De juistheid van deze uitspraak 

blijkt uit het volgende, 

Stelling: Indien arg ( l - a) op /p begrensd is, indien 

Re y h --,..<X> voor h-roo en indien voor iedere voldoend 

grote gehele h de ongelijkheden (14) en 
iv TO - 2 + e. < arg "f h < 2 - ~ 

gelden, waarin c en e van h onafhankelijke positieve getal­

len voorstellen, dan is voor de in de omgeving van a op 

x, . ge le gen punt en f 
oo 1. ~ k' oo L lvn ( t -a)~ log ,n( l.-a)v.> L 

n=O n=O 
aongenomen dat de laatste reeks absoluut convergeert in 

minstens ~~n punt l I a+ 1 van~ . 
In het hier volgende bewijs stellen c 1, c

2 
en c3 

geschikt gekozen van~ onafhankelijke positieve getallen 
voor, Eenvoudigheidshalve duid ik ( ! -a )-1 met <.u aan, zo­

dat l WI ·-+ 00 als r tot a nadert. Omdat arg( [ -a)= -arg W 

begrensd is;) is 

\ log col ;;, log j w) + c 1 . 

Voor voldoend grote gehele n is dus 

k 
I log n GO\ = 

(i, 

en 

(logJw! 
k n 

+ cj) ; ( log \ w \ + c '1) 
C Re "fl' n 
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-l w - ,r.n I -(Re y )log Jc.v l + (arg w) Im 'lfn 
= e n 

< -(Re -r n) ( log !w \- c2 ) 
= e 

daar arg w begrensd en \ Im '\f/ n \ ~ ( cot f.) Re y n is. Der­
halve is 

• 

\ 
- \Yn kn } ~- e-(Re 'if n)(log'/wl -c log(log)ro I+ c 1 )-c2 ). 

/.),] log w 

Indien i een punt / a+1 vanffi voorstelt, waar de in het 

rechterlid van (15) genoemde reeks absoluut convergeert, 

dan is 

)(17 )
'fl' n 

-a log 

dus 

•' 

-k n > -c
3 

Re yr 
e n , 

Elk voldoend groot geheel positief getal h heeft dus de 

eigenschap dat deze ongelijkheid geldt voor iedere gehele 

00 

De som ) ·1; een van u,1 , dus van r onafhankelijk 
.n=O. 

eindig getal. Voor voldoend grate )w I is 

½ log jw\ - c log(log 1w\ + c1 ) - c 2 - c3 > O 
en bij elk vast bestaanbaar getal q is het mogelijk een 

vast positief geheel getal h te vinden zodanig dat 
Re\}" ~ 2q voor n?;, h, 

n 
In dat geval is het in (16) genoemde maximum 

i e- 2q . ½ I log w I = ) w l -q= \ 1 -a \ q , 

z-odat di t maxirnurr. voor h -+co asyrnptotisch tot nul nadert. 
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Dat is dan ook het geval met het linkerlid van (16), zo-

dat 

h-.1 -y.r k 

~ )t, n ( f -a) n log n ( t -a) asymptotisch tot 

n=O k ()0 )Yn L J ( jf -a . log n ( r -:-a) n 2 
n=O 
nadcrt. Dit gecft hot gevraagde resultaat (15). 

§ 4. Over het analytisch gedrag van functies voorgesteld 

door geneutraliseerde integralen. 

Stel twee verschillende punten a en b worden verbon­

den door een continue rectificeerbare kromme r die in a 

een raaklijn bezit en die a niet bevat; het eindpunt b 

wordt wel. tot de kromme gerekend, Zij /\ een in het com­

plexe v1ak of op een Riemann oppervlak gelegen gebied. Zij 

u( 1 , '>'/. ) een continue functie van 1 op r en een analyti­
sche functie van~ in A • Tenslotte nemen wij aan dat 

u(} , 'Y[), uniform in 71. , op r een Hadamardontwikkeling 

y ("?)-1 k 
"'ph (17) ( 1-a) h log h () -a) 

naar machten van ) -a bezit, waarin de coefficienten 

~h = t h(17) en de exponenten "l/J'h= yh(-ii) analytische 
functies van i in A zijn, terwijl de gehele getallen kh 
onafhankelijk, niet alleen van l , maar ook van '1. zijn, 

Volgens voorbeeld 2 in§ 2 heeft de integraal 

b 
f u(z,'1) dz 

Ha 

voor elk in /I gelegen punt 1 een eindige waarde. 
Thans zullen wij bewijzen dat deze integraal een analytir_ 

sche functie van 72 voorstel t overal in A waar iedere 

niet cons tante exponent '{ h (-17) ; onge ii jk -1 is, terwi jl 

de, in A gelegen punten -rz waar m1.nstens een der niet-con-

s tante exponenten y/' h ( 17) de waarde -:1 aanneemt, een 
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pool of een regulier punt van die functie is. 

··-volgehs afspraak ·1s het dome in p van Ha een bqog 

van r met beginpunt a. 

Dat de Hadamardontwikkeling van u(~,~) uniform in 

~ geldt, betekent dat in formule (4), waarin ~hen 'tf'h 

door ~h(-;z} en J./fh(?-Z)_-1 vervangen worden, .. de getallen 

m • e. en c onafhankeliJ"k van "Y1 gekozen kunnen warden. o- o m ·, · 
Kiezen wij in formule.(4) q > o, dan nadert het :rechter-

lid tot nul als lop](:> tot a nadert. 
Dus_ 

m-1 • .. · . y (.,z)-.1 k 
u([ ,,;z) == L ~h (iJ1,) ( l -a) h log h( f -a) + r(~ ,,;-z) 

h=O 

v.faarin r([,-iz) voor ~4>'~ tot _1;u1.nadert en wel uniform in 

. 1 .. Volgens hypothese 'is u(f/,zJ' een op r continue functie 

van) en een in A analytische functie van~. Dit is ook 

het geval met elk der m termen 

dus eveneens met de, rest 

Omdat r ( r, 17) uniform in --rz tot nul nadert als ) op 

a nadert, stelt dus 

een in A analytische functie va:n tz voor. Indiei1 y r/12) on­

afhankeli jk van 1 is, dan stelt 

y f·-_b_ ;,, ("1). ... -h 
H 

a 

evidenterwi jze een in /\ analytische functie van o// voor, 

omdat dan de integraal constant is. Indien yh("1) wel van 

1 afhangt, dan volgt uit voorbeeld 1 in§ 2 dat (17) 

in A een analytische functie van 72 voorstelt overal waar 

y h('1) =f o is en-dat die functie in elk in;\ liggend 

punt met •fl\/"£)'= O een pool of eeD regulier punt heeft. 

Dit voltooit het bewijs. 
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Voorbeeld 3 ( Gammafunction): Voor iedere compl'exe s, de 

punten s·=0,,-:1, ...:2, ... , , ui tgezonderd, is 

Joo s-1 -x 
, x . e. dx = f1 ( s). 

Ho 

Volgens afspraak is het domein van H een interval 
0 

O .::: 1 .;; f3 , waarin 13 positief is. 

Het bewijs is eenvoudig. Formule ( .18) geldt in het 

halfvlak Res> o, omdat in dat ha.lfvlak het linkerlid 

van (18) gelijk is aan de corresponderende convergente in-

l
oo s -·1 -x 

tegraa1 met grenzen O en co • De integraal x ·· e dx 
. 1_ 

s-1 -x is een gehele functie van s. Omdat z e . voor de in 
de omgeving van de oorsprong gelegen punten ~ > 0 de· Hada­
mardontwikkelirig 

~ 1 i:l: s +h-1 
L ~~ l 

h=O ·1. 

f s-1. -x bezit, stelt Ho x e dx volgens de voorgeande para-

graaf voor iedere complexes, de punten O, -1, -2, ..• uit­

gezonderd, een analytische functie vans voor. Dit is dus 

ook het geval met de in de in (18) voorkomende integraal. 

De door deze integraal voorgestelde functie is identiek 

met de gammafunctie r (s) in het halfvlak Re s > O, dus dit 

geldt dus voor 1.edere complexe s, de punten s=o, -1, -2, ... 
uitgezonderd. 

Op overeenkomstige manier vinden wij: 

Voor iedere gehele k ~Oen voor iedere complexes, de 

punten s = 0, -1,-2, ..... uitgezonderd, is 

f 00 XS - 1 e -x logk X dx = p ( le) ( s) . 

H 
0 

Formule (18) geldt niet als seen geheel getal SO is, ·want 

in zulk een punt is het rechterlid oneindig, terwijl ie­

dere geneutraliseerde waarde, dus ook het linkerlid van 

(18), eindig is. 

weike die eindige waarde is, zullen wij in voorbeeld 15 



van§ 8 zien. 

Op dezelfde manier vinden wij de volgende twee voor­

beelden. 

Vodrb~eld 4 (Zetafunctie van Riemann). 

Zi,j O < e ~ .1. Voor iedere complexe s, de punt en s=O, -1, 

-2 •... uitgezonderd? is 

/

OO S-.:1 - e X 

X ~x . . dx = r ( S ) 

H t-e 
0 

waarin '5'(s. e) de analytische functie voorstelt die in 

het halfvlak Re s >1 door de reeks 

00 

r(s,e) = L 
n=O 

'.1 

( n+ e) s 

wordt gerepresenteerd. 

Voorbeeld 5: Indien - '7C < arg z < '7r:: en indien k-m-½ 

niet een geheel g·etal ~ O is, dan is 

f t:t:, t - k-½ +m ( 1 + ~ ) k-½ +m e - t d t = r ( ½ -k +.m ) e ½ z z ~ Wk, m ( z ) , 

H: 
0 

waarin Wk (z) de Whittakerfunctie voorstelt. ,m-'--'-----------'----------

§ 5. 
IV 

De Hadamardneutrix ¾ . 

In§ 2 hebben wij de Hadamardneutrix H
8 

ingevoerd en 

thans zullen wij op overeenk6mstige manier een analoge neu­

trix invoeren. 

Zij » een in het complexe vlak.of op een Riemann 

oppervlak gelegen puntverzameling met een in het eindige 

en· riiet not J> behorend limiet punt b, met de eigenschap 

dat een punt '12 op fa op zodanige wijze continui tot b kan 

naderen dat arg ( b - -1) tot een eindige limiet nadert. Ik 

ieg dat een functie v(?c) op K> een Hadamardontwikkeling 

riaar machten van··b-"7 bezit als ze opR gedefinieerd is 

en voor de in de omgeving van b op ..Q gelegen punten ">2 

een asymptotische ontwikkeling bezit van de gedaante 
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·,yh kh 
~ h ( b- ,;z) log ( b- "Z), 

waarin ?h' 1f h en kh onafhankelijk van -,z zijn, waarin 

Re y.r h "'""'"°'° voor h->CO en waarin verder kh geheel ~ 0 is. 

Desgewens t mag de voorwaarde dat 1? op zodanige wi jze op 

k continu tot b kan naderen., dat arg (b- ->z) tot een eindige 

limiet nadert, vervangen worden door de zwakkere conditie 

dat k een rij tot b naderende punten -rz
0

., "'1, 1 , ... bevat 

met de eigenschap dat bij onbegrensd aangroeiende n 

arg( b- "1..) tot een e indige 1 imie t en b- "1n+1 tot 1 nadert. 
b-..,.,, -~n 

De op R gedefinieerde functies v(~ ), die voor de in 

de omgeving van b op /p gelegen punten ~'2 geschreven kunnen 

worden als een som v( 'Y/, ) + J"( ->2 ) ., waarin v( "1_) op .Ji, een 

Hadamardontwikkeling naar machten van b-~ zonder constante 

term bezit en watrin ~(~) tot nul nadert, als ~ op h 
tot b nadert, vormen een neutrix, die de Hadamardri~utrix 
fy ... ¾ genoemd wordt. Dat die functies een neutrix vormen, 

blijkt uit de volgende isomorph:2-overwegingen. Stel 

~ = p-) , waarin peen willekeurig gekozen punt voorstelt. 

Doorloopt '>? de gegeven verzameling .If? , dan doorloopt l een 

zekere verzameling .!$ ~", die a= p-b als limietpunt heeft. De 

functieR Y(p- t) vormen dP Hadamardneutrix Ha met drager 

a, domein I?~ en veranderlijke z . 0mdat er een (1,1)-ver­

wantschap bestaat tussen de functies v( 17,, ) en de tot H
8 

behorendo functies v(p- ,), vormen deze functies dus een 

met Ha isomorphe !"'~ ·.:;.':' .ro 7.gens voorbeeld 6., gegeven in 

§5 van voordracht II. 
rv 

Twee Hadamardneutrices H
8 

en Ha met dezelfde drager a, 

hetzelfde domein k en c'ez3lfde veranderlijke z , zijn toch 

verschillend. Immers de e,:;rste neutrix bevat log(r -a) en 

de tweede bevat log( 8- ~ ) ; i~dien deze neutrices dezelfden 

warc,n, dan zouden ze ook he t verse hil log ( l -a) - log( a- l ) 
bevatten, hetgeen buitengesloten is, omdat dit verschil een 

constant on.even veelvoud van 7ri i, dus gelijk aan een con­

stante #' O is; 
N 

,Omdat Hb isomorph is met Ha, is bet nie t nodig de 
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eigenschappen af te leiden van de eerstgenoemde neutrix, 

die door middel van de transformatie '>z = p-} herleid 

wordt tot de neutrix H
3 

waai-•van wij de eigenschappen reeds 

-kennen. 
In devolgende voorbeelden worden beta-integralen be­

handeld. 
Voorbeeld 6! Indien twee verschillende punten a en b 

verbonden worden door een continue rectificeerbare kromme 

r die noch het punt a noch l'let punt b bevat en indien geen 

der twee complexe getallen's en t gelijk is aan een geheel 

getal ~ o. dan is 
.,,,-

!¾ (z-a)s-:1 (b-z)t-'1 dz= 

Ha 

( b-a) s +t-1 _r ~ s) r ~ t) r s + t 

Volgens afspraak vormen de in de omgeving van a op r gele­

gen punten het dorr.sin van H, terwijl de in de omgeving 
· __ l __ a __ ---- - ,v 

van 15· op- P gelegen pun ten het domein van Hb vormen. 

Dat formule (:19) voor Res >O; Re t >O __ geldt_, is evi-
- - -. - . ··- -

dent, want dan is het linkerlid gelijk aan aa corresponde­

rende conv;ergente integraal met grenzen a en b. Zij p E;ien 

willekeurig punt van r. Omdat de integrand op r in de na­

bijheid van a de Hac:l_arn1irdontwikkelin-g 

00 I: I ) ,c -'i. -h ( ) s +h-1 - a z - a 
h=O 
naar machten van z-a bezit, stclt volgens § 4 ~e integraal 

J
P ·,,,· t-1 

( -a\s- fb-7) -.1. z , , ~ dz 
_Ha -

een ana1ytische ·func tie -:an s voor voor iedere complexe s, 

de punten s=O; -1; -2, -~· uitgezonderd, an tevens een ge­

hele- functie van t, omdat iedere exponent s+h-J onafhan­
kelijk van t is. Met behulp van de transformatie' b-z· = w 

vinden wij op dezelfde manier dat 

~ 
fl\ (z-a)s-'1 (b-z)t-·l dz 

p 
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een analytische_ functie van t voorstelt voe± iedere com­

plexe t, de punten t = O, -1., -2, ..... ui tgezonderd, en tevens 

een gehele functie vans. De integraal (19), die de som 

van (20) en (21) is, stelt dus een analytische functie van 

sen _t voor, indien de punten s = 0,-1,-2, ... en ook de 

punten t = 0 3 -1., -2, " .. uitgezonderd warden" Formule (1.9), 
die voor Re s > O; Re t > O geldt, geldt derhalve voor elke 

sen elke t, indien geen der twee getallen sent gelijk 

.··. is aan een geheel get al .:a O. 
Op dezelfde manier bewijzen wij de volgende resultaten. 

Voorbeeld 7: Onder de voorwaarden van het voorgaande 

voorbeeld is voor elk geheel getal k £: 0 en elk geheel getal l~O 

j¾ (z-a)s-1 (b-z)t-':J.logk(z-a)log".l·(b-z)dz = 
Ha 

= c> k+-:1. (b-a)s+t-1 r(s) r. )t) 
;:> 8 k t> t ".I r ( s +t 

Voorbeeld 8: Indien geen van de twee complexe getallen 

sent een geheel getal ~ O is en indien verder ~ positief 

is 2 dan is 
H1 

I\ f x).s-1 ( 1. -xA) t-'l dx 
Ho 

" s -1 (,,, _ (\ ) t -1. d = X ,I, X X 

= r(s)r,t) r ( s+t , 

"' H,,, J ,_ 
H 

0 

s -1. (1 _ ) t -1. d y . y y. 

Wij drukken dit uit door te zeggen dat hier de substitu-
'i\ . 

tie y = x kan warden toegepast" 1;/ij zullen in§ 9 zj_en 

in hoeverre de methode van de·invoering van een nieuwe in­

tegratieveranderlijke in de theorie van de geneutraliseer­

de integralen geoorloofd is. 

,. 
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,§ 6. De waarde we.lke aan de een functie voorstellende uit­

drukking wordt toegekend in een singulier punt van 
die functie. 

Verdient het aanbeveling aan de functie r (~(I+1)) 

voor s~; t=O een bepaalde eindige waarde toe te kennen? 
Domweg substitueren gaat niet, omdat dan r {s) en r(s+t) 
de waarde '1 aannemen en r ( t) oneindig wordt. Het afwij­
zende standpunt volgans hetwelk een d~~gelijke waaghalze­
rij ten enemale verboden is, is wel te verdedigen, maar 
dient toch nader bekeken te worden. De analyse bevat for­
mules waarin de uitdrukking P(s) P(t) voorkomt. Een r ( s+t) 
zodanige formule heeft niet zonder meer geldigheid voor 

r (s) r(t) s=1; t=O, omdat r ( s+t) . voor die waarden van s en t 

geen betekenis heeft. Het zou prachtig zijn indien de 
bewuste formule in een geldige relatie zou overgaan door­
dat aan r { s) r ( t) voor die waarden van s en t een be-. r ( s +t) 
paalde eindige waarde f wordt toegekend. Immers dan zouden 

wij eens en voor al kunnen afspreken dat r ~clft)t) voor 

s=1; t=O de waarde d bezit, waardoor het geldigheidsge­
bied van de optredende formulas een uitbreiding, misschien 
zelfs een belangrijke uitbreiding zou ondergaan. 

In werkelijkheid is de situatie niet zo eenvoudig als 
hier geschetst. Weliswaar treedt in de analyse een uitge­
breide klasse van problemen op waarbij het zeker aanbe­
veling verdient aan r ~ ( ~! ~ t) voor s='I ; t·=o een be-

paalde eindige waarde { toe te kennen en als wij ons tot 
die klasse van problemen beperken, dan zijn wij vermoedelijk 
geneigd om f de "voor de hand liggende" of de "natuurlijke" 
waarde van r f,(~:t)t) voor s='I.; t=O te noemen., maar 

daar staat tegenover dater andere, eveneens uitgebreide 
klassen van problemen testaan, waarbij een andere waarde 

inplaats van/ de voorkeur .verdient. Er is dan ook geen 
~'.voor de hand liggende" of 11 natuurlijke 11

, van eeuwigheid 



. r(s)r(t) bepaalde eindige waarde die_ aan __ r ( s+t} . voor s=1; 

t="O noo'dzakelijkerwijze mcx€t worden toegekend. Niettemin 
is het verkeerd de poging als hopeloos op te geven. Wij 
gaan als volgt te werk. 

__ ____ ) Wij re,presenteren r ~(ift~t) voor de in de omgeving 

~~n 1 gelegen punten sen voor de in de omg~ving van O 
r ·:gelegert' puriten t =I O door een geneutraliseerde ui tdrukking 

die ookivoor s=1; t=O betekenis heeft. Iedere zinvolle 
geneutraliseerde uitdrukking stelt een eindig getal voor 
en nu kunnen wij afspreken dat wij de waarde gebruiken die 
de bewuste geneutraliseerde uitdrukking voor s=1;- t=O 
aarineernt. In voorbeeld 6 van§ 5 hebben wij gezien dat de 

- · ·ui tdrukl-cing 
..,:;,·· 

H-1 

( 22) J s - .1. •( .1 _ ) t - ·1 d 
X . X. . X 

H 
0 

de functie r ( s) r ) t) r (s+t voorstelt indien noch s noch teen 

·geheel get al ;; O i_s. Voor s=·1; t~o gaat -( 22) over in 
,..J 

.I

H1 
. -1 

( 1-x) · dx = -log ( '1-x) = O , 
H 

0 

zqdat wij op die manier de waarde nul krijgen. Maar als 
ge~n der twee getall~n s ~n t geheel, O is, dan wordt 
r ( ( ~ +~ ~ t) •·- volgens voorbee ld 8 eveneens door de geneu­

. traliseerde integraal 
..... 

. H: 

( 23) _. ·l j 1 x"s-1 
H: 

( .. i\)t~1 .1-x • dx 
0 

voorges t(;l ld, .. waarin 7\ een willekeurig posi tief get al aan­

duiclt. Dez.e integraal gaat voor s=1; t=O over in 

·omdat 

7\-j 
½ · dx = -log l\ , 
.1-x 
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"Yl 'i\ -1 I\ A ,.,_ 1 '7\ /\! ½ dx = log(1-l )-log(1-11)=log{1-z )-log(1-'>?)-log1=~ , 
, 1~ . 

waarin log( 1- f~ voor l -+ O t~t nul nadert en dus tot H
0 

behoort, waarin log(1-1) tot H1 behoort en waarin 
1 71. 

-log 1 =~ voor --,z-+ 1 tot -log/\ nadert. 
Op die manier vinden wi j als antwoord -log?-.. , v,aarin 

A een willekeurig positief getal voorstelt, zodat elk be­
staanbaar getal uit de bus kan komen. Nog sterker~ wij kun­
nen zelfs elk complex getal krijgen door maar een geschikte, 

of liever gezegd ongeschikteJ geneutraliseerde uitdrukking 
te kiezen die r fs) r (t) voorstelt. Het antwoord hangt dus r s + t) 
geheel af van de manier waarop de functie wordt voorgesteld 
door een geneutraliseerde uitdrukking. 

Zo hopeloos als het er nu uitziet is het in werkelijk­
heid niet, want in de problemen met welke wij te maken heb­
ben komen juist de uitdrukkingen zelf voor, wier geneu­
traliseerde waarden in aanmerking komen. 
Stel wij onderzoeken een integraal met integra~d 

AX",..s-1 (1-x'l\)t-1 f(1-x-;i..) (6< x < 1), waarin 7-.> O, 

Re s > O en waarin f ( w) analytisch is voor I w I~ 1. De inte -
grand is integreerbaar van O naar elk tussen Oen 1 ge­
legen punt~ maar ze is misschien niet integreerbaar v~~ O 

naar 1. Wij kunnen echter een veelterm t c th 
K~O h 

vinden zodanig dat 

integreerbaar is van 
voor de integraal 

~ 
h=O 

c (1-x)t-1+h 
h 

O naar 1 . Indien nu gevraagd 1:10rdt 
1 . . 

f g(x) dx 
0 

een convergente ontwikkeling af te leiden, dan schrijven 
wij 
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1 

J g(x) g(x) dx = 

n=O 

x"'s-1 (1-x'\)t- 4 f(1-;x7\)dx-t 

h=O 

f(ri)(O)- f. 
h=O 

hif'-t 

·c 
h 

t+h ' 

waarin 

7\S-1 t+n-1 
7,, 

X ( 1-X ) 

0 

~:-: H . 

ch j 1 ( 1-x)t-1+hdx 

0 

dx, 

Iedere in de gevraagde ontwikkeling optredende coefficient 

fn is dus juist de wa~rde van een geneutraliseerde u1i~ 

drukking van de gedaante (23), waarin slechts t door t+n 

vervangen is, Indien t+n niet geheel JO is, dan is 

y = r ( s ) r ( t +n) 
Un r {s+t+n) , . 

maar als t+n w~l een geheel get~l ~.o voorstelt,Jdan ge­

bruiken wiJ de.door (24) bepaalde waarde van.rfn• Uit .dit 

een'voudige voorbeeld ( en tal van andere, me.er gecompliceerde 
' . . ·.,.· ., . . --

problemen) blijkt dat het inderdaad a.anbeyeling ver:dient 

geneutraliseerde integralen van deze vorm in te voeren, 

omdat ze ons een eenvoudige notatie aan de hand doen voor 

de coefficienten die in de gevraagde reeksontwikkelingen 
optreden, 

Bijvoorbeeld de keuze s=1; t=O geeft /
0 

= -log )I., terwijl 

voor iedere positieve gehele n 

V = ( n-1) ~ = 1 
Q n n n 

Ve'rder kunnen wiJ 'hier p=O en c
0 

,;; f(O) ldezen, zodat 
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00 

= -f(O) log?\+ L 
n+1 

Natuurlijk is dit eenvoudj_ge antwoord heel gemakkelijk 

direct te vinden door de integraal te schrijven in de vorm 

1 
f(o) J (..,. XA-1 ( 1 -x7\)-1 ( )-1) 

r\ - 1-x dx + 

0 

n=1 

f 1 "l\ x'· -1 ( i -x"") n-1 dx, 

0 

waarin de eerste integraal gelijk is aan 

?\ 

-lim { log( 1- ··/')-log( 1-11)} = -lim log ~ ='1 = -log).. 
~ +1 ?Z ➔1 

en waarin de laatste ingegraal geliJk is aan 

1
1 

(1-y)n-1 dy = ~ J 

0 

maar bij andere 5 meer gecompliceerde problemen 5 bijvoor­

beeld als teen willekeurig geheel getal ~ O is, gaat het 

niet zo eenvoudig 3 zodat het aanbeveling verdient een al­

gemene methode te gebruiken die aan bepaalde uitdrµkkingen 

een geschikte wa2rde toek2nt in di<:? punten wa&r directe 

subs ti tu tie fa alt of waar nie t 0vey,weging::=m van continui­

tei t of analyc:L t0it een 11 nac;..,:urlijkis II waard.e aan de hand 

doen. 

( 25} 

Wij ga~n zelfs verder. Sams kennen wij aan een analy­

tische functie in een regulier putt een waar~a toe die niet 

overeenstemt met de ~aarde die de functi3 zelf in dat punt 

aanneemt. Indien geen van de twee getallen s en t geheel 

~ 0 is 3 dan hebben wij hierboven voor iedcre positieve 

11. gevonden 
~ JH1 

( s-1( 1 )t-1.,, )\S-1,..., ")t- ✓1\ dx 
X -X - t\ X \ , -X J -· 0 3 

Ho 
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maar voor s=1, t=O is het ahtwoord log~, dus IO, indien 

~ f 1 is. Dus hier hebben wij met een door een eenvoudige 

geneutraliseerde uitdrukking gedefinieerde functie vans 

en t te maken, die voor bijna iedere sen bijna iedere t 

gelijk is aan Oen die toch voor s=1; t=O een waarde + O 

aanneemt. Onnodig te zeggen dat overwegingen van continui­

teit of analyciteit de waarde nul zouden opleveren. Kan 

di t verschijnsel als een be>~waar tegen de neutrixrekening 

worden aangevoerd? 

De lezer kent het antwoord reeds. Op een dergelijke 

rhetorische vraag luidt het antwoord steeds ontkennend, 

maar ik ga verder in mijn repliek. Ik ben van mening dat 

dit juist een van de kenmerl-ccnde voordelen van de neutrix­
rekening is. De analyse, in het bijzonder de asymptotiek, 

bevat nu eenmaal formules, een of meer parameters bevattend, 

die gelden voor bijna alle waarden van die parameters, maar 

die voor bepaalde waarden van die parameters hun geldig­

heid verliezen, hetzij omdat die formules dan zinloos war­

den, hetzij omdat ze w~l zin hebben doch een onjuist re­

sultaat opleveren. In het eerste geval moeten wij met be­

hulp van geschikt gekozen neutrices aan die formulas een 

z6danige zin geven dat ze oak gelden voor de bewuste uit­

zonderingswaarden van de parameters. In het tweede geval 

moeten Wij aan een der twee leden van de beschouwde formu­

le een term toevoegen, die voor bijna alle waarden van de 

parameters gelijk is aan nul ~n die voor de genoemde uit­
zonderingswaarden van de parameters/ 0 is. Dat zo iets 

met behulp van neutrices op eenvoudige wijze geschieden 

kan, berust o~ het hier besproken verschijnsel. 

Om het hier geschetste programm8 u~t te voeren voor 

Hadamardneutrices heb ik een bijzonder soort Hadamardont­

wikkelingen nodig, die ik in de volgende paragraaf gain­
voeren. 
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§ 7. Speciale Hadamardontwikl-ce lingen. 

Een Hadamardontwikkeling 

-~ l Yh· l{h 
· £..-.. V ( ·1c; -a) log (~-a) 
h=O /"'h ? ( 

wordt een speciaie Hadam~rdontwikkeling genoemd als 

'V ...J. 0 · \// = 0; k = 0; Re"\Irh >- 0 ( h=1, 2., .... ) ~o T , T9 o n 
is. 

De voorbeelden 9 en 10 zijn evident. 

Voorbeeld. 9: Als u( ~) op ~ een speci9le Hd.damard­

ontwikke ling bezit, dan nadert u(r) tot de beginterm ~o 

. van die ontwikkeling, . als l op R_ tot a nadert. Volgens 
--d~finitii ii de begiriterrn i o; --

- Voorbeeld ·10 :· .I-i:et produkt. ·van twee· ·runcties met speci-

ale .I-i:adamar-dontwfkkelingeq naar ·machten van l -a is weer 

eeri functie met ·een spec:i.ale I-Iad,imardontwikkelins; naar 
• • • • • • • • • F • • • ' 

maphten van· 1-a· en iedere exponent van. [ -a in de -ont-

wikkelins; vari het produkt kan worden ·geschrevep als ·een 

som van twee termen 2 waarvan de eerste een exponent in de 

eerste factor en waarvan de tweede een exponent in de 

tweede factor is,· De beginterm van het produkt ;iFl bet 

produkt van de begintermen de~ twee factoren._ 

Hierbij herinner ik er de lezer aan dat een exponent 

in een Hadamardontwikkeling vol~ens afspraak ee~ exponent 

van f -a en niet van log( t -a) 18, 

Voorbeeld 11: lndien u(~) op,R een speciale Hada--- \.' -· ·----~-------
~ardontwikke1i~g na2r machten v~n) -a bezit, dan heeft 

(u(J))
8
vocr elke ~omplexe_s een speciale Hadamard~ntwikke­

ling naar mach_ten van L-a, De b2ginterm van ( u( l)) s is 

gelijk aan de ::/l.e m2cc1t van _(_e_}?eginterm van u()). Verder 

ka.n ieclere exponc!l..!._V..§_ll. 1 · a J.11 de spe?~~ale Hadamardont­

wikkei~:* van . ( u( 1)) s J~:_i::1..9.J:l::even v;orden als een som waarvan 

elke term een expone~1t in __ ~:U~gev_e-2.J?peciale Hadamard-:. 

ontwikkeling v~n u(¥l_is. 

· Inderd~ad, irdi~~ (26) de speciale Hadamardontwikke-

.ling van ucy) voorstelt, dan is 
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co 00 X,h °V'h kh n 
l,:) X, o s ( 1 + L ' (3) ( r: ' v.o ( Y -a) log ( ) -a)) , 

n=1 n h=1 ~ 

zodat formele ontwikkeling naar machten van, -a een spe­
ciale Hadamardontwikkeling van (u()))s oplevert met be­
gin~erm ~os en met de ·eigenschap dat iedere in die ont­
wikkeling optredende exponent geschreven kan warden als een 
som waarvan elke term voorkomt in het systeem gevormd door 
de exponenten y

0
, y.,-1, y 2 , ..... 

Voorbeeld 12: Indien u(~) op,R een speciale Hadamard­
ontwikkeling naar machten van r -a bezit, dan heeft 
log u( l) een Hadamardontwikkeling naar machten van l -a 
en iedere in die ontwikkeling optredende exporient kan wor­
den geschreven als een som waarvan elke term een exponent 

in de gegeven speciale Hadamardontwikkeling van u(~..l.2:!· 
Immers, indien (26) de gegeven speciale Hadamardont­

wikkeling van u( 1) is, dan is 

logu(f)v.,logx + log(1+i:- 1 ih ( t-arh logkh (1 -a)) 
o h=1 ~o 

oo ( ). n-1 OQ 

u, log Y..o + L ' - ( L 
n=1 n h=1 

)lh ( vh kh ) n - ( 2 -a) log ( ~ -a ) , 
f'o 

zodat formele ontwikkeling naar machten van r-a een Hada­
mardontwikkeling voor log u(z) oplevert met de genoemde 
eigenschap. 

§ 8. Singuliere punten. 

In het volgende voorbeeld gaat het om een functie van 
twee onafhankelijk veranderlijken , · en '1l, namelijk 

b 

( 27) / f ( z,11) dz, waarin f( z ,"7) = ~(oz) ( z-a )'l'(,Z) - 11ogk( z-a); 

k •is een van z, ~ en 72 onafhankelijk geheel getal ~ O. 



De integratieweg ligt op een in het complexe vlak of op 

een Riemann oppervlak gelepe~ continue rectificeerbare 

kromme. r die in het niet tot r behorend beginpunt a een 

raaklijn bezit, terwijl het eindpunt b van r wel tot P 
behoort. Verder stel t "fl, een willekeurig punt voor van een 

gegeven puntverzameling R die een niet tot R behorend 

. limietpunt ex bezi t met de eigenschap dat "7, op .{S op zoda­

nige wijze continu tot 0( kan naderen dat log(~ -oc ) tot 

een eindige limiet nadert ( de laatste voorwaarde mag worden 

vervangen door de zwakkere condi tie dat ~ een rij pun ten 

71. 
0

, 71 1,., •. bevat met de eigenschap dat voor n -1?-00 

"'2 - ex. 
log(,y}n- ex) tot een eindige limiet en dat n+1 tot 1 

l '>?n-oc 
nadert) , 

Voorbeeld 13: Stel dat ~(~)op}? een Hadamardont­
wikkeling naar machten van '>2-01. be zit en dat 

( 28) 1( ( '1) = k + ( ,yz - <X / u( '>?), 
waarin ken f onafhankelijk van~ zijn met Ref> Oen 

waarin u(~) op /{> een speciale Hadamardontwikkeling naar 

machten van -,i -~ bezit, Onder deze voorwaarden hebben de 

twee geneutraliseerde uitdrukkingen 

b b 

(29) j= f f(z,H01.) dz en j-l(-= j f(z,H'<X) dz 
H' a 

betekenis; hierin is f(z,""1) door (27) gedefinieerd; Ho: is 

een HadamardneutrLx met drager oc , domein R en verander­

lijke ~; verder is Ha een Hadamardneutrix met drager a, 
veranderlijke } en met domein een boog van r waarvan het 

beginpunt met a samenvalt, 

Zoals in§ 2 van voordracht II uiteengezet is, geeft 

het in (29) gebruikte accent te kennen dat in de defini­

tie van j eerst de neutrix H«, daarna pas de neutrix Ha 
toegepast wordt, terwijl omgekeerd in de definitie van 

* j eerst Ha en daarna H~ wordt toegepast, 
De hoofdzaak echter is dtt: Indien k f O is, dan is 

j=j•, Indien k=O is, dan is j-j~ gelijk aan de constante 

~erm in de Hadama~dontWikkeling van 
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(30) (-)k+1 k~ l(""?) ('\f"(-i-z))-k-1 

(31) 

naar machten van :l -:- <X • 

0pmerking: Di t betekent d9 t j en j * nbi jna 11 steeds 

aan elkaar gelijk zijn. Vooreerst als k + 0 is. En zelfs in 

het geval k=0 is het nag een uitzondering dat de Hadamard­
ontwikkeling van ( 30) naar machten van "'f/.. -OL een constante 

term f= 0 bevat. Dus hier treedt opnieuw het reeds in§ 6 
gesignaleerde verschijnsel op dat een eenvoudige geneu­

traliseerde uitdrukking (in dit geval j-j'°") 11 bijna" overal 

nul is en toch in uitzonderingsgevallen ean waarde f 0 
aanneemt. 

In het bewijs zullen wij eerst het geval behandelen 

dat k f bi~. Aan de ene kant neemt 

-.z = H de waarde 
C<. 

f(z,H )= (z-a)tc-1 L Im logm+k (z-a) 
« m m ~ 

logm+k (z-a) voor 

aanJ waarin / de constante term in de Hadamardontwikkeling 
m m 

van 'f (17) ( y (~ )-le) naar machten van 'l'2 -o<. voorstel t en 

waarin de som ~ uitgestrekt wordt over de gehele getallen 
m 

m ~ 0 met &m 1 0. De som Lis eindigJ omdat fm=0 is voor 
m 

> ieder v-oldoend groat geheel getal m = 0. Derhalve is, in 
0 

verband met voorbeeld 'I in S 2 

j=[!~ 
m • 

b · J (z-a)k-·'1 logm+lc (z-a) dz 

H 
a 

( 3 2) =· r l m: ( ~) rr.+:c .l£::tl~ . 
. m~- ok k . m . 

=~rm 
L. ffi I m • 

m+k z: 
h=0 

( 
k h . 

b-a). log (b-a) 

,, Aan de andere kant is voor j A_j <} k l 



zodat uit voorbeeld 1 volgt 

Jb d k (b-a)~ 
f(z,1) dz= X,(~) (-0-) ..,1/ H . "If/ r 

a 
!<:. k oa 

= ( b - a ) ;v ( ~ )( a~ ) J;o ( y ( 11, ) - x-,) n 
~ (-)n-h h 
L ~--- log (b-a) 

h=O h '. l'vn-h+1 

oo ( ( ) )n-k n ( )n-h 
= (b-at "'? ("'1,) L n! Y:_?Z i-}v L- logh(b-a) 

n=k (n-k) " h=O h~~n-h+1 
co · ( ) ( ( ) ) m m +k ( ) m +k-h 

= (b-a{' "}(rr'J.)L.m+k ! ~fl??.. -iv L- logh(b-a)., 
m=O m, h=O h~~m+k-h+1 

* ~ ( . ) , m+k 1 ) m+k-h h 
dus j =(b--,a) L ~rk · J' m ! ~ - m+k-h+1 log (b-a) 

m · h=O h!~ 
en dit is hetzelfde antwoord als wij hi~rb6ven voor j gevon­

den hebben. Dus indien 1e r-0 is i dan is j=j;;.. 

Laten wij tenslotte het geval behandelen dat ~=0 is. 
Aan de ene kan: neemt 

voor "'YI= H de waarde 
L. Ct 

(33) f(z,H )= '[: ~m (z-a)-1 logm+k (z-a) 
()( m m. 

(34) 

aan, dus 

j =[ fm (b-a)m+k+1 
m-!- m+k+'1 .. m 

Aan de andere kan~ is 

a k ~ 1 ~ wh-'1(::z) h } = ? ( '1, ) (-) J _(_l_ + L _j;__ i 1 o g ( b- a ) 
0 Y' L "f ~ h=1 h. · 

k . . . 
=' (-) k! )'.J(•:tl + 

y k+1 ( ->z ) 

oo . h-k-1 1 = \ h 
•'? ( 'Y/, ) L _yr,::·-n~LJ- log (b-a) = 

h=k+1 ,h-k-11. h 
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.J 

= ( -) kk: ~ ,¼(1;2) + y ('Y)) ~: .. \/I~- ~n), l m+k+1 ( b-a) , 
'¥' k+1 ( ->z) f½_ · t. - ~o · m ~ m+k+t) og 

dus 

jtr- = -f +[: ! m 
m - .. 

(b-a)m+l{+1 
m+k+1. 

. \ 

waarin d de constante term in de Hadamardontwikkeling van 

(30) _naar_ i;n~ghte·n van 72, - .. C'J.. voorstelt. Dit, in combttiatie 
met (34), geeft' dus. de gevraagde betrekking j-j~· = f, 
waarmede het bewijs geleverd is. 

\ 

Het voorga-aride voorbee la is zee·r algemeen, ze lfs zo a lge-

meen dat de lezer misschien ni~t direct interessante toe­

passirigi:fn ziet. In vcr.band h-iermede behandel ik een bij­

zonder geval. 

Voorbeeld 14: ;Endien X>(-??) en y.,-(~) in eeri gegeven gebied 

A analytisch zijn, waorbij y/ (?Z) niet identiek O is, en 

indien k geheel ~ o is, dan stelt 

b 

(35) '/,; (,rz) f (z-a) y(,yz)-'1 logk (z-a) dz 

(36) 

i-I a 
.. 

een analytische functie van~ in A voor ove~al waar 

-r(:7) =f- O is. E~n in/\ gelegen nulpunt ex van-r('1) met 

multipliciteit p ~ 1 is een pool met multipliciteit 

(k+1)p van de door (3~) voorgestelde functie en dan is 

een in -:~ anal,vtische functie van 7l . Verder is 

b 

(37) Y(cx) J (z-a) Y(Ol)-·\or_t(z-a) dz =Y_(_cx) 10gk+
1
(z-a) f+u, 

f' I' . k-tJ · 
H 

D 

:, __ .-.w~ar-in )( do conr;,t,ante term voorstelt in. de ·Laurentont:.. 
' •• . V -

· wikkel~yan (J.5) na2i-' machten van rz - c.t. , terwijl 

u = t(,) ~+\c ~ ·· .. ( (kt1)p) t 
(38) k+'l)p)~ ((> \(){) 

\ ' 

Het bewijR iy 81s volgt, Ind:l,.en v (,;z) _ =f O is, dan 
~ : . 

is volgens 'voo1'bea lc- '1 ui tdrukking ( 35) geli jk aah 
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en dit stelt een analytische functie van->z voor. Zij nu 
~ een in A gelegen nulpunt van y-(~) met multipliciteit 

p ~ 1. Het linkerlid van (37) is gelijk aan 
b 

j = ·X, (Hex) j (z-a) y(Hoi)-1 logk (z-a) dz. 

Verder is 

H' a 

b 

j* = ~(H 1°') j (z-a) y(H'<X )-1 logk (z-a) dz 

Ha 

geli jk aan de waarde die ( 35) in "1, = Ho: aanneemt en dus 
gelijk aan de constante term in de Laurentontwikkeling 
van ( 35) naar machten van '>?. - et • Volgens voorbeeld 13 is 
j-j* gelijk aan de constante term in de Hadamardontwik­
keling van 

(-)k+1 k~ )!,(-rz) (yr(->7))-k-1= (-)k+1 ld ("i _ o:)-(k+1)p tp(?Z) 

naar machten van ?? - <X , dus gelijk aan de coefficient 
van (..,z - ix /k+1 )p in de Taylorontwikkeling van (-)k+\c~<p(12) 

naar machten van~ -m . Deze co~fficient is gelijk aan 
het rechterlid van ( 38), waarmede het bewi js ge leverd is. 

Voorbeelq .15 JGamma-integraal): Voor elk geheel getal 
s ~Oen voor ieder geheel getal k i O is 

1 Joo s-1 
k7"° X 

H 
0 

geli,j!{ aan de coefficient van (:?? -s) k in. de Laurentont­

wikkeling van r (yt) naar machten van 11 - s. 
Om dit te bewijzen schrijven wij voor de in de om­

geving vans gelegen punten ~ 

1 , k 1..:s_ u ">l +h-1 l{ . 
x"1- - e '""'Xlog x = L h' x log x + r,(x,??), 

h=O · ,, 

waarin r(x,~) een continue functie van x in het interval 
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0 ix~ 1 voorstelt en tevens een ins analytische functie 

van --rz aanduidt o Dus 

co 
1 J x'l'l-1 -x 
ld e 

H' 
0 

1 1 
1 1-s U j 
k l L h I 

· h-=0 · H 
0 

x "'I/. +h-1 logkx dx, + ~ ~J rQC, "7) dx I~~ 
0 

ao 

j yt-1 -x k x e log x dx. 

1 

De twee laatste integralen stellen functies van~ voor 

die in het punt~= s analytisch zijn. Volgens voorbeeld 

14, toegepast met 

a=0; b=1; ex =s; p=1; ~ ('l'l) =1; y ("7,.) = -iz +h, 

is (39) gelijk aan /+ ~, waarin ( de constante term voor­

stelt in de Laurentontwikkeling van (4'o) naar mDchten van 

,z -sen waarin 

- (-) k + 1 ( k 1·) 
u - - k + 1 <p ""' + .· ( s); 

hierin is <p (12) volgens ( 36) de waarde die ('>'2, -s) k+1 ( -ii +h) -k-'1 

voor h== -s aanneemt. Dus cp (~) ==1, waarui t volgt c; =0. 0mda t 

( 40) voor de in de omgeving van s gelegen punten "1.,4:s vol­

gens voorbeeld 3 in § 4 gelijk is aan r (k) (n} .. , . is/ 
k ~ 

de co§fficient van(~ ~s}k in de Laurentoritwikkelini van 

r (~) naar machten van 17_ -s. Dit voltooit het bewijs. 

Voor9eeld 16 (Beta-integraaJj_: _Indien k en 1 geheel 

~ 0 zijn, seen geheel getal ~Oen t niet een geheel ge­

tal -~ 0 is, • dan is 
;.,,· 

Hb , . : 

J ( )s-1( )t-1 . • z-a b-z 

Ha 

gelijk aan de constante term in de Laur.entontwikkeling van 

Gl k+l 
•. ----

cJ'1_k c1tf 
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naar machten van 17, -s. 
Dit blijkt als volgt. Voor jz-a I< )b-aj is 

dus 

Het is dus mogelijk op de integratieweg die a en b 
verbindt een punt z te vinden met de eigenschap dat, 

0 

voor elk op de boog (a,z) gelegen punt z en voor de in de 
0 

omgeving vans gelegen punten ~, het rechterlid van (43) 

geschreven kan worden in de vorm 

1-s , L (-)h { ( lt)l(tfi1)(b-a)c-1-h}(z-a)"l"l+h-11ogk(z-a)+ r(z, ">2)., 
h=O 
waarin de rest term r ( z., "11,) op de i ntegratieweg, het punt 
a inbegrepen, continu van z en bovendien analytisch van 
'yZ afhangt. Wij schrijven nu 

N 

¾ f (z-a) -rz - 1 (b-z)t-11ogk(z-a) log1(b-z) dz = 
Ha 

dz+ 

~ 
+fzo . f!\ 1 1 

r(z, 47.)dz+ (z-a)"? - (b-z)t- logk(z-a)log1(b-z) dz. 
a z 

0 

De voorlaatste integraal stelt een functie van~ voor die 
in het punt~.= s analytisch is, omdat de integrand be~ 
grensd is en continu van z, analytisch van '>Z afhangt. 
De substitutie z= -w voert de laatste integraal over in 
de geneutraliseerde integraal 
,. 
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-z f 0

(w+b)t-1 (-a-w)"l -i loi(w+b) logk(-a-w) dw , 

H-:b 
' ' . 

die volg'ens S 4 een gehele functie van '?7_ voorstelt. Vol-

gens voorbeeld 14, toegepast met '/,; (-'1'2,)=1; Y('>'l,)= 'i'{, +hf 

b vervangen door z , is ( 41) gelijk aan f + o , waarin 
0 . 

f de constante term voorstel t in de Laurentontwikkeling 

van bet linkerlid van (44), dus van (42), terwijl ~4~ 

waarde is die 

(-)h { ( Jt)l(tfi1.)(b-a)t-1-h} 'Ph (~) 
voor h=-s aannef~mt; hie~in. :is _. cp h ( 12) volgens ( 36) de f'unc tie 

cph (,yz) = ( "7 -s) k+1 ( ~ +h)_-k-1. 

Voor h=-s is dus cph(12)=1; cp 11 (-;,z)=O, derhalve (i"=O, waar­

mede het bewijs geleverd is. 

poor in het bovenstaande a en:'b, s' e·n t~ ken ·1 te-

verwisselen, vinden wij tevens: , , ., 
► . ·. . . . i· ·r ~ .· . ·, ,. . > . : ..... . 

. ,r; ·' Indien k en 1-· geheel = O zijn, indien -~ ,een geheel getal 

;;· b en s hiet ee'11· ge·heel getal ~ O is, dan is ( 4''1,) gelijk 
. . . - . 

aan de c_~qstante term in de Laurentontwikkeling van 

c>k+l pf s) r ~:11 (b.:..~)S+'17 . .:.1 
"s ka 121 r s + 11 

, I 

naar machten van~ -t._ 
, , . i ' ( • . . ' . . \ • . 

. Er blijft.·riog eert gevcJl ter•behandeling ov~r, ·narrrel:ijk 

het geval dat sent beide geheel en~ O zijn. Dit geval 

wordt behandeld in het volgende voorbeeld, waarin s= 7 p en 

t=-:q gestelq, is, rnaar daarin bepEl'rk. i:k mij tot heti Speciale 
:-, ; ,-. ·. ' . . . ' .. ' ,' . ' 

geval k=1:::::o. 

~ Voorbeeld 17: Jndien 
c, :11t ' . . ' ,_. '.•. 
']'' ( ) -p-1 (' ·) -q'.""1 .. . . z -9 - · · o -z · ,. -. dz= 

pen q geheel b O zijn~. ~an is 
'~- .. -~-----·-· 

Ha 
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Met het oog op het hier gegeven bewijs is de vo1gende 
opmerking gewenst. In het voorgaande voorbeeld was s geheel 
~Oen t niet geheel ~ o, hetgeen tengevolge had dat seen 
!:lingulier punt, teen regulier punt was. In verband daar­
mede heb ik in het bewijs eerst s vervarigen' ao·o'; een in de 

omgeving van s gelegen .verender-lijke ?Z 1- s, waarna ik, 
met behulp van de vr~egere resultaten, de gevraagde waar­
de in het singuliere punts zelf kon bepalen. In het on­
derhavige probleem hebben wij echter met twee sing~ltere 
punten, pen q, te maken. Nu kan ik twee onafhankelijk ver­
anderlijken invoeren, de ene gelegen in de omgeving·van p 
en de andere gelegen in de omgeving van q. Inderdaad stellen 
de vroegere resultaten ons aldus in dit geval in staat de 
gevraagde waarde te bepalen. Het is echter eenvoudiger om 
met 6~n veranderlijke te werken, zodat wij bijvoorbeeld 

p+17 en q+~z" kunnen invoeren, waarin 77. een in de omgeving 
van de oorsprong gelegen veranderlijke-/= O voorstelt. Maar 
wij kunnen ook bijvoorbeeld · p+3,;z en q-4->2 gebruike.n., zo­
dat er tal van keuzen mogelijk zijn. De keuze die tot het 
eenvoudigste bewijs voert is P-'>? en q+""Z , in verband met 
het feit dat 

r ( -p+ ?2 ) r (-q- ::z) - o r ( -p-q) r ( -p-q) - we gens = oo 

is. In het bewijs gebruikin wij daarom deze keuze. 
Nu het bewijs. Op de integratie_weg die a en b verbindt 

is het mogelijk een punt z te vinden zodanig 
0 

( .) ">"J-p-1(. )-•}'l-q-1 z-a t b-z ·i = 

~+1 ~ • ' . • 

= L (-)h( _'Y/. hq-1)(b-a)-">2 -q-h-1(z-a) "l'l,-p+h-1+r(z, '1'l-L 
h=O 

waari n r( z, ryz ) op de boog ( a, z
0

), he t begit?,pun~ a inbe -
grepen, een coritinue functie van z en een in de 6orsprong 
analytische functie vanrrz voorstelt;, Volgens voorbeeld 14, 
toegepast met p vervangen door 1 en met 

y (?1) = .. ( -) h(_--nh-a -1) ( b-_a) --vi -q •-h.-1; ( ) «=0; I" ., ·, 1, y 'l1, ="rz-P+p; k=O, 
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neemt J
z

0 

(z-a) "1, -p-4 (b-z)-"Yl -q-4 dz 

Ha 

voor "Y/., =0 de waarde f + IS aan, waarin f de cons tante term 
voorstelt in de Laurentontwikkeling van (46) naar machten 
van 72 en waarin 6' = - cp' ( 0); hierin is volgens ( 36) . p 

<p h ( ">? ) = ( - ) h ( - '12 hq -1 ) ( b - a ) -11 -q - h -1 , 

dus 
cp (.-yz)=(-)P(-"'2 pq-1) (b-a)-"'2 -q-p-1=( ->z. +p+q)(b-a)-"i -p-q-1 , 

p p 

zodat Rffi 
- <p 1 (~)=( "12 +p+q)(b-a)-'>2 -p-q-1{1og(b-a)- L ~} . 

p p h=q+1 

Aldus vinden wij 

Op dezelfde manier vinden wij op de integratieweg een 
punt z1 zodanig dat 

~ 
f¾ (z-a)-rz-p-'1 (b-z)-"'t-q-1 dz 

Z4 

voor "Y/, =0 de waarde /'+~' aanneemt, waarin /' de constante 
term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (47) naar 
machten van~ en waarin 

G'I = (p+q) ~ 
p ~ q ~ 

De integraal · 

(b-a)-p-q-'1{log(b-a)­
·::i+q 
lL ~} . 

h=p+1 
z1 j ( z-a) "11-p-'1 (b-z)-1?.. -q-1 dz 

z 
0 

is een gehele functie van fl , Derhalve neemt 
'V 

H . 
(48) f b (z-a)~-p-4 (b-z)- 17 -q-'1 dz 

Ha 

vo~.r 'Yl =0 de waarde / 11 + ir + o I aan, waarin /" de con­
stante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (48) 
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naar machten van~. Omdat (48) gelijk is aan (45) en dus 
voor iedere in de omgeving van de oorsprong gelegen '>z f 0 
identiek nul is, is f" = O, waarmede bet bewijs gel~verd 
is. 
Opmerking: De neutrixcalculus stelt ons vaak in staat om 
op eenvoudige 
bijvoorbeeld: 
is 

manier bepaalde identiteiten af te leiden, 
voor elk paar gehele getailen p ~ 0 en q ~ 0 

~1 q.::J 
L (qflih) 2h + L (Psh) 

h=O p h=O 

1:: { p+q) ~ 
p ~ q ~ 

Om dit te bewijzen merken we op dat het rechterlid 
volgens het voorgaande voorbeeld gelijk is aan 

~ 
H1 

(50) ._ f x-p-1 (1-x)-q-1 dx. 
H 

0 

De integrand gesplitst in Partieelbreuken neemt de vorm 

a b 
+....E.+ 0 

X ( 1-X )q +1 
+ .... + 

aan met constante tellers. Dan heeft de functie 
( ) -q-1 ( p) 1-x - a

0
+a1x+ ...... + apx 

b 
_g_ 
1-x 

in de oorsprong een (p+1)-voudig nulpunt zodat a
0

+a1x+ ... +apxP 

de som voorstelt van de eerste p+1 termen in de binomium­
ontwikkeling van (1-x)-q-1 . Hieruit volgt 

ah = (.-) h ( -~ -1 ) = ( q ~h) 

en op dezelfde manier vinden we 

Uit 

bh = (Psh) . 

h-p-1 { O 
X d)} = 

1 
p-h 

(1-x)h-q-1 dx { O 
= q2h 

voor h=p 

--voor 0 i h<p 

voor h=q 
voor 0 ~ h < q 



bl.ijk
1
t. dat. (50) _ ook geliJk is aan het linkerlid van ( 49). 

Dit geeft_,de gevraagde identi:teit. 

§ 9. Invoering van een nieuwe integratieveranderlijke. 

z{/'w( z). l~ngs een continue rectificeerbare kromme r , 
eftidpunfen inbegrepen, continu differentieerb_aar. Stel 

' ' * 
w~ w(z) doorloopt een kromme P als z de gegeven kromme r 

-i.­
doorloopt. Het is bekend dat dan iedere langs r continue 

functie g(w) de eigenschap bezit 

j g(w) dw = J f(z) dz, waarin f(z) = g(w(z)) ~; ·., .. 
r-v.- r 

Onder algemenere voorwaarden geldt .een overeenkomstige 

regel in de neutrixrekening, maar dat daarbij voorzichtig­

heid geboden is, blijkt reeds uit het volgende eenvoudige 

voorbeeld. 

dan 

fb 

Ho 

Voorbeeld 18: 

is 

s-1 k y log y dy 
--· --

Indien b / O, c /Oen k geheel ~ O is, 

b 

s Jc - C 

H 
0 

s -1 
X (log ex) k dx 

voor s)=I 0 

voor s = O 

De transformatie y=cx laa.t ,dus de waarde van de ge-
neutraliseerde integraal , · 

b 

J ys-1 logky dy 
H 

0 

onveranderd als sf O is, maar verandert de waarde als 

S = 0; C =f 1 is , 

In het bewijs behandelen wij eerst het gevpl.is f- b. -
Dan is, volgens voorbeeld 1, de eerste in (51) voorkomen-. 

s 
de term g·elijk aan' (-: ~) k s b , terwijl de tweede term 

geli"'Jk is aan 
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s-1 h 
X log X dx 

, 

hetgeen het gevraagde resultaat voor sf O oplevert. 

Nu het geval s = o. Men heeft b 
C 

b 

Jc k 
x-1 (log cx)k dx = L (~)(log 

h=O 
)k-hj -1 h dx C X log X 

H 
0 

k 
= L ( ~) ( log c) k-h h11 ( log ~) h+1 

h=O 

1 ~ (k+1) (l )k-h(l b)h+1 = k+1 /_ h+1· og C ogc 
h=O 

= k1'1 ((log c+log ~)k+1 - (log c)k+'1) 

1 ( 1. ogk+1b = k+1 

b 

1 k+1 ) og C 

=f x-1logkx dx - k1'1 logk+'1c, 

Ho 

waaruit het verlangde resultaat voor s=O volgt. 

Een ander voorbeeld van het verschijnsel dat zelfs 

een eenvoudige transformatie de waarde van een integraal 

veranderen kan, merken wij op in voorbeeld 17, dat, met 

a=O en b I- O toegepast, voor elke keuze der gehele getal­

len p ~ O en q ~ O oplevert 

¾ J -p-1 -q-1 (p+q) ~ 
Y (b-y) dy= p' q' H • • 

0 

1 Jli_q 1 12±.q 1 
b-p-q- (21og b- L h - L h), 

h=p+1 h=q+1 

terwijl deze geneutraliseerde integraal door de transfor­
~matie y=bx overgaat in 
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=- (p+q)~ b-p-q-1( ~q .1 + rq 1) 
Pt q ! . h~+1 ·h . h=q +1 h , 

"-' 
. H1 

b -p-,q-1 J x -p-1 (1-x) -q-1dx = 

H o. 

= 2 ( p+q) ~ -p-q-1 
1 1 b log b . p. q. 

Deze formule kan ook als volgt bewezen warden. Zij 
- . 

y een willekeurig punt gel~gen in de omgeving van de oor­o 
sprong op de integratieweg die de punten Oen b verbindt. 

Yo . 
pan is x

0
~ b bet corresponderende punt gelegen op de inte-

gratieweg die de punten Oen 1 verbindt. De restterm r(y) 

gedefinieerd door 
. . ' . ]2+1 ·. . . . 

Y-p-1(b-y)q-1= L (-)h(-q-1) b-q-h-1Yh-p-1+ r(y) 
h=O fi 

is een 6ontinue functie vari:y op de boog (O,y ), zodat de 
0 

transformatie y=bx de integraal 

.·- ... Yo y 
: . f r ( y) dy = f O 

r ( y) dy 
H o 

0 

onveranderd la3t. Volgens het voorgaande voorbeeld laat 

deze transforms.tie oak de waarden van de geneutraliseerde 
wa'arden 

!Yo 

H 
0 

. h-p-1 y dy ( O s._ h ~ p+1; 

onveranderd. Dit geldt niet voor h=p, omdat 

·1·yO, . ,.XO 
. . -1 J . y dy = -1 x dx + log b 
H . .. H · o .. , '• 0 ,. 
is, Op die manier vinden wij 

ht p) 
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= ~1+~~~ b-p-q-1log b. 

Zij verder y1 een punt gelegen in de omgeving van bop de 
. t t' d' 0 b b · dt · · y1 D · in egra ieweg ie en ver in en ziJ x1= b an is 

¾ H1 J y-P-1(b-y)-q-1dy-b-p-q-1 / x-P-1(1-x)-q-1dx = 
Y1 x1 

b-y1 1-x1 . =1 y-q-1(b-y)-p-1 dy-b~p-q-1 J x-q-1(1-x)-P-1dx 

Ho Ho 

en dit is eveneens gelijk aan het rechterlid van (55), zo­
als wij zien door in die formule pen q te ~erwisselen. 
Dit,, gecombineerd met (55), geeft het gevraagde resultaat 
(54), omdat de substitutie y=bx de waarde van de integraal 

f. y.1 
y-p-1 (b-y)-q-1 dy 

Yo 

onveranderd laat. 

Op die manier beschikken wij nu over twee bewijzen 

van formule (54), namelijk het bewijs dat steunt op het in 
§ 8 gevonden resultaat en de in deze paragraaf gegeven re­

denering. In het eerste bewijs worden de twee in de linker~ 
leden van (52) en (53) optredende geneutraliseerde integra­

len berekend met behulp van de constante termen in decor­
responderende Laurentontwikkelingen, waarna aftrekking van 

de twee aldus verkregen resultaten het gevraagde resul­

taat (54) opJ.evert, Deze methode eist echter de kennis van 
de integrand in het gehele integratie-interval. In het 

tweede bewija beperken wij ons tot het onderzoek van de 

integrand op de bogen (O,y
0

) en (y1,b), dus tot het onder­
zqek van het gedrag van de integrand in de nabijheid van 
de eindpunten Oen b, Op grond hiervan moet de tweede rede-
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nering eenvoudiger genoemd worden dan de eerste. Het doel 

van deze paragraaf is dan ook onder zeer algemene voor-
, •- ..... ' 

waarden 1e~ri bewijsmethode af te leiden, die met de tweede 

redenering overeenkomt en waarbij alleen gelet wordt op 

het gedrag van d,e integrand in de omgeving van de eind-
. ' 

punten ~iari de i·tjteg:ratieweg, 

Stel . 
f(~,17,)= J('1) (z-a)Y(->i)-1 logk (z-aL 

: _!. 

waarin z een continue rectificeerbare kromme r doorloopt 

die in het niet tot r behorend beginpunt a een raaklijn 

bezit, terwijl het eindpunt b van P wel tot de kromme ge­

rekend wordt; verder stelt'J?. een willekeurig punt van een _ 

gegeven pul).tverzameling /{? voor die een niet tot ~ behorend 

limietpunt ~ bezit met de eigenschap dat ~ op }p op zoda­

nige wijze continu tot ct. kan naderen dat, log ( ,;,z, - °") tot 

een eindige limiet nadert (de laatste voorwaarde mag wor­

den'vervangen door de zwakker~ conditie dat IP _een rij 

pun.ten 72
0

, -i-z 1,, ... bevat met de eigenschap dat voor n ➔oa 

log ('>?, n-' ex.} tot een eindige limiet en ¼ n+1 - ~ tot 

) ,.,,,n - O<. 1 nadert , t 

Daarbij nemen wij aan dat J ("£) op /e een .Hadamardontwik­

keling naar machten van -ii - °' bezi t en dat 

v ('Yl,) = K. + ("l - ():. )1 
u(-iiL 

wa2rin 11v en p onafhankelijk van 17. zijn met Re 1' > O en 

waapin u(,) op~ een speciale Hadamardontwikkelirtg naar 

machten van "1Z - oi. be zit, Volge11s voorbeeld 13 heeft dan de 

geneutraliseerde integraal 

b 
. j = j f (z, HOl ) dz 

H' a 

, betekenis, 

· Thans voeren -wi j een transformatie in en we 1. als volgt, 
~ 

Zij r een continue rectificeerbare kromme met een niet 

... tpt r* behorend beginpunt a* en eeh wel tot r"" behorend 

eindt,)unt b ~ . Zij q,(w) een op r~'" gedefinieerde continue 
. * '1l- • 

··:-\t:µpc:ti.e die· -voor de in de omgeving van a op r gelegen 
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punten w geschreven kan worden in de vorm 
. \) ~ 

. <'(>(w) =a+_ (w-a..,..)_ v(w), 
. ·-- - . 

waarin_ ~e.v > O en waarin v(w) een speciale Hadamardontwik-

keling naar mac11ten van w-a * be zit . Wi j nemen aan dat de 

,trartsformatie z = f(w} de ~igenschap bezit datJ al~ w de 
,lo . . . . ' . ,, " . _. :; 

kromme· P· doo:rUobptJ het' corresponderende punt z = cp(w) 

d.e oors-pronkelijke kromnie P" doorloopt. Wij z~llen zien 

dat onder deze voor0aarderr oak de geneutraliseerde inte-

graal * 
b 

j 1 = j _:f ( cp ( w) J Hex ) cp 1 
( w) . dw 

HI 
a· 

betekenis 
·. * ger;a en 

heeft; hierin is H * een Hadamardneutrix met dra-
. . . a .· • . . • 

lijk 

met als domein een boog van r met beginpunt a • 
. .; .. . ,·• . --> '. :_;, \ 

Van belang is 

zijn of niet. 

Voorbeeld 19: 

het te w~ten of j en j' aan elkaar ge-

liet antwciord hierop luidt als ~olgt. 

Stel de hierboven gerioemde voorwaarden 

ziJn. vervuld. 

Indie'n IC f, 0 is J dan is 

(56) i-J";I = "ln,.1 r~k (-)m+k-n (m+k) ! rn 
= ~ m. L m+k-n+1 J 

(57) 

(58) 

_m n=O h 1, Pv . 

. waarin J" m .. de constante term voorstelt • irY de Hadam·ardontwik-

. keling van - . 
.. , ------~ ,, 

r - _ , ·) j m ,, ( ) m ( ) ·.·. \ -n i_ .. · C, . /,,; ···'Y/, . U . 12· 
naar machten ;ran 1 - ix en waarin r de constarite term voor­

stelt in de H2damardontwikkeling van 
.. i-:. 1; !t 

(w-a.'") v ( w) logn v(w) 

• I 

haar m'achten \1an w-a* . De som ~ wordt ui tgestrekt qver de ,, 

gehcle geta11'3,n m J;: O waarvoor fm if; O is J ioa.at het aanhh- ,1 

ter~an van deze som eindig is in verband met het feit ~at 

fm voor voldoend grote gehele. m gelijk aan nul 1~· 
Indiqn __ (_'k.:.i. b is, dan is 

( 59) J-j 1 = L 
, 1 )m+k+1 

ym \ og c . 
/J 1 - ni ~ ( m+k+1) /}, 

m 
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waarin c de constante term in de speciale Hadamardontwik­
keling van vJw) naar machten van w-a,;. voorstelt. 

0pmerking: Uit deze bewering volgt dat de waarde van 
· · j ~ j I bij gegeven f; k:. en '"t' volkomen bepaald is als de 

Hadamardontwikkelingen van ;v (->z) en u(i) naar machten van 
'- ~ - ex en· de Hadamard.ontwikkeling van v(w) naar _machten van 
w-a bekend zijn. Dit betekent dat j-j 1 ondubbelzinnig be-

.. p~ald is als vooreerst het gedrag van de int·egrand f( z, 'YI,) 

voor de punten z in de omgeving van a en de punten~ in de 
omgeving van~ bekend is en ·a1s verder het gedrag van de 
transformatie z = ~(w) in de omgeving van w = a~ bekend is. 

In de Hadamardontwikkelingen van }(~) en u(1) komen 
misschien termen voor die een of meer factoren log('>? - o< ) 

bevatten. Die termen hebben geen invloed op de waarden van 
- de getallen f, dus ook niet op de waarde van j-j' . 

. ' . . . . m. 
In de berekening van j-j' kunnen wij dus beginnen met in de 

.~,H~damardontwikkeiingen van )l(~) en u(,,;z) de genoemde termen 
te schrappen. Evenzo zien wij dat bij de b~rekening van 
j-j' in de Hadamardontwikkeling van v(w) naar machten van 
w-a ~ eveneens de termen geschrapt mogen worden die door 
minstens een factor log(w-a~) deelbaar zijn, omdat dieter­
men geen invloed hebben op de waarden van de getallen rn. 
Het bewijs van voorbeeld 19 verloop·~ als volgt. Indien '5 

* een punt van r is en l = q, n) het op r gelegen corresponde-
rende punt voorstelt, dan is 

b* ·· b 

(60) J f( (?(w), 11) cp'(w) dw = f f(z_.,~) dz. 
~ . l 

(61) 

Beschouw eerst het 
b* 

. ]· f ( <f ( W) , rt;) (p I ( W) 

r 

geval K. =f= 0. 
fi b 

dW=L -4}- J 
. m m. ~ 

Uit (60) en (31) volgt 

(z-a) ~-11ogm+k(z-a) dz 

=~~~ { (}.,lm+k (b~a)K, _ (a""'lm+k ($,;-all(, J 
Dit is volgens (32) gelijk aan j-p, ~aarin 
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Hierin is 

( 'i: )
1
c, ( ( ))n ( -½-)K.--c (v(T")·)it, (.,.log(r -a*)+logv(r))n · z -a · log l -a = ) -a J ., .l .1 

Elke term met O i h ~ n-1 is door log () -a*) deelbaar, 
zodat zijn Hadamardontwikkeling naar machten van )' -a·* 

geen constante term bevat. Dus de constante term (' in de 
Hadamardontwikkeling van p naar machten van ~-a• is gelijk 
aan de constante term in de Hadamardontwikkeling van 

( m+k 
( :5 -a*/""!: vK. ()) L m~ L (-:-)m+k--:n ~~~~A~1 lognv(~) 

m ·• ·n=O ·n~l"I:, ... : . . * .· . 
naar machten 'van ) -a . Die Constante term I' is dus ge-
lijk aan het rechterlid van (56). Omdat p, afgezien van 

een in H
8

• verwaarloosbare functie, gelijk is aan /' en 
omdat j-p, afgezien van een in H * verwaarloosbare functie, a . 
gelijk is aar:i, j 1

, vihden wij de gevraa,gde betrekking 
j 1 ·== j'-r .·Dit voltooit het bewijs voor K,f o, zodat wij 
nu kunnen overgaan tot het gevai ;c, = O .. 

Uit (66) en (33) volgt 
. . b . -

f( (p(w),H) cp'(w) dw=[d~J (z-a)-11ogm+k (z-a) dz 
~ mm. 

' 
m 

f m ( ( ) ) m+k+1 m ~ ( m+k+1) log b-a . - q =j-q 

volgens (34), waarin 

q= ~ . m.1 t ~+k+1) ( log ( / -a)-) m+k+1 

Hierih is 
(logf7-a))IT!:tk-+-1 = (-c:log( y -a*) + log vC5))m+k+1 

,;_· !k+::J (m+~+1)(t log ('.l -a*)m+k+1-h(log v(:s·))h. 
h=O 
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Elke term met O ~ h ~ m+k is door log() -a*) deelbaar, zo­

dat zijn Hadamardontwikkeling geen constante term bevat~ De 

constante . term in de Hadamardontwikkeling van ( log v{'5')) m+k+1 

ht 'r ¼, • 1 · "k { 1 ) m+k+1 d t naar mac en van 1 - a is ge lJ aan og c , zo a 

de constante term / 1
' ind~ Hadamardontwikkeling.van q naar 

madhteri.van ~- a* gelijk is aan het rechterlid van (59). 

Omdat q, afgezien van een in H ~ verwaarloosbare functie, . . a . 
gelijk 'is aari / 11 en omdat j-q gelijk is aan het linkerlid 

van (62) .en dus, afgezien van een in Ha* verwaarloosbare 

term~ gelijk is aan j 1 , vinden wij de gevraagde betrekking 

j 1 = j- f 11
• Dit voltooit het bewijs. 

Voorbeeld 20: Indien de voorwaardenvan het voorafgaan­

de voorbeeld vervtild zijn. dan is j = j 1 in elk van de vijf 

volgende gevallen. 

(1) Iedere in.de Hadamardontwikkelingvan )l('ll) voor­

komende term is door minstens een factor l?g( :::z - ex) deelbaar. 

Immers dan i~ elke term in de Hadamardontwikkeling van 

( 57) naar machten van '11_ - 01. dee lbaar door log ( ,,z - 01.) • Der­

halve is de constante term Y in die ontwikkeling gelijk 
(J m 

aan nul, dus j = j I volgens (56) en (59). 

(2) K =Oen de constante term c in de Hadamardontwik­

keling van v(w) naar machten van w-a#• is gelijk aan 1. 

Immers in dit geval lSert (59) ons dat j-j' = O is. 

( 3) i.__ =I= O en de transforma tie z_= q, ( w) heef t de vorm 

<p ( w ) = a +c ( w - a ·i. ) '17 • 

Immers in dit geval is v(w) gelijk aan de constante ~, 

zodat r volgens definitie de constante term voorstelt in n -
de Hadamardontwikkeling van 

( ) - a * ) i'i. "'C" C l'7. 10 g n C 

naar machten van r -a,¥., 0 Wegens K"C i= 0 is 

j-j 1 = O wegens (56). 

r = O, derhalve 
n 

( 1.J.) De Hadamardontwikkeling van _J{_~r machten 

van :i:z - « bevat geen enkele expone:::1.t die, met -1 v·ermenig-
• I 

vuldigd, een som oplevert waaryan elke term of wel gel;ijk. 

is aan p of wel gelijk is aan een· exponent in de Hadamard­

ontwi'kkeling van u(::z) naar machten van ?1. - e<. ·• 
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Inderda,ad, voJgens de.finitie is / m de constante term in 

de HadamardontYvikkeling van ( 57) - naar mac ht en van "1 - °' . 
Elke exponent in dE:: Hadamardontwikkeling van um(',z) naar 

machten van -ri - Ql kan volgens voorbeeld 11 in S 7 geschre­

ven worden als een som wa~rvan elke term gelijk is aan een 

exponent in de Hadamardontwikkeling van u(~) naar machten 

van "Y/, - ·OI. • Als f m f- 0 is, dan bevat de Hadamardontwik-

keling van 'j; ( 1) naar mac hten van ,;7, - C{. mins tens een expo­

nent die, met -1 vermenigvuldigd, gelijk is aan mf ver­

meerderd met een exponent in de Hadamardontwikkeling van 

um(~) naar machten van~· - ~ . Dit geval hebben wij in de 

veronderstelling buitengesloten, zodat iedere fm de waarde 

nul bezit en dus, wegens (56) en (59), ook j-j 1 = O is. 
( 5) ic, =f: O _; - /c.·'t' kan nie t word en gesc hreven als een som 

waarvan elke term een exponent in de Hadamardontwikkeling 

van v{w) naar machten van w-a* voorstelt. 
Immers, omdat v~ (w) logn v(w) een Hadamardontwikkeling 

naar machten van w-a• bezit, waarin iedere exponent, volgens 

de voorbeelden 10, 11 en 12 in§ 7 gelijk is aan een som 

.waarvan iedere term een exponent in de Hadamardontwikkeling 

van v(w) naar machten van w-a* voorstelt, volgt uit de 

veronderstelling dat de Hadamardontwikk~ling van (58) naar 
machten van w-a~ geen constante term bevat, zodat iedere 

rn gelijk is aah nul eh dus voJ.gens (56) ook j-j' = O Is. 
Bewering ( 4) wordt nog nader bekeken en wel als volgt. 

Voorbeeld 21: Stel de voorwaarden van voorbeeld 19 

ziJn vervuld. Stel de Hadamardontwikkeling van X(n) naar 
machten van :2 - IX bevat geen enkcle exponent =f=.. 0 die, met 

-1 vermenigv~ldigd,·een sofu oplevert wiarvan elke ~erm of 

wel gelijk is aan f of wel gelj_jk aan een exponent in de 

Hadamardontwi,kkeling van u(:7) naar machten van -rz - <X • 

Dan is 

j-j' ~ ! 
,, 

fo (log c)k+1 

k+1 
k 

! o L (-)k-n 
n=O 

k' -·!'"11 . n 
k-n+'1 

n~K:.. 

indien K.=0 

indien 1"- f-0 
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hierin is J'
0

, evenals in de voorgaande voorbeelden 2 de 
constante t,, rm in de Hadamardontwikkeling van "j.; ( 1'l.) ~ 

machten van "1- 0< , terwi,jl c de constante term voorstel t 

in de speciale Hadamardontwikkeling van v(w) naar machten 

* van w-a . 

Het speciale geval /
0

=0 levert bewering (4) van het 

voorgaande voorbeeld. 

Het bewijs luidt als volgt. Uit de veronderstelling volgt 

dat voor ieder geheel getal m ~Ode Hadamardontwikkeling van 

( 71, - (X )Pm ( X ( "1 ) - r O) um ( 71. ) 
naar machten van "yt - <X geen constante term bevat. Voor 

m ~ 1 bevat de Hadamardontwikkeling van 

('1 - ex ).Pm {o .um( ri1) 
na2.r machten van 'Y/, -<X geen constante term, omdat Re j > 0 is 

::~_n omdat j_edere exponent in de Hadamardontwikkeling van 
m ·. > . 

u ( '11, } naar machten van 1, - o: een bestaanbaar deel = O be-
zit. Voor ieder geheelgetal mt 1 bezit dus <le Hadamardont­

wikkeling van (57) naar machten van 'Yl,-0( geen constante term, 

zodat /m=O is en de bewering dus uit (56) en (59) volgt. 

Voorbeeld 22: ~_tel wij passen op de geneutraliseerde in-

tegraal "' 
j = J¾ zs-1 

H 
0 

waarin b 1 Oen k geheel ~ O is, de transformatie z 

toe, wa2rin Re ·A > O. Dan gaat ;; over 1,n 
~ H ¼ k+1 j b i\S-1 ( >. t-1 h j 1 = °A w b -w) log w dw , 

H 
O,i 

"' = w 

·•-

_waarin bl!-= bt_ " Als t niet geheel ~ 0 is, dan· is .j=j' . A.ls 

t w~l geheel ~ 0 is, dan is 

-t-1 
= L 

h=O 
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Het bijzondere geval b=1; k=O; s=1; t=O., ,._ >O 

hebbenwij reeds in formula (25) behandeld. 

· In bet bewijs kiezen wij op de integratieweg die de pun­

·ten Oen b verbindt een punt z in de omgeving van de oor-
. '' 0 

sprong, Voor voldoend grote gehele p ~ O is 

z 6
-

1 (b-z)t-11ogkz - t: (-)h{\:;1) zs+h-1logkz +.r(z), 

waarin r(z) op de boog (o.,z ) 3 de oorsprong inbegrepen, een 

continue functie van z v6or~telt. De transformatie z=w~ 

laat de waarde van de integraal 
z 

f O 

r(z) 
H 

0 

z 

dz = / 
0 

r( z) dz 
0 

onveranderd. Die transformatie laat ook de waarde van de in­

tegraal 

jzo 
s+h-1 · k 

z. · log z dz 
; 

(o ~ h ~ p-1) 
H 

0 

onveranderd; dit volgt voor s+h = o uit bewering (2) en 
voor s+h IO uit bewering (3) van voorbeeld 20. Aldus blijkt 

dat de waarde van de integraal 
z 

J o s -1 ( ) t-1 z . b-z k log z d-z 
Ho 

door de transformatie z = w ';\ niet ,,erandert. 

Nu de integraal 

s-1(b )t-'11 k z -z og z 
b-z1 

J t-1 )s-1 k( ) dz= z (b-z log b-z dz., 
H 

0 

waarin z1 een op de oorspronkelijke integratieweg in de om­

geving van b gelegen punt voorstelt. Als z deze int~gratieweg 

doorloopt, dan doorloopt b-z de integratieweg _van 'ae in het 

rechterlid van (64) genoemde integraal; uit de in S 5 ge-
.,., 

geven definitie van de Hadamardneutrix ¾ blijkt de gelijk-
heid van de twee J.eden: in ( 64). ,, 
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De vraag is water met de eerste van de twee integra­

len geschiedt als daarop de transformatie z=w11. wordt toe­

gepast. Dat komt neer op de vraag water met de laatstge­

noemde integraal gebeurt, als daarop de transformatie 
. ,;.·· 

b-z = ( b -I¼- -w) , dus 

(65) z= b-(b* -w)'71. = w f (-)n( n~1 ) b~ "i\.-n-"1 wn , 
n=O 

wordt toegepast. Men heeft voor I zl< lb\ 

co 
(b-z)s-1 = L (-)'h(\;1) bs-1-h 2 11, 

h=O 

dus c:io 

(b-z)s-1logk(b-z) = L (-)h { (; s)k(sh1) bs-1-h} zh , 
h=O 

zodat voor voldoend grate gehele qt O 

~1 
2 t-1(b-z)s-1 10gk(b-z)= L (-)h{(J's)k(sh1)bs-1-h1 2 t+h-1+ r*(z), 

h=O J 
wa~rin r(z) op de boog (o, b-z1 ) van de nieuwe integratie­

weg (de oorsprong inbegrepen) een continue functie van z 

voorstelt. Dus transformatie (65) laat de waarde van de 
integraal b-z1 J * r (z) dz= 

H 

b-z 
j 1 

rol!•(z) dz 

0 0 

onveranderd. Diezelfde transformatie laat de waarde van de 

integraal 

__ 
1

b-z1 
jh 

H 
0 

z t+h-1 dz 

onveranderd, als t+h niet een geheel getal ~ O is; dit 

volgt uit bewaring (5) van voorbeeld 20, toegepast met 

)/f (-r;_) = '11., +h en 01- = t, omdat - K- = ~ k:,"t = -t-h dan niet 

geschreven kan warden als een som waarin elke term geheel 
~ o is . 

• De voorwaarde dat t+h niet een geheel getal ~ O is, 
is zeker vervuld als t niet een geheel getal i O is. 
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Dus als t niet geheel ~ O is, dan verandert transformatie 

(65) de waarden van de integralen jh niet, dus evenmin de 
waarde van de in het rechterlid van (64) voorkomende inte­

graal. Dus de transformatie z = w~ verandert de waarde van 

de integraal (63) niet, evenmin van de integraal voorge­

steld door het linkerlid van (64) en natuurlijk ook niet 
van de convergente integraal 

z1 

f zs-'1 (b-z)t-'1 logkz dz 
z 

0 

Op die manier vinden wiJ, in het geval waarin t niet een 
~ ~ geheel getal = O is, dat de transformatie z = w de inte-

graal j niet verandert, dus dat j=J' is. 
Indien t wel een geheel getal ~ o is, dan veranderen 

in het bovenstaande alleen de integralen jh met h=0,1, .. ,-t 

van waarden~ Stel jh gaat door transformatie (65) over in 
j~. Volgens voorbeeld 21J toegepast met~= h+t = O is 

j _t - j ~t = r o log c ' 

hierin is / 
0 

de constan°te term van f' ('Y[.) = 1 naar machten 
van ·11 -t; dus r 

O 
~ 1; verder is c de constante term optre­

dendc in de in (65) voorkomende reek~, dus 
)\-

,!I­
C =0b' 1\-1 == /\ b 7\ 

Volgens voor'tl<:leld 2-: is voor O ;, h < -t 

do r· o r o 
jh -jh == - .. iz-·- == h+t J 

waErin r
0 

de cons~ante te~m voorstelt in de Hadamardont~ 
wi kke L_ ng van 

Dus r is gelijk Bon d9 
0 

Maclaurinbnt~ikkeling van 

)..-n-1 

zodat 

-h-t coefficient van w in de 

,. 
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r - 1 {( !w),~h-t(b-(~*-w)x) h+t} 
o- (-h-t) ~ o 

Dit voltooit het bewijs. 

§ 10. De Hadamardneutrix H 
00 

w=O 

In de paragrafen 2 en 5- hebben wij de isomorphe Hada­
mardneutrices Ha en¾ ingevoerd. Thans ga ik een derde 
neutrix invoeren, isomorph met deze twee, en wel de Hada­
mardneutrix H met parameter a, waarin a een willekeurig 

00 

complex getal aanduidt. Het domein van deze neutrix is een 
in het complexe vlak of op een Riemann oppervlak gelegen 
puntverzamelingffi die het punt a niet bevat en die de ei­
genschap bezi t dat een punt '.:r op.){, op zodanige wijze con­
tinu tot het oneindige kan naderen dat arg ~ tot eeri eindige 
limiet nadert; de laatste voorwaarde mag vervangen worden 

door de zwakkere condi tie dat Jf:, een ri j punt en ! '.5 o' 1, ... 

bevat zodanig dat voor n-i,-oo in+'1 tot 1 en arg 's n tot 
een eindige limiet nadert. n 

Ik zeg dat een functie u(r) op }p een Hadamardontwik­
keling naar machten van ( 'f -a)-'1 bezit als ze op }p gede­
finieerd is en voor de op./;> gelegen punten 1 met voldoend 
grote I !l een asymptotische ontwikkeling bezit van de ge­
daante 

co 
u('5') V) L, 

h=O 

waarin ~h' 'l'h en kh onafhal').l<:elijk van) zijn, waarin 
Re y h-+ - oo voor h -t- oo en waarin kh geheel ?; O is. Deze 
ontwikkeling heeft dus dezelfde gedaante als (3) met het 

verschil dat in (3) Re ~ h tot oo nadert, terwijl Re ~ h 
in (66) tot -oo nadert. Dit spreekt trouwens vanzelf, om­
dat (3) geldt voor de op f;, in de omgeving van a gelegen 

P½nten r., terwijl (66) geldt voor de punten) van }p 

waarvan I r -a I groot is. 
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De op }f,, gedefinieerde func ties v ( r) , die voor de 
op it> gelegen punten ) met voldoend grote Ir l geschreven 
kunnen Worden als een som u()) + a ( J), waarin u( 'S) op 
}p: ee_n Hadamardontwikkeling naar machten van ( j" -a)-1 

zo~der const~nte t~rm bezit en waarin J(!) voor de op 
fp gelegen punten J met \ 5 }~co ·tot nul nadert, vormen 

een neutrix met domein )p . Inderda2d, als) de verzame­
ling }p. diorloopt, dan doorloopt l = ( r -a) - 1 een verza­
meling /? die de oorsprong niet bevat met de eigenschap 

-I!· 
dat l op ./(? op zodanige wijze continu tot_ O kan naderen 

dat arg F tot een eindige limiet nadert. Wordt u(r) = v(J) 
ii-

en d(f) = &()) gesteld, dan bezit v(!) op.If? een Hada-
mardontwikkeling naar machten van 1 en dan nadert £(1) tot 
O als l op if:,* tot nul nadert. Dus de klasse gevormd door de 
genoemde functies v(J) is isomorph met de neutrix H

0 
ge-, 

vormd a·90,r de functies -v( l) + E ( ~) . Die klasse · is der- · 
halve volgens § 5 in voordracht II een neutrix. Deze neu-
trix heet de Hadamardneutrix H met drager oo , met para--·.. co 
meter a, met domein /p en met veranderlijke S . 

Twee Hadamardneutrices met drager oo , met hetzelfde 

domein en met dezelfde veranderlijke zijn versch:l.llend als 
hun parameters a en b verschillend zijn. Want in de eerste 
neutrix is '5-a verwaarloosbaar en in de tweede neutrix is 
; ~b verwaarloosbaar; waren deze twee ni~tri~~s dez~lfden, 

dan zouden ze ook het constante verschi~ b-a / O bevatten, 
hetgeen buitengesloten is, 

Omdat Hoc isomorph is met' een neutrix H
0 

waarvan de 
eigenschappen bekend zijn, is het niet nodig de eigenschap-
pen van de neutrix H 

00 
afzonderlijk af te leiden, omdat 

laatstgenoemde neutrix met behulp van de transformatie 
( '.r -a)-1 = ~ tot .. H kan worden herleid. 

. {. 0 

Voorbeeld 23: Voor iedere complexes en voor iedere ge-
hele k ~ 0 is 

H 
j GO(z-a)s-1 log k ( z-a) dz o, = 

,. Ha 



(68) 

(69) 
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als het punt a. ?iet op de integratieweg ligt en H 29 de 
Hadamardneutrix met parameter a voorstelt. 

Immers, 

f ) s 1 k 
logk+i (J: -a)_ logk+i ( l -a) voor s=O 

k+1 k+1 
(z-a) - log (z-a)dz= 

r 
(-c>-)k ( l -a)s __ (2-)k ( z -a)

8 

us s -as s 

voor s + O, 

waarbij in het rechterlid de eerste term verwaarloosbaar in 
H , de tweede verwaarloosbaar in H is. 

00 0 

Voorbeeld 24: Indien 
- '11i « arg p < '7ti ; "> O; k _geheel ~ O; s niet geheel ~ O_; 
s+t niet geheel ~ O is, dan is 

;Hoo "i\s-1( A)t k d 1 c> ) k r ( s) r ( -s -t) s+t 
X p+x log X X = k+_,.l(Ts"° r ( -t) p 

H A 
0 

In dit en het volgende voorbeeld is de integratieweg 
de positieve bestaanbare as en is H de Hadamardneutrix 

co 
met parameter O. 

Merk op dat de waarde van de integraal door de substitu~. 
tie x" =y niet verandert. Merk verder op da t de integraal 
nul is, als teen geheel getal t O is, maar dit is evident, 
zelfs als s geheel ~ O of s+t geheel ~ O is, nmdat dan 
het linkerlid van (68) gelijk is aan 

t 
L 

h=O 

(Hoo 
,.J 

Ho 

" ( s +:1) -1 1 k dx __ . 0 X og X _ 

volgens het voorgaande voorJesld. 

In het hier volgende bewijs stelt seen willekeurig 
punt voor gelegen in de omgeving van een getal s dat niet 

< q 
geheel = O is, terwijl teen willekeurig punt voorstelt ge-
legen in de omgeving van een punt t met de eigenschap 

0 
dat s

0 
+ t

0 
niet geheel ~ O is. Indien 

"TC - 2 < arg s < en '7v 
-2 < arg ( -s-t) < 



( 70) 

( 71) 

is, dan is het linkerlid van (68) gelijk aan de correspon­
de:i:'eride corivergente integraal van 0 naar co en dus, in 
verband met de transformatie xi\ = y, gel;Ljk aan 

1 1•C'O s -1 ) t k 1 ( c> ) k Joos -1 ( ) t k+1 y (p+y logy dy= k+1 ~ y p+y dy, 
'ii. • i\ . . . 

C • 0 .•. . • • . 0 

derha1ye gelijk aan het rechterlid vari (68) .: 

Stel XO ~n x1 Zl·Jn willekeurige pos:ttieve getallen 
, met x < 1 p l I' < x . 0 . t .... . 1· 
.Voor voldoend grote gehele· q ~ O is 

?,..s-1( /1.)t k _q.:J (t) t-h·,i'.(s+h)-1 1 k ( ) x p+x log x - L h p x .. . .... og x + r x, s, t , 
h=0 . . . 

waarin r{x, $, t) in het·· interval .o ~ X ~ X CQntinu van=~ en 
.. 0 

analytisch vans en t afhangt, dus 

/0 
H 

0 

X. 

pt-h J .ox 'i\( s+h)-1 loghx dx + 

H 
0 

X 
0 : . J· . ( . ) \ .. ·. ·• + ·r x,tr,·-t : dx , 

H 
0 

. waarin de laatste. integraal een analytische~ fu,nctie van 
s ~n t.~6orstelt. Volgens voorbeeld _1 is elke in de som 
:t_-1 voorkomende integraal wegens 7' ( s+h) =f. O. een analytische 
li=0 · · · 
functie vans, zodat (70) een analytische functi~ yan sen 
t voorstelt. 

1 De transformatie x = - geeft 
y . 

?-.s-1( 'i\)t h x p+x log x dx = 

k t =(-) p 

-1 
x1 

J Y-l\(s+t)-1( -1 'il.)tl h dy P + Y og y 

H 
0 

Door in de bovenstaande redenering s,p en ~ 6 door -s-t, 
-1 .:.1 
~ en x1 te vervangen, vinden wij dat (71) eveneens een 
analytische functie vans en t voorstelt. 
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Dit is eveneens het geval met de convergente integraal 

X 

J 1 
i\ s-1 ?I. t k x { p+x ) log, x dx, 

XO 

dus ook met de integraal (68). Deze integraal is dus een 
analytische functie vans en t voor iedere complexes en 
iedere complexe t, de punten s=0,-1,-2, ..•.. en de punten 
s+t = o,-1,-2, .•.. uitgezonderd. Omdat formule (68) in het 
geval (69) geldt, geldt ze dus voor elke sen elke t, de 
punten s=O., -1, ..•. en de punten s+t = O, -1, .... uitgezonderd. 

Voorbeeld 25: Indien 
-7i:i < arg p < '1ti ; 11. >0; k geheel ~ O; s+t geheel ;g; k; 

s niet geheel ~ O is 2 dan is 
H 

(72 ) J <JO '?,. s-1( 7\ )t k · x p+ x log x dx 

( 73) 

(74) 

Ho 

gelijk aan de constante term fin de Laurentontwikkeling van 

1 (l)k r(s) r(-s-'.?2) Ps+~ 
7\ k+1 a s r ( - "'t ) 

naar machten van~ -t. 
Indien de voorwaarde dat s+t geheel i k is, vervangen 

. > 
wordt door de conditie dat s+t geheel =Oen< k is, dan 
is (72) gelijk aan f vermeerderd met de waarde die 

(-)k Ph k 1 
-'-'--~--k-+..,..1 ( !t) + t(t-1) ..•.•. (t+1-h) 
h ~ ( k+1) X c,, 

in het punt h= s+t aanneemt. 
Het bewijs is analoog aan dat van het voorgaande voor­

beeld. Op dezelfde manier als daar bewijzen wij dat 

x1 J x ':\. s - 1 ( p+x "- )"1 logkx dx 
H 

0 

een in "1_ = t analytische func tie, van ,;z· voors tel t. Verder 
neemt volgens voorbee.ld 14 in I§ 8 degeneutraliseerde in­
teg,r,aal 



( 75) 

( 76) 
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* -lb in het punt ~ = t een waarde / + (-i aan, waarin / de con-
s tante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (74) 
naar machten van '>2 -ten waarin, volgens (38), 

cr- = ( k1~+1 <p ( k+1 ) ( t) . 

Hierin is, blijkens ( 36), <p (~) de waarde die 

(-)k(-.z -t)k+1 (~) Ph ( i\ (h-s--iz ))-k-1 

aanneemt voor h = s+t, dus 

-k-1 h 
(p('l7) = -7'. -k-1 Ph (i) - - r,.h~ p ?Z (-vz -1) ... (-vi +1-h), 

zodat ode waarde is die (74) in het punt h = s+t aanneemt. 
Aldus komen wij tot het besluit dat 

JR,,, x" s-i ( p+x"' )'I loghx dx 

H 
0 

in het punt 72 = t de waarde f + <> aanneemt, waarin / de 
constante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van 

· { 76) naar machten van -ii -t. Volgens het voorgaande voor­
beeld is (76) voor de in de omgeving van t gelegen punten 

,;z =f= t gelijk aan (73), zodat f inderdaad de constante 
term in de Laurentontwikkeling van (73) naar machten van 
~-tis. Hiermede is het bewijs geleverd, want als s+t 

geheel ~ h is, dan is in ui tdrukking ( 74) O ~ h < k, zodat 
(74) de waarde O bezit. 




