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I. Geneutraliseerde sommen

In de maanden april, mei en Jjuni 1961 heb ik op tien middagen
op het Mathematisch Centrum te Amsterdam voordraéhten gehouden
over neutrixrekening,»Dezémmethode steunt op het denkbeeld dat-
onder  algemene voorwaarden termen van een bepaalde soort mogen
worden verwaarloosd. Dit denkbeeld is niet nieuw. We doen in de
wiskunde nauwelijks iets anders. Cauchy vérwaarloost alle door

2+1 deelbare veeltermen in % met gehele Qoefficienten, Hij schrijft
bijva §3=— f, omdat het verschil §3+-§ deelbaar is'onr §2+4.
Om de lezer van die verwaarlozing op de hoogte te stellen, ver-
vangen wij de letter ? door een bepaald symbool en daarvoor wordt
de letter 1 gekozen, zodat 13=~1, Op die manier rechtvaardlgt
Cauchy de invoering van de complexe getallen. De klasse 1ngevoefd
door Cauchy die bestaat uit de door §2+1 deelbare veeltermen met
‘gehele coefficienten is een additieve groep.
Dit betekent: twee willekeurige tot de klasse behorende veeltermen
hebben de eigenschap dat hun som en ook hun verschii,tot de klagse
behoren. De klasse voldoet ook aan dekvolgende vOorwéarde: als ze
een functie bevat die gelle is aan een constante J, dan is }'=0.
Immers iedere door E +4 deelbare veelterm van de graad O is identlek
nul.Cen additieve groep die deze voorwaarde vervult, is een neutrix
en het slagen van de theorie der complexe getallen is te danken
aan het felt dat de door Cauchy ingevoerde klasse een neutrix is.
’In de analyse werken we met een groot aantal belangrijke begrippen,
waaraan e€en neutrlx ten grondslag ligt, zoals limietbegrip, conver-
gentie, divergentie, distributies van Schwartz, enz;MDe neutrixre-
kening dient dan ook ter vereenvoudiging (omdat in de redenering en
in de berekening een groot asantal termen worden verwaarloosd)y er
unificatie (omdat een groot aantal w1gdu1teenlopende onderwerpen
tot één enkele theorie verenigd worden) en ter generalisatie (om—
dat met behulp van neutrices tal van nieuwe mathematische objecten
worden geconsﬁrueerd)

Voor de algemene definitie van een neutrix voeren we een wille-
keurige niet-lege verzameling A in, die een domein genoemd wordt.,
Verder beschouwen we een additieve groep N gevormd door functies
V(f .gedefinieerd voor elk element f van het gegeven domein. Het
is mogelijk dat dit bestaanbare of complexe functies zijn, maar
dat is niet nodig. Wij mogen ook abstracte functies toelaten, dlel
uitsluitend wasrden aannemen welke tot de een of andere additieve
groep behoren, zodat voor die functies steeds de optelling en de
aftrekking mogeli jk zijn met de bekende rekenregels.
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De additieve groep N heet een neutrix indien ze aan de vol-

gende voorwaarde voldoet: iedere tot N behorende functie, die

voor elk element 5 van het gegeven domein gelijk is aan een con-

stante, is identiek nul.

- De functies behorende tot een neutrix N heten in N verwasr-
loosbasr.
o Waar geen misverstand te duchten is, schrijven we kortweg N
inplaats van N.

Een zeer bekende neutrix is de neutrix U welke gevormd wordt
door de functies (%) (? =0.1,...) die voor2~¢mstot nul nadert.
Dat deze functies een neutrix Vqrmenﬁlis evident, omdat een constan-
te die tot nul nadert identielt nul is. Het domein van deze neutrix
wordt gevormd door de getallen 0,1,... . Indien u1+u2+.a° een con-
vergente reeks is, dan is voor elk getal E £ 0

| A
(1 2.ou, = +e(f).
L

wasrin s de som van de oneindige reeks voorstelt en waarin 6(5)
voor’j—%m>tot nul nadert en dus tot de neutrix U behoort. Die rest-
term a(;) wordt verwaarloosd, zodat het rechterlid van (1) overgaat
in s, maar om de argeloze lezer van die verwaarlozing op de hoogte
te stellen vervangen wij in het linkerlid § door een nieuw symbool.
Daaxvoor is het teken oo gekozen, zodat we krijgen
F L '
(2) 2. u, = s,
' N="]

De formules (1) en (2) zijn gelijkwacrdig.

Voor ieder bestaanbsar getsl & dat nietbgelijk is san een
veelvoud van 2w geldt de identiteit "

i
o ] L & 3 s 1 3
(3) :éq sinnd= 3 cot 5 +u sin §a - 3 (cot —2—) co;ia
(%’zoﬁ/lﬂ"");
immers voor ? = 0 zijn beide leden gelijk @an nul en geldt de

formule voor f , den geldt ze ook voor § +1. De functies van §
( ? = 0,1,...) van de vorm

() e (sta Fa - (oos Zpon § o),

waarin de coefficienten ¢ willekeurige gehele constante getallén '
voorstellenyvormen een neutrix F. Inderdsad, sls (4) gelijk is



aan een van 3 onafhankeli jk getalj’y dan is %zi sin na volgens

de identiteit onafhenkelijk van § , dus ¢ sin ne = 0 (n=1,2, cea)
Indien c¢=0, dan is J zeker nul. Indien c#0, den is sin na =0,

dus sin a =0, dus cot % = 0, dus»j’=0, zodat F inderdaad een
neutrix lSn Evenals in de theorie van de convergente reeksen ver-
waarlozen we de tot F behorende term % sin 52 - 3 (cot %Qcos %a,
zodat het rechterlid van (3) overgeat in % cot %’en om de lezer
van die verwaarlozing op de hoogte te stellen, vervangen wij in het
linkerlid 5 doorneen nieuw symbool. Daarvoor kiezen we de letter ’

F die ook de neutrix aanduidt, zodat we krijgen
(5) Z: sin na = % cotd .
2

De formules (3) en (5) zijn gelijkwsardig. Asngezien (3) correct is,
kan (5) nooit tot een tegenspraak voeren. De tegenwerping, dat het

linkerlid van (5) de som "moet"

voorstellen, die men verkrijgt als
nde rij 1.2,... tot F (incl.) doorloopt, heeft geen zin. Het is
waar dat n de neutrix F nooit bereikt, masar hetzelfde bezwaar zou.
in (2) gelden, waar n nooit het oneindige bereikt. Formule (5)
is slechts een andere schrijfwijze voor (3). '
Het linkerlid van (5) stelt een geneutrallseerde som voor,‘
een geneutraliseerde uitdrukking is namellgk een ultdrukklng, waar~
in minstens één neutrlx voorkomt. ‘ |
Omdat de reeksr;: sin na convergeert behalve als a een veelvoud
van % 18, hebben wij de neutrix F ingevoerd om de schadellgkeVln»
vloed van het oneindige te neutraliseren. In elke uitdrukking waér
een singulariteit een zodanige storende invloed uitdefent dat die
uitdrukking zinlco~s wordt, voeren wi] een geschikte neutrix in om
die invloed te neutraliseren. Aan dit feit danken de neutrices hun
naam. ’ A o . :
Hetzelfde denkbééld-kan worden toegepaqc le elke reeks u1+u *oos
die de eigenschap bezit dat voor elk geheel getal § 2

?
(6) Lovy=f il
n="
waarln.J’onafhankellgk van f is en waariny(§ E =0,1, ...) verwaarloos-

baar is in een gegeven neutrix N. Dan wordt de term v ?) verwaarloosd,
zodat het rechterlid overgaat in J’ doch, ter waarschuwing, wordt
in het llnkerlld ? door N vervangen, zodat we krijgen

N

(7) V=4

De formules (6) en (7) zijn gelijkwasrdig.



Als de reeks u1+u2 .. en de neutrix N gegeven zijn, dan is
J’ ondubbe121nn1g bepaald, want als voor g =0,1...,

() Zu-(rfv(g)

waarin }1 onafhankeli jk van % is en waarin v1(§) (5 =0,1,...)
verwaarloosbaar in N is, dan is de constante'ga -4 gelijk asn
het verschil v(f) -V, ?) van twee in N verwaarloosbare functies,
zodat deze constante zelf in N verwaarloosbaar en dus gellgk aan
nul is, dus J'= /,l

Bij een convergente reeks u4+u2+,o, geldt formule (1) waarin
E(%) tot de neutrix U behoort, zodat wij inplaats van(2) .ook kunnen

2
L hn = 8B,

De ﬂormule (5) mag niet termsgewijs naar a gedifferentieerd

schri jven

worden, m.a.w. de formule

ld P
n cosg na="2"d"a coO

a
2
is ongjuist. Immers de identiteit (3) geeft voor elk geheel getal

(10) E% n cos na =
]

maar de laatste term is niet verwsarloosbaar in F. Dat komt omdat

2 .18 (g - (cot &
cot 5 + 3 g3 (sin fa - (cot 2) cos fa),

o

‘de neutrixiF te mager 1s. De algemene tendenﬁie in de neutrix
calculus moet zijn de neutrices zo uitgebreid mogellgk te kiezen.
In verband hlermede leid ik nu een Stelllng af dle een zeer uit-
gebrelde neutrlx levert. Een lineaire comblnatle van functies .
g)..o,; ?) is een som ven de vorm c Vq(f) +°°°+Cnfn g)j
met coefflclenten g die onafhankelijk van ; zijn.
Indien we de identiteit (3) schrijven in de gedaante

(11) 2. sin na = 3 sin %a+ (cot %) 5in° 3 §e (% =0,1, ...);
n="1
dan ligt het voor de hand de neutrix G in te voeren die gevormd

wordt door de functies van ? van de vorm

¢ (% sin fa + (cot ) 5in® = ja (§ =0, 1,
waarin de coefficlenten ¢ Wlllekeurige gehele constante getallen
voorstellen. Deze neutrix geeft

(12) sin na = O.

IMa



De formules (11) en (12) zijn niet strijdig. Verschillende
neutrices kunnen verschillende eigenschappen bezitten.

Stelling 1: Zij yw een additieve groep gevormd door begrensde func-
ties van %(% =0,1,...) die, afgezien van de functie welke identiek
nul is, geen van alle voor f-swtot een eindige limiet naderen. Zij
¢ een verzameling gevormd door functies van 5(; =0,1, ’) zodanig
dat $ de functie bevet dieidentiek gelijk is aan 1 en dat de verhou-
‘dingvanelk paar tot ¢ behorende functies voor§~*m of wel tot nul na-
dert of wel in absolute waarde onbegrensd aangroeit.

Beschouw alle functies van de vorm

A= LD % (1 e(3) (F=01,..0,

wagrin &(%§)-+0 voor f.sce, waarin de functies yy(}) tot y behoren
en waarin elke functie %h z) gelijk is aan een voor ?wubtot nul
naderende functie, vermeerderd met een lineaire combinatie van func—
ties die tot ¢ behoren. Die functies #{§) vormen een néutrix M

Het bewijs verloopt als volgt. Dat de functies M (F) een
additieve groep vormen is duidelijk, zodat het voldoende is te be»
wijzen: is ﬂ&(?) = g’, waarin J’onafhankellgk van § is, dan 1s
f = 0. Omdat iedere functie, Xh(f s afgezien van cen tot O nadercnde
functie, gelijk iy r:n een lineaire combinatie vin tob ¢ behorendc

functies en omdat verder'w-een additieve groep is, kunnen we /L(?)
schriJven in de vorm '

A O A R VA (5= 0,1,...),

g ; - # .
waarin J(§)-»0 voor § -+ e, waarin @h(i) tot ¢ en y%(%)tony-behoren,
terwl jl de getallen ah constanten # 0 zijn. Indien n :nogsdan is
J J'?) dus, Q Indien n z 1, don kunnen we de smﬁZ; z6 rang-

el
sghlkken dat ——:Zqﬁ (() h<n) voor §~?catot nadert. Volgens veronder-
stellingvheeft men ?“ i - k—-—-~4<m ofq>(?)' 1. Indien
%J3J-wyo, dan nadert ?h(%) (1$h$n) tot nul, dus J = O. :

Indien }QH(E){ onbegrensd zou, a%ngroelen ‘dan zou

. -9(5)- &
(13) ,v*(;):;”y - - (?‘ﬁh‘f).‘”h%)

tot nul-naderen, in strijd met de veronderstelling dat'wn*:(g) niet
tot een eindige limiet nadert. Tenslotte zou in het geval yn(;) =

het in (13) gencemdegetal Vn*(?) tot ;gﬁ naderen, in strijd met
de veronderstelling dat Vh*(%) nlet tot een limiet nadert. Dit vol-
tooit het bewijs, T | '
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Ogmerklng In deze opmerklng definieer ik eeén bepaalde ,
neutrlx M- dcor voor de- verzamellngen ¢ en y een bepaalde keuze_‘_m

te doen Alle 11nea1re combinaties van_ functies van de Vorm B

Sln.ga.en cos % a, “waarin de coefficienten a w1llekeur1ge besﬁaan_ xS

bare getallen voorstellen.dle niet gelijk. 21Jn aap eeh veelvoua ~
van 27@ vormen een additieve! groep -y met de genoemde eigeﬁschap

De verzamellng gevormd .door alle niet tot nul naderende func-.'
tles die voor voldoend grote gehele ; de vorm T :

(14) o(5) =% "o (113) ,},(1f;)'r

bezitten, waarin ao,ﬁtp.,.,ur reele getallen voorstellen, vormen

een verzameling ¢ met de genoemde eigenschap ;
hierin is.1,f%=log ¥ en 1, , ¥ = log (1h %) (hz1).

Iedere tot deze verzameling ¢ behorende functle @(% heeft
de eigenschap dat woor elk geheel getal hn?O e p(% '
afgezien van een tot nul naderende term, geschreven kan worden
als ‘een lineaire combinatie van functies die tot ¢ behoren,

Om dit aan te tonen zullen we eerst voor iedere &« , voor iedere
gehele r 3§ 0O en voor voldoend grote f?!- bewijzen dat '

: co
(15) O GG+ N* (@ 5)™% v 2o 3T (ﬁﬁ)

waarin ph(uq,..u een veelterm in uq,w..,u voorstelt die in

)
r
elke aezer veranderllgkeneen graad $h bezit; hierin is 10} %

-

Formule (15) ig evident voor r=0, wegens
T .
% + 1) 30; = (1 + 2 )

oo
7 Dy

Ik mag dus aannemen dat r *1 1s en dat (15) met o vervangen door

r~1 reeds bewezen 1s, Deze 1nductleveronderstelllng, toegepast met

o =1, geeft dus/i ' S §L I O - .
(..—h' 1 .
1oq(5 ) (Log, y §)7 B —1 ),
r=1 e -1 f S - i%f*w~_ ‘ﬁ r~1§
waarin I, (u ,,gur_q) een Veelterm in uq"”‘ur ﬂ voorstelt die

in elke dezer veranderllgkeneen graad h be21t Door aan weers-

kanten de logarlthme te nemen.,. v1nden we‘

o) S
1 (% +1)-1.% = dog (1+ L. P, ( Ly
el ) ? L priRn 118
o R . I
Z:- ( "g"i 5
h=" r 11 i
waarin S (uqyuogur_q) een veelterm is in Ugseae sl g die in elk



dezer verandeflijken een graad §h bezit. Dus 7

log, (§+1) . (1,5)7" -1+Zg e )
r r ff ®h 11? T;“?%”

en door belde leden in de macht ¢ te verheffen vinden we de

gevraagde betrekklng (15). Door deze formule toe te passen

met r = 0,1,...,r en met o=, mqgia,,a}?en'ddor de aldus ver-

kregen formulesgs met elkaar te vermenigvuldigen, zlen we dat de . |

in (14) genoemde tot'¢ behorende functie <p(?) de eigenschap

V_ s W 1)
pLEFD T (5) =10 2 ¥ (T

© bezit, waarin t ,,ur) een veelterm inu u

} /](—u'/}jvo /l’..o" Pt' )
voorstelt die in elk dezer veranderlijken een graad g h bezit. Dus

SR = ) = o) Ey )

en dit antwoordt is, afg621en van een voor E-wwm:tot nul’ naderende
—-termy gélijk aan: een linealre comblnatle'h(%)van functles dle tot N4
behoren. Lan is & @(%), afgezien van gert tot nul naderende term,
‘gelijk aan, A?\(?), ‘dus afgezien van een tot nuk naderende term,
gellgk ‘aan een 11nea1re comblnatle van functies die tot ¢ behoren,
Zo doorgaande vinden we dat Ah ?( X) voor elk geheel getal hz O de-
verlangde eingenschap bezit. ‘ "j""'_”'_m"'" S

Voorbeeld: TDe in de voorgaande opmerklng 1ngevoerde neutrix
M  vervult voor elk bestaanbaar getal a dat»geggwyeelvoud van 270
is en voor elk geheel getal h3 O de betrekkingen \

, M N
, 2h ) 4 yh ., d.2h a 2h+1 . C
6)w§;»~n sin na = (=) % (ag) t 53 Z; sin na = p;
L oonig h 2h+1 L '
Z: n cos na = (-) % (é;) Jceot &5 Y n cos na =0,
- : al.. v U2 o e
n="1 X . l’I:/] )
M :
(18) terwijl 2. -cos . ha = 3%
Inderdaad U1D de 1dent1te1t (3) en de overeenkomstlge
'1dent1te1t - ' o
. R s y a ;
(19) 2;; cos Ma = 3+ 3 COS’%a - 3 (cot 5) sin Fa

volgt;voor ieder geheel getal \hQWD

z: n“" sin na = (=) 3 (52 2h cot % +

“+(f)h 5 (é%)gh {sin?é—(cot?%)COSSa};



+( )h1 (di Ehﬁ«{sm?a cot = cos*z‘ }

nohtt 51n na = (—)h-i'/l % €§E)2h+1{cos ?a - (cot~%) cos fa;};

Mo

/]

3
i

,2h+2 h+1,

cos ma = ()7 (-£)5E

]  cos ?a»écot %)sin za }.

De laatste term in elk van deze vier beprekkingen is gelljk aan

n

een veelvoud irx} maal sin % a vermeerderd met een veelvoud in
maal cos § a en derhalve verwaarloosbaar in M, Dit geeft (16)
en (17), terwijl (18) uit (19) volgt. |
Stelling 2: Zij a een bestaanbaar getal dat geen veelvoud

van 27 is. Zij X(?) een gegeven‘functie van ? (% =0,1,...). Zi]
k een geheel getal 20, Zij N een neutrix die elke functie ‘
cei?a‘AhXKE) (Osh<k) bevat, waarin de coefficienten c willekeurige
complexe getallen voorstéllen, Dan is . .

k-1 h+1 PPN

(20) 3 Qm)et™ — ¥ (<) () +(-e— ) O
n=1 . hZ0  e1?-1 etlq1) o= ” %

indien de laatste geneutraliseerde som bestaat.

Het bewijs verloopt als volgt. De functie
i(n+1)a
gln)= —g—
e -1

voldoet aan de volgende identiteit, waarin } ean willekeurig geheel

getal z O voorstelt

7 . , | |
55'1 w(n)e P2 - 2; “¢(n) (g{n)-g(n-1))

=vQ)d§)-ﬂ1)gﬂﬁ+{:(Aﬂnﬁ (n)

g
( ) n="1 15
i ?+1 a la la
e e a
= (%) - (1) — + = (A (n e“‘ E
P T - o) e (e eles
De eerste term in het rechterlid is verwaarloosbaar in M . Dus A
M ia ia M
na e e .
P e ) e om0
n=" ? ? ela—’l etf-1 Z (A ¢ln)) e

n="1,

cals de laatste som bestaat., Zo doorgaande vinden we de gevraagde
betrekking, -



\C

Voorbeeld: Zij a een bestaanbaar getal dat een veelvoud van. 27 is.
Z2i] voor elk voldoend groot natuurllgk getal no s i ’

waarin o, p en J bestaanbare getallen voorstellen met & < 4000.

In de opmerking .toegevoegd acn stelling 1 hebben we een neutrix M
ingevoerd zodanlg dat voor h=0,1,.... en voor iedere constante c
c(Ah Z(f)) e1¥2 yerwasrloosbasr is in M .Indien formule (20) met
k=4000 wordt toegepast dan gaat de laatste in (20) voorkomende
som over in ' | ' -

M .
z:a (A4OOC)x(n))elna _ %%1 (A000 x(n))einaj
n= =

o]

aangezien AM{XX)X(n) voor n-+e monotoon tot nul nadert. Op die

manier v1nden wij
h+1

Z: 1( ) ina-. 3%9 - ej:a‘ﬁ h (,]) +
ey HIETTE 2 et?-1 AF

ia

| BOCO 7 g0 ‘
+( -w,_iz;_w‘> }"‘( A)—LOOO X(n))elna .
L n="

Op die haniéf’hébben Wéi;bbf_de”geneutraliseerdé'som die in het
linkerlid voorkomt een convergente uitdrukking gevonden, maar in de
praktijk is in tal van gevallen de in-het linkerlid voorkomende -
schrijfwijze verre te verkiezen. ' ,

De neutrix calculus voert in sommige gevallen tot convergente. . .
ontwikkelingen, in andere gevallen tot asymptotische reeksontwilke- .
lingen. Leat ik hier eéh toepassing op de asymptotiek behandelen.

In de asymptotiGKJVOerén wij een bestaznbare of complexe onbegrensde
varisbelé in. De tack is voor oepaalde functies van w blj grot e,lwl

f
asymptotische reeksontW1kke11ngen z: u}}w)af te leiden; het symbool
, =1 o - V
ii'stelthenfaﬁymptotisch convergente‘reekstvoor, Het symbool ‘«»

1

betekent: asymptotisch gelijk. "Vast" betekent: onafhankelijk van o

Stelling 3: Zij 8 een bestasanpsar getsl dat geen veelvoud van

—r e —

2rv _is. Stel ). E) (r=0,1,...) ziin gegeven functies van @ en ?
(% =0,1,...). Zii Necn neutrix die elke vanw en § (¥=0,1,...)

afhankeli jke functie bevat welke bij gegeven @ voor ¥-+ce tot nul na-

dert en die bovendien alle functies j’elfa Ahxr(f)*(hé O,r20)

bevat, waarin de coefficienten g’welvvan w maar niet van ¥ afhangen.
¢
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Stel dat bij elk vast positief getalxqteen;vast;géheelMgétal
mqgo gevonden kan worden zédanig dat bij elk yast geheel getal
mem_ een vast geheel getal k z O en twee vaste positieve getalien

¢ en J bestaan met de eigenschappen

m o
(21) ]Xo(n)- ;;; Lo (n)l ¢ Cvi“] q (1 s n g k)
en
(22) | a® (%o (n)- gi% jx?t(n)]; c n-ﬂ—JLd-q (n ;j)°
Dan is
N ' in = N g
22% %O (n)e "Pen gé% g;% xr(n)eln .

Het bewijs is eenvoudig. Identiteit (20), toegepast met

m
) o () - 2 2 (o)

geett N k=1 ia v m
< : ina _ _ % e {.h _s,h
(23) 2; (XO(“)"Eq Lp(n))e | 2‘;“_0 (ela-f]){. {A Yol ™) lg ;%U)}
1a (& N m - :TL
() B (e £ ) o

sangenomen dat de laatste geneutraliseerde som bestaat. Dit is inder-
daad het geval, omdat deze som wegens (22) in een convergente reeks
overgaat als N.door e vervangen wordt. De geneutraliseerde som is
dus-gelijk aan de som ven de convergente reeks en derhalve in abso-
lute waarde ‘ ' ‘ ‘

. B 0 I 05 . . . - .
g.c}a)lq > n 1 ]mﬁ - VHl[ u’ Jdu):=0(1+})ia4 a4,
A
P Y. ) . . Co. ) ~ . ‘ . - /‘ . :
_Volgens_(zﬂ) is voor O sh <k

AP xo(ﬂ)— E: ;r(ﬂ) EQ(k) {/ (h+1-n) 2: e (h+1—n)}i;£  ?i

m abSOlUte“Waardezgié [“1 - Z:Z ( )— 2 c }w} 9- Dus voor iedeféww:i
Vaste'gehelétné m_ is het 11nQe911d van (23) in absolute waarde S
g cq | @] ¥ pij geschikt gekozen vaste c,. Dit geeft het verlangde
resultaat.
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Voorbeeld 1: Voor iedere vaste nmet Re 2a<0, voor ieder vast

bestaanbaar getal a dat geen veelvoud- van 2w® 1s en VQQrAiederelg;
met grote }wl en met -xw+eé < argw«w-~-&, waarin & een vast positiefl
getal <™ voorstelt, geldt de betrekking

o A w
2 , 1 1 h %y A-h ;d\2h a
(2k) }; (w+ n%) sin na e» s Z_ (-7 (Dw ()7 cot 5 .
n="1 h=0 ,
Om dit aan te tonen is het .voldoende te bewljzen dat de voor-

waarden van stelling 3 voor

xo(nﬁ=(w+§fﬁm‘;xr(nyf=(gﬁﬁhéi—r+1rer-g (3 1)

vervuld zijn, want dan heeft de neutrix M , ingevoerd in de aan
stelling 1 toegevoegde opmerking, de,eigengohaprﬁat het linkerlid
van (24) gelijk is aan ‘

. & ] - , -
2:. (w+~n2) sin ne 052:' (rzq)aﬁ\’r+1 > n°T"2 gin na,

zodat de bewering uit (16) volgt.’
Voor elk vast geheel getal kg0 en voor xz0O is X (k )(x) geli jk

2 K ,
AR vermenigvuldigd met éen veelterm in w en x zodanig

aan (w + x

dat in iedere ferm van deze veelterwm de . exponent van x vermeerderd

met de dubbele exponent venm w gelijk is asn k.

Dus 5 (k)(x) heeft h?ogstens dezelfde orde ven grootte als -
Hw+x5)™ % (w]® ¥+ £

Voor elke k-masl continu differentieerbsre functie, f(x) is-"

+ T +1
k _ ( i~ (), ..
A% £(x)= f f tf () aty .. aty,

°

X _ k-1
dus
1 ; 1
(25)  |a® £(x)| s mex | f('c)(t)l XEt$x + k
"Derhalve heeft Ak:zo n hoogsLens dezelfde orde van grdéotte als

"(a:+n2)7\ kl {anzk + n ) en is, le gesch1kt gekozen vaste C s

"in absolute waarde

[\M]

<c,llw\Re}_ n'/l—gfau;“qvoor 0 ¢ nﬂw}

<C,I

§01n2' Re A -k < .c,] n-—’l'-é’»lwt“

1
voor n»[w\z
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indien k 2z 29 + 1 + J + 2 Re A gekozen wordt. Kiezen we
k= max (29 + 1+ +2Re A, 2m-1), ‘
dan is &% [ (n)=0 voor 1% m?‘zodat (22) met c=c 4 geldt. Voor
jedere vaste gehele m 2z g + Re & geldt ongelljkheid (21) bij ge- .
schikt gekozen vaste c, omdat het linkerlid hoogstens dezelfde
orde van grootte bezit,als,joﬁ%, (%y)nl . Dit voltooit het bew1Js
Voorbeeld 2: Indien -w+& < argw < 7 ~-£&, waarin & een vast

positief getal <w voorstelt, dan is voor grote |w| en voor ieder

vast bestaanbaar gefal dat geen veelvoud van 2w 1s

oo . 2 | -h- h a
SSLe Wt n) sin naesd 2 (log w + 1 + % +,..4 5) P7(dycot 5.
pos 20 h’ - da
n= w + n =0 4
. : 3
Immers voor elk geheel getal ¢ O en g{aal is
h
, 2 Sa 2
log(w—kn)wzi( 2 1y n
log e + 1+ 5 +...+ )
w+~n2 g h wh+1 s

zodat het voldoende is te bewijzen dat (22) geldt voor

2r-2
xo<n>=1°g‘“+u, Yolm)= (log or 1+ 4 4. igm)ip— (r 2 1)
W+ n , - i

en dlt gaat op dezelfde manier als in het voorgaande voorbeeld

Voorbeeld 3: Indien -7+8 < arg W < T g, waarin a een vast
positief getal < w voorstelt, dan is voor grote{a:\ voor ledere
vaste A met Re A <0 en voor iedere vaste bestaanbare a die dcan,Vxel-
voud ven 2% is,

[s5]
2: @u+ n® Vv log n)° sin na es Z:f cy (E)cu““h,
n="1 h=0

waarin ¢, de constante

M h
2
> n~ (log n) sin na

— f B f e

h

e~

voorstelt, waarin M de neutrix aanduidt die in de opmerking van stel-
ling 1 ingevoerd is. Met behulp van stelling 2 kunnen die constanten
C) dus door convergente uitdrukkingen worden ultgedrukt.

Voor het bewijs is het voldoende aan te tonen dat de voorwaarden

van stelling 3 gelden voor

Yo (1) = (w+a® Viegn) s %y (0) = (2 (08 Viog )7 (ra),
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ZiJ peen vast positief getal < 5. Vcofxﬂélwtfis
e L - ;‘
Yo (-2 Xp (8) =0l (Jw] ™" n® (0g m)¥) "
= O]wl'Re A- (1-29)m (log n)% o On-q-cylqu%

voor voldoend grote m, zodat (21) zeker geldt voor ieder vast geheel
getal kz O, Voor n g }wl en voor ledere vaste gehele k2 O vinden
wij dus :

m
A (g (n) = T yum) =0 " el
T r="1
zodat (22) geldt voor n g]uﬂﬁ . Beschouw nu de getallenJXa}wlf,
Stelblog X=X . Met behulp van het principe van volledige inductie

(k)

‘vinden we dat Lo (x) te schrijven is in de gedaante

N~

oo 21 _é_ .-A_k "'k
(e + % ® )" 0o (w,x, x

)5

i

waarin pk een Veelterm is in w,x en x 2 zodanig dat in iedere term
de exponent van X vermeerderd m@t het dubbele van-de exponent van w
gelle is aan k, terwijl de exponent wvan xq.hoogstens % k-is. Dus”

Nj-
>

1) ey = 0] (wex® oy B [T B 0 T

voor voldoend grote vaste k. Verder is voor O g h&?ﬂm

d\k _2h ? ih _ _2h-k sh-k %, ,

(dQ XX, = X ) %, P (kﬂ)’.,ﬁ.
“waarin p*(xq)’een veelterm inx, is van de gfaad k.
Voor O ¢h m-1 is dus

- ir -] -
Wh(d) Xghthzoqulwlq

7

. voor voldoend grote k. Voor iedere xz|w} is derhalve

- L ] -
Y™™ %% (1ogx )P rox" W],

o~
oo
x'
o
=
iy
o
/N
I
—
W

zodat uit (25) volgt voor elk geheel getalrlg{w!f

“ Loln)- 3 (e e (10g )3 <00 w7
=0

Dit voltooit het bewijs.
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Deze drie voorbeelden zijn illustratief. De in de asymptotische
ontwikkelingen optredende coefficienten zijn ondubbelzinnig bepaald,
dus onafhankeliljk van de keuze der gebruikte neutrices. De neutrix
M, ingevoerd in de aan stelling 1 toegevoegde opmerking, heeft het
voordeel dat zé die coefficienten op zeer eenvoudige:wijze oplevert.
Lang niet alle neutrices bezitten die fraaie eigenschap. Er zijn
nameli jk neutrices M1 voor welke

'Mq .
Z: n?h (log n)zh sin na

n="1
niet de in voorbeeld 3 genoemde waarde N bezit., Zulke neutrices
zijn dan ook hier te gebruiken en worden daarom slecht genoemd,
Een neutrix wordt goed genoemd, als ze op éenvoudige manier de
coefficienten in de gezochte convergente of asymptotische ontwikke-
lingen oplevert en als op die neutrix een rekening kan worden opge-
bouwd met eenvoudige rekenregels en met behoud van algemene beglnsels,
zoals de principes van analytische voortzettlng, convergentie,
limiet, ontwikkeling in convergente of asymptotische reeksen, enz,
Al is de grens tussen goede en slechte neutrices niet scherp té ‘
trekken, de neutrix M, ingevoerd in de aan steiling 1 toegevoegde
opmerking, is zeker goed te noemen, Eveneens de in (5) voorkomende
neutrix F, ook al is die zeer mager, maar niet de neutrix G die
in (12) optreedt Daarom raad ik het gebruik van de neutrix G af,
Om de ontwikkeling van de neutrixrekening mogelijk te maken, heb
ik een groot aantal Qitgebreide goede neutrices geconstrueerd,
zodat de lezer, na lezing van deze rapporten, putten kan ult een
groot reservoir, met behulp waarvan hij een aantal problemen kan
oplossen die, zonder deze neutrices, niet of althans veel moeilijker

oplosbaar zouden zijn.
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II,Geneutraliseerde waarden

81. Definitie van geneutraliseerde waarden.

In de eerste voordracht gepubliceerd onder de subtitel
"Geneutraliseerde sommen" heb ik het neutrixbegrip ingevoerd,
waarbij ik mij tot sommen beperkt heb. In deze voordracht |
ga ik het genoemde begrip verder ontwikkelen.

Zij Hﬂ een eens en voor al gegeven additieve groep. Dat
wil zeggen dat voor elk tweetal tot die verzameling behoren-
de elementen o« en g de som «+p en het verschil o -p we-
derom elementen van die verzameling'zijn, waarbij de optel-
ling en de aftrekking de bekende eigenschappen bezitten. Ik
noem de verzamelingkﬂ9 de wasrdegroep, in verband met het
feit dat iedere in deze voordrachtenreeks voorkomende functie
ultsluitend waarden aanneemt die totﬁﬁo behoren. In de regel
kies ik als waardegroep de verzameling van de bestaanbare of
de verzameling van de complexe getallen, zodat dan "functie"
betekent "bestaanbare functie" of '"complexe functie"

Z1jdC een willekeurige gegeven niet-lege verzameling.
Een functie f(%) met domein #¥ is een functie gedefinieerd
voor elk element ? van ¢ ; volgens bovenstaande afspraak
is dan £ %) voor elk element ; van J¢ een element van de
gekozen waardengroep Twee functies f(f en g(g) met eenzelf-
de domein bezitten dus steeds een som f(g) + g(?) en een
versphil f(g) - g(%) met de bekende eigenschappen.

Een additieve groep N gevormd door functies f(f) met
domein J¢¥ heet een neutrix als de functie, die identiek nul
is, de enigé tot N behorende constante functie is. ‘
Anders uitgedrukt: als een tot een neutrix behorende functie
| ;) voor elk element ? van 7¥ eenzelfde waarde aanneemt,
dan is die waarde het nulelement van de waardengroep N
heet de neutrix met domein J¥ en veranderlijke % . De tot
N behorende functies heten in N verwsarloosbaar.

Waar geen misverstand te vrezen is, schrijven wij kort-
weg N inplaats van . | -
Z1ij f(%) een functie met domein ¥ die geSchrévéﬁ kan
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worden als een som 4 + Y(§), waarin J onafhankelijk van 5 is
en waarin V(f) verwaarloosbaar in N is, Als de functie f£(¥)
en de neutrix N gegeven zijn, dan is de constante&’ondubbel—
zinnig bepacld. Immers als bovendicen gegeven is f( ;) 3/1 +
(?), waarin jﬂioonstant en V( ;) verwaarloosbaar in N is,
den is de in N verwsarloosbare functie Vq(z) —‘y( i) gelijk
aan de constante J’jﬂ, zodat deze constante gelijk aan nul,
dusJ’ /A is. Het gronddenkbeeld van de neutrixrekening is
dat verwaarloosbare termen ook werkellgk verwaarloosd worden.
Dat impliceert dat in de formule £(§) =,/'+ ¥( ;) de term
V(;) verwaarloosd mag worden. Natuurlijk mogen wij niet
schri jven f(f) =, want dat is niet waar, afgezien van het
uitzonderingsgeval datw(?) identiek nullisg‘maar dan valt er
niets te verwasrlozen.
. Bovendien, omdat j’onafhankelijk’van ?.:"Lsy mosten wij een no-
tatie kiezen, waarbij in het linkerlid de letter ? niet meer
voorkomt Verder moet de lezer er opmerkzaam op gemaakt worden
-dat functles die tot de gegeven neutrix N behoren, verwaar-
loosd WOrden, zodat 1n het 11nker11d de nieuwe notatie op de
een of andere manler dle neutrlx N moet vermelden. Zoals ik
in voordracht I ultvoerlg ulteengezet heb, heeft hetzelfde
nopatleproblegm zich reeds lang geleden in de theorig ven de

oneindige reeksen voorgedaan. Uitgaande van de som;;t van de
: %.eerste‘termen ener reeks ? geheel 0) hebben WlJ cen nota-

fiesnodig om:de som van de oneindige reeksvaan te duiden. In
dit geval vérvangen wij de veranderligke? door het sympbolcn
hetwelk” aangeeft dat functies van ¥ die bij onbegrensd asn-
groeienden§ tot nul naderen verwaarloosd worden. In het al-
gemene geval gaan wij op dezelfde. manier te werkp In het
-rechterlid van de betrekking f(%) =4+ V(?\ schrappen wij
de. verwaarloosbare term V(?) ~maar, ter waarscth;ng, wordt
in het linkerlid ? overal vervangen door de lettar N, dezelf—
de letter als die welke de neutrix N aanduldt zodat de 1ezer
onmlddelllgk ziet welke termen verwaurloosd mogen worden
Merk op-dat .de letter ? vervengen wordt door du 1e tter N
zonder horizontale streep. De twee formules f(?) /’+ v %)
en f(w) =/ hebben precies deze;fde:betekenls,.Dc,nqtatle

Do
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f(N) =/ is korter, vooral indien de verwaarloosbare functie
V(?) zeer ingewikkeld is, zoals vaeck het geval is. Het wer-
ken met betrekkingen van de gedaante f(N) =, is dan ook vaszk
veel eenvoudiger dan het menipuleren met de overeenkomstige
relaties £(§) =/ + v(§). Wij noemen } de geneutraliseerde
waarde die f(%) in § = N asnneemt, mear dit is slechts een
uitdrukkingswijze die gemakshalve wordt ingevoerd.

Er zijn functies f(?) die niet geschreveh kunnen worden
als een som J + 3/(%), waarin j’qnafhankelijk van § en waar-
in V(;) verwaarloosbasr in N is, Voor zodanige functies
wordt f£(N) voorlopig niet gedefinieerd.

Voorbeeld 1:Als,f(N) en g(N) bestaan, dan hebben de functies

s(¥) = )+ g(§) env(y) = £(§) - a(f)
de elgenschap dat s(N) en v(N) bestaan, en daarbij is den
s(N) = £(N) + g(N) en v(N) = £(N) - g(N).

Immers, ‘dan is voor elk element ? ven het domein 4
2(5) = £(M) + #(5)  en g(f) =)+ vy5),
waarin »,(§) en Vg(}) verwaarloosbaar in N zijn,'dus
S(5) = £(W) + g(N) +  vo(§) en w(y) = £(w) - g(W) + ¥, (§),
waarin ’ '
2 () = (e () en v(p) = na(s) - w(p)
verwaarloosbaar in N zijn. Hieruit volgt de bewerlng
Dit voorbeeld toont aan dat in de neutrlxrekenlng de
optelling en de aftrekking ssn de bekende rekenregels voldoen.
In het bijzonder: als f(N) bestsat, dan heeft de func-
tie u(?) =k f(;) voor elk geheel getal k de eigenschep dat
u(N) bestaat en gelijk is aan k f(N) ‘
Als £(N) bestsat en v ;) ;),dan is het mogellgk
dat v(N) niet bestaat, mazr als V(N) bestaat, dan is
v(N) = 4f(N); de laatste betrekking is identiek met 2V(N) f(N)
Om te laten zien dat v(N) niet altijd bestaat, beschouwen
wij de neutrix N met domein 0 £ § £ 4, die gevormd wordt door
de functies 0, + § , + 2 oo Dan is N=0, omdat § =0+ ¥ ,
waarin de laatste . term verwaarloosbaar in N is. Aan de an- -
dere kant, 3N bestaat niet, omdat %% niet geschreven kan
worden als een som } + 1}(%), wasrin J/ onafhankelijk van
en wasrin v (%) een der functies i.% s, 2% ,.... 18,
Als f£(N) en v(N) bestaan, waarin v(?) = %f(?), dan is
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3 £(N), want uit

v(N) =
f(;) = v(}‘) + v(?) volgt £(N) = v(N) + v(N) = 2v(N).

In het hierboven beschouwde geval van de neutrix N en de
verwaarloosbare functies O, + ¥ ;i.2 ; ,.... hebben wij een

voorbeeld dat het geen aanbeveling verdient in de notatie van
deze neutrix de horizontale streep weg te laten. Immers in dat
geval heeft N een andere betekenis, namelijk N=0. Het verschijn-
sel dat bij weglaten van de horizontale streep een misverstand
kan optreden komt echter zd zelden voor, dat bijna steeds de
horizontale streep boven de een neutrix aanduidende letter kan
worden weggelaten. Dit zullen wij dan ook in de regel doen.

8 2, Over het gebruik van twee of meer neutrices tegelijkertijd.

- Beschouw twee neutrices M en N met domeinen d7¥ en 2¥ en met
onafhankell jk veranderli jken ? en % . Beschouw verder een func-
tie f(% , %) gedefinieerd voor elk element ¥ ven@¥ en elk
element 7 van € die geschreven kan worden als een som
(1) £(y.7) =g+ ¥) + wl5. 7).,
waarin J onafhankelijk van % en n is, waarin v (%) een van ?
onafhankeli jke, in N verwaarloosbare functie voorstelt en waar-
in tenslotte /b(? s m),voor elk gegeven element % van ¢¥ , een
in M verwaarloosbare functie van ; asnduidt. Bij gegeven functie
£( %, m) en bij gegeven neutrices M en N is de constante J
ondubbelzinnig bepaald, want als bovendien gegeven 1s

f(‘if”?)z /1+ Vq("?)"'/“fq(?:"’Z)a

waarin. /), onafhankelijk van § en< is, wearin Vq(ﬁ) een van
% onafhankelijke, in N verwaarloosbare functie van % voorstelt
en waarin tenslotte /wq(? ;7 ), voor elk gegeven element % van
¢ , een in M verwaarloosbare functie van § asnduldt, dan 1is

J“,y’/q = )"2(”7) +/"°2(fs”@)s -
waarin VQ(V) = V() + ¥(n) verwsarloosbaar in N is en
waarin /Lg(?‘,o?),= /”1(? sm) = §,m ), voor elk gegeven
element % van ¢ , verwsarloosbaar in M is. De in de neutrix
M verwaarloosbare functie /@2(3 s ) isvonafhankelijkbvan ?',
dus identiek gelijk aan nul. Hieruit volgt dat de in N

F
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verwaarloosbare functie »,() gelijk is aan de constante
J -/ 4, zodat deze constante gelijk asn nul, dusdyzj% is.
Volgens de in de vorige paragraef gemaakte afspraak mo-
gen wiJj in het rechterlid van (1) de in M verwaarloosbhare
term‘ﬂ(f,q) weglaten, alé wij dan maar, ter waarschuwing,
in het linkerlid 5 door M vervangen. Aldus krijgen wij voor
elk element % van 7¥
- (2) | £, m) =4+ »(9).
Hebben wij nu het recht om in het rechterlid de in N
verwaarloogbare term ”(7) weg te laten en in het linkerlid
m door N te vervangen?
Hier schullt een gevaar. Het is namelijk mogelijk dat
£(%,%) ook in de gedaante |
£(ym) = 77+ u(5) + Y 57)
geschreven kan worden, waarin jﬁ'onafhankelijk van § en 7%
is, waarin_»ﬁ(;) een van % onafhankelijke, in M verwsarloosba-
re functie van § voorstelt en waarin tenslotte v (5 ,7)
voor elk gegeven element ? van #¢ , een in N verwaarloosbare
functile van =g voorstelt. In dat geval 1is voor elk element
2 van ¢
(3) £(5.0) = F em(y).
Indien wij het recht hadden het in (2) voorkomende getaldk
met £(M,N) aan te duiden, dan zouden wij met hetzelfde recht
voor het in (3) optredende getal /’%dezelfde notatie vinden.
Dit zou tot misverstand kunnen voeren, omdat, zoals wij zo
dadelijk zullen zien, de7constanterlj’eh /ﬁéniet noodzakelijk
gelijk zijn. In de eerste redenering, die tot het antwoord
/ voert, heeft de neutrix M de voorrang. Dit betekent dat
eerst de in M verwsarloosbare term u(§,n), daarns pas de in
N verwaarloosbare term v(y) verwaarloosd wordt.
In de tweede redenering, die tot het antwoord Jﬁévoertg'heeft
de neutrix N de voorrang, omdat eerst de in N verwaarloos-
bare term VY?,?), dsarna pas de in M verwsarloosbare term
}ﬁ(?) verwaarloosd wordt. De volgorde, die invloed op het
resultaat hebben kan, moet dus op de een of andere manier
~in de notatie worden vermeld. In verband hiermede msak ik
dé;volgende afspreak: als in een formule twee neutrices
M en N tegelijkertijd voorkomen, waarbij M de voorrang heeft,
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dan wordt in de formule N van een accent vobrzieno Dus

J=£(MN1) en J¥=£(M,N). | |
Bedenk dat in deze notatie N!' de neutrix N aanduidt en dat
het accent alleen de volgorde der twee neutrlces Men N
aanduldt. ‘

Het verschijnsel dat de volgorde invloed op het resul~
taat heeft, treedt reeds in de klassieke analyse op. In-
dien f en % positieve, tot nul naderende getallen voorstel-
len, dan is
- 1lim limé"? =0 en lim 1lim ‘{2 =
7 =0 ?ﬁ F—>0 7-+0
Dus als de neutrix M gevormd wordt door de functies van ?
die voor §~—+0 tot nul naderen en als de neutrix N gevormd
wordt door de functies van< dle voor % -»0 tot nul naderen,
dan is

M =0 enmM =1,

Indlen de volgorde der neutrices geen invloed op het
resultaat heeft, dat wil zeggen als ) = /’ is, dan duilden
wij die gemeenschappelijke waarde kortweg met f£(M,N) aan,
zodat dan geen accent ingevoerd wordt. Dit geval treedt
bijv. op als | o

£(5.m) = f wm(5) + v(n),
' waarin,u(?) een van # onafhankelijke, in M verwaarloosbare
functie van § voorstelt en waarin »(%) een van § onafhan-
Kelijke, in N verwaarloosbare functie van % voorgstelt:
dan duiden wij dus J sen umet o(M,N) .

Op overeenkomstige manier behandelen wij functies van
.drle of meer onafhankellgke veranderlijken. Stel M,N en
P 21Jn neutrices met matrices #Z¢¥ ,77 en P en met on-

afnankellgk veranderllgken 2 en}'ﬁ;Stel verder

£(§.7,5) = +m(5) + »(%, 3) + (557550
waarin f’onafhankellak van §,7 eny 1is, wearin w({) een
van E en # onafhankelijke, in F verwaarloosbare functile
van § voorstelt, wasrin »(7,§), voor elk element ?'van}?
een van ? onafhankellJKe, in N verwaarloosbare functie van
% asnduidt en waarin tenslotte £(§,m,%), voor elk ele-
ment 7 van 7€ en elk‘elenent j van}?, een in M verwaar-
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loosbare functie van ? aangeeft. Dan schrijven wij
J=E(, N, P
Een neutrix zondér accent heeft de voorrang boven een neu-
trix met één accent? een néutrix met één accent heeft de
-voorrang boven een neutrix me twee accenten,enz. '
Als de volgorde van de neutrlces M en N geen 1nvloed
op het resultvast heeft, dan mogen wij schrijven

/= £(M,N,P'). ,
Als de volgorde ven N en P geen 1nvloed heeft,dan mogen wij
J’ f(M,N',P")

schrijven.Als de keuze van de volgorde van de drie neutri-
ces M,N,P geen invloed heeft, dan mogen wij
(%) {= t(L,N,P)
schrijven. In het bijzonder, als

£(5,7,5) =f+al) + v(n) = w(E),
wasrin u(§) onafhankelijk van 9 eny en verwsarloosbaar in
M is, als v(v) onafhankelijk van § en§ en verwaarloosbaer in
N is en als tenslotte w(g) onafhankeli jk van ? en% en ver-
waarloosbaar in P is, dan geldt de notatie (4).

8 3. Over een vergroting van een neutrix.

Een vergroting V van een neutrix N is een neutrix met het-
zelfde domein en met dezelide veranderlijke =zodanig dat elke
in N verwasrloosbare functie oox in V verwaarloosbaar is.

Dus iedere neutrix is een vergroting van zichzelfl.
Voorbeeld 2: Als f(W) bestaat, dan bestaat £(V) voor Ledere
vergroting V van N, en dan is £(Vv) = £(N),

Immers uit £(N) =) volgt det £ ;) - j’y voor elk ele-
ment ? van het domein van N, een in N verwaarloosbare functie

van ? , dus ook een in V verwaarloosbare functilie van ;
voorstelt, waaruit volgt (V) =} . v

In de voorbeelden 3,4 en 5 stelt N een neutrix voor met
domein ¥ en veranderlijke } zodenig dat elke in N verwaar- .
loosbare functie y(}) en elk geheel positief getal k de ei-
genschap bezitten dat ~L¢L—‘ eveneens‘verwaarloosbaar;in N

™

ig; dit-heeft tengevolge dat rv(%) voor ileder rationasl getal
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r verwaarloosbaar in N is.
Voorbeeld 3: Als £(§) voor elk element § van /¥ gedefinieerd

is en £(N) niet bestast, en als /‘een willekeurig element

van de waardengroep}%o voorstelt dan is het mogelljk een

vergrotlng V van N te vinden met de elgenschap £(v) =)
en met de evgensohap dat voor iedere in V verwaarloosbare

Punctie o( ;) en voor ieder rationasl getal r het produkt

ro(§) verwasrloosbaar in V is. ,
Wij zullen laten zien dat de functies v(§) + r(f(?)ejﬁ,
waarin de termen V(?) willekeurige in N verwaarloosbare

functies voorstellen en waarin r de rij der rationale getal-
len doorloopt een verzameling V met de verlangde eigen-
schappen vormen. Door r=0 te kiezen, zien wij dat elke in N
verwaarloosbare functie »(§) tot V behoort. Indien een tot

V behorende functie »(§) +‘r(f(§)j/ﬁ voor elk element ¥ van
het domein van N dezelfde woarde /”*aanneemt; dan is r=0,
deat anders . " ?)

R

verwaarloosbaar in N zou zign, zodat f(%) voor % = N de

waarde¢f4- = zou aannemen, in tegenspraak met de veronder-
stelling dat ©(N) niet bestaat.
Uit r» = 0 volgt dat de in de neutrix N verwaarloosbasre func-
tie V(}) gelijk 1s sen de constante jﬁi.zodat deze constan-~
ke nul is. Aldus hebben wij aangetoond dat V een neutrix en
dus een vergroting van N ig. Uit de definitie van V blijkt
tevens dat voor iedere in V verwagrloosbare functie W(E) en
voor elk rationaal getal p heb produkt p p(§) tot V behoort.
Tenslotte, door » ?) =Cenr =1 ‘te kiezen, zien wij dat.
£y -/ verwaarloosbaar is in ¢ , zodat

'uf(?J =4 + (1 \?/ /U
voor~§ 'V de waar@sj aanneemt . »
Voorbeeld 4: Indien £,05), 0., fm( }) m geheel £ 1) voor
elk element ?Hvan J¢ pgedefinieerd zijn, dan is het mogelijk

een vergroting V van N te vinden zodanig dat fq(V),;oo,fm(V)

bestaan en dat elke in V verwazrloosbare functie @(?) en elk
rationasl getal r de eigenschap bezitten dat het produkt

rf¢(;g‘verwaarloosbaar in V is.
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Deze bewering is evident voor m=1, want in dat geval kunnen
wij, als £.(N) bestast, V = N kiezen en, als f,(N) niet be-
staat, V kiezen met behulp van het voorgaande voorbeeld. Wij‘
mogen dus veronderstellen dat m Z 2 15 en dat wij reeds
een vergroting M van N gevonden hebben zodanig dat fq(M),o.,ﬂ
fm (M) bestaan en dat elke in M verwaarloosbare functile

) en elk rationasl getal r de eigenschap bezitten dat het
produkt qﬂ(%) verwaarloosbaar in M is. Indien fm(M) bestaat,
dan bezit V=M de verlangde elgenschpppen Indien,fm(M) niet
bcstaat dan vinden wij met behulp van het voorgaande voor-
beela een vergroting V van M waarvoor f (V) bestaat, zoda~-
nig dat eWKe in V verwaarloosbare LUHCtle ¢ ?\ en elk ratio-
naal getal r de eigenschap bezitten dat het produkt gm(g)
verwaarloosbaar in V is. V 1s een vergroting van de vergro-
ting I ven N, dug zeker een vergroting var N. Volgens wvoor=-
beeld 7 is fh(M) = fh(V) (h=1,2,...,mu-1,, zodat niet al-
leen fm(V)j maar ook f‘q(V‘)”‘,.,,“ffm__4
blijkt dat V de»hlerboven geformuleerde voorwsarden vervult,

(V) bestaan. Hierult

Voorbeeld 5: Als op 7V aftelbear oneindig veel functies

fh(?) (h=1,2,...) gedefinieerd'zijn, dan is het mogelijk een
vergroting V van N te vinden zo dat fh(V) (h=1,2,...) bestaan

en dat elke in V verwaarloosbare functie ¢(§) en elk ratio-

naal getal v de eigenschap bhezitten dat het produkt rp ;)
verwaarloosbaar in Vo is.

Om dit te bewijzen duiden wij de in het vborgeande
voorbeeld geconstrueerde verzameling V met Vm aan. Dan is
Vi €0 vergroting van V_. De functies ¢(%), die tot min-
stens een der verzamelingen v_)Vgg,;gbehoren, vormen e€en
verz2teling V met d= Ve:langdé elgenschappen. V 1s een neu-
trix, want als een tot V bechorende functie ¢ ;} gelijk 1s
aan een constente, dan behoort @(?) tot minstens één neutrix
Vm’ zo dat de renocemde constente nul is. V is eer vergroting
van Vly dus van N. Indien @(g).verwaarloosbaar in V is, dan
is die functie verwaarloosbaar in minstens een der neutri-

iig

ces V. zogat bij elke lovme van het rationsle getal = het

produkt ro(§) tot 7 dus tot V behoort. Tenslotte,bij iedere
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keuze ven de gehele positieve getal h, bestaat fh(Vh),.dus
ook het daaraan- gelijke getal £,(V). Hieruit blijkt dat V
de gestelde eisen vervult. |

- .Opmerking: Zelfs als een niet-aftelbare verzsmeling van
opdl gedefinieerde functies gegeven is, dan bestsat er een
vergroting V. van N met de eigenschap dat elke tot die verza-
~meling beheorende functie in' V een geneutraliseerde waarde
aanneemt, maar 1in dit algemene existentiebewljs moet het
keuzeaxioma worden toegepast, zodat de redenering niet con-
structief is. '

De wvolgende beschouwingen dienen om de betekenis van de
voorgaande voorbeelden toe te lichten. In de regel treden in
de enalyse, bij de oplossing van een probleem, een of meer
functies op. Dasarbij kunnen twee soorten problemen onder-
scheiden worden, zoals uit het volgende voorbeeld blijkt.

Jerste probleem: Als f(x) voor elke bestaanbare x een
continue bestaanbare functie voorstelt, welke waarde neemt'
dan in het punt x = 41 de bestaanbare functie y(x) aan, die
in de oorsprong de waarde nul bezit en voor elke bestasnba-
re X azn de differentisalvergeli jking

voldoet?

Twecde probleem: Bepaal de genoemde functie y(x) voor

elke bestaanbare x.
Het antwoord is bij het tweede probleem

. X 3
7(x) = ([ £(t) at)”,

O
dug biJ het eerste probleem

1 3
y(1) = <Of £(t) dt)

Voor de beantwoording van het tweede probleem moet de func-
tie f({x) voor elke bestaanbare x gegeven zijn, maar voor de
beantyoording van het szerste probleem behoeven wij niet de
functie f(x) zelf te kennen, doch alleen de constente
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- v : 1
(5) «. - f £(t) at.
o .. 0
In het eerste probleem kunnen wij dus deze constante be-
schouwen als de represcntant van de functie f(x). Die con-
stante treedt in de plasts van de misschien zeer ingeWikkel-
~de functie f(x) op, althans in zoverre dat de kennis van
deze “constante voldoende is voor de oplossing van dit speci-
ale probleem. o
-In het tweede probleem heeft f(x) geen constante represen-
tant, omdat nu eenmacl voor de oplossing van dat probleem
~£(x) wvoor elke bestaanbare x bekend moet zijn. R

Onder een probleem van de eerste soort versta ik een
probleem in wiens oplossing een of meer functies optreden
dle een constante representant hezitfen. In dat geval 1s
het voor de oploscing van het probleemvniet nodig’die func-
ties. zelf te kennen, masr kunhen wij volstaan met de bere-
kening van hun constante representanten. Dit denkbeeld wordt
in de analys= algemeen boegepast, en wel met behulp van ope-
ratoren, zoals grensovergang; differentistie, integratie
(zie bijv. (5)), enz. Maar die operatoren kunnen lang niet
altijd toegepast worden. Het kan gebeuren det de in aanmer-
king komende limiet niet bestaat, dat de functie die voor
differentiatie of integrastie in aanmerking komt,niet diffe-
rentleerbaer of integreerbvsar is, enz. Dat zit hem in het
feii, dat.in de klassicke analyse overal bordjes stsan en
ook moeten gtain:met opschrift "Toegang verboden", maar dat
dwingt orns tot een strerge restrictlie, strenger dan in wer-
keliljkheid nodig ig. lumers uit de in deze paragrasf behan-
delde vecorleelden blijkt dat aan de in de oplossing van een
probleem optredende functies steeds, door middel van ge4‘
schikt gekozen neutrices, geneutraliseerde - dus constante -
wasrden kunnen worcen toegekend, zodat in de neutrixreke-
ning een veci grotere graad van vrijheid heerst dan in de :
klassielze analyse. Matuurlijk moet er nasr gestreefd'wordeh
5at de ingevoerde neutrices Z0 gekozen worden dat elke al-
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dus verkregen geneutraliseerde waarde in het ter oplossing
voorgelegde probleem werkelijk de representant is van de
corresponderende functie. Of een constante werkelljk als
representant van een functie kan fungeren, hangt af van

het gestelde probleem, zodsat de keuze van de geschikte
neutrices afhankelijk is van de aard van het probleem. In

de neutrixrekening voeren wij uitgebreide neutrices in die
voor ultgebreide klassen van pfoblemen'éan de gestelde eisen
 voldoen.

Er is een nauw verband tussen de in deze paragraaf ge-
geven beschouwingen enerzijds enihet geneutraliseerde 1li-
mietbegrip aan de andere kant. Stel het domein #¢ bezit een
niet tot 7 behorend limietpunt o . Stel verder dat N de
verzameling voorstelt gevormd door alle op #¥ gedefinieerde
functies V(;) die tot nul naderen als § op 7¥ tot a nadert.
TIedere in N verwaarloosbare functie V(?) en elk rationaal
getal r heeft de eigenschap dat rv(?) voor %w%a tot nul
nadert en dus verwaarloosbaar in N is, Stel de functies
fq(?), fg(f),,go zijn op 4¢ gedefinieerd en V is een ver-
groting van N met de in voorbeeld 5 gencemde eigenschappen.
Dan bestaan de geneutraliseerde waarden fh(V) (h=1,2,..).

- Beschouw nu een willekeurige op € gedefinieerde functie
g(%) waarvoor g(V) bestaat. In het bijzondere geval dat
g(%) tot een eindige limiet n nadert als § op JT tot « na-
~dert, is

(6) g(V) = N,

wantig(%) - A nadert tot nul, is dus verwaarloosbaar in N,
derhalve zeker in de vergroting V,zodat g(?) in V de ge-
neutraliseerde waarde A bezit.

In het geval dat g(?) niet tot een eindige limiet na-
dert als % op /€ tot « nadert, kunnen wij derhalve g(V) de
gegeneraliseerde limiet van g(?) noemen en wij kunnen schrij-
ven ’ ‘

g%ezl;limo g(“g’) = g(V) ,
maar men ‘moet daarbij bedenken dat de gegeneraliseerde 1i-
miet van de keuze van de neuﬁrix V kan afhangen. Uit voor-
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beeld 5 blijkt dat voor elk der functies fq(f), f2(§),,a,.
deze gegeneraliseerde limiet bestaat. Dit verschijnsel kan,
enigszins onnauwkeurig, geformuleerd worden door te zeggen
dat iedere gegeneraliseerde limiet bestaat, dus dat iedere
functie, in de gegeneraliseerde zin beschouwd, differenti-
eerbaar, integreerbaar is, enz.

Bijvoorbeeld als de neutrix V met domein O<f§ £ 1 ge-
vormd wordt door de functies van de gedaante =+ e(g),
waarin de éoefficienten ¢ willekeurige constanten voor-
stellen en waarin a(;) een willekeurige in het interval
0<% 2 1 gedefinicerde functie voorstelt die voor § -0
tot nul nadert, dan is

gen.lim. cot §v= O?

omdat

S 4, Definitie van geneutraliseerde contourintegralen.

Zij I' een in het complexe vlak of op een Riemann opper-
vliak gelegen continue rectificeerbare kromme met een niet
tot P behorend beginpunt a en een eindpunt b. Voorlopig
doet het er niet toe of het eindpunt al dan niet tot de
kromme behoort. De punten @ en b mogen in het oneindige lig-
gen. Z21j JT een boog van ' met beginpunt a.

Indien de functies fh(z) ( h=12,..) op I' gedefinieerd en
voor elk op J¥ gelegen punt ? integreerbaar langs [' ven §
nasr b zljn, dan is het volgens voorbeeld 5 mogelijk een
neutrix N met domein ¢ en veranderlijke § te vinden zoda-
nig dat de functie

b
(7) Jf fh(z) dz (h=1,2,...)

f

voor ¥ = N een geneutraliseerde wasrde J’h aanneemt en dat
N. iedere op /U gedefinieerde functie van § bevat die tot
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nul nadert als ¥ op #¥ tot a nadert. Om dat in te zien,
vervangen wij: in het genoemde voorbeeld de neutrix N door
‘de verzameling gevormd door de op 7% gedefinieerde functies
.van. § die voor §—a tot nul naderen.

. «=3yDe hierboven geconstrueerde neutrix N heeft de eigen-
schap dat

b
N[ £,(2) az =4, (h="1,2,....)

is en dat voor iedere langs I' van a naar b integreerbare
functie g(z) de betrekking

b b
[ g(z) az = [ g(2) az
N a
geldt, omdat
b b
Joe(z) az - [ g(z) az
? a

voor %mﬁ'a tot nul nadert en dus verwaarloosbaar in N is.
Dit heeft tengevolge dat de klassieke integresalrekening een
bijzonder geval is van de geneutraliseerde integraalreké-
ning die met behulp van deze neutrix kan worden opgebouwd.

In het bovenstaande hebben wij geneutraliseerde inte-
gralen ingevoerd wasrvan de ondergrens een neutrix is. Na-
tuurlijk kunnen wij op overeenkomstige manier integralen
invoeren wearvan de bovengrens een neutrix is. Dasartoe be-
schouwen wij een 1n het complexe vlak of op een Riemann
oppervlak gelegen continue rectificeerbare kromme ' met een
niet tot I' behorend eindpunt b en een beginpunt a. Zij 7
een boog ven [ met eindpunt b. Indien de functies fh(z)
(h= ,2,...) op I gedefinieerd en voor elk opd¢€ gelegen
punt integreérbaar langs " van a naar 7 zijn, dan voeren
wij met behulp van voorbeeld 5 een neutrix M met domein 27T
en veranderlijke % in zodanig dat

7

‘ fﬂ £.(z) dz (h=1,2,....)
a

in'Wﬁ= M een geneutraliseerde waarde fgﬂ aenneemt en dat
M iedere op #* gedefinieerde functie van 7 bevat die tot
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nul nadert als % opd7C tot b nadert. Dan is

M L
J ot(z)az =74, ~ (h=1,2,....)
a ' s

_en iedere langs I' van a naar b integreerbare functie.
g(z) voldoet aan de betrekking

M b
J e(z) az = [ g(z) az
a a

Tenslotte kunnen wij cbntourintegralen lnvoeren waar-
van beide grenzen neutrices zijn. Indien een kromme ' met
beginpunt a en eindpunt b een punt p bevat, zodanig dat de

integralen
P M
J f(z)az en J £ (z)dz
V N ; P
- beide bestaan, dan duiden wij hun som met
N

" asn. Merk daarbij op dat deze som onafhankelijk is van de
keuze van het punt p en dat de volgorde der neutrices N en M,
‘waarvan in § 2 gesproken is, geen invloed op de som heeft,
 zodat het niet nodig is om in de notstie een dezer neutri-
‘ces van een accent te voorzilen. Als (8) pestaat, dan heet
f(z) integreerbasr langs I' ven N naar M. |
Bovenstaande theorie steunt op voorbeeld 5, maar in de
‘praktijk gaan wij juist andersom te werk. Dasar gaan wij ult
van ultgebreide neutrices N en M en beschouwen den vervolgens
,;de functies diejlangs de gegeven integratieweg integreer-
 baar zijn van N naar M. Voorbeelden van dergelijke uitge-
Jbrgide neutrices vindt de lezer in de volgende voordracht
gewijd aan Hadamard néutrices die van een drager voorzien

zilJjn.
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§ 5. Isomorphe neutrices.,

Beschouw twee neutrices N en M, resp. met domein J¢
en 77T en met onafhankelijk veranderlijken ¥ en % . Die
twee neutrices heten isomorph, als het mogelijk is fTussen
de elementen § van ¥ en de elementen vand7¢ een (1,1)
verwantschap
(9) 5 =9lq)s 7 = 1(§)
te leggen, zodanig dat iedere in N verwaarloosbare func-
tie V(;) de eigenschap bezit dat »(g(%)) een in M ver-
waarloosbare functie van % voorstelt, terwijl bovendien
iedere in M verwaarloosbare functie ,w(q) de eigenschap
bezit dat /M(X(;)) een in N verwaarloosbare functie van
; voorstelt. _ |

Voorbeeld 6: Stel 2¥ end?¢ zijn twee verzamelingen
zodanig dat het mogelijk is een (1, 1) verwsntschap (9) te

vinden tussen de elementen % van 2¢¥ en de elementen » van

772¢ . Zij N een neutrix met domein /¢ . Z2ij M een verza-

meling van functies gedefinieerd opd7¢ zodanig dat iedere

in N verwaarlcosbare functie V(?) de eigenschap bezit dat

v (p(%)) een tot M behorende functie van v voorstelt en

dat iedere tot M behorende functie m(w) de eigenschap bezit

dat/u(x(g)) verwaarloosbaar in N is. Dan is M een neutrix,

dus een met N isomorphe neutrix.

Om te bewijzen dat M een additie&e groep is, beschou-
wen wij twee willekeurige tot die veréameling behorende
functies u(#n) en ,Mﬁ@z)o Dan zijn>volgens veronderstelling
,w(x(?}) en /m%(z(g)) verwaarloosbaér in de neutrix N,
waaruit blijkt dat ook de som en het verschil van die twee
functies verwaarloosbaar in N zijn. Volgens veronderstel-
ling behoren dan w(n) + u*(n) en u(n) - w*(q) tot M, zodat
M een additieve groep is.

Tenslotte moeten wij nog eantonen: indien een tot M
behorende functie u(n) gelijk is aan een constante ) , dan
is /= 0.

Dit is evident, want dan is de in N verwaarloosbare func-
tie‘ﬂ(%(§)) voor elk element ? van ¢ gelijk aan J , zo-
dat /= 0 is.



(1)

(2)

IIT, Hadamardneutrices met een drager

8§ 1. Het oneindige deel ven een integrasl.

De meutrices wasraan deze voordracht is gewijd zijn ge-

‘noemd nasr de Franse wiskundige die in zijn onderzoekingen
“over het Cauchyprobleem in de theorie der pértiéle differen-

tlaalvergellgklngen aan zekere dlvefgente 1ntegralen een on-
dubbelzlnnlg bepealde eindige waafde toekent welke hlJ het
"eindige deel" van de’ 1ntegraal noemt .

‘Beschouw bijvoorbeeld de integraal

c 5"128- c S"/I s S voor s # Oj

2
cf' xsuqu =
§

hierin is % > 0; s is een gegeven bestaanbaar getal en de

¢ log 2 - ¢ log ? voor s = 03

coéfficiénten ¢ stellen willekeurige complexe getallen voor,
In het geval ¢ # O convergeert
- 2

c j‘ xs_qldxb

O

4; dan en alleen dan als 8 » O, In het geval s < O groeit -

s ?S voor § -+ O onbegrensd asn, terwijl eveneens -log §
onbegfensd aangroelt In het geval s < 0; ¢ # O noemt Hada-
mard de term c s “128 pet eindige, de. term -c . ;'S het on-
eindige deel van de integraal. In het geval =0, ¢ # O heten
c log 2 en -c 1og-% het eindige, resp. het oneindige deel
van de 1ncegraal ‘

Hadamard verwasrloost overal de onelndlge delen. In andere
woorden: in het geval s & O kent hij asn (2) de wasrde toe die

gelijk 1s aan het eindige deel van de integrsal. Dat betekent
-1,8 '

“dat (2) in het geval s< O de waarde cs 2,? in het_gevﬁ;ﬁ
‘s = 0 de waarde c log 2 krijgt. B |

Dat in de door Hadamard behandelde gevallen de ver-
wacrlozing van de oneindige delen noolt tol een tegenspraak
kan voeren, is z6 duldelijk dat dle verwasrlozing daar geen
rechtvaardiging behoeft. In de door ons bebandeldeg trouwens
veel ingewikkelder gevallen, beroepen wij ons op het volgen-
de feit: indien s # 0 en cs”q‘;S in een interVal?O< < B

gelijk is aan een van ¥ onafhankelle getal jf dan 1sJ’O
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Indieng,log“}'in-o < g<,3 gelijk -is aan een constante J ,
dan ﬂsj’eveneens‘gelijk aan nul. Dus de functies die voor

s # O de gedaente cs™ f 8 voor s = O de gedaante c log 5
bezitten, waarin de coefficienten ¢ willekeurige complexe
getallen voorstellen, vormen een neutrix H. Volgens de in

:é 1 van voordracht II gemaakte afspraak mogen wij die func-
ties in het rechterlid van (1) verwaarlozen, als wij dan maar
in het linkerlid de letter f vervangen door H. Aldus vinden
wlij voor elke bestaanbare s '

2 c
c f xs_ﬂ dx =
H ¢ log 2 voor & = O,

S—ﬂ o voor 8 # O

Het feit dat de door Hadamard verwaarloosde delen
steeds in absolute waarde onbegrensd aangroeien is niet het
karakteristieke kenmerk van het genoemde verschijnsel.
Trouwens voor positieve s zijn het juist de tot nul naderen-.
de termen die verwaarloosd worden, maar dat wekt geen ver-
wondering omdat dat in de klassieke analyse te doen gebrui~ 
kelijk is. Maar bovenstaande redenering blijft gelden voor
willekeurige complexe s, godat wij bijvoorbeeld vinden

2

j %10 1=, _ T% i (cos 10 log 2 + i sin 10 log 2).
H : '

In dit geval heeft de verwaarloosde term

q%— i (cos 10 log % + i sin 10 log 3,)

"~ de constante modulus %—-, zodat hier de uitdrukking "on-

eindig deel" niet op haar plaats is.
Generalisatie van het denkbeeld van Hadamard voert tot
een meer algemene neutrix, die i1k in de volgende paragraaf ga

invoeren.

§ 2. De Hadamardneutrix Ha‘
Zij B een in het complexe vlak of op een Riemann op-

Dervlgk:gelegen puntverzameling met een in het eindige gele-

gen en niet tot 5  behorend limietpunt a, met de eigenschap

.

PR
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dat een punt ? op o op zodanige wijze continu fbtAavkan
naderen dat arg(§- a) tot'eeh eindige limiet nadert. Ik zeg
dat:.een functie u f) opﬁ? een Hadamard ontwikkeling naar
machten: van §'~ a bezit als ze opﬁ? gedeflnleerd is en voor

‘de in deomgeving vanh a opj? gelegen punten.% een asymp-

totische ontwikkeling bezit ‘van de gedaante

-§:o~x k% kh

u ws )4 - a lo ¥ - a
()= 2 f, (§-2) "10e P(5- e,
waarinsxh,vrh en k, -
Re Ve voor h-+o0 en waarin verder kh geheel = 0 is.

Formule (3) betekent dat er bij elk van ¥ onafhankelijk be-
staanbaar getal g een van } onafhankelijk geheel getal

onafhankelijk van ¥ zijn, wasrin

m £ 0 bestaat met de eigenschap dat bij elk van § onaf-
hankelijk geheel getal m 2 m; twee van § onafhankelijke po-
sitieve getallen.cm en Em gevonden kunnen worden zodanig
dat_elk op,@ gelegen punt f met )? - a{< Em de ongelijkheid

- m-7 4 k - ' ‘ Jq
o h h
‘“(””3;0 Yy (5-28) "7 log " (§5-2)<c |%-al
vervult. Het accent in formile (3) asn het somteken toege -
voegd geeft. te kennen dat wi] hier met een asymptotische
reeks te maken hebben die dus volstrekt niet behoeft te con-

vergeren.
Indien in de ontwikkeling (3) geen enkele term met

YL = kh = O voorkomt, dan spreken wij van een Hadamardont-
wikkeling zonder cqnstante term. De getallen‘wh worden .de
exponenten in de Hadamardontwikkeling genocemd. Die benaming
gebruiken wij niet voor de getallen kh”

Beschouw alle op R gedefinieerde functies »(%),-die
voor de in de omgeving van 2 op,ﬁ’ gelegen punten E geschre-
ven kunnen worden als een som u(?) + ﬁ(%),wwgarin u(%)
op # een Hadamardontwikkeling naar machten van ¥ - a zon-
der constante term bezit en waarinvs(%)_tot nul nadert als
¥ op B tot a nadert. |

° Wij zullen z.0 dadell jk bew1Jzen dat deze functies -
V(F) een neutrix vormen met domein /2 en veranderlijke ? .
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Deze neutrix heet. de Hadamerdneutrix -H en het punt

a-wordt de drager van de neutrix genoemd .

N Indlen in. een redenering twee Hadamard neutrices voor-
; komen met dezelfde drager a, maar met verschillende do-
meinen of mef verschlllende veranderlijken, dan zijn die
'twee neutrlces niet dezelfden, zodat ze in de notatie
onderschelden moeten worden, leV door de aanw1321ngen

H en H*

a a o U g S
Opmerking: Het is duidelijk, waarom wij de voorwaarde

ingevoerd hebben dat de Hadamard ontwikkelingen van de
functies u(?) geen constante term ¢ # O mogen bevatten,
~want anders. zou de klasse gevormd door de genoemde functies
v(?) de functie bevatten die identiek gelijk is asn ¢, zo-
dafg dle klasse zeker geen neutrix zijn zou.

‘ Misschien maakt de lezer de opmerking dat de defini-
4t1e van de neutrix H onnodig ingewikkeld is. Indien wij in
1 (4) .q > 0 kiezen, dan nadert het verschil tussen u ?) en
%:1 tot nul als § op £ tot a nadert, zodat dit verschil
?node term £ ?) kan worden opgenomen Hetgeen betekent dat
in de deflnltle van H de voorwaarde, dat u(f) op B een
Hadamardontwikkeling - naar machten van % - a zonder constan-
te term bezif, vervangen kan worden door de eenvoudiger
W}éqnditie dat-g(f) geschreven kan worden als een eindige som

m-1 ’ Kk

;2: )29 (k _,a)y hlog h (%»_'8)

 zonder constante term Toch heb ik bovenstaande deflnltle
fgekozen omdat d1e in de toepa351ngen eenvoudlger blijkt te
"21Jn ' oo _ T
Uit het bovenstaande volgt dat elke in H, verwaarloos—
L>bare functle geschreven kan worden 1n de. vorm

h h
_ . Lt~ a) “log: : ~a) +
_2;5‘ Ly {§-2) "log = (}§ a) ?), o
'waarin a(;) tot nul nadert als [ opﬁ@ tot a nadert.

Dit heeft tpwgevolge dat bij elke in H .verwaarloosbare .
functle V(f) een van g onafhankellgk p081t1ef getal g ge-
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vonden kan worden zodanig dat ( ?-—a)q y(}) tot nul nadert,

als §5Qp45‘ tot a- nadert, Immers. ieder positief getal g dat

ngﬁ??,i$;d§Q;fRe:th:VOQT h =20, 1,..., m-1 bezit de ge-
noemde eigenschap.

- De voorwaarde_dat.§ opJ5 op zodanige wijze continu tot
a_kan naderen dat .arg (? ~-a) tot een eindige limiet nadert,

mag worden vervangen door de zwalkkere conditie dat £ een rij

tot.a . naderende punten ‘?' §1juan bevat met de elgen-
schap dat b1j" onbegrensd aongroelende n arg(; a) tot een
iy ?n+1 -8 |
elndlge limiet en —wp tot 1 nadert,

, _ - SR T LIk e

- Het is niet voldoende dat £ een rij tdt a naderende

punten %o’ §4j¢;‘-bevat met de eiQenschap‘daﬁ;arg(%,ﬁ~a)
voor nw—ite tot een’eindige limiet nadert. Immérs‘alsdﬁ--de
rij der punten 1, p~1, p”gﬁ‘un met limietpunt a = O voor-

v 'stelt, waarin p > 1, dan is de functie -

devlalve gel jk is acn nul

:door een:a1elnef gehee; getal

2wl
log p :
punt § van® gelijk asn 1 en behoort dus zeker. niet tot een

voor elk

nevtrix met domein £ . 3, .
Het bewigs dat de klasse gevormd door de gencemde func-
ties ¥(J) een neutrix is verloopt als volgt. Die klssse is

een additieve groep, zodat wij alléen behoeven te bewijzen:

indien
-1 ooy k R ‘ )
;ﬁ;o by (5 -2) " log (5 -a) ¢ oe(y) =/

is, wa“rjn./’onafhankel*jk‘is van § , dan is J'=

Wij mogen sannemen det in iledere term Re yfh 2 0 is, omdat

de eventuele Lermen met Re v.,>0 in de term a(? kunnen

[ “worden opgenotien. Ik zaI'aahtonex dat ‘de som %f? 1dentLek
R ‘ ' e ' h=1 " '
nul 1s. D © 15 voldoende voor hei bewiys, omdat dan de con-

stante d gelijk us san e tot nul naderende funchie e (%),

i o
In het bewijys dat 2:5 = 0 is, mogen wij veronderstellen

_dau m 3,j Ls en dat het ‘bewijs :reeds geleverd is als m

>

- 0 vervangen wordt.

_Bovendleq mogen wij .aannemen dat de- som %L. niet twee

h=0
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.m2 getnllen
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termen met hetzelfde getal ¥y, &0 hetzelfde getal kh be~

- vat, omdat twee zodanige termen kunnen worden samenge-

voegd .

Laat ik eerst het geval behandelen dat in de som
= iedere exponent: zuiver imaginair is en dat k, =0
3 iedere pon ¥ h g | n

- 1=0
"is, Stel ¥y = ip - Beschouw een rij opp tot a naderen-

de punten ; P ?1,5?0, zodanig dat bij onbegrensd aan-

groeiende n arg(% - a) tot een eindige limiet A en ver-
. a , :
der “f?a tot 1 nadert. Dan is het mogelijk bij elk

positieflgetal p twee tot de rij ? % 45 .. behorende en
tot a naderende punten ? en g* te vinden zodanlg dat
1 ? - a} tot p nadert. Indien l § ml = }% oe[

- a
arg( % - a) =0 en arg(? -a) =¢° gesteld wordt,dan volgt
ult (5) dat de betrekklng

e e T T Lo

geldt; hierin stelt 0(1) een tot nul naderende functie voor.

Uit ¢*w+-K en r* - r~ -log p volgt dus voor elke bestaan-

bare p
m- ip, log p -ig, v - @A
ST e D 1, e P b=y o().
h=0 b ‘
m=-1
Volgens veronderstelling bevat de som E: niet twee

termen met dezelfde vy, en dezelfde k EvenRiIy bevat die

som een constante term. Omdat alle ge?allen K, (02 hE m-1)
in dit geval nul zijn, zijn dus de m getallen ﬁkl(oéhim—ﬂ)
verschillend én s O, Wij kunnen dus aan het bestaanbare ge-
tal p m waarden p, (1=0,1,...,m=1) geven zodanig dat de

ipg.log nj S .
c P98 D1 gen determinant # O vormen. Uit

(6) volgt dan dat elk van de m getallen A e P tot een
eindige limiet <fh nadert, als het tot de "13 ?O, 5 YRR
behorende punt ? tot a nadert. Wij hebben hierboven gezien
.. behorende punten § en ?*

dat twee tot de rij § , ¥
o

5

Pn

4
op zodanige wijze tot a kunnen naderen dat ¥ - T et
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In dat geval nadert dus

R 2 o R B
' ciprt -ipr -l
%he _ ——[he
‘ot f,, en eveneens tot -/, . Hlerulthglgt J = 0, dus
Xy =0 (0 £ n 2 m-1), zodat de som g{g inderdaad iden-

tiek nul is. ,
Laten wij tenslotte het overblijvende geval behande-
len. Stel

jny
i

=
t

-~

Omdat Re w £ 0, is o 2 0. Indien « = 0 is, dan is iedere
Rejyh gelijk aan nul en dus minstens een der getallen kh
positief, omdat het geval Re y, = 0; k=0 (0O £ h & m-9)
bierboven reeds behandeld is. Dus als ¢ = 0 is, dan 1is

k &1
o "y |
Splits de som 7. in twee deelsommerlz% en ¥,, waarin X,
e 1 :

de bijdrage i1s der termen met Re‘x,vh =6 kh = k en waarin
2:2 dus de bijdrage der overige termen is. In elke term
van de som Zf2 is of wel Rey > ¢ of wel Re y, =63

ke, >k, zodat iedere term van deze som O |§ -al” logt [§ -2
is. Gok de constante f is o}y - a}@ 1ogh | 5 - a§, omdat of
wel ¢ < C of wel ¢ =0; k =21, Uit (5) volgt dus

L mcly- el ae [y- ).

Als in iedere term van de som }_, Wy, = &+ AT

en bovendien }%— a} = e 1q;'arg-( ? - 3) = ¢ gesteld wordt,

dan gaat deze formule over in

. T k:
ZQX’h e~ €T 1T, T 4 (& + Lbh)fp (-r+ 1) h _

=0 g%—alg 1ogk |

en dus, wegens @ —» A



(7)

it r 4+ (& + 17T
h b ‘ h
Z; Xh € =0 (1),
Hier ontmoeten wij opnieuw het hierboven reeds behan-
delde geval, waarin V’h door het zulver imaginaire getal

1T, en wasrin de getallen k _ door nul vervangen zijn;

h
hierbilj is zelfs in zoverre nog de vereenvoudiging op te

merken dat de constante J bovendien door nul vervangen is.
Wij hebben hierboven gezien dat uit (7) volgt dat alle in

de som Z%'voorkomende factor n Xh gelijk aan nul zijn,

-zodat 2:1 identiek nul is. Uit (5) blijkt dan dat

k
Yy, (5 -a) it log D (5 -a) + e(§) =/,

4

2:2
waarin de som 2:2 minder dan m termen bevat. Volgens de
inductieveronderstelling is dan de som 2:2 identiek nul,

_waarmede het bewijs geleverd is.

Voorbeeld 1: Indien twee verschillende punten a en b ver-

complexe s

bbnden worden door een continue rectificeerbare kromme [*

die in het punt & een raaklijn bezifg en’die het punt a niet

bevat, dan is voor ieder geheel getal k 2 0 en voor elke

(k+q)~1logk+1(b~a) voor s = O

b

[ (z-a)®" 108" (2-2) az ={

H | (-2)k (b-a)®
‘ a8

a S _ voor 8 # O

- De becocling 1s dat het domein van H, gevormd wordt
doorr een boog van ' met “eginpunt a. ' '
~ Het bewijs is als volgt. 7oor elk punt § op T' is
b
ﬁf (zua)—/‘logk (z-2) dz = (1«:+’l)“/l ZLogkjL_,I (b-2) +
? ., .

(k)T 10K (5 -a),

waarbij de laatste term verwsarloosbasr in H_ is, hetgeen

de bewering veoor s = O geeft. Voor s # O is
b \S 3 S
f (z-2)5"1 gz = {bz2d” _ (f-2)”

? S S
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dus

b
S (00" 108K (sa) s = (2o (2220 (2 gk (o)

éc b,
waarin de lastste term gelijk is aan
, :k . | b
- g;o () { G 5 -e)® 10 " (5 -a)

en dus wegens s # O verwaarloosbaar in Ha is. Dit geeft de
bewering voor s # O. '

Formule (8) geeft voor s # O en voor elk geheel getal m £ O
de gencegeli jke betrekking

b
(11) /‘ _(&gg)m (z—a)s"1 logk (z-a) dz = ' .
S |
a
b
- (2" [ (2" 106 (2-0) as,
-

‘want het linkerlid is gelijk aan

b : .
-1 - 3 -a)®
H/ (2-2)°7" 10g T (z-a)az ()" {22l
a
b
9 \m
=( Ds) .y[ (z—a)s_q 1ogk (z-a) dz.

Ha ’ |

Dit is alvaest een eenvoudige rekenregel geldig bilj ge-~
brulk van de neutrix Haf Afgezien van het trivisle geval
m=0 geldt Fformule (11) niet in het punt s=0 , omdat de in
het rechterlid voorkomende integraal blijkens (8) een dis-
continue functie van 8 in s=0 voorstelt. ,

Zoals reeds herhealde malen opgemerkt is, worden aan
een goede neutrix bepaalde eisen gesteld betreffende het
principe van analytische voortzetting. Aan dit principe
zullen hierna, in het bijzonder in 84 enige beéchouﬁingen
qorden gewljd, maar hier beperk i1k mij tot de volgende op-
merking. In het halfvlak Re s> C stelt
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b 8
5/ (z-a)®"~ 4log (z-a) dz = ( ;S)k (bga)
R k .
=) T {( 2% 2 110" (b-2)

h=0 L ,
een analytische functie van s voor, die in het gehele
s-vlak, de oorsprong uitgezonderd, analytlsch kan worden
voortgezet,'De neutrix H voldoet aan de eis dat het lin-
kerlid van (8) voor elke complexe s, de oorsprong uitge-
idnderdj die analytische functie voorstelt. Die functie
bezit in de oorsprong een (k+1)-voudige pool, mear toch
neemt het linkerlid van (8) in dat punt een eindige waarde
aan. Trouwens alle geneutraliseerde uitdrukkingen nemen
uitsluitend eindige waarden aan. : ;
Voorbeeld 2: Stel twee verschillende punten a en b worden

verbonden door een continue rectificeerbare kromme ' die

in het punt a een raakliijn bezit en die het punt @ niet be-

vat. 2ii J> een boog van ' met beginpunt a. Indien u(z)

op I' gedefinieerd en langs [' integreerbaar is van elk punt

§ ven > naar b_en indien u(%) op  een Hadsmardontwik-

keling naar machten van ? - a be21t dan -bestaat de ge-

neutrallseerde 1ntegraa1

Om dit te bewijzen kiezen wij in formule (4) g > O
en stellen wi]j

m-1 v K '
= 0§ ) Do " (5 -2) v (),

zodat r(?) tot nul nadert als ¥ op fp tot & nadert. Om-
dat r(z) langs ' ven elk punt § van J naar b integreer-
baar is, is dus r(z) langs [' van' a naar b integreerbaar,

zodat ,
b b

j:' r(z) dz = »[ r(z) dz
a

Ha
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en dus - e . ,
e P L
: J( u{z) dz = Z:'XP1 (z-a) “log (z-a) dz +
H h=0 " g
a a

+fbr(zﬁz.
a

8 3. Over het verband tussen convergente en asymptotisch
' convergente reeksen,

Uit het voorgaande voorbeeld blijkt het bestaan van
de geneutraliseerde integraal
- b
_/' u(z) dz,
' :18 de integraal een Hadamardontwikkeling naar machten
van z-a bezit. Bijvoorbeeld, indien b positief is en
. 20 -~ S
u(x) = x7° .[ 72:555 dt ( 0¢e x £1b),
o B L
waariﬁ s een willekeurig complex getal voorstelt, dan be-
staat de geneutraliseerde integraal
b
y[ u(x) dx,
. . o
omdat u(x) voor de in de omgeving van de oorsprong gele-
gen positieve x de Hadamardontwikkeling

naar machten van x bezit. Hieruit blijkt dat het niet no-
dig is dat de integrand u(z) voor de in de omgeving van
a op de integretieweg gdegen punten z een convergente
ontwikkeling van de gedaante:

oo ; '

— A4 k

cu(z) = L %y (z-2) % log ? (z-2)
h=0



bezit, waarin %h? vy, en kh onafhankeli jk van z zijn,
waarin Re\y,~wcw voor h-»ua en waarin de geuallen kh
geheel - 20 zijn. -

Goed, zal de lezer opmerken, al moge dan de voor-
waarde van convergentie niet hodig zijn, voldoende is ze
toch zeker, want uit de voorwaarde dat RE'Wh voor I~ oo
onbegrensd aangroeit, volgt dat de termen voor de in de
omgeving van a gelegen punten z in absolute waarde zeer
snel afnemen als h aangroeit, zodat, als van de con-
vergente feeks genoeg termen genomen worden, de rest-
term in absolute waarde zZeer klein is voor de op de inte-

. gratieweg in de omgeving van a gelegen punten z. Hoe
vreemd het ook klinkenvmoge, dit is niet steeds het geval,
zelfs niet bij reeksen van een eenvoudige gedaahte, La-
ten wij het eenvoudige geval behandelen dat a=0; 0< b <1;

Yy = h; kh = h2; %o = 0 1s en dat de integratieweg door
het intervael O<x % b gevormd wordt. Dan is

2 . T
Z/(hx 1og; x (0O<x % b)

Wij zullen bewigzen dat de coefficienten X 26 gekozen
kunnen worden, dat iedere term van deze convergente reeks
positief is, dat de som u(x) in het interval O<x % b
continu is en dat toch u(x) niet integreerbsar is van

HO naar b.

Tk definieeg *n (h =1, 2,...) door de voorwaarde

5

dat Xk]xh log b % in het punt hg
- h+V log h
X = X, =
h
de wasrde —-— x,_ ~V1og h aanneemt. Dan is (—)h' %, > 0,
h2 h h

zodat iedere term in de beschouwde reeks positief is.
Bij gegeven positief geheel getal h stelt

o onh+Vieg h ., n?

%klx log X

een positieve functie van x voor, die haar grootste waar-:
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de_aanneemt in het punt x bepaald door

S I 2
h+ V log h =-—-b——1——-,
S - log——
X

dus in het punt x = Xy - Deze maximale waarde is

1 -Viog n " Vieg h _ 1
o %p « Ay = To oy
h h
zodat .. -
L
- V

h .
 De reeks die u(x) voorstelt heeft dus de majorante

%2—4 12_ - Yiog h
BE=1 h :

die voor O<x £ b conver eert, omdat voor voldoend grote
. . - Viog h % v .
~h de ongelijkheid x <.h® geldt. De functie u(x)
- is dus continu in het interval O<x £ b.

Om aan te tonen dat u(x) toch niet integreerbaar is

van HO naar b, stel ik

_ 1
Eh = = 5 log Xy dus Eh > 0,
2h e
In het interval Xy £ x £ x, € hys
- log x £ - log x, - & = (-log x,) (1 - A
o TP nT g Xy —5=)
. 2h
- dus o
h? log (- log x) - n? log (- log x,) & h? log (1 - 51~)élog
o . _ h’: 2h2
- omdat. 4 : y ; ,
2 o .
T A A G e
- 2h2 2h2 3 2h2 2
een monotone functie ven h is. Aldus vinden wi]
 *1h2 h2 s : o
(=) log X _ . h" (log(-log x)-log(-log x,)s _logd_ 1
2 5 =€ he e =2 5

(_)h log Xh
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2 2
h h h h L - Vilog h
bpx log’ x z L Xflxh log' x = —5— X & n
2h e
Voor iedere gehele p031t1eve h waarvoor X, € h < b is,
is dus ‘ _ &
b o
Xh J[ h log x dx X jf h,logh x dx
“h
> 8h T - log h ®h 1 - log h
& ~—§-(e - 1) %, , > 5 Xy
2h 2h
Omdat 195—- A8 M oor heses tot nul naderen, is
log Xy log Xy
. %og ho iog h ,
L og X og X C~.
h2 Xy h | v h» '> X 5

waarin c een geschikt gekozen van h ¢nafhanke1ijk gétal
voorstelt, zodat voor ¥ = Xy de ongelijkheid

Doy p? . ¢ -V 1log n

xk).f X log x dx > %?

geldt. Hieruit volgt dat het linkerlid niet in % = Hoeen

geneutraliseerde wacrde aanneemt, want anders zou die
functie, afgezien van een in HO verwaarloosbare functie,
gelijk zijn san een constante en dus, volgens de in de voor-
gaande paragreafl gemaakte opmerking, hoogstens dezelfde:
orde van grootte bezitten als E"qj wacrin q een geschikt
gekozen van Z onafhankelijk positief getal voorstelt, het-
geen in strijd is met bovenstaande ongeli jkheid. Dit vol-
tooit het bewijs.

Dit resultsat wijst er op dat in de theorie van de
Hadamardneutrices niet het begrip van gewone convergentie,
doch dat van aSymptotische cénvergentie het meest ge-
schikte instrument is. Van meer belang is het dat het re-
sultaat ons waarschuwt tegen een voor de hand liggende
fout. Als een functie een convergente reeksontwikkeling



bezit die tevens asymptotlsch convergeert is dan die

~ fuhctie asymptotlsch gellgk asn de asymptotlsche som van

- de reeks° Reeds bij reeksen. van eenvoudige gedasante blijkt
 dat nlet alclgd het geval te zijn, zelfs niet bij uni-
form convergentevreeksen met uitsluitend positieve ter-
mén Laten wij Dbijvoorbeeld de reeks (13) beschouwen, 5
wasrin wij de coefficient ;zh zo kiezen dat X xh,logh X
"in het punt x = e -h de waarde ~§~ aanneemt. Dan 1s iedere
term in de reeks positief en nQemt bilj gegeven rangnum-
mer h zijn grootste waarde aan voor x = e , dus

fp E 1Ogh2’<é“‘;"‘f
h o ,
zodat de beschouwde reeks uniform convergeert.
. Bovendien geldt voor x = e™ wasrin m een willekeurig
“‘geheel‘positief getal voorstelt, de ongelijkheid -
— ,2’ - g

A 2 . e
o L e .
z: %kth 1ogh x*s-xﬁlx 1ogm X = -5 = vk
h=m ’ ) m ( log '}E’)

Hieruit volgt dat u(x) niet voor kleine positieve x
asymptqgisch zgelljk isQaan de asymptotische som van dg
reeks E:" P z0 1ogh_x3 want in dat geval zou het moge-
1ijk zbgn le elk van f onafhankellgk geheel‘p081tlef ge- -
tal m een van ? onafhankellgk getal q_ te vinden dat voor
m - onbegrensd aangroelt, met de elgenschap dat

2 ‘ m
2: K x 10! x - u(x > ’{h xB logn'x
S . - h=m '
voor kleine pOQlELPVG % hoogstens dezelfde orde van groot-

m _
te bezit aits x 5 dit zou 1mplloeren’dau ——~——¢—2 hoog—
g

stens dezelfde orde van grootte zou bezitten alé X m, het -
geen niet zo is. | '

Aan het hier gesignaleerde phenomeen dat tot een niet
steeds in acht genomen voorzichtigheid dient te manen, heb
ik een: 8rt1kelt3e gerJd dat verschlJnen zal in het aan

G. Polya opgeafagen gedenkschrlfc

&

Dat het in het hierboven beschouwde voorbeeld spask



(ak)
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kh , :
= h voor h—+ew onbe-

1gop§ z1i% hem‘ln heﬁ feit dgt ,ﬁEWF;. R

- grensd aa@ngroeit. In de theorie van de Hadamard neutrices

kunnen wij de asymptotische conditie vervangen door de

‘niet-asymptotische voorwaarde (12), als wij dan maar aan
. de-getallen k

~de supplementaire voorwaarde opleggenﬂdat

- h
K . o : . _
EE%F* voor grote gehele positieve h begrensd is, dus dat
n 2 < ‘
O—kh—CReV’h’

waarin ¢ een geschikt gekozen van n onafhankell jk posi-
tief getal voorstelt. De juistheid van deze ultspraak
blijkt uit het volgende.

Stelling: Indien arg ( ? -a) op B begrensd is, indien
Re'yh-y«>'voor h-—~o en indien voor iedere voldoend
grote gehele h de ongelijkheden (14) en

W ‘ 15

B + B < arg ‘\}l‘h<~é-— -

gelden, waarin ¢ en & van h onafhankelijke positieve getal-
len voorstellen, dan is voor de in de omgeving van a op
f - gelegen punten § '

=1 t4 k. oo 4 k
o Ln (5 -a) T log Jn('?.-a)m > Y (% -8) “log Q(? -a),
n=0 ' ' n=0 ’

asngenomen dat de laatste reeks absoluut convergeert in
minstens één punt § # a + 1 van p

In het hier volgende bewijs stellen cq Cp €n g
geschikt gekozen van ? onafhankeli jke positieve getallen

voor. Eenvoudigheidshalve duid ik (% —a)_q met w aan, zo-

dat ku)‘ww%tw als ? tot a nadert. Omdat arg(? -a)= -arg w
begrensd is, is .
llog uﬂ =3 1og]a>§+ cq

Voor voldoend grote gehele n is dus

o L i
“)l = (log |w]| + Cﬂ) n é (1og193&'+ 01)0 € ¥u



o Yoy e ytox ]l + (mew) T, *

~(Re y,) (log|w] -~ c,)
= @ R

dear arg w begrensd en |Im v _ | £ (cot &) Re y  is. Der-

halve is
T VL Ky } ~(Re ¥ )(logjw| -c log(log|w| + c )-c,)

Indien % een punt +# a+1 van  voorstelt, waar de in het
rechterlid van (15) genoemde reeks absoluut convergeert,

‘dan is N
¥ k. -c, Re v
| (9 -2) ®10g ™ (n-a)] Ze 3 n,
dus - '
-y k -(Re v_)(loglw]| -c log(loglw|+g)-c,~c,)
l Jo @ ,nlog.n‘” j= e. . Zn _} | el >

| -y, Ky
. | Zo (7 -5 " Maoe " (-]
Elk'§pld0énd groot geheel positief getal h heeft dus de

eigénschap dat deze ongeliljkheid geldt voor iedere gehele
n = h, dus

\ Z; %11‘“'
n=h

oo _ ~V, K :
PRVECORC NI
Mo ’ ’

_\}f n k

1ogvn

w]

(4

- (Re wo)(loglul-c bylglol +e)-¢-c,)

Mg

De som is een van w , dus van ? onafhankeli jk

R 0.
eindig getal. Voor voldoend grote jwi is

1 v !

z log |w]| - ¢ log(log wu\ + cq) p = 3> 0

en bij elk vast bestaanbsar getal ¢ 1s het mogelljk een

3
I

- C

vast positief geheel getal h te vinden zodanig dat
Re v Z 2q voor n = h. ‘
In dat geval is het in (16) genoemde maximum

S

¢ o- 20 . log w | _ || 9= ) s -2 |4

zodat dit maximum voor h -—+co asymptotisch tot nul nadert.



48

Dat is dan ook het gevel met het linkerlid van (16), zo-
dat ' '

ji % ? a) kn (% -a) asymptotisch tot
?‘i afr“’ P (5 -e)

nadert, Dit geeft het gevraagde resultaat (15).

8 4..,Over'het analytiSch gedrag van functies voorgesteld
k door geneutraliseerde integralen.

Stel twee verschillende punten a en b worden verbon-
den door een continue rectificeerbare kromme [' die in a
een raaklijn bezit en die a niet bevat; het eindpunt b
wordt wel tot de kromme gerekend. Zij A een in het com-
plexe vlak of op een Riemann oppervlak gelegen gebied. Zij
u(% s ) een continue functie van 5 op " en een analyti-
sche functie van+ in A . Tenslotte nemen wij aan dat
u(% 5 M)s uniform in m , op I' een Hadamardontwikkeling

&L id ( )"‘1
w0y ) (g P o

(% -a)
naar machten van % -8 bezit, waerin de coefficienten
qu = X h'q) en de exponenten V¥ = WVh(W) analytlsche
functies ven % in A zijn, terwijl de gehele getallen Ky
onafhankelijk, niet alleen ven § , maar ook veny zijn.
Volgens voorbeeld 2 in8 2 heeft de integrssl
. -
‘/- u(z,v) dz
, Hy
voor elk in A gelegen punt % een eindige wasrde.
Thans zullen wij bewljzen dat deze integraal een analytir.
sche functie van % voorstelt overal in A waar iedere
niet constante exponent vy, Cq);ongeiijk -1 is, terwijl
de, in A gelegen punten waar minstens een der niet-con-
stante exponenten (%) ae waarde -1 aanneemt, een



(17)

B9

pool of een reguller punt van die functie is, _
“Volgens afspraak 1s het domelnjé van H _een boog

van ' met beginpunt a. L
Dat de Hadamardontwikkeling van u(},n) uniform in !

7 geldt, betekent dat in formule (4), waarin ‘%h en ¥,

door %k#ﬁ)kenlyvh(ﬁ)eﬂ vervangen worden,.de getallen

m ,e en ¢ onafhankelijk van 1 gekozen -kunnen worden.

lKlezen wij 1n formule. (4) g > 0, dan nadert het .rechter-

1id tot nul als ? op f tot a nadert.
Dus:_

W) = X % (vz)<g—a>"'h P log B(y -a) + v(5,7)

waarin r(? %) voor %ma»a tot nul nadert en wel uniform in
*a? 'Volgens hypothese 'is u(f,q) een op I' continue funotie

van 3 en een in A analytische functie van % . Dit is ook
het geval met elk der m termen

k i
x}1 02)(? a)hwhc?) og,hw(?“fa)s dus eveneens met de: rest

r(f 7). Omdat r ? %) uniform in % tot nul nadert als ?'op

«vﬁ> tot a nadert,. stelt dus

b a b

’*J[ T (2,7) dz = /ﬁ 'i“(Z,ﬁ)»dz
H - _ : a .

een in. A analytische functie van# voor. Indien yvhtna on-
afhankeli jk van # is, dan stelt : '
A N B 'S
. h ‘
.Xmﬁﬁ).:J(_ (z-a) "7 10g P

H

(Z—a,). “dz. o

a
evidenterwijze een in A analytische funetieAvanvz voor,
omdat dan de integrasl constant is. Indien vrhbz) weél van
7 afhangt, dan volgt uit voorbeeld 7 in S 2 dat (47)

in A een analytisché functie vanv voorstelt overal waar

'W}#ﬁ) 4+ 0 is en ‘dat ‘die functie in elk in A liggend .
punt mét 'Vh(ﬁ) = 0 een pool of een regulier punt heeft
Dlt volt001t het bew1JS
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Voorbeeld 3 (Gammafunction): Voor iedere complexé s, de

punten §=0,-<1,-2, ..., . ultgezonderd,
o .
‘/ - xs'j e ax = I (s).
o

Volgens'afspraak is het domein vanﬁHé een interval
0 = ? p , waarin g positief is.
" Het bewijs is eenvoudig. Formule (18) geldt in het
halfvlak Re s > O, omdat in dat halfvlak het linkerlid
van (18) gelijk is aan de corresponderende convergente in-~

tegradl met grenzen O enco . De 1ntegraa1‘[ x° s-1 ¢ *ax
. ’ /]-
is een gehele functie van s. Omdat Z g 571 e ™* voor de in

de omgev1ng van de oorsprong gelegen punten }>'O de Hada-

‘mardontW1kke11ng

Et' i;:ﬂi s+h-1
h=o B ’ 1
bezit, stelt Hg( 1 o™ gx volgens de voorgaande para-
graaf voor iedere complexe s, de punten O, -1, -2,... uit-
gezonderd, een analytische functie Van s voor. Dit is dus
ook het geval met de in de in (18) voorkomende integrasal.
De door deze integraal voorgestelde functie is identiek
met de gammafunctie [ (s) in het halfvladk Re s > 0, dus dit
geldt dus voor iedere complexe s, de punten s=Q 5ﬂ,—
uitgezonderdo

Op overeenkomstige manier vinden wij:

Voor iedere gehele k £ O en voor iedére complexe s, de

punten 8 = 0, -4,-2,..... uitgezonderd; is’
m .
/ 71 e 10g% x ax = T (k')-(s)
o)

Formule (18) geldt niet als s een geheel getal s O is,'want
in zulk een punt is het reohterlld onelndlg, terwijl ie-
dere geneucrallseerde waarde dus ook het 11nxer11d van
(48) eindig is.

Welke die eindige waarde is, zullen wij in voorbeeld 15




51

van 8 8 zien.
Cp dezelfde manier vinden wij de volgende twee voor-
beelden.,

Voorbeeld k4 (Zetafunctie van Riemann).
Zii 0 < & 2 1, Voor iedere complexe s, de punten s=0, -1,

~2, 0o u1tgezonderd is
0 S0 - 9%
/ = " dx = P(S) K(Sse)s
1-e
H ?
0

waarin §(s,€t)'de'analyt15che functie voorstelt die in
het halfvlak Re s >1 door de reeks

o]

\S(S 9) Z ,_j_.___

h=0 (n+6)

wordt gerepresenteerd,

Voorbeeld 5: Indien -T< arg z <7 en indien k-m-5

niet een geheel getal 20 is, dan is
= : -

= H»'

ek L -
f K2t (1 + E) k-z4m o=% gt = (2 k+m)e22 Ky (z)
7 k m
o v U
"~ waarin W, . (z) de Whittakerfunctie voorstelt.
— b ) ;

“t

g 5. De Hadamardneutrix H

mg 2 hebben wij de Hadamardneutrlx H ingevoerd en

thans zullen wij op overeenkomSCIge manier een analoge neu-
trix invoeren. 7 ;

' élgdﬁ een in het complexe vlak of op een Riemgnun -
: oppervlak gelegen punbverzamellng met een in het eindige
en niet totj@ behorend limiet punt b, met de eigenschap
'dat een punt*n opJ€5 op zodanlge wijze continuw tot b kan
naderen dat arg (b -%) tot een eindige limiet nadert. Ik
- Zeg dat een functie v(%) op & een Hadamardontwikkeling
naar machten van b- 7 bezit als ze op B gedefinieerd is
en voor de in de omgeving van b opJ5 gelegen punten %
éen asymptotlsche ontwikkeling bezit van de gedaante
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. k
V(%) 20' L, (5-7) " Log P (- ),

waarin X,, W, en k, onsfhankelijk ven% zijn, waarin

Re W, —=% voor h-»ew en wasrin verder k, geheel £ 0 is,

Desgewenst mag de voorwaarde dat % op zoganige wijze op
B continu tot b ken naderen, dat arg(b- =) tot cen eindige
limiet nadert, vervangen worden door de zwakkere conditie
dat £ een rij tot b naderende punten Mos Mqs--- bevat
met de eigenschap dat bilj onbegrensd aangroeiende n
arg(b-m) tot een eindige limiet en P-"041 tot 1 nadert.
o b=, |

De op B gedefinieerde functies “¥(%n ), die voor de in
de omgeving van b op £ gelegen punten n geschreven kunnen
worden als een som v(%n ) + d(% ), waarin v(7) op £ een
Hadamerdontwikkeling nsar machten ven b-% zonder constante
term bezit en wacrin dJ(% ) tot nul nadert, als % op Jﬁ'
tot b nadert, vormen een néutrix, die de Hadamardheutr}x
ﬁg genoemd wordt. Dat die functies een neutrix vormen,
blijkt uit de volgende isomorphie-overwegingen. Stel
M = p- } , waarin p een willekeurig gekozen punt voorstelt.
Doorloopt'q de gegeveP verzameling £ , dan doorloopt fkeen
zekere verzameling B, die a= p-b als limietpunt heeft. De
functies VSp- ?) vormen de Hadamardneutrix H, met drager
a, domein B en veranderlijke § . Omdat er een (1,1)-ver-
wantschap bestaat tussen de functies (% ) en de tot Hy
behorende functies v(p- ;), vormern deze functies dus een
met H_ isomorphe r~ 5:" Jolgens voorbeeld 5, gegeven in
§5 van voordracht LI, '>

Twee Hadamardneutrices H8 en ﬁa met dezelfde drager a,
hetzelfde domein £ en cezelfde veranderlijke %, zijn toch
verschillend. Immers de}eerste neutrix bevat 1og(% -a) en
de tweede bevat log(s- % ); indien deze neutrices dezelfden
waran, dan zouden ze ook het verschil log(§ -8)- 1og(a-’§)
bevatten, hetgeen bultengesloten is, omdat dit verschil een
constant oneven veelvoud van 7ti, dus gelijk aan een con-
stante # 0 is. ‘

pmdat~§% isomorph 1s met H_, is het niet nodig de



53

eigenschappen af te leiden van de eerstgenoémde neutrix;¥

-~ die door middel van de transformatie ¥ = p-?’ herleid

(19)

wordt tot de neutrix Ha'waarvah wij de eigenschappen reeds

~kennen.

In de” volgende voorbeelden worden beta-integralen be-
handeld. ’ ' '
Voorbeeld 6% Indien twee verschillende punten a en b

verbonden worderi door een continue rectificeerbare kromme

' die noch het punt a noch hiet punt b bevat en indien geen

-der twee complexe get311en s en § gelLJk is aan een geheel

g@tal = O, dan is

be (2-2)5"] (?_'Z‘)t-‘j._dz _ (b_a")’s%-ﬂ' r;gS)Jrrtgt) .

Ha
Volgens afspraak vormen de in de omgeving van a op [ gele-
gen punten het dom=ein van H ; terw131 de 1n de omgeving
van b op I gelegen punten he% domeln wvan Hb vormen.

Dat formule (49) voor Re s >0; Re t >0 geldt, is evi-

_‘dent want dan is het llnkerlld gellgk aan dé corresponde-~
‘rénde conmergente 1nte@raa1 met grenzen a eén b, Zij p een

willekeurig punt van ' . Omdat de 1ntegfand op F in de na-
bijheid van a de Hadamardontw1kke11ng ‘ '

_ |
! t-1Y 5-0-h h-"1
P R C

naar machten van z-a bezit, stelt volgens S 4 de integraal

ST ) (o)t g,

;~;wHa . ‘

een analytischs ~Ffunctie ~“an s voor veor iederc complexe s,
de punten s=0, -1, -2,... uitgezonderd;*en tevens eéﬁ'ge—

hele functie van t, omdat iedere exporent s+h-7 onafhan-
kelijk ven t is. Met behulp van de transformetie b-z = w
vinden wij op dezelfde manier dat

/Hb

)JC—]

(z-a)® 5-1 (b-z dz
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een analytische functie van t voorstelt voor iedere com-
plexe t, de punten t = 0,-1,-2,..... ultgezonderd, en tevens
~een gehele functie van s. De integraal (19), die de som
van (20) en (21) is, stelt dus een analytische functie van
s en t voor, indien de punfen s = 0,-71,-2,... en ook de
punten t = 0,-1,-2,... uitgezonderd worden. Formule (719),
die voor Re s;>O- Re t >0 geldt, geldt derhalve voor elke
8 en elke t, 1nd1en geen der twee getallen s en t gelijk
. is asn een geheel getal s 0.
Op dezelfde manier bewijzen wij de volgende resultaten.
Voorbeeld 7: Onder de voorwaarden van het voorgaande
voorbeeld is voor elk gehee getal k%0 en elk geheel getal 120

V/HB 2 2)® "V (0-2)"T10g¥(z-2) 10g" (b-2)dz =

H
T i (b-2)5+t=1 E(s) I gt)
Bék Z)tﬂ' fls+t

a
Voorbeeld 8: Indien geen van de twee complexe getallen

s_en t een geheel getal £ 0 is en indien verder %'positief

is, dan is

n / 7\5 -4 ,]~X7\)t")} dx = rrg?

e “~

H1 H
% ; _ . . »
% 51 (’.‘.—X“)t 1. dx = / yS ‘. (1._37)15 1. dy.
H : '
O

aus
9l
Ho
Wij drukken dit uit door te zeggen dat hier de substitu-
tie y = xx kan worden toegepast. Wij zullen in 8 9 zien
in hoeverre de methode van de  invoering vaen een nieuwe in-
tegratieveranderlijke in de theorie van de geneutraliseef—
de integralen geoorloofd is.
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8 6. De wearde welke aan de een functie voorstellende uit-
drukkiﬁg wordt toegekend in een singulier punt van
die functie.

P(s)r(s)
r(s+t)

voor s=1; t=0 een bepaalde eindige waarde toe te kennen?

Verdient het aanbeveling aan de functie

Domweg substitueren gaat niet, omdat dan I' (s) en I (s+t)
de waarde 4 aannemen en ['(t) oneindig wordt. Het afwij-
zende standpunt volgens hetwelk een dérgelijke waaghalze-
rij ten enemale verboden is, is wel te verdedigen, maar

dient toch nader bekeken te worden. De analyse bevat for-

mules waarin de uitdrukking P(s) (%) voorkomt. Een
F{s+t)
zodanlge formule heeft niet zonder meer geldligheid voor

e e P (s) I'(t)
s=1; t=0, omdat NEED) . voor die waarden van s en t

geen betekenis heeft. Het zou prachtig zijn indien de
- bewuste formule in een geldige relatie zou overgaan door-

P(s) (%)

dat aan F(sTE) voor die waarden van s en t een be-

paalde eindige waarde J’wordt toegekend. Immers daen zouden
"(s) (%)
F(s+t)

s=4; t=0 de waarde ) bezit, waardoor het geldigheidsge-
bied van de optredende formules een uitbreiding, misschien

wij eens en voor al kunnen afspreken dat voor

zelfs een belangrijke uitbreiding zou ondergagnw

In werkeli jkheid is de sifiuatie niet zo.eenvoudig als
hier geschetst. Weliswaar treedt in de analyse een uitge-
breide klasse van problemen op waarbij het zeker aanbe-

, 3 P(s) r(s) .
veling verdient aan F(54%) voor 8= ; t=0 een be-

paalde eindige waarde j’toe te kennen en als wij ons tot

die klasse van problemen beperken, dan zijn wij vermoedeli jk

geneigd om J'de "voor de hand liggende" of de "natuurli jke"

waarde van I1§?g:;gt) voor s5=1.; t=0 te noemen, maar

daar staat tegenover dat er andere, eveneens uitgebreide
klassen van problemen bestaan, waarbij een andere waarde
inplaats van‘f de voorkeur verdient. Er is dan ook geen
"voor de hand liggende" of "natuurlijke", van eeuwigheid
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r(s) r(t)

bepaalde elndlge waarde dle ‘aan T(555) voor 8=1;

£ =0 noodzakellgkerW1gze moet worden toegekend. Niettemin

is’ het verkeerd de poging als hopeloos op te geven. Wij

gaan als volgt te werk.

ng representeren,_ (?g Q%t) voor de. in de omgeving

.Mvan 1 gelegen punten s en voor de in de omgeving van O

-“’gelegen punten T # 0 door een geneutraliseerde uitdrukking

“: die ook voor 8=1; t =0 betekenis heeft. Iedere zinvolle

geneutrallseerde ultdrukklng stelt een eindig getal voor

Y en hu kunnen wij afspreken dat wij de waarde gebrulken die

“Uuitdrukking ﬁ%'

(22)

(23).

.de functie F

‘geheel getal

“de bewuste geneutrallseerde uitdrukking voor s=1;- £=0

aanneemt. In voorbeeld 6 van 8 5 hebben wij gezien dat de

xs’ﬂf(ﬂ—x)ﬁfq dx

O
P{s) (%)
s+¢
0 is. Voor s="13 t=0. gaat (22) over in
fﬂ4 | o By
S (’_1411:)"'/l dx = -log (1-x)
Ho i e o H
O.a'. O

voorstelt indien noch s noch t een

2

zodat. wlij op die manier de waarde nul krngen Maar als
geen der. twee getallén s en t geheel ¢ 0 is, dan wordt

P(s) I'(%)
(s+t)

i volgens voorbeeld 8 eveneens door de geneu-

.traliseerde 1ntegrau1

) / Wu-.wdx,.

. Voorgesteld waarin-A een W1llekeur1g p081t1ef getal aan-

l duldt Deze 1ntegraal gaat voor s=1; t=0 over in

1 LK

A E ax = -logn
HO A-x
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N -1 e
‘;\[ T ax - 10g(1- §) ~Log(1- ) =1og(1- § ) ~Log(1-7) -Log =2k,

waarin 1og(1—§%) voor 3-4»0 tot nul nadert en dus tot Hj
behoort, waarin log(1-w) tot ﬁ1 behoort en waarin

-log -:—:—E—%Z; voor % —+1 tot -logn nadert. _

Op die manier vinden wij als antwoord -loga , waarin
N een willekeurig positief getal voorstelt, zodat elk be-
staanbaar getal uit de bus kan komen. Nog sterker, Wij kun-
nen zelfs elk complex getal krijgen door maar een geschikte,
of liever gezegd ongeschikte, geneutraliséerde ultdrukking
r(s)r(t) voorstelt. Het antwoord hangt dus

rFis + t)
geheel af van de manier waarop de functie wordt voorgesteld

te kiezen die

door een geneutraliseerde ultdrukking.

Zo hopeloos als het er nu uitziet is het in werkell jk-
heid niet, want in de problemen met welke wij te maken heb-
ben komen juist de uitdrukkingen zelf voor, wier geneu-
traliseerde waarden in aanmerking komen.

Stel wij onderzoeken een integraal met integrand

xS (1—x“)t_1 £(1-x™) (O< x <1), waarin 2> 0,

Re s >0 en waarin f(w) analytisch is voor }wlgﬂ, De inte-
grand is integreerbaar van O naar elk tussen 0 en 1 ge-
legen punt, maadr ze is misschien niet integreerbaar van O

" naar 1. Wij kunnen echter een veelterm %? th
=0 °n "

vinden zodanig dat
1, - ' D A4
g(X):—?\X?\S 1 (,l__x'?\)t 1 f(,]_x“/\)__ Z o t-1+n
' h=0 , v
integreerbaar is van O naar 1. Indien nu gevraagd wordt

h(ﬂ—X)

voor de integraal ‘!

f g(x) dx

o)
een convergente ontwikkeling af te leiden, dan schrijven
wij |
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1 o) 1
_ as -1 Mt~ A . f £- ’]+h
—W/r x (1-x") £(1-x )dx-§:j cy (1-x)
p ¢
h
R A OB
n=0 .- h=0-
hit-t
waarin
T o
1 ns-1 5 bm-T
v]£>==W‘J[ X (1-x dx.

O .
Iedere in de gevraagde ontwilkeling optredende coéfficient

vah is dus juist de wasrde van een geneutraliseerde ult—

drukking van de gedaante (23), waarin slechts t door t+n
vervangen is. Indlen t+n niet geheel 20 1s, dan is

&l _ P(s) ' (t+n)
n

. ’ T (s+t+n) ’ ; v _ o
ma ar als t+n wel een geheel getal :O‘voorstelt,idan ge -
bruiken wij de door (24) bepaalde wéafde van j’ Uit 4ait
eenvoudlge voorbeeld (en tal van andere, meer gecompllceerde
problemen) blijkt dat het 1nderdaad sanbeveling verdient
geneutréliseerde integralen van deze vorm in te voeren,
omdat ze ons een eenvoudige notatie aan de hand doen voor
de coé&fficienten die in de gevraagde reeksontwikkelingen
optreden. - - o P s
Bi jvoorbeeld de keuze s=1; t=0 geeft /’ = —1og'A, terwijl

voor iedere positieve gehéle n

Jn = fn—’l)l -

n

Sl

Verdér kunnén wij ‘hier p=0 en'cé‘g f(by”kiéééns'deatk
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/’
' "9/‘ (?\}c7"*/|(’]-}c?\)"/l £(1-x™) - %&%L dx =
19 | |

‘ 00 (n)
e _ f (0)
= ~£(0) log™A+ E e
‘ n+1

Natuurlijk is dit eenvoudige antwoord heel gemakkeliljk
- direct te vinden door de integraal te schrijven in de vorm

£(0) /1(7\ 71 (1) (1) hax +

e (n) 1 |
f 0 A -1 wyn=1
+ Z —?1—7,_1—)— f AX (/I—X ) dx,
n="1 o)
waarin de eerste integraal gelijk is aan
o ) o~
~1lim {1og(1*wz)*1og(1—n)} = ~lim log 1:41 = ~log ™
N =1 n -1 -
en waarin de laatste ingegraal gelijk is asan
/] .
-1 1
d/- (1-9)""" ay = =,

maar bij endere, meer gecompliceerde problemen, bijvoor-
‘peeld als t een willekeurig geheel getal £ 0 is, gaat het
niet zo eenvoudig, zodat het aanbeveling verdient een al-
gemene methode te gebruiken dic ean bepaalde uitdrukkingen
een geschikte waerde toekent in dle punten waar directe
substitutie faalt of waar niet overwegingen van continui—

teit of analycitelt een "natuurlijke"

wéarde e2an de hend
doen. , A :_
Wij gasn zelfs verder. Soms kennen Wi san een analy-
tische functie in een regulier puht een wasrds toe die niet
- overeenstemt met de wasrde die de functiz zelf in dat punt
aanneemt. Indien geen van de twee getallen s en ¢t geheei
£ 0 is, dan hebben wij hierboven voor iedere positieve

A gevonden

H
/] 7
(25y [ (0 a5 ™) Y ax = o,
H
O
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maar voor s=1, t=0 is het antwoord log A, dus # O, indien
A # 1 is. Dus hier hebben wij met een door een eenvoudige
geneutraliseerde ulitdrukking gedefinieerde functie van s
en t te maken, die voor bijna ledere s en bijna iedere ¢
gelijk is aan O en die toch voor s=1; t=0 een wasrde # O
aanneemt. Onnodig te zeggen dat overwegingen van continui-
teit of analyciteit de waarde nul zouden opleveren. Kan
dit verschijnsel als een bexwasr tegen de neutrixrekening
worden aangevoerd? L

De lezer kent het sntwoord reeds. Op een dergeli jke
rhetorische vraag luidt het antwoord steeds ontkennend,
maar ik ga verder in mijn repliek. Ik ben van mening dst
dit juist een van de kenmerkende voordelen van de neutrix-
rekening is. De analyse, in het bijzonder de asymptotiek,
bevat nu eenmaal formules, een of meer parameters bevattend,
die gelden voor bijna alle waarden van die parameters, maar
die voor bepaalde waarden van die parameters hun geldig-
heid verliezen, hetzij omdat die formules daen zinloos wor-
den, hetzij omdat ze wél zin hebben doch een onjuist re-
sultaat opleveren. In het eerste geval moeten wij met be-
hulp van geschikt gekozen neutrices aan die formules een
zédanige zin geven dat ze ook gelden voor de bewuste uit-
zonderingswaarden van de parsmeters. In het tweede geval
moeten wij aan een der twee leden van de beschouwde formu-
le een term toevoegen, die voor bijna alle waarden van de
perameters gelijk is aan nul 2n die voor de genocemde uit-
zonderingswaarden van de parameters 3 0 is. Dast zo iets
met behulp van neutrices op eenvoudige wijze geschieden
kan, berust op het hier besoroken verschijnsel.

Om het hier geschetste programma uit te voeren voor
Hadamardneutrices heb ik een bijzonder soort Hadamardont-
wikkelingen nodig, die ik in de volgende paragrsaf ga in-
voeren. '
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g 7. Speciale Hadamardontwikkelingen,

Een Hademardontwikkeling

Yy oK
B

Z L ( ?‘8) tog:

%'wordt een spe01ale HadamardontWkaellng genoemd als

A, F 05 ¥ =05 k =05 Rey >0 (h=1,2,....)

18, _ ,
: . De voorbeelden 9 en 10 zijn evident.

v Voorbeeld 9: Als u(¥) op S een speciale Hademard-
ontwikkeling bezit, dan nadert u(¥) tot de beginterm %

_van die ontwikkeling, als ? op,5 tot a nadert. Volgens

“definitie is de beglnterm 4 0, v .
N Voorbeeld 10: Het produkt van twee. functles met speci-

ale HadamardontW1kkellngen naar mach en van 5 -a is weer

" een funchie met een speciale HadamaraontWikkeling”naar

””machten van. 'E -8 en 1edere exponent van ? -2 _in de ont~

iwikkeling van het produkt kan worden geschreven als een

som van twee termen, waarvan de eerste een exponent in de

eerste factor en waarvan de tweede een exponent in de

tweede factor is De beginterm van het produkt 1s het

produkt van de begzntewman der twee factoren.

Hierbij herinner ik er de lezer aan dat een exponent
in een Hédamardontwikkeling volgens afspraak eei exponent
van F -2 en niet van WOggg -a) is,

' Voorbeeld 11: Indien U(?\ ood@ een speciale Hada-

‘mardontw1kk°1 g naer machten van 7 -8 be21t dan heeft

(u (?)) vocr elke complexs s_een speciale Hadamarddntwikke—

ling naar macntgn ven % -a. De beginterm van (u(‘g))S is
. - e iy . o V L :

gelijk aan de s~ macht van ce beginterm van u(%) . Verder

kan 1edefe exponant V31l } a in de spec’ *ale Hadamardont-

w1kkellng van (Ul})} Fvsch°even worden aWs een som waarvan

elke - term een _exponent in ce gegeven Spe01a ¢ Hadamard-

ontwikkeling van U(§l~18

Inderdaad, irdier. (26) de specisle Hodamardontwikie-
ling van. uQ, voorstelt, dan is
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0o k
(u(5)% e L7 (1 5 %h (5 -2) Plog P(§ -a))®
o}

) ) | k
w1 P (1 T <$1>(E’:1' éh (%5 -a) Plog (s -a))",

n="1 =

zodat formele ontwikkeling nasr machten van ; -8 een spe-~
ciale Hadamafdontwikke;ing van (u(?))S oplevert met be-
ginferm %OS en med de'eigenschap dat iedere‘in die ont-
wikkeling optredende exponent geschreven kan worden als een

~som waarvan elke term voorkomt in het systeem gevormd door

‘de exponenten.y%, y%,'wé, ,,,,,

Voorbeeld 12: Indien u(%) opwﬁ een speciale Hadamard-
ontwikkeling naar machten van ? -a bezit, dan heeft

- log u(?),een Hadamardontwikkeling naar machten van § -a

(27)

en iedere in die ontwikkeling optredende exponent kan wor-

den geschreven als een som waarvan e€lke term een exponent

in de gegeven speciale Hadamardontwikkeling»Van_ﬁy_(?)is°
Immers, indien (26) de gegeven speciale Hadamardont-

‘wikkeling van u(?) ig, dan is

3 v , .
logxﬁ?)uvlogyo+ 1og(1+g§;' %;S (3 -a?(h log b (? -a))

' 2 _)’n—’l & Ly ¥ Ky n

wvrlogh + 5 ! ) (5=t = (% -a) log (% -2))
Fo n="1 n ns1 Ao d %

zodat formele ontwikkeling nsar machten ven §-a een Hada-

mardontwikkeling voor log u(%) oplevert met de genoemde

elgenschap.
8 8. Singuliere punten.

'In het volgende voorbeeld gast het om een functie van

twee onafhankelijk versnderlijken ¥ en % , namelijk

. |
j‘ f(z,v)ndz, waarin f(z,n)==%Cﬂ)(z—a)V%n)—1logk(zéa);

k is een van z, § en% onafhankelijk geheel getal z2 0.
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De integratieweg ligt op een in het complexe vlak of op
een Riemann oppervlak gelegen continue rectificeerbare
kromme I die in het niet tot I behorend beginpunt a een
raaklijn bezit, terwijl het eindpunt b van P wel tot
behoort, Verder stelt 7 een willekeurig punt voor van een

_ gegeven puntverzameling ﬁ? die een niet tot B2 behorend
‘limietpunt o bezit met de eigenschap dat % op A op zoda-

nige wijze continu tot & kan naderen dat log(m -o ) tot
een eindige limiet nadert ( de laatste voorwaarde mag worden
vervangen door de zwakkere conditie dat A een rij punten

Nor Mqseees bevat met de eigenschap dat voor n —so

T ~%
"—‘-'—T_"BTJCOJC 1

vlogQQn— ®) tot een eindige limiet en dat pe
n

nadert).
Voorbeeld 13: Stel dat Y(%) op B een Hadamardont-
wikkeling naar machten van%-®& bezit en dat
Vi) =k + (n-a) uly),

waarin k en p onafhankelijk van % zijn met Re p > O en

waarin u@q) op £ een speclale Hadamardontwikkeling naar
machten van 7 -& bezit. Onder deze voorwaarden hebben de
twee geneutraliseerde uitdrukkingen

b
%

b | |
J= “[ f(z,Hu) dz en J = ~j/ f(z,Hzx) dz

!
Ha Ha

betekenis; hierin is f{z,%) door (27) gedefinieerd; Hy is
een Hadamsrdneutrixz met drager o , domeirlﬁi en verander-
lijke m ; verder 1is Ha een Hadamardneutrix met drager a,
veranderli jke ? en met domein een boog van I' wasrvan het
beginpunt met a semenvalt. :

Zoals in 8 2 van voordracht II ulteengezet is, geeft
het in (29) gebruikte accent te kennen dat in de defini-
tie van J eerst de neutrix Hm , daarna pas de neutriX'Ha
toegepast wordt, terwijl omgekeerd in de definitie van
j% eerst Ha en daarna H& wordt toegepast. ‘

.De hoofdzaak echter is dit: Indien k # O is, dan is

j=j&, Indien k=0 is, dan is j—j«'gelijk aan de constante

4erm in de Hadamardontwikkeling van




(30)

64

( )k"‘/l ) -k~

ki X(n) (wi(yg)
naar, machten van n - :
: Opmerklng Dit betekent dat j en 3% "pijna" steeds

» aan elkaar gelle zijn. Vooreerst als k # O is. En zelfs in

(31)

het geval k=0 is het nog een uitzondering dat de Hadamard-
bntwikkelihg»van (30) nasr machten van % -o. een constante
term # O bevat. Dus hier treedt opnieuw het reeds in 8 6
gesignaleerde verschijnsel op dat een eenvoudlge geneu-
traliseerde uitdrukking (in dit geval j-j =) "bijna" overal
nul is en toch in uitzonderingsgevallen een waarde # O
aanneemt o :

In het bew1gs zullen wij eerst het geval behandelen
dat k # 0 is. Aan de ene kant neemt

£(a,7)= L(7) (z2)< ?30 il

n = %x de waarde

m

logm+k (z-a) voor

'f(z,H )= (z. Aa){ Ty Z—”l 1og"™¥ (z-a)

aan, waarin { de constante term in de Hadamardontwikkeling

van X(m 3V(ﬁ)~k) naar machten van % - voorstelt en
waarin de som 7. ultgestrekt wordt over de gehele getallen‘
’ m
2 ) , e s .
m = 0met y + 0. De som 2. is eindig, omdat (/6—0 is voor

. N m - N
ieder voldoend groot geheel getal m % 0. Derhalve is, in

verband met voorbeeld 4 in 8 2

o
j==z:a*$"J[' (Z~a)k_! 1ogm+k (z-a) dz
ool : ,

H
e

| ‘ZL’ (5% 2_ymc _\._bw_l
Thm

‘ ik . \m+k-h :
3 m m+ky (=) (m+k-h)! k., h
—.ggﬂl‘ 25; Cy ).'k m+k-h+l (b—a).log (b-a)

Aan de andere kant is voor }R] <lk}



(33) £

(34

(p-a)" ¢ Mlog(b-a) £ 2l10g"(b-a) (=) %9
Kb A ) Hoo h! 9= mq+1
o TR ¢ | n-h
. - h
=3 " (-) log(b-a),
70 B=0 htx BB
zodat uit voorbeeld 1 volgt . .
/7 sz, az - L(m) (52)° (p-a)”
ot RN oY 14
S k & n & ()R h
= (b-2)  %(7)(5>) (y(n)-0" 3 =l log” (b-a)
\ /(’ "1 dy =t i hoO hix h-i—’] _
= (b-a) %(42)5% 2 (Vréﬂ )—n)ﬂdiii ~ n-z+1 log (b-a)
n=k (n-k) h=0 h'x™”
¥ o (m-l—k)'(\}/('n )~N)m m+k _ m+k~h
= (b-a) ) ) ] ‘ log (b-a),
( P g;b m! Syar h,bm+k~h+1 (
S K m+k) ! m+k: (u)mﬂc—h h
ave 5"=(o-a/ T RN ), 5 e 106" (b-2)

en dit is hetzelfde antWOOfd als wij hierboven voor j gevon-
den hebben. Dus indien » #0 is, dan is j=j".

Laten wij tenslotte het geval behandelen dat w=0 is,.
Aan de ene kant neemt

f(z,q) = % (n)(za) 1 T ) 15605

o m=0 m.
voor v =’HU:Qe_waarde

) E: f z—~a)"/| log"™® (z-a)

m
aan, dus
j’ m-+k+71
- / m (b )

J Z: o omtk+]

Aan de andere kant 1is

b ,
) [ (2-0) Vi 1085 (am0) 2= R0
a ’ .

. @  h-l
- G gy Ly P 1000}

At V() 2. Rr T
ﬁ(-&ﬁﬁo%(ﬁ) + Ll(m) 2. v (1)
¥ () .
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. ;‘ - v
= (—Lrg*%(ﬁji' +—Z(n) z: (Xlk+1)108m+k+1 (b-a)

dus (‘b -3 ) m-+i+1

m“'}‘k“r/] . ?

=f L /f

waarin f’de constante term in de Hadamardontwikkeling van
(30) naar machten van m -& voorstelt. Dit, in éombipatie
met (34), geeft dus de gevraagde betrekking j-j =/,
waarmede het berJS geleverd is. '.. .
Het voorgaande ‘voorbeeld is zeer algemeen, zelfs zo alge-
meen dat de 1ezer,mls$qh1en nigt direct interessante toe-
passingen ziet. In verband hiermede behandel ik een bij-
zonder geval. \ _

Voorbeeld 14: Indien x(q) eny (%) in een gegeven gebied
A analytisch zijn, waerbij w (%) niet identiek O is, en

indien k gehael Z 0 is, dan stelt

(35)  b(q) f (5a) VT 1ot (2-8) az

een analytlsche functie van % in A voor overal waar

v (n) # 0 is. Een in A gelegen nulpunt o varrw(q) met
multipliciteit p = 1 is een pool met multipliciteit
(k+1)p van de door (35) voorgestelde functie en dan is

(36) () = (m )P vy (4 ()T

een in ¥ analvtische functie van = . Verder is -

b g 'j 2
(37) %(0‘) / (z-a) wo) - log (z-a) dz =x(0{)logk+1 Z:-‘a “/4—6‘

3

.maarin Y de constante term voorstelt in de Laurentont-
‘wikkeling van (35) nacr machten van m -& , terwijl

k+1, , - (( 1) ) L
(38) Gzz%ﬁ%ngs-'@ e (o) - Cd

Het bewijs is als volgt. Indien w(wm): # O is, dan
is volgens voorbesld 1 uitdrukking (35) gelijk aah
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iy
k b-a
X(qz)){ = 5 }sz/m)

en dit stelt een snalytische functie van v voor. Zij nu
o« een in A gelegen nulpunt van v () wet multipliciteit
p £ 1. Het linkerlid van (37) is gelijk aan

= X (Hy) J/ ’W(H )1 1og (z-a) dz.

Verder is

b
5% =)6(H‘u)/ (z-a) v (Hlg ) -1 1ogk' (z-a) dz

iy

gelijk aan de waarde die (35) in % = H, sanneemt en dus
gelijk aan de constante term in de Laurentontwikkeling
van (35) naar machten van % - &« . Volgens voorbeeld 13 is
J=- J gellgk aan de constante term in de Hadamardontwik-

kellng van

k+1 -k -1 k+1 -{k+1
(e 2 ) ) = (9T e (- o) TR ()
naar machten van % - , dus gelijk aan de coé&fficient
(k+1)p ' k+1, ,
~van (7 - «) k()
nasr machten van -« . Deze co&€fficient is gelijk aan
het rechterlid van (38), Wéarmedé het bewijs geleverd is.
Voorbeeld 15 (Gamma-integraal): Voor elk geheel getal

s £ 0 en voor ieder geheel getal k %2 O is

in de Taylorontwikkeling van (-)

(39) E;T-\[Vyxsuq e™® 10g%x ax

gelijk aan de co&fficient van (7 -s)* in de Laurentont-
wikkeling van T' () naar machten van % - sS.
Om dit te bewijzen schrijven wij voor de in de om-

geving van s gelegen punten <

. <8, \h ma+h-1
<1 "e X1ogkx = 7 Lll—-—x 1ogkx + r(x,m),

waarin r(x,”) een continue functie van x in het interval
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(41)
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0 £ x £ 1 voorstelt en tevens een in s analytische functie
van % aanduldt. Dus ' ' :

o il
%f'}/ 1 e7F Tog¥x ax =
R , o
© _
1
17 j[ x M -1 1ogkx dxy+ 1,J[r@;n)d +1%
k! h“O i k!
= Y o _

/‘ e 1og x dx.

De twee laatste integraien stellen functies van'ﬁ voor
die in het punt 7 = s analytisch zijn. Volgens voorbeeld
14, toegepast met ’ ' L
a=0; b=1; «=s; p=1; L (n)=1; Ww(n)=n+h,

~is (39) gelijk aan j’+~m R waarln.j'de constante term voor-

stelt in de Laurentontwikkeling van (40) naar machten van
7 -5 en waarin
Ak o+ 1
O = T ?
hierin is ¢(5) volgens (36) de waarde die (az-

(1) (g);
S)k'l"]

voor h= -s aanneemt. Dus ¢(v)=1, waaruit volgt e =0, Omdat
(40) voor de in de omgeving van s gelegen puntenm#s vol-

gens voorbeeld 3 in 8 4 gelijk is aan _T ik?kgj4,;is‘]

de co&fficient van*(ﬁ 4S)K in de Laurentontwikkeling van
M () naar machten van % -s. Dit voltooit het bewijs.
Voorbeeld 16 (Beta-integraal): Indien k en 1 geheel

2 0 zijn, s een geheel getal = 0 en t niet een geheel ge-

tal-; 0 is, 'dan is . . - ;_5,_4

B et

j'" (2-2)°" 1(b" ) logk(Z-a) logt(b-Z) dz
a I T co
gelijk aan de constante term in de Laurentontwikkeling van

ak-l—l'
3qk Bﬁ;‘

33

il g”?) ’U(J)C) (b_._a)"Y[/ ff—’l

(""L +h) -k 1
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naar machten van % -s.
Dit blijkt als volgt. Voor |z-al«< }b al is

(2-2) T "(-2) = T (4)P(5 ) (b-a) T o) T,
h=0
dus
(43) (z-a)qz~1(b-z)tﬁqlogk(z-a)logl(bnz)‘=

—Z ()" {2 (BN (0-2) T Y (2-2) TP 105" (2-0)

Het is dus mogelijk op de integratieweg die a en b
verbindt een punt‘zo te vinden met de eigenschap dat,
voor elk op de boog (a,zo) gelegen punt z en voor de in de
omgeving van s gelegen punten % , het rechterlid van (43)
- geschreven kan worden in de vorm

Eii (-)h{ Cj?g)l(tﬁq)(b~a)t—1_h}(z-ayn+h"11dgk(zea)+ r(z,”),

waarin de restterm r(z, ) op de integratieweg, het punt
a inbegrepen, continu van z en bovendien analytisch van
% afhangt. Wij schrijven nu ‘

ﬁ/ (z—a)vz_1(b—z)t_1logk(z~a) logl(b~z) dz =

(4h) |
f( )P {Z) (B (p-a) T h}/ (2-2)7 106" (5-2) az +
Hy
Z, | i | | _
+j’ P(Z,ﬂl)dz+‘[ (z-a)™ _1(b—z)tnqlogk(z—a)logl(b—z) dz.

a Z
De voorlaatste integrasl stelt een functie van « voor die
in het punt m = 8 analytisch is, omdat de integrand be-
grensd is en continu ven z, analytisch van % afhangt.

De substitutie z= -w voert de laatste integrasl over in

de geneutraliseerde integraal

.
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]. (w+b)t"1(~a¥w)% ’1'1dg1(w+b) 1ogk(¥a—W)'dw ,
b : - :
die volgéhs 8 4 een gehele functie van % voorstelt. Vol-
gens voorbeeld 14, toegepast met X (1)=1; w (%)= 2 +h}
b vervangen door z_, 1s (41) gelijk aan d/+-¢ , waarin

H

j’ de constante term voorstelt in de Laurentontw1kke11ng
van het linkerlid van (44), dus van (42) terwijl o de
waarde is die L S R

SO RN ) T ] g 1)
voor h=-s aanneemu; hlerln 1Q'zph(n) volgens (36) de functie

Pp1) = (7 8)E (g am) 7K

Voor h=-s is dus Pkﬂﬁ)Iﬂg wé (%)=0, derhalve =0, waar-
mede het bewijs geleverd is. A o :

- Door. in het bovenstaande a en b sent, ken'l té:
verwlsselen, v1nden wij tevens

kel e,
R}

[T SRR
Indlen k en 1 ‘zeheel = O ZlJn 1ndLen % cen geheel getal

20 en s hiet een’ geheel gecal £ 0 is, dan is (41) gelijk

aan de constante term in de Laurenbontw1kke11ng van

oKL () r(n) ooyt
Bskaql f(s+7%) SR

naar machten van 7 - -T .

Er p1Ejft nog €én geval ter! behandellng ovér, namellgk
het geval dat s en t beide geheel en = 0 zijn. Dit geval
wordt behandeld in het volgende voorbeeld wasrin s=-p en
t=-q gesteld LS, maar daorln beperk ik mlg tot-heti‘speciale
"geval K=1=0, :

v

0 V ZIJns (;3,81’1 is-

R

%ﬁﬁb”‘: A T
f. T(z-3) P (poz) Mgz

H

Voorbeeld 17: Indien p en g gehegl

BRI RR EERE R : o : ’
a g . ‘ frra il
N . S B 'f:“‘ ..' R .. .

o O T "=« WP o 1o I
= {pra)t (y_p)-P-a~1 (21og(b-a)- s 5 %>

£ 1 !
p. q- h=q+
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Met het oog op het hier gegeven bewijs is de volgende
opmerking gewenst. In het voorgaande voorbeeld was s geheel
£ 0 en t niet geheel £ 0, hetgeen tengevolge had dat s een

. ..8ingulier punt, t een regulier punt was. In verband daar-

(45)

‘mede heb ik in het bewijs eerst s vervangen door een in de

omgeving ven s gelegen wveranderlijke % # s, waarna ik,

met behulp van de vroegere resultaten, de gevrasagde waar-
de in het singuliere punt s zelf kon bepalen. In het on-
derhavige probleem hebben wij echter met ftwee singullere
punten, p en q, te maken. Nu kan ik twee onafhankelijk ver-
anderli jken invoeren, de ene gelegen in de omgeving van p
en de andere gelegen in de omgeving van gq. Inderdsad stellen
de vrbegere,resultaten ons aldus in dit geval in staat de
gevraagde waarde te bepalen. Het is echter eenvoudiger om
met één veranderlijke te werken, zodat wij blgvoorbeeld
p+m en q+vz kunnen invoeren, waerin n een in de omgeving
van de oorsprong gelegen veranderllee # O voorstelt. Maar
wij Kunnen ook’ blgvoorbeeld p+3q en q- 402 gebrulken, Zo~
dat er tal van keuzen mogelijk zijn. De keuze die tot het
eenvoudigste bewijs voert is p-w en g+7 , in verband met

het feit dat v .

I {(-p+m) rl-qg-=)
r(-p-q)

is. In het berJS gebrulken WlJ daarom deze keuze

= 0 wegens I“(—p—q) = 00

Nu het bewijs. Op de 1ntegrat1eweg die a en b verbindt
is het mogelijk een punt Z te vinden zodanig

(z-2) TP (p-2)"" .'q"q’ =

o+l . C o
2: ’? 79~ 1)(b a) 72"q"h"q(z—a)41'p+h'1+r(z,4@),

waarin r(z,wz) op de boog (a, zo), het beginpunt a inbe-

grepen, een continue functie van z en een in de borsprong
analytische functie van< voorstelt. Volgens voorbeeld 14,
toegepast met p vervangen door 1 en met '

®=05 1 (m)=(~)P(:0-T) (b-2) "Iy () 2p pes w0,
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(47)

(48)
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neemt °
J[ (z-a)™ ~p-1 (lo-z)")l~q“/l dz

Hy

voor 7 =0 de waarde J+6 asn, waarincf de constante term
voorstelt in de Laurentontwikkeling van (46) naar machten

van7 en waarin Gﬂ—‘-¢ (0); hierin is volgens (36)

e, (m)=(-)" (-759-1) <b-a>"‘”¢"‘*“"1 ,

dus ; : _
ch("’Z)?(-)p(""’l 50-1)(b-2) "™ ~4-p=1_( ;erq)(b—a)""z g1

zodat ' D4q
-] =( NPT (p-a) " P AN e (poa)- 2 4
0} (q)=("13P*9)(b-a) {10g(b-2) 2 = |

Aldus vinden wij

= p1(0 iEEQJ_.(b ~g) P74 1{1og(b a)- %f? %}

P at h=q+1
Op dezelfde manier vinden wij op de integratieweg een
punt Z4 zodanlg dat

%1
voor % =0 de waarde j”+a“ aanneemt, waarin /" de constante

(z-a)qz-p—q (b—z)"ﬂ'»q"/l dz

term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (47) naar
machten van 7 en waarin

(pt+a) ! -p-q-1 RI9 4
= L (-a) P9 0g(b-a)- T g}
h=p+1

Z
De integraal’ j‘q (Z_a)ﬂz—p—ﬂ (b_z)-¢1~q—1 dz

z

O
is een gehele functie van-x . Derhalve neemt
B
[ 7 (za) T gyt g
iy
voor m =0 de waarde "+ ¢ +6' asn, wearin " de con-

stante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (48)
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“naar machten van 7 . Omdat (48) gelijk is aan (45) en dus
voor iedere in de omgeving van de ooféprong gelegen m # O
identiek nul is, is J’” = 0, waarmede het bewijs geleverd
is. Z

Opmerking: De neutrixcalculus stelt ons vagk in staat om

op eenvoudige manier bepaalde identiteiten af te leiden,

bijvoorbeeld: voor élk paar gehele getallen p 2 0enq 20

is .
" p}:_'/] (agh) =L 4 Ci‘q (pihy 1
h=0 p-h * o " B a-b
(49) , |
p o +d +q
el (3 fe2 1)
B \ h=g+1 h=p-+1 ‘
Om dit te bewijzen merken we op dat het rechterlid
volgens het voorgaande voorbeeld gelijk is aan

1
/l
(50) - [ %P ()79 g,
H
O

De integrand gesplitst in pPartieelbreuken neemt de vorm

ao a1 ap bO b1 b
'a + —— + e 0 0 o + —— + 'l” + aso-+ s
xP* xP X (1—X)Q+1 (1-x)4 o dex
aan met constante tellers. Dan heeft de functie
ey-a-1 p
(1-x) (ao+a1x+ ,,,,,, + a,% )

in de oorSprong een (p+1)—voudig nulpunt zodat ao+aqx+,°.+apxp

de som voorstelt van dé eerste p+1 termen in de binomium-
ontwikkeling van (1-x)~q-1e Hieruit volgt
= (YR (-g-1y = (g+h
ap = ()7 (7371) = (%)

en op dezelfde manier vinden we

= +h
b, = (P} ) .
Uit
H : 0 o e
/1 L voor h=p
\/ Xh p-1 dx = v o
H 1 ~.voor O £ he¢p
O ——t—t—
~ p"'h
H 0 voor h=q
ff 1 h-g-1 <
(1-x) ax = ¢ 4 voor O = h«x q

Ho g-h
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blijkt dat (50) ook gelijk is aan het 11nker11d van (49).
»Dlt geeft de gevraagde ldentifeilt.

g 9. 'Invoering van een nieuwe integratieveranderlijke;

ZlJ w(z) 1angs een contlnue reCulflceerbare kromme I' ,
elndpunten 1nbegrepen, contlnu dlfferentleerbaar Stel -

' w= w(z) doorloopt een kromme P¥ als z de gegeven kromme [*

doorloopt. Het 1s bekend dat dan 1edere langs P coﬁtinue
functie g(w) de eigenschap bezit

j.g(w) dw = J‘ f(z) dz, waarin f(z) = g(w(z)) %g_w‘_ﬁ
¥ r S
Onder algemenere voorwaarden ge;dt,een overeenkomstige
regel in de neutrlxrekenlng, maar daf daarbij voorzichtig-
heid geboden lS, bllet reeds uit het volgende eenvoudige
voorbeeld. A o

Voorbeeld 18: 1Indien b # 0, ¢ # O en k geheel & 0 is,

an "'k | S ¢ 8 -1 k ,
f v log y dy - C / X (1og CX) dx N
e _ o . .
gell Jk aan ’ | |
voor s:# O

k+1 o .
k+1 log™ 'c voor §.= 0

De transformatle y=cx laat.dus:de waarde van de ge--
heutraliseerde 1ntegraa1 o I'- S RS

- 8- k o
‘/ y log'y dy
onveranderd als s # O is, maar verandert de waarde sls
s =0; ¢ # 1 1is.
In het bewijs behendelen wi] eerst het geval.s # 0. -
Dan is, volgens voorbeeld 1, de eerste in (515 voorkomen- :
k b

de term gelijk aan’ (ng 5 terwijl de tweede fterm

geligk is aan
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b

k
2: h) c¢®(1log C)](C h‘[ 1loghX dx

H
o

LS (2 9'>h‘5%08 = (2o
¥y o h { s’ © }'{ 28 S } B 98 ] s

hetgeen het gevraagde resultaat voor s % 0O oplevert.

Nu het geval s = O. Men heeft

b

c K
f x” (log cx)k dx ==z:( Y(1log c)& hJ[ 1og X dx
H h=0

o] HO

Kk
_ Kk k-h 1 byh+1
-2 () (08 ) gy (108 B

k
k+1’2: ( +q) (log c) (10g )h+4

h=0
1 by k+1 k+1
= E?T ((10% c+log E) - (log‘c) )
- kl/] (logk_mb _ 1ng+10)
b .

:\[ anlogkx ax - E%T 1ogk+1c 5
HO ' :

waaruit het verlangde resultaat voor s=0 volgt.

Een ander voorbeeld van het verschijnsel dat zelfs
een eenvoudige transformatie de waarde van'een'integraal
veranderen kan, merken wij op in voorbeeld 17, dat, met
8=0 en b # O toegepast, voor elke keuze der gehele getal-
1en p Z0enq 2 0 oplevert

& voe & | §:+q joRRe
-p-1 -g -1 1 -g -1 1
(52) f v 7T (b-y) Y ay= p?“éz p P79 (2108 b- T h
Ho - de h=p+1 h=q+1

terwi jl deze geneutraliseerde integraal door de transfor-
matie y=bx overgaat in



(54)

" waarden

ﬁ%
b—p—q-1 f —p~1(4 X) 9 1dx~
K .
o
g. g rid
= %)‘—PQ)' b—p*q—/‘( ;Il + %) s
b h=p+1 h=q+1
dugr .
5P N pey) 0 lay < p7PT [ ) "0 g
H “ H

=2 %%i%%i p P 9 T0g
. Deze formule kan ook als volgt bewezen worden. Zij
yéfeen wiliekeurig punt‘gelggen in de omgeving van de oor-
sprong op de integratieweg die de punten O en b verbindt.

?Pan»iS‘xO= T? het corresponderende punt gelegen op de inte-

gratieweg die de punten O en 1 verbindt. De restterm r(y)

gedefinieerd door

~p-1 -1 RE Ny —qo ~-g-h-1_h-p-1
Yy P (=)= 2 (5)7(g) » TP ()
h=0
is een c¢continue functie van'y op de boog (O,yo), zodat de
transformatie y=bx de integraal

onverandérd 1aét° Vblgens;het voorgaande voorbeeld laat

dééé_tréhéfofﬁaﬁie ook'de waarden van de geneutraliseerde
37
I v
. h=p-1 .- R : .
¥R ay (0£h 2 p+1; h#p)

H
o

. onveranderd. Dit geldt nief voor h=p, omdat

VO .".”XO g
Ly [

y dy = x dx + log b
H .. L H T
e PR k o

is. Op die manier vinden wij



o ; o
f y—p"1 (b~y)_q"1dy - b—p-q-ﬂJ[ X—p-ﬂ(q_x)—q-ﬂ dx =
H

p! qt
Zij verder yq een punt gelegen in de omgeving van b op de

1ntegrat1eweg die O en b verblndt en zij X4= %1 . Dan 1is

N

f y“p"“(b-—y)“q”qdy-b‘,p‘q”/ x P 1) " ax =

e 1

b“y/l .
=\[ y 4 1(b v) p -1 dy- b—p d- -1 /, x4 1(1 -x) -p- lax
Hy H,

en dlt is eveneens gelle aan het rechterlid van (55), zo-

A'als w1g zien door in die formule p en g te verwisselen.

&

Dlp,kgecomblneerd met (55), geeft het gevraagde resultaat
(54), omdat de substitutie y=bx de wasrde van de integreal
e :Vq
-‘[ L ) B
Yo -

onveranderd laat, _ , n

Op die manier beschikken wiJj nu over twee bewijzen
van formule (54), namelijk het bewijs dat steunt op het in
8 8 gevonden resultaat en de in deze paragraafl gegeven re-
denering. In het eerste bewijs worden de twee in de linkers=
leden van (52) en (53) optredende geneutraliseerde integra-
len berekend met behulp van de constante termen in de cor-
responderende Laurentontwikkelingen, waarna aftrekking van
de twee aldus verkregen resultaten het gevraagde resul-
taat (54%) oplevert. Deze methode eist echter de kennis van
de integrand in het gehele integratie—interval. In het
tweede bewijs beperken wij ons tot het onderzoek van de
integrand op de bogen (O,y ) en (yq,b), dus tot het onder-
zoek van het gedrag van de 1ntegrand in de nablgheld van
de eindpunten O en b. Op grond hiervan ‘moet de tweede rede-
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nering eenvoudiger genoemd worden dan de eerste. Het doel
van deze paragraaf'is dan ook onder zeer algemene voor-

'Waafden{eéﬁ}bewijsmethode af te leiden, die met de tweede
redenering overeenkomt en waarbij alleen gelet wordt op
het gedrag van de integrend in de omgeving van de eind-
punten van de iir;i;tég;ratieweg°

Stel o e o .

)= L) ()Y O 10 (ama),

E’waarln 7z een continue rectificeerbare kromme ' doorloopt
die in het niet tot P behorend beginpunt a een raaklijn
bezit, terwijl het eindpunt b van P wel tot de kromme ge-
rekend wordt; verder steltmn een willekeurig punt van een _
gegeven pugtverzamelingJ@ voor: die eén niet tot £ behorend
1imietpunf‘m bezit met de eigenschap dat % op £ op zoda-
nige wijze continu tot ® kan naderen dat log (m-a) tot
een elndlge 11m1et nadert (de 1aatste voorwaarde mag wor-
déen vervangen door de zwakkere condltle dat B een rij

“punten vzo " Qs <= . bEVat met de elgenschap dat VOOT N =40a

i Tog (g 0" «) tot een eindige limiet en M "™ tot

1 nadert). , : Mn - %

Daarbij nemen wij aan dat -q) op £ een Hadamardontwik-

keling naar machten van m -®« bezit en dat

¥ () =k + (n-a) um),
‘ waarln % en p onafhankellgk vanv zijn met Re p » O en
"waarln u(»n) op / .een speciale Hadamardontwikkeling naar
w'machten van % - bezit. Volgens voorbeeld 13 heeft dan de
‘f:geneutrallseerde integraal ’
JV7 tj)= vjf,,f(szm_) dz

H!

-hetekenis.. - =©
Thans voeren wij een ‘transformatie in en wel als volgt
21 F een continue rectificeerbare kromme met een nlet
_,tot;ﬂ - behorend beginpuht‘a% en eehvwél tot T behéféhd
eindpunt R Zij ¢{w) een op r gedeflnleerde contlnue
~.functie die voor de in de omgeving van a op F gelegen



79

/

punten w geschreven kan worden in de vorm .

| plw) = a+ (we*) w(w),
waarln Re © >0 en waarin v(w) een speciale Hadamardontw1k—
keling nsar machten van w- -a™ pezit. Wij nemen aan dat de
=transformat1e z = ¢(w) de elgenschap bezit dat als w de

. kromme I'". dooriloopt, het corresponderende punt z —-¢(w)
“de oorspronkelijke kromme [** doorloopt. Wij zullen»zlen

- dat onder: deze voorwaarden ook de geneutraliéeérde inte-

graal L
b

’:j{';"df e (w), H ) @' (w) dw
AbH’ S
al
betekenis- heeft hierin is H o een Hadamardneutrlx met dra—
.ger’ak en met als domein een boog van F met beglnpunt a .
Van belang ‘is het te weten of J en J aan elkaar ge-
1ijk zijn of niet. Het antwoord hlerop 1u1dt als volgt

- Voorbeeld 19: Stel de hierboven genoemde voorwaarden
- zijn vervuld., = i ' | - o

Indien % 0 is, dan is

.m;ix {m rik ( m+k: -n _(Lmﬂf{) = Pn
’ v % an<-n+1
: s nl %

'“waarln / de constante term voorstelt in' de Hadamardontw1k—

(56)

e,

.kellng van - ,5. S ,
7)o A= L) T ()

naar machten ven v -« _en waarin [ de constante term voor-

stelt in de HcdamardontWchellng van
E ¥

(58) (vma” \ ¢ w\ Togh (w)

{‘aar machten van w-a~ . De som Z: wordt ulfgestrekt ‘over de‘

; gehele: getallen m Z 0 waarvoor L 70 is, zodat het aantal

termen van deze som elndlg is in verband met het feit dat

/. voor voldoend grote gehele m gellgk 2an nul is.
Indign 1% = 0 is, dan, ig o

’ m+k -1
s o vy {(log c) ! :
(5913 J' g% 0%1 mt (m+k+1) 2
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wasrin ¢ de constante term in de speciale Hadamardontwik-

keling van v(w) naar machten van w-a " voorstelt.
Opmerking: Ult deze bewering volgt dat de waarde van

':j'j' bij gegeven f,k en T volkomen bepaald is als .de
Hadamardontw1kkellngen van % (%) en u(%n) nsar machten van
‘«7'—a en de Hadamardontw1kke11ng van v(w) naar machten van
w a bekend zijn., Dit betekent dat j-j' ondubbelzinnig be-

' paald is als vooreerst het gedrag van de integrand f(z, )
voor de punten z in de omgeving van a en de punten % in de
omgeving van « bekend is en ‘als verder het gedrag van de
transformatie z = @(w) in de omgeving van w = a* pekend is.

, In de Hadamardontwikkelingen van X (%) en u(x) komen

~misschien termen voor die één of meer factoren log(+ -« )

i bevatten Die termen hebben geen invloed op de waarden van
“de getallen /%ﬁ dus ook niet op de wasrde van j-j'.

In de’ berekenlng van j-j! kunnen wij dus beginnen met in de
=‘....Hadamardontwn.kkellngen van X(%) en u(q) de genoemde termen
te schrappen. Evenzo zien wij dat bij de berekening van
j=j' in de Hadamardontwikkeling van v(w) naar machten van
w-a%’eveneens de termen geschrapt mogen worden die door
minstens één factor log(w—a”) deelbaar zijn, omdat die ter-
men geen invloed hebben op de waarden van de getallen P
"Het bewijs van voorbeeld 19 verloopt als volgt. Indien §

een punt ven N* is en § = ¢ (%) het op " gelegen corresponde-
rende punt voorstelt “dan is '
p ¥ b

(60) [ t(e(0,m) o'(w) aw={ £(z,m) az.
¥ ' 5
Beschouw eerst het geval ke F O Uit (60) en (31) volgt
b¥

61 [ o) o0 aeT S8 [ (ma) “Trog™(oma) a:
: ) Z&n— , o )m+k (b- a) | L _a)KJ"

Dit is volgens (32) gelijk aan j-p, waarin

FS
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m+k~-n+1

p=(y )y L n%i (=)™ ey (oeen) by oo pyp

mt
M

Hlerln is

; -a)" (1og(; -a))%= (5-a")" (v(§)" (v1log(§ -a")+Llog v(s))

~<x M () 3 (B)(w tos(5 -a®) " (10g v(1)) .

Elke term met 0 £ h £ n-1 is door log (§ -a*) deelbaar,
zodat zijn Hadamardontwikkeling naar machten van § -a*
geen constante term bevat. Dus de constante fterm ‘{' in de

‘Hadamardontwikkeling van p naar machten van v -a¥ is gelijk

~ aan de'donst@nte term in de Hadamardontwikkeling van

(62)

m+k . -
(T n e B el e
: T " n=C :

nl K

_‘naar méohten~van fg~a'° Die ¢onstante term J' is dus ge-

115k aén'het redhteriid van (56)° Omdat p, afgezien van
een in H - verwaarloosbare functie, gelijk is aan /' en
omdat Jj-b, afgezien van een in H verwaarloosbare functie,
gelijk is aan j', vinden w13 de gevraagde betrekking
jr o= - J’ Dlt voltooit het bewijs voor % O zodat wij
nu kunnen overgaan tot het geval k= 0.

- Uit (60) en (33) volgt

A‘\[ f(‘P(W);ﬁ ) “(w) dw= Z: v[ (z- a) log m+k (z-a) dz
Yo & D

”—“Z K}/m ))m 1<:+"I

Wl (ki) (Log(b-a - 9 =j-q
volgens (34), waarin
Jﬁ m+k+1

‘ q.~§: (mtk+T) (log (5 -a
HiefiﬁVis _ o -
(l°g“?"a>>m*k*1 ﬁ’(ﬁ‘108<3 -a%) + log w(§)) "
k1 : : ST Y

Sz (MY (5 10g (5 -a%) ™I (10g y(5))D
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Elke term met O £ h £ m+k is door log(f -a") deelbasr, zo-
dat zijn Hadamardontw1kke11ng geen constante term bevat. De

constante term in de Hadasmardontwikkeling ven (log v(y))m+k+1

naar machten van ¥ - a* is gelijk aan (log c)m+k+1 , zodat
de constante term /’ in de Hademardontwikkeling van g naar
‘machten van ¥ - 2" gelijk is aan het rechterlid van (59).
Omdat ., afgezlen van een in ha% verwaarloosbare'functie
gellgk is aan d/” en omdat j-q gelijk is aan het linkerlid
van (62) en dus, afgezien van een in H . verwaarloosbare
term, gelijk is aan J', vinden wij de gevraagde betrekking
jt = j- 4" Dit voltooit het bewijs. B

. Voorbeeld 20: Indien de voorwaardenvan het voorafgaan-

de voorbeeld vervuld zijn, dan is j = j' in elk van de vijf
volgende gevallen.

(1) Iedere in de Hadamardontwikkeling van Y (#) voor-

komende term is door minstens één factor log(m - o) deelbaar.

Immers dan is elke term in de Hadamardontwikkeling van
(57) naar machten van=-o deelbsar door log(w - o). Der-
halve is de constante term /r in die ontW1kke11ng gelle
aan nul, dus j = j' volgens (56) en (59).

(2) = 0 en de constante term c in de Hadsmardontwik-

keling van v(w) naar machten van w-a. is gelijk aan 1.
Immers in dit geval leert (59) ons dat j-j' = O is.
(3) k # 0 en de transformatie z = @(w) heeft de vorm
| o () = orc (u-a®)’ B
 Immers in dit geval is v{w) gelijk aan de constante ¢,

zodat f‘n volgens definitie de constante term voorstelt in
de Hadamardontwikkeling van '

(3 B a*)mt c&'loghc
naar machten van §~a*'° Wegens vt # O is Pn = 0, derhalve
j-3* = O wegens (56).

(%) De_Hadamardontwikkeling van X (%) naar_mschten

van v ~0¢ bevat geen enkele exponent die, met -1 vermenlg—

vuldigd, een som oplevert waarvan elke term of wel gelljk_

is aan p of wel gelijk is gan een exponent in de Hadamardé

ontwikkeling van u(v) nesr machten van 2 - & .




Inderdaad, volgens definitie 1is i[ de constante term in
de Hadamardontw1kkellng van (57) naar machten van % - &
Elke ‘exponent in de. Hadamardontw1kkellag van u (7) naar
machten van % -® kan volgens voorbeeld 11 in g 7 geschre-
ven worden als een som waarvan elke term gelijk is asan een
exponent in de Hadamardontwikkeling van u(%n) naar machten
van 7 -& . Als. # 0 i1s, dan bevat de Hadamardontwik-
keling van ﬁ 7) nasr machten van % - o minstens één expo-
nent die, met -1 vermenigvuldigd, gelijk is aan-mp ver-
meerderd met een exponent in de Hadamardontwikkeling van
uméq) naar machten van % - « . Dit geval hebben wij in de
veronderstelling buitengesloten, zodat iledere /}Ide waarde
nul bezit en dus, wegens (56) en (59), ook j-j' = 0 is.

(5) k# 0; -kT kan niet worden geschreven als een som
wagrvan elke term een exponent in de'Hadamardontwikkeling

van v(w) nasr machten van w-a" voorstelt. _

Immers, omdat VK’(W) log™ v(w) een Hadamardontwikkeling
naar machten van w-a" bezit, wasrin iedere exponent, volgens
de voorbeelden 10, 11 en 12 in 8 7 gelijk is asn een som
~waarvan ledere term een exponent in de Hadamardontwikkeling

van v(w) naar machten van w-a" voorstelt, volgt uit de
veronderstelling dat de Hadamardontwikkeéling van (58) naar
machten van w-a geen constante term bevat, zodat ledere
?h_gelijk is aan nul eh dus volgens (56) ook j-j' = 0 is.
Bewering (4) wordt nog nader bekeken en wel als volgt.
Voorbeeld 21: Stel de voorwaarden van voorbeeld 19
zijn vervuld. Stel de Hadamardontwikkeling van J%Qq) naar
machten van # -& bevat geen enkele exponent #.0 die, met -
-1 vermenigVUldigd een som oplevert wasrvan elke cerm of
wel gelijk is aan p of wel geli jk aan een exponent in de

Hadamardontwikkeling van u(v) naar machten van 7 - &

Dan is
' fo (108 ) o
j-jt = T - indien KfO
k k! T

cn <! o
Jo g;% (=)™ E_n+1} A_;ndlenlc%o_
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hierin is JB, egvenals in de voorgaande voorbeelden, de

F

constante t.rm in de Hademardontwikkeling van x(¢z) naar

machten van n-o , Lerwijl c_de constante term voorstelt
in de speciale Hadamardontwikkeling van v(w) naar machten

. Het speoiale geval jg=o.1evert bewering (4) van het
voorgaande voorbeeld. ‘

‘ Het bewljs luidt als volgt. Ult de veronderstelling volgt
dat voor ieder geheel getal m Z 0 de Hadamardontwikkeling van

L\ _ m
(g =)™ (X (n)-f) v (%)
naar machten van 4 -® geen constante term bevat. Voor

m,é 1 bevat de Hadamsrdontwikkeling van

(7 = &)™y ()
nasr machten van % -¢ geen constente term, omdat Re p > O 1is
énh omdat iedere .exponent in de Hadamardontwikkeling van
um(qb)‘naar machten van % -® een bestasnbaar déel 2 0 pe-
zit. Voor ieder geheel getal m % 1 bezit dus de Hadamardont-
wikkeling van (57) naar machten van = -o géen constante term,

zodat JE:O is en de bewering dus uit (56) en (59) volgt.

Voorbeeld 22: Stel wij passen op de geneutraliseerde in-

tegraal ~
=
H
o)

|

b—z)t~1 logz dz

waarin b # O en k geheel 2 0 is, de transformatie z = w"

toe, wasrin Re A >0, Dan gaat  over in

3!=AKM fH
. H

LN b e I o
pE e (b—w)lC 1Iogﬂw dw ,

weerin b = b™ . Als t niet peheel £ O is, don is j=j'. Als
t wel geheel - - -

lia

Q0.is, doan is

T e . ahtt
ST S ES LI I PR SRR o kg
h=0 (-h-T) 7T (n+t) > W ~w o
{(_ézls_)k(sﬁﬂ} o371-n )
+ (-} t(1og A - ;4 log b) {(?gg.k(szﬂ) bs~1+t} )
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Het bijzondere geval b= 1; k=0; s8=1; t=0, A»0
hebben wij reeds in formule (25) behandeld.
“In het beW1JS klezen wij op de 1ntegrat1eweg dle de pun-

‘ten O en b verbindt een punt zo in de omgeving van de oor-

sprong. Voor voldoend grote gehele p,é 0 is

~1
Yo-2)®M0g"s = 5 (4)2(551) 22 0% + x(2),

waarin r(z) op de boog (0,z ), de oorsprong inbegrepen, een
continue functle van z voorstelt De transformatle Z=W
laat de waarde van de integraal

%o 2
/' r(z) dz = ‘/" r(z) dz

O
o

onveranderd. Die transformatie laat ook de waarde van de in-

tegraal
z

O S
J 2T 90gk2 a4z 0 (0% n £ pi)
‘H
onveranderd; dit volgt voor s+h = 0 uit bewering (2) en
voor s+h #£ O uit bewering (3) van voorbeeld 20. Aldus blijkt

dat de waarde van de integraal

0 R
J‘ 25 .(bv—z)t"/l 1ogkz’dz~
HO
door de transformatie z = Wx hiet verandert.

Nu de integraali

“~o

b w - - -
(64) ‘/ z” 1(b~z)t ‘1ong dz= »/ 2 F 1(b—z)s 1logk(b—z) dz ,

29 H

wasrin z, een cp de oorspronkelijke integratieweg in de om-
geving van b gelegen punt voorstelt. Als z deze integratieweg
doorloopt, dan doorloopt b-z de integratiewegivan‘de in het .
rechterlid van (64) genoemde integrasl; uit de in § 5 ge -
geven definitie van de Hadamardneutrix Hb blijkt de gelijk-
heid van de twee leden in (64)
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De vraag is wat er met de eerste van de twee integra-
len geSchiedt als daarop de transformatie z=w% wordt toe-
gepast. Dat komt neer op de vrasg wat er met de laatstge-
noemde 1ntegraal gebeurt als daarop de transformatie

b-z = (b —W)m ﬁ dus

i A > A~ :

(65)  z= b-(b*-w)" = Z BN BT TR T
wordt toegepast. Men heeft voor |z|< |1l
(b—z)s~1 z: (-)"(®; 1) p°" 1-h ,h )

dus o
~ k h - -1-h h
(b-2)°"a0g(v-2) = 2 ()" {55 (551 v } 27

0]

v

zodat voor voldoend grote gehele ¢

t"q(b~z)sﬁqlogk(b-z)=%i? (-)h{(fg)k(sﬁq)bs—q—h}zt+h"1+ r(z),

h=0
wacrin r(z) op de boog (O, b—zq) van de nieuwe integratie-

zZ

weg (de oorsprong inbegrepen) een continue functie van z
voorstelt Dus transformatie (65) laat de waarde van de

integraal p-z, ‘ .

, 1
‘[ r'(z) dz = J[ v (z) dz
H ;
o) o
onveranderd. Diezelfde transformatie laat de waarde van de
integraal -

onveranderd, als t+h niet een geheel getal £ 0 is; dit

volgt uit bewering (5) van voorbeeld 20, toegepast met
v(n) == +h en &= t, omdat -® = -k% = -t-h dan niet
geschreven kan worden als een som waarin elke term geheel

Z 0 is.

& .

is zeker vervuld als t niet een geheel getal £ 0 is.

De voorwaarde-dat t+h niet een geheel getal 2 0 is,
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Dus als T niet geheel é O is, dan verandert transformatie
(65) de waarden vanQde~ihtegra1én jhfniety dus evenmin de
waarde van de in het rechterlid van (64) voorkomende inte-
graal. Dus de transformatie z = wk verandert de waarde van
de integraal (63) niet, evenmin van de integraal voorge-
steld door het linkerlid van (64) en natuurlijk ook niet
van de convergente integraal

24

'Jr"'z‘smll (b~z)t"q'logkz dz
Zg - :
Op die manier vinden w1J, 1n het geval waarin t nlet een
geheel getal £ O is, dat de transformatle z = w' de inte-
graal j niet verandert dus dat J gt ;

Indien t wél een geheel getal e 1sgzdanvveranderen
4n het bovenstaande alleen de intégralen jh met h=0,1,..,-¢
van waarden. Stel j, gaat door transformatie (65) over in

'Jh Volgens voorbeeld 21 toegepast met = h+t = 0 is
Jt-'J =‘J010gcs
hierin is & de constante term van z,hz) = 1 nasr machten

van % -t, dus j/o = 1; verder is c de constante term optre-
dende in de in (65\ voorkomende reeks, dus

\b”" -1 7\b N derhalve Jop =~ k= log3\+

A =1
= log ©

Volgens voorbe@ld 271 is voor O % h<-t-

L oo T

Jn TIh T TR T R
wasrin PO de constante term voorstelt in de Hadamardont-
wikkeling van '

, o , N h+t
N+tf < n x FA-n-1 n
WT (R () T AT )

\n=0 : : :
Dus Po’ié gelijk acn de coéfficient van w b i de
Maclaurinsntwikkeling van o '

n-n-1

(£ (%20 W) M("—J—ﬂ--——l-—)ht :

n-+1 W

zodat
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. . ht
poz (»"21'-17)!, {( aaw)efhft(b- 3 __w ) +} |

Dit voltooit het bewijs.

8 10. - De Hadamardneﬁtrix HQO

In de peragrafen 2 en 5 hebben wij de isomorphe Hada-~
mardneutrices Ha en ﬁb ingevoerd. Thans ga ik een derde
neutrix invoeren, isomorph met deze twee, en wel de Hada-
mardneutrix Hm”met parameter a, wearin a een willekeurig
complex getal aanduidt. Het domein van deze neutrix is een
in het complexe vlak of op een Riemann oppervlak gelegen
puntverzameling £ die het punt a niet bevat en die de ei-
genschap bezit dat een punt § op &5 op zodanige wijze con-
tinu tot het oneindige kan naderen dat arg j tot een eindige
limiet nadert; de laatste voorwasrde mag vervangen worden
door de zwakkere conditie datgﬁ een rij punten 30, 31’°°ﬂ

n+1

§n

Ik zeg dat een functie u(y) op £ een Hadamardontwik-
keling naar machten van (3’—a)"1 bezit als ze op B gede-
finieerd is en voor de op B gelegen punten T met voldoend

bevat zodanig dat voor n-ree tot 1 en arg §  tot

een eindige limiet nadert.

grote] K‘ een asymptotische ontwikkeling bezit van de ge-
daante

0

. k
W) o > L (§a) P log B (Y -8)

h=0
waarin %}f ¥, en k, onafhankelijk van { zijn, waarin

Re Wy, -+ -% voor h—-o en wasrin k, &eheel 2 0 is. Deze
ontwikkeling heeft dus dezelfde gedaante als (3) met het
verschil dat in (3) Re ¥}, tot co nadert, terwijl Re w
in (66) tot -w nadert. Dit spreekt trouwens vanzelf, om-
dat (3) geldt voor de op A in de omgeving van a gelegen
punten 5 , térwijl (66) geldt voor de punten § van B |
wasrvan | ¥ -a| groot is.
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De op f gedefinieerde functies »(f) , die voor de
op £§ gelegen punten 3 met voldoend grote &Ti geséhreven
kunnen worden als een som u(y + J(y), waarin u(f) op
B een Hadamardontw1kke11ng naar machten van (¢ -a)~
zondér coénstante term bezit en waarin Jd(§) voor de op
B gelegen punten T met {r}~#00 tot nul nadert, vormen
een neutrix met domein B . Inderdacd, als K de verzame-
"11ng.ﬁ> doorloopt ‘dan doorloopt ? (5 a) een verza-
mellng,ﬁB die de oorsprong niet bevat met de eigenschap
dat.? op ﬁﬁ‘ op zodanige wijze continu tot O kan naderen
dat arg § tot een eindige limiet nadert. wOrdt u(y) = v(%§)
en J(y) = a(}) gesteld, dan bezit v(?) op " een Hada-
mardontw1kke11ng naar machten van § en dan nadert ¢ ;) tot
0 als % op B¥ tot nul nadert. Dus de klasse gevormd door de
genoemde functies V(j is isomorph met de neutrlx H ge-
vormd door de functies: v(§) + € %) Die klasse is der—
halve volgens § 5 in voordracht II een neutrix. Deze neu-
. trix heet de Hadamardneutrix“H@ met drager o , met_para~
meter a, met domein B en met veranderlijke y'.‘ '
Twee Hadamardneutrices met drager o , met hetzelfde
domein en met dezelfde veranderlijke zijn verschillend als
~hun parameters a en b verschillend zijn. Want in de eerste

~ neutrix is Y -a verwaarloosbaar en in dé tweede neutrix is
e
dan zouden ze ook het constante verschil b-a # 0 bevatten,

~b verwaarlooshaar; waren deze twee neutrices dezelfden,

hetgeen buitengesloten is. :

Omdat Hoo isomorph 1s met een neutrlx H Waarvan de
elgenschappen bekend zijn, is het niet nodig de elgenschap—
pen van de neutrix H_~ afzonderlijk af te leiden, ‘omdat
laatstgenoemde neutrix met behulp van de transformatie
(% ja)—q =; tot H_ kan worden herleid. '

Voorbeeld 23: Voor iedere complexe s en voor {edere ge-
hele k £ 0 is E '
H ,
0
(67) \/ (Z—a)s—/l log" (z-2a) dz = 0,

£

Ha



90

als het punt a niet op de integratieweg ligt en H,, de

Hadamardneutrix met parameter a voorstelt,

- Immers,

1ogk+1(‘r~a)_ 1ogk+1(?,—a) voor s=0
k+1 k+1

v
j'(z—a)sfqlogk(z—a)dz=

{

(-2 >k(‘5'—a)s (2 )k("i—a)s
S S _ EE: 8
: voor s # O,
waarbij in het rechterlid de eerste term Verwaarloosbaar in
Hm , de tweede verwaarloosbaar in HO is,
Voorbeeld 24: Indien
A >0; k geheel

0 is, dan is

Iy

-W <& arg p <™ 0; s niet geheel £ 0;

v fee

s+t niet geheel

T ki os

H - ,
68) S 7 x5 (o) rogs ax = (2 yk T(s)D(s-t) st
i A
o

In dit en het volgende voorbeeld is de integratieweg
de positieve bestaanbare as en is Hm de Hadamardneutrix
met parameter O, ’

Merk op dat de waarde van de integraal door de substitu-.
tie xh =y niet verandert, Merk verder op dat de integraal

nul is, als t een geheel getal £ O is, maar dit is evident,

zelfs als s geheel £ 0 of s+t geheel £ 0 is, omdat dan

het linkerlid van (68) gelijk is aan

L oon [ A(s+n)-1 . k
2. (ﬁ) p [ w MBI o e ax = 0
h=0 / '
o H

volgens het voorgaande voorsecld.

In het hier volgende'bewijs stelt s een willekeurig
punt voor gelegen in de omgeving van een getal 8 dat niet
geheel §VO is, terwijl t een willekeufig punt vodrstelt ge -
legen in de omgeving van gen punt to met de eigenschap
dat s + t_ niet geheel Z0 is. Indien ‘

- il < =
(69) 5 < arg s < 3 en - < arg (-s-t) < 5

I
2



(70)

.omet X < }pmv
-Voor voldoendagrote gehele-q
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is, dan is het linkerlid wvan (68) gelijk aan de correspon-
derende corvergente 1ntegraal van O naar ® en dus, in
verband met de transformatie x“ =y, gelijk aan

N &0
1 (% s-1 6,k 1, 2 \k [Ts-1 t
e \[ vy~ (p+y) log’'y dy= ;Eqa(jggd hfy' (pty)” dy,

derhalve gelijk-aan het rechterlid van (68).

.. Stel.x_ gn x; zijn willekeurige positieve getallen

Y

0 is’

chs_q(p+xm)tlogkx ~%Eﬂ (t) pt h 'W(S+h) 1logkx + r(x,s,t),
h=0 : : :

wasrin r(x s, t) in het’ 1nterva1 Q éﬂx 'xo;dqntinu-van;z en
analytisch van s en t afhangty ‘dus

X P SRR
Jf X xs"q(p+xx)t loghx dx=%§? (g) t hjf S+h) 1log x dx +
q h=0 L

o e

X .
. PRC O . : [

oo

~waarin de lastste. 1ntegraa1 een analytlsche functie van

S en t. voorstelt. Volgens voorbeeld 1 is elke in de som
%: 'voorkémende 1ntegraa1 wegens A(s+h) # O een analytische

functle van s, zodat (70) een analytische functie van s en -
t voorstelt. | ' : |

De transformatie x = %-geeft
e % -1 Mt h e
j‘ 8- (p+x )~ log x dx =
X ' ‘
1
x%q , :
k.t - A{s+t)-1,_ -1 AT h
=(-)"p J[ y~ MEF Ty My ieghy gy
o ,
o

Door in de bovenstaande redenerlng S,p en X door -s-t,

5;1 en x,]/t te vervangen, vinden wij dat (71) eveneens een

analytische functie van s en t voorstelt.
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(73)

(7%4)
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Dit is eveneens het geval met de convergente integrasal
%4
J[ x ¥8-1 (p+xh)tlogkx dx,

X
)

dus ook met de integrasl (68). Deze integrasl is dus een
analytische functie van s en t voor iedere complexe s en
iedere complexe t, de punten s=0,-1,-2,..... en de punten
s+t = 0,-1,-2,.... uitgezonderd. Omdat formule (68) in het
geval (69) geldt, geldt ze dus voor elke s en elke t, de
punten s=0,-1,.... en de punten s+t = 0,-1,.... uitgezonderd.
Voorbeeld 25: Indien
-7 ¢ arg pew 3 A>0; k geheel
s niet geheel £ 0 is, dan is
Hoo
f xxs—/‘(pi—x?‘)t log Ky dx

o

ihw

0; s+t geheel Z k3

gelijk aan de constante term J‘in de Laurentontwikkeling van

1 (_g_)k Fr(s)r(-s-m) S+
PR F(-7) P

naar machten van i -¥.

Indien de voorwaarde dat s+t geheel £ k is, vervangen

wordt door de conditie dat s+t geheel £ O en < k is, dan

is (72) gelijk aan ) vermeerderd met de waarde dle

hy (k1) 2 KFT 0 2T
in het punt h= s+t aanneemt.

t(t-1)..0...(t+1=h)

Het bewijs is analoog aan dat van het voorgaande voor-
beeld. Op dezelfde manier als daar bewijzen wij dat
1 as-1 ’ A k.,
\[ x (p+x ™) log™x dx

H
o

een in % = t analytische functie van= voorstelt. Verder -
neemt volgens voorbeeld 1% in B 8 de geneutraliseerde in-
tegraal B '
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Hw x;q
(75) \[ xixs'q(p+x7‘fq 1ngx dx=(-)k¥[ w‘“s“‘(p+w*3% dw

X
1 H

in het punt 7, = t een waarde /*'FG' aan, waarin J/% de con-
stante term voorstelt in de Laurentontwikkeling van (T74)
naar machten van % -t en waarin, volgens (38),

Kk+1 :
- k+1
o= b o (o)
Hierin is, blijkens (36), ¢ (%) de wasrde die
k k+1 h k-1
() -6)" (G " (a (n-s-9))
aanneemt voor h = s+t, dus
-k-1 _h (7 T
plo) = 27T B (L) = L 2By (1)L (n +1-h),
zodat & de waarde is die (74) in het punt h = s+t aanneemt.
Aldus komen wij tot het beslult dat
o A 8- 7 . h
(76) J/ X (p+x ™ )¢ log'x dx

H
o

in het punt » = t de wasrde /+6‘ aanneeymt, waarin/ de
constante term voorstelt in de Laurentontwlkkeling van
(76) naar machten van % -t. Volgens het voorgaande voor-
beeld is (76) voor de in de omgeving van t gelegen punten

n + t gelijk aan (73), zodat / inderdaad de constante
term in de Laurentontwikkeling van (73) naar machten van

7 -t is. Hiermede is het bewljs geleverd, want als s+t
geheel = h is, dan is in uitdrukking (74) 0 £ h<k, zodat
(74) de waarde O bezit.






