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AMS T ERDA M - 0. Avondcursus 1956-1957 

Analyse; III 
✓ ' 

door 

Prof.Dr J. Popken 

Functies van meer variabelen 

Litcratuur: R. Courant, Differential and Integral calculus II. 

§1. Herhaling van enkele grondbegrippen (vgl. Analyse I,§§16,17). 

n-dimcnsionale Eucl:l.disc:h~·: ruimte E : de verzameling van alle 11 punten 11 -------------------n 
X=(x,'\.,x 0 , ••• ,x ), 

I <... n 
1cn zijn. 

De afstand geeft 

tu(x,x) 

f)( X, y) 

?(x,z) 

sen mctrlek in E : n 

= 0, p(x,y) ~ 0 

= {l(y,x) 

will~keurig gekozen reUle gctal-

x,/y 
( oymme t rJ.c) 

.,s p(x,y) + 10 ( y: z) ( cl r~iel~oeksonge lijkhe id). 

'_,? ]·.c.~ d 1us ~er• =-tM1~c~1·· :1 ~ c , .,,1;:; ~ ... ,::, , . t; ruimtc,. 

G2sloten n-dimensionaal interval: verzameling van de punten x met 

tvoccJcn ck: gc:lijktdc,ns ovc.:Picl 1 wc:g;gelate:n, dan krijgt m0n een ~ in-

lS -omgcving van e;en punt a verzam0l1ng van de punten x met 

p( X ,a)< l> • 
.. 

Zij A een deelv2rzam2lin~ van E . D8 o_unten van E die niet tot A be-~- n n 
1:!or<'::n vormen hE:t complcmerit CA vari A. 

Een punt a van En hcet verdichtingspunt van A als elke ~-omgeving 
(kortweg 'bmgeving'') oneindig vcle punten van A bevat. Het punt a zelve 
behoeft niet tot Ate behoron. 

Een punt a van E heet inwendig punt van A als er een omgeving van n 
a bestaat welke geheel tot A behoort. Dus ook a IE. A. 

Een punt b van E, heet uitwendii:t pun~ voor A als er eerJ omgeving 
n • --~ --

van b bestaat welke geheel tot CA behoort, m.a.w. bis inwendig punt 
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van CA. 

Een punt c van En heet randpunt voor A als elke omgeving van c 

minstens een punt van A tn minstens een punt van CA bevat. c kan onder 
omstondigheden tot A behorenj in andere gevallen tot CA. 

Ecn verzameling is open als ze geen enke1 randpunt bevat., m .. a.w. 

als elk van haar punten inwcndig punt is1 
Ecn verzameling is gesloten ais zeal haar randpunten bevat. An

ders gezegd: als elk verdichtingspunt tot de verzameling behoort. 

Als A op~n ~s, i:3, CA ges lo ten,; vice versa. 
verenigino-

De •0 

- doorsnede van eindig vele open (gesloten) ver~amelin~~~~ i~ 

weer open (ges!oten). 
Onder een cornpacte verzameling in En verstaan we een verzameling 

die gesloten en begrcnsd is, (Begrensd wil zeggen: er bestaat een po
s:tticf' getal M zodat x.,?+x,:/+ •.. +x 2 ~ M voor elk punt x van de verzame-

1 ,.__ n 
ling). Voor een andere definitie van compactheid zie Analyse I, p.54. 

Opmerking. Al het voorgaande blijft juist als men de defini~ie 
van omgcving wijzigt in: ender een omgeving van a verstaat men een 
open interval, data bevat. 

Elke oneindige begrensde verzameling in En heeft minstens ~4n 
verdichtingspunt (Balzano-Weierstrass). 

Overdekkingsstelling van Heine-Borel (Analyse I, p.58): 
Zij A een compacte verzameling in En• Laat er een voorschrift be

staan, waardoor aan elk punt a van A cen omgeving U(~ ,a) van dat punt a 
is toegevoegd. Dan bestaat er eeri eindig aantal punten a~ 1 a 0 , ••• ,a , 

I C. W 
zodat de bijbehorend~ omgevingen de verzameling A geheel overdekken. 

Zij {an} een oneindige rij puntcn van En• We zeggen dat de rij 

nJ convcpgent is, als er een punt a bestaat, zodat lirr~ 1.::i(an,a):wO 
Het punt a heet in di t geva l het limietpunt van de rlj➔ tan} en we 
schrijven 

a === lim a ,, 
n-(.,'\'.) n 

dit gt:;valll.g,fcn binnen een willekeurige omgeving u(-1',a} van a alle 
punten c:in van de rj_j met n -,, n . 

0 

is., 

Ecn rij fan} heet een fundamentaalrij. indien er bij elk posi
tief getal £ een rangnummer n0 te vinden is, zodat 

(z.g. voorwaarde van Cauchy). 

Elke fundamentaalrij conver[c~r.t. Het omgekeerde.& elke conver-gen
te rij is oak een fundamentaalrij volgt onmiddellijk uit de driehoeks
ongelijkheid. 
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Functie van n variabelen. f(x)=f(x1 ,x2 , ••• ,xn) zij gedefinieerd 
op een deelverzameling A van E , d. w. z. aan elk punt x: e A is een retne 

n 
waarde f(x) toegevoegd, 

A. 

De functie r(x) heet continu in een punt a van A als: 

12 a punt-verdichtingspunt van A is. 

2~ Bij elke e, > o een 5 > O bestaat, zodat 

tr(x) - f(a) l < £ zodra x E: A, p(x,a) < d • 

Karter geschreven 

1 im f ( x) = f ( n') • 
X -i> a 

De functie heet continu op A als f(x) continu is in elk punt van 

Is f(x) continu op een compacte verzameling A in En' dan vormen 
de functiewaarden f(x) een compacte verzameling op E1 (:::sgetallenrechte}, 

Gevolg: Is f(x) continu op een compacte verzameling A in En, dan 

neemt f(x) op A zijn maximale- en minimale waarde aan. 

De functie f(x) heet uniform continu op een verzameling A in En 
c1 ls bij elke t > O een ~ > O gevonden kan warden, zodat voor elk punten
pa a r x, y u 1 t A 

l f ( X) - r( y) f < C zod ra re( X, y) < d is. 

Is f(x) continu op een compacte verzc:meling A in En, dan is f(x) 
uniform continu op de verzameling A. 

§ 2. Partiele differentiaalquotienten. Gemakshalve nemen we hiet:' e .1-rst 
n~2. Het punt X=(x1 ,x2 ) van E2 zullen we nu aanduiden door (x,y); de 
functie, vroeger aangeduid door f(x) zullen we nu voorstellen do0r 
f(x,y), of door u. 

f(x,y) zij voortaan gedefinieerd op een open verzameling A van E2 • -
Onder het parti~le differentiaalquotient(afgeleide) 

x in het punt (x 0 ,y 0 ) van A verstaan we 

lim 
h ➔ O 

f(x 0 +h,y 0 )-f(x 0 ,y 0 ) 

h j 

van f(x,y) naar 

m.a.w. beschouw f(x,y 0 ) als functie van x alleen en bepaal de afgeleide 
voor X==X • 

0 

Notaties: 



Analoog: lim f(x,y+k)-f{x.,y} of 
fy Dyf. k = 1;y = = 

k ➔oo 

Meetkundige illustratie. 

weede afgeleiden (afgeleiden van de tweede orde): 

'?, c~r) ir 
fxx D2 f ~ = ~x2 = == ~ xx 

.&.. (~f) ?}f 
fxy 

2 :} = -= = Dxy ~y rx ox~y de meest rechtse index 

'c) (clf) i 2r 2 laatste bewerking 
rx = "ey~x = fyx = Dyx oy 

¼ (~i) 
-~.Pr 

f = 2 f = -:::--2"= DYY ~y yy 

:nz. Er zijn 2111 partHHE afgeleiden van de mde orde. 

Toorbeelden. a) f(x,y)=exy, A=E2 : fx=Yexy, fy=xexy 

,...xx=Y 2exy, f =f =(1+xy)exy f =x2exy xy yx ' yy 

.M..LJ ..L-'- ..L --,-

duidt op de 

b) f(x,y) = sin (x+y 2 ), A=E 0 : Stel kortheidshalve 
2 ~ 

><- +y =U . f x=COS u, fy=2ycos u., f =-Sin u, f =f =-2ysin u, f =2COS u -
xx xy yx YY -4y2sin u. 

N .B. Niet steeds is fxy=fyx• Zie b,v. Landau, EinfUhrung, p. 210 (Satz 29Bi 
Uitbreiding tot n variabelen: f(x 1 ., •.• .,xn). Bijvoorbeeld: 

f(x 1 +h 1 ,x2 ., ••• ,xn)-f(x,1'x2 , ••• .,xn) 

1 

enz. 
m de zijn n parti~le afgeleiden van de m orde. 

Stelling 1. Op een open verzameling A zij fxy continu, terwijl fy be

st3at. Dan bestaat ook fyx en er geldt 

fyx = fxy op A. 

(populair: de tweede afgeleide is onafhankelijk van de differentiatie 
volgorde). 

Bewijs: A is open. Beschouw een S-omgeving van (x,y) die nog geheel 

binnen A blijft. Kies daarbinnen (x+h, y+k). 

Per defini tie: 
fy(x+h,y)-fy(x,y) 

1 

f(x+hzy+k)-f(x+h,y) _ lim f(x,y+k)-f(x,y) 

= k 1 ~18 k k~Q k lim =-..::;...::. ________________ .__ ______ _ 

h~O h 

Stel kortheidshalve 
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A f(x+h)y+k)-f(x+h,y)-f(x,,y+k)+r(x,;,;) 
hk = hk • 

Het is dus voldoende te b~wijnen., dJt 

( 1) lim lirn A 
h ➔O k➔ O hk 

11Jk fxy is. 

Stel danrtoe 

g ( X , y ) "" f ( X ., y +li;:) - f' ( X , y ) ., 

dan is A ~(x+h,y)-6(x,y) 
hk = hk · 

!!u volgt door toepcissine:~ v2r: oe stelling van het gemiddelde (2x): 

s(x+h,y) - c:(x,y) .:i hfx(x+ 8h,y) 

;;;i h lfx(x+ 9h.,y+k) - rx(x+ 0h,y)} 

= hl{ fxy (x+Gh,y+ 8 1 k) (0< 0,1., 0<0 1 < 1). 

Dus .6.hk.rxy(x+€lh,y+ 9 1 k), ::=ocl8t (1) volgt wegens de continu!teit V?n 

fxy• 

de Gevolg: Lnat vRn f(x,y) alle parti~le 3fgeleiden tot en met den 
cle continu zijn np A., d2n zijn er slechts (n+1) afgeleiden van den 

orde; n .1. 

Schema: 

r , r r x •.. x x . . xy' x •• xyy' • • • • 

... - .... ----

r 
X 

r y 

t' 
~xyy 

---.. --·---~·--

, f yy . •. y. 

3. (Totaal) differentieerbnre functies, De functie f(x,y) heet dif
ferentieerbaar op A nls op A functtes A(x,y) en B(x,y) bests~n, zod2t 

voor- het puntenpoar (x.,y) en (x+h,y+k) van A geldt 

( 1 ) r(x+h,y+k)=f(x,y)+A{x.,y)h+B(x,y)k+ l,,1h+ 

vJciar t: 1 , t:: 2 ➔ O als h.,k ➔ O. 

Uitbreiding voor het algemene geval f(x 1, •.• ,xn). 

Conclusies: 1. Is f(x,~) differentieerbaar op A, dan is f(x,y) continu 
op A. 2. Door k=O, resp. h=O te stellen krijgt men 

A(x,y) = fx(x,y), B(x,y) = fy(x.,y). 

Jus gaat (1) over in 



\ 
\ . I 

,,-, ... 
t .. •c.: ;:-.,12. ,,Jc: 

~--•it 'b re i c1 :L ·c· 

; f.' r-

,,. 

.. -~- .. ' 
.,. X 

;, }"t 
- ~-",."' 

ti. 

',, 

. '" -··· ' ,. ' .. ~ ·.:·r . ' 

{ • ., '1 WE" 1 t,•1-:· \ 'J• H '•'"- • '-'"' 

l 'V'. 
i • ! ,,_; • 

,1. - .'. ... l .... ,,_. · · ' - J. \,. ,, J! J I 

:· / z $ -:.· + e ~ ) 
( < 3~ < 

"1'·" ........ , •·, ,."1 .. ,.,, .r, ,.,,,,.,, •1• • c•1 •,·.J • A :,·':::; '1 r • ,..._ •.'. ·,,(. , ~ \:' ,~,~ 1 ~ ,;\ • ,,j ~'\,:'.!:. ~ ,>'\s= h 1 j .r .4,J,. ~ •-.. ,ii' ·· • . 

.#'cf' ,r,....,;. J,. 11 

~°'J• .. :.' c:~1 t-i _".Jr.. d --·1 ~~ v· -~; r; .C ( x, y ) -:~:r.' ,_,\ .. ~ 1 l t:· ~.:. ,-}c•ie:, t'~ c· ""i ~-- ~-::e I e J.. .. J (: u 1:::-e ~➔ t ~1 , t.~ .:. e: ~~)r~ t .in ·u 
-, 

?1Jr~. ?0~ Jcfi~:ltle is dL t\;o~ 0 ~:ffcr~~ti~~l J~f Gc!lJ~ ~-1~ J(Jf), 

d llS ;::: :~ Yl .~ 
:: ) ,,....::: 

., ,:':.. t 

s -:~: ~-1 P ::-~ ;·: \le r1 ~~": e . 
,,c:;' "" (~'"'.:/] + 

...:J,t:-1 

~lgcmener, 2~s Jc~-~ ~f~~ 

'"'I m-, .. ~ , . 
..... ' ' ~: ) j, 

,) ~ Ill " / 

Toepassing dr1ehcek va~ P2s2 □ l. 
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4. Kettingregel: Stel x(t) en y(t) zijn differentieerbaar in het 

open interval (a,b). Laat de bijbehorende punten (x,y)=(x(t),y(t}), als 
t het interval (a,b) doorloopt, liggen in een open verzameling A van 
E2 • Zij f(x,y) differentieerbaar in A. Stel 

z(t) = f { x(t), y(t)} , 

dan geldt voor elke tin (a,b) 

dz f dx + dy 
ITT = X at f y at 1 

wacl rbij 
fx = fx l x(t), y(t) J , 

(Vergelijk Analyse I, p.67). 
Voorbeeld. 

fy = ry 1 x(t), y(t) 1 . 

BewijG: .6.z = z(t +6t) - z(t) 

met 

= r{x(t+6t), y(t+.6t)} - r{x(t), y(t)} 

= f~x(t) + h, y(t) + kl - r\x(t), y(t)} 

h = x(t+ ~t) - x(t), k:,,:y(t+~t) - y(t). 

Omdat f(x,y) differentieerbaar in A is, geldt 

Llz == h fx 'x(t), y(t)_} + k fy{x(t), y(t)j + t1h + l 2k, 

dus 

~ = ift" f X \ X ( t ) , y ( t ) J + rt i X ( t ) , Y ( t )} + f 1 if + ./.2 fr 
.6t _..., 0 gee ft nu het gewenste resul taa t. 

Toepassing: Formule vc1n Euler voor homogene functies. 

Uitbreiding. Zij teen afkorting voor het punt (t 1, .•• ,tn) uit En. 
Lrwt de functies X_u (t) ~,.h=1,2, ... ,m differentieerbaar zijn in een 

open verzameling N ~ En. Beschouw de bijbehorende punten (x 1 ,x2 , ... ,xm)= 
(x1 (t), x2 (t), ... ,x (t)) als t de verzameling N doorloopt. Laat deze 

n1 --
pun ten in een open ver-zameling M van E liggen. Stel f(x.,, ;x2, ••• ,x.~1) is 

-- n1 __..,______ - I ll -

differentieerbnar in M. Zij 

z(t 1 , •.. ,tn) = r{x 1 (t), x2 (t), ... ,xm(t)} . 

Dan is z(t 1 , ... ,tn) differentieerbaar in N en er geldt 

... _ f vx.,, '"'f -zix VZ !,) I O m 
DE= cJX ~+ •.• +ax '5't: 

V 1 V m V 
(i/=1,2, ••. ,h) 

Bewijs door generalisatie vGn voorgaande bewijs. 

Voorbeelden. 

Toepassing: .6f = fxx + fyy = frr +;fr+'?' rf1) 
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De gegeneraliseerde kettingregel vindt veelvuldig toepassing in de 

theorie der porti~le differentiaalvergelijkingen. 

Voorbeeld 1. Aan de partl~le differentia3lvergelijk1ng 

( 1 ) 
-:,z 

X-'·--v vx V 

wordt vold8an door elke functie z(x,y) die impliciet gegeven is door 
cen vergelijking 

( 2 ) f(xy, z - xy log(x)) = O. 

Hierblj mag voor f(u,v) cen willekeur functie in u,v met continu~ 

rt i c 1 e 3 f g e 1 e i c1 en w o rd c n L~ e \co z E:: n n e t i\. U • 

Bc:wijs: Door differcntiatie vAn (2) na1r x vindt men 

( 3) fu y + 
.,_, 

(zx - y log X - y) = 0 .L 
V 

en c1nor cl ifferentia tie V]D (2) n2nr V 
<) 

( Ii. ) f u X + fv ( - X log X ) = o. 

Uit (3) en (4) VO t (1) gemakkelijk. 

Voorbeeld 2. L3at u~(x,y,z} en u0 (xJy~z) twee integr8len van de dif-
1 (._ 

fcr2ntioalvergelijking 

( 5 ) F ( x , y , z ) ux + G ( x ., y ., z ) Uy + H ( x , y , z ) u z = O 

zijn. Zij verder 4,(v,w) een willekeurige functie in v en w met con

tinu~ parti~le afseleidcn, dan voldoet 

oo1c 22n ( 5) . 
Bc11Jijs: u == If' V X u1x + 'i\J U,:-)x 

u = 'r'v u1y + t,j U,-::i ,1 c_y 
" 

uz = 'Vv U,1,.., + 'tw u 
L, 2z 

Door deze drie betrekkingen resp. met F(x,y,z), G(x,y,z) en H(x,y,z) 

te ver'meni0vuld1gen en op tc:: tellcn lcrljgt men de bcwe1:ing. 

Andere vorm van kettinu:rerfel: ondct' cJe voor11\la2rclen vtrn de vorige stel-

1 ino: ldt 
' u z + d X • • • T -,X 

C', !TI 
rn 

(m.a.w. voor de differentialen v8n d8 ~ciotP orde kan men net doen of 

x~, ... ,x onafhankelijke var 
I n1 

Bewijs. 
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• M1ddelwaardestelling: Zij f(x,y) d1fferentieerbaar op een open 

:·1meling A in E2 • Dan geldt voor elk puntenpaar (x ,Y ), (x +h,y +k) - ----------------=-- 0 0 0 0 
_nig dat de verbindingslijn geheel tot A behoort: 

f(x 0 +h, y0 +k) - f(x 0 ,y 0 ) = h fx(X,Y) + k fy(X,Y), 

1' (X, Y) een punt op de genoemde verb ind ingslijn voorstel t. 
Bewijs door 

F(t) = f(x 0 + ht, y 0 + kt) 

tcschouwen. Volgens de middelwaardestelling voor ~~n variabele (Ana
l, p.69) is n.l. 

F(1) - F(O) = F 1 (.$) = h f'x(x 0 th6, y 0 +k0) + 

0 < $ < 1 en hierui t volgt de bewering met X=x 0 +he , Y=Y O +ke • 

. lg. Is f(x,y) differentieerbaar in een gebied A van E2 en is daar 

• O, f =zO, clan is f(x,y) constant op A. y 

Reeksontwikkeling van Taylor: Stel van de functie f(x,y) zijn de 

'itle differentiaalquotienten tot en met de (n+1) 8t8 continu op een 
vcrzameling A in E2 • Dan geldt voor elk puntenpaar (x 0 ,y0 ), 

·::, y 0 +k) zodanig dat de verbindingslijn geheel tot A behoort: 

;'(x0 +h, y 0 +k) = f(x 0 ,y 0 ) + 1
1! (h DX + k Dy) f(x 0 ,y0 ) + 

R = n 

... 

' ,) s : - met behulp van (1) en door dan de reeksontwikkeling van Maclaurin 

te passen (Analyse I, p.78): 

rceleiden van F(t) vindt men met behulp van de kettingregel: 

-1tutie van deze waarden in (2) geeft gemakkelijk de bewaring. 

Extreme waarden (een variabele). 

Ecrst behandelen we het gevnl E1 . Laat f(x) gedefinieerd zijn op 
:"untverzame1ing A; deze be.hoeft nu niet perse open te zijn. 
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D(.;finitie. Mtn zegt d~t f(x) voor X=::l in A etJn maximum f(a) aan

neemt 2 ls er 1:;;en omge;ving u: ri - ;) <. x <a+ ~ v.:rn a bestnat, zodat voor 

clke xfn uit ;,/"\U gt:::ldt 

( 1) f(x) "'- f(n). 

'l -x2 .4 2 Voorbeelden: f(x) = -(x-1)c, 2=1; f(x) = c , a=O; f(x)=x -x, 
8=0. In alle dric g~vDllen is A=E1 • 

In de bcide eerst~ voorbeclden ccldt de onceliJkhcid (1) voor 

e:ll{c xJo uit A. Men spri::ekt d.1n v::in cen :::ibs,:iluut i.18Ximu;-.1. In het laat

ste voorbeeld geldt de ongeltJkheid slEchts voor zek~r~ orngevinc van 
s. Mc.:n noemt rJit een locc12l (.Jok wcl rcl-:,t~:cf) :-1nxbmr1. 

In de meest voorkoncndL ~evsllcn 12 ~ ten inwend punt van A, 
ktrn ;;1cn dus een omgC:'ving U vin:kn, die c..:.hi.:el binncn A 11,_;t C1:!.nw1;;ndig 
1-;v:1xinur1 11 ). H1;;t ktm echtE:r ool{ voorkor.icn jJt " een rr-rndpunt van A is 

( ll,,r,1•1··: 1•1r1 x1'"'u1n") V O"b. 1•1 i "' .. , C, • • l I • 0 L (; e ,. , 

/._n1loL:e dt::finities voor nini1;1ui;t, '.Jb[3oluut ;1inirnur:1 e;n loc:cal r.iir.i

'.'.lU!:' kri.jct rH:n door 1n ( 1) het <:. t12ken tc vi::rv"r~,"en cloor ~ • 

Voorbeeldcr.: f(x) = I xi heeft 0en 1baoluut :1ini:·.1ur:1 voor X=O; 
1 - __,.,. 

r(x)::;;:: c xc h0;eft een absoluut minir:tu1<t v·ior x:::O 1ls we: r(O)=O stt!llcn. 

VervJngt mEn (1) door d6 zw~kk8r8 voorw1arde 

r(x) ~ rc1) 

VOOP .. lkc X uit Uf!A, d211 ht::et re~) nul ccn nJxinvJltc w,1nrde of zwak 

·.·.11x.i.nur:1 vc1n f(x). Analoos r:1inim?1c v1:-i:-1r•J,;;; of zw:::l< :11n1nur~. VoorbeeJ.d: 

DG functi~ vnn He1viside 
/ 1 voor X)O 

H(x) i 1 voor X::::C = -2 

0 voor Xt..0 

hceft rnxim'.llc w,rnrdf..: 1 u1 :unim'.'h w'.l::,r:h~ ~-i. 

Is .f(x) continu op t:en compnct'-- V€r'Z'.1:,1..:.:lin~~ ;,, d1n nt.c::it f(x) np 

;, r1inste:ns e8n keer ziJn nnxi:71:i le en :ninstcns ~-,Sn l<ccn' ziJn ::1inir:1::1 h. 

w1ard8 san (p8g.3). In het bijzondtr ldt rlit □ ls f(x) continu op een 

al ·J t:: n int l: rv 3 l ( 3 , b J is • 
M~:xi1:i""l en ~1inimn heten tc·z1:1lT, .3t-.:rk.,_, LXtrcT,, '."'r1 xir•1cil0 t:n t'.llnln:>lc 

w1nrd~n zwekkc ~xtrema. 
St1:llint: 1, Hc:eft f(x) voor (:en lm;..:.nJi:..: pur.t ·1 v·:n ,:. c-e:n (zw::1k} 

t b t t f 1 ( ,., ) 1 - n i --· ri ··· ··1 k 1 , ·· k •· ' ( "· ) ·; ex r\-:r.1un, l"n e:s .::i1 ,.i , '> t,, ,, __ .c, .L.J. i. , =, .. 
Et.:wijs.F.cn punt'.:'! r.1et f'(a)=O ht~et c,1.;;n 3t.0,tion"1r punt. voriD0 sti;llin:;: 

zc ·;t ,Jr> t E.·Xt r·~mn 2 llt.:en in s t'.1 t ion~ ir•..: punt en kunnc-n voor-k:i1:1c:;n of in 

puntcn 1•mar de 1fc;clcidt: nic-t bcst.:1:Jt. Hct V)orbt:elc~ f'(x.):::::x 3, '1=0 

tnont ~1n dnt een stotion~ir punt ni8t n00Jz~k0lijk ecn cxtreem oplcvurt. 
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Eepaling van inwendige extrema met behulp van een getallenlijn 
voor het teken v,3n f 1 (x). rst zoekt men de "verdachte 11 punten a, zo

dot f'(a)=O, dan wel f 1 (8) niet bestaBt (a moet in dit geval wel con

tinuiteitspunt zijn: 

+ 
n+ri~ f ( 8) is mGximum 

·f-
-. ----------------n+t; f ( .'J) is minimum 

[! - Cl 

+ + 
"'-,) 

ge:i.:n extreem 

Cl·- c,,- 8 

Bcwijs: middelw1arde stelling. 
Ecn nns loc;e me th ode irJ ook br'uikb,c.1a r voor sommigc rsndextremen: 

idem 

enz. 

Voorbceld 1: f(x) = (x-n,1) 2 t (x-1 0 ) 2+ •.• +(x-a )2 heeft een minimum 
c.. n 

V '.)Or X:=: ( 81 +i'l 2 + •.. +;:-, r) : n. 

VoorbcE:ld 2: f(x) = sin x - cos x (-27T ~ x !f 27T) ht:;eft een rnnd-

nnx:i.11nw1 voor X==-2 TT, inwend minimum voor X=- rr·, inwcnclig maximwn 

voo1, X= tr :1 rondrninimum voor X=27T; X=O is static.mriir punt 8Chter geen 

0xtr·cem. 

St a 11 :L n g 2 • f ( x ) z i j d i ff e rent i e e r b n a r in ( 3 - J·-, .•:.: + c'.1-) , t e rw i j 1 f 11 ( 3 ) 

bcsts1t. Is f 1 (D)=O, dsn is f(8) een maximum d8n wel sen minimum na.-:ir 

t;E:,lnn,:; f 11 (:::i) < 0 cl2n wel f 11 (si) > O. 

Bcwijs. 
Hceft men f 1 (a)==O, f 11 (r1)=0, ,jan lrnri ms::n in vcel gevallen gebruik 

makcn V8n de ontwikkeling van f(x) naar m1chteri van x-a. 

Voorbeeld: onderzoek of f(x)== sin x-x een extremum heeft voor X=O. 

1° methocJe: 
f ( X ) = f ( 0 ) + f ~ 1 0 ) X + f ~ ~ 0 ) X 2 + f I r~ ~f,1 X ) X 3 ( 0 < 8 <_ ·1 ) 

x3 
cos(e x) . TT , = -

zodat f(x) voor X=O van 

2° methode r-. 
x3 x'.) 

r(x) = - TI+ 5: - ... 

t2ken wiss~lt en dus geen 

x3 5 
= - :3 ! + 0 ( X ) Q ls X ~ 0. 

Opg3VE..:. f(x) zij in (a-cr.,8+ J) n-msal c1iffe;rt;Dtieerb881". Zij 
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Is n even dan bezit f(x) een extrcmum voor X=£l en wel een maximum 

als f(n)(A) ,i(_O en een minimun 2ls f(n)(:-:i) )0. 

Is n oneven, d:-:in bezit f(x) Gl6n ~xtremum voor X=a. Bewijs dit 

met behulp van de eerste rn~thode. 

7. Extreme waarden bij functies van twee en meer variabelen. 

Last f(x) = f(x 1 , ... ,xn) gedefini~erd zijn op een puntverzameling 
A v3n E11 • A behoeft niet opc,n te zijn. 

ME:n zegt dat f(x) voor X=D=(8 1 , ... ,n 11 ) in A e1:;n maximum 

f(a)=f(n 1 , ..• ,nn) Gonneemt 21s er cen omgeving U =U( S,a) bestaat, 
z0d:J t voor e lke x-:Jc1 ui t A/1 U geldt 

( 1 ) 

Voorbeel~len: a) f(x,y) 

f(x)it..f(a). 
_-x2y2 

= e , 3=(0,0), A=E2, 

b) f(x,y) 4 2 2 4 2 2 
= x +2x y +y -x -Y +1, 3=(0,0), A=E2 • 

i_) f(x,y) -- 2 2 ( '1 0) A 2 2 1 X -Y , 8== + , , : X +y 4 . 

f.,,no loge definitie voor- minimum door in ( 1) het ong(:;lijkteken om 
te kerc-n. 

d) 2 2 2 2 Voorbeeld: f(x,y) = x -Y, 3=(0,+1), A: x +y ~1. 

Analoos net q 6 d~:finJ.tics voor abs._;luut maximum ( 8 )), loco al msY 

mur.1 (b), c)), inwendig mciximuFJ ( 0 ),b)), rc:rnd m:=1ximum (C)), nwximale 

ws,::trclc 0n dE= 3~J.-~1~~-1)ecri~~~ voor m~nimum; cxtremum (8 )., b), c),d)). 

Stelling 1: Heeft f(x) voor een inwendis 
----- ;'if 

0xtrE:.:mun, cm best[lat (~) (1~))..fn), don is ,,xv [: 
Bewijs: Pas stelling 1 v~n { 6 toe op 

punt a van A een (zw□ k) 

noodzskelijk ( ~f) =0. 
;:)Xl,' 3 

F(x) = r(~1 1 , •.. ,ol/_1 , x, av+1 , ••. ,a 11 ). 

Et::n punt a, zo,j,1t (c~{,)7 = O voor ·v =1,2, ... .,n heet t:;en stati~!:..?..~'-:'.. 

punt. H8t voorbeeld f(x,y) = xy, a=(O,O), A=E 2 toont aan, d2t de func • 

tic voor een st8tionair punt niet nlt1,id eE:m extremum bezit ("zadcl

punt 11 ). 

Beschouw cle vorm in \jc vsriabelen h,k 

Q(h,k) = A h 2 + 2B h k + C k2 , 

waarbij A,B en C nog van h en k mogen 3fhangen. La ten we nanne1T,Gi. ....... u ~ 

in een zekere orng0vin.c; van (0,0) 

2 
A= B - AC< 0 

is. Nu is blijkbaar 

AQ = (Ah 
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Wardt nu ~,k)f(o,o) in de 3cnoemde omgeving gekozen dan volgt Q(h,k)>O; 
m.a.w. Q is doar positief definiet. 

Ansloog volgt ult 

A<O, {~<0, 

dnt Q ncg□ tief definiet is. 

Zijn A,B en C const::rntcn,'.:l.'irl i.s'),(h,1<:) E:en bilrnndratische vorm en 

~ wordt de discriminant. Nemcn we nu het geval, dat in tegenstelling 

met het voora fgesnde LJ. '> 0 is, dEm krijge:n w1:::: een indefinietc vorm: 
Q(h,k) is nul op twee verschillende rechten door de oorsprong, terwijl 

in de vier zo gevorrnde ho8ken Q(h,k) afwisselE:nd of steeds positief 
6f steeds neGatief is. 

Stelling 2 (discriminantre~el). Laat (a 1 ,a 2 ) een stationair punt 
voor de functie f(x,y) zijn. L2at f(x,y) in een omgeving van (a 1 ,a 2 ) 
continuf tweede 2fgeleiden bezitten. 

2 
Ll = ( f xy - f xx f yy) 

31,32 

Is tJ.<0, d8n heeft f(x,y) een sterk extreem voor (a 1 .,a 2 ) en 

een r.linimum als fxx(r:1 1 ,::i 2 ) > O en een mc1ximum ols fxx(ci 1 ,a 2 ) < O. 
Is D> 0, don heeft f(x,y) voor (n 1 .,n 2 ) geen extremum. 

WE:l 

Bewijs. 1 ) In het gev8l ,6 <:.. O passen we d8 reE::ksontwikkeling V8n 

T::1y lor toe: 

f(84+h, a2+k) = f(21,a2) + (h DX+ k Dy) f(84,a2) 

+ if (h Dx + k Dy) 2 f(r: 1 +&h, c:1 2+Bk) 

omdst (;:i 1 ,cJ 2 ) 8en st2tioneir punt is volgt 

f(1 1+h, a 2+k) - f(c1,1'a 2 ) = ½(h2fxx+2hkfxy+k2fyy) . 
o1+6lh., o2 +ek 

Stel nu 

A = ½ f xx ( a '1 + 8 h, ,J 2 + 0 k ) , B=½ f x -y ( a 1 + 6> h., a 2 + 0 k) ., 

C =½ f y y ( a 1 + 0 h., D 2 + 8 k) 

cl::in is 

Uit de opmerldng vooraf6sc=mde aan stelling 2 volgt nu, dat het 

rechterlid in (2) definiet is en wel positief definiet als fxx(a 1 ,8 2 )~0 
en negatief definiet nls fxx(3 1 ,a 2 ) < O. In het eerste geval hebben we 
dus een minimum.,in het tweede geval een maximum. 

2) In het geva 1 ~ > O stellen we 
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ry, n is F ( 0 ) = f(~ n ) V0rder '1 ' .. 2 • . 

pr ( 0) == o, 

F 11 ( t) 1 (h DX k )2 f ( 3 1 +ht, 8 2 +kt) = ~ + Dy 

F 11 (0) 1 (h2f' + 2hk f + k2f ) = 2 , xx xy yy 
~J,p '.712 

m,2 .w. F"(O) is een bikvv2drcitische vorm in h cm k met constante coef

fici~nten en met discri@in2nt 

( 2 L1= f -xy f xx 

ut:;zt· vorm is dus niet clefin1et en we kunnen in elke omgeving van h==O, 

k=O cnerzijcJs de gl~b=1llon h C;D k zo kiezun, cfat F 11 (0) <.. O, cinderz:tjdro 

;;_:,:i, ,J2t F 11 (0) >0, In het t:erstc gev2l heeft F(t) voor t=O een maximum, 

:Ln hct tweede gcv::-:: 1 een min1mun ( ~ 6, s tG llinc ·2) . 

In het eerste gev2l krijgen we dus in een omgeving v□ n (a 1 ,a 2 ) 
vr::r1rdon f(x,y) < f(:.1 1 ,c1 2 ), in het anc1ere sev7l W8E:rc!en f'(x.,y) >f(a 1 ,-::: 2 ,. 
D1J.f3 en ext rer,mm. 

Voorbeeld: 3 ) f(x,y) _ 2 ') 3 3 x-+y--x y • D~ oorsprong levert cen mini-

,.., 2 
x~+y -4xy. De oorspron~ is een stotionair 
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Impliciete functies 

§1. Inleiding; 11 locnal 11 kara\cter van deze studie. 
j2• Iteratie methode (vergeliJk syllabus differentiaalvergelijkingen, 

pag.41 enz.). 
Hulpstellin~. Laat F(x,y) en FY(x,y) continu zijn op een open verzame
ling Vin het X-Y vlak. Zij (a,b)c Ven verder 

( 1 ) b = F(a,b) , Fy(a,b) = 0. 

Dan bestaat er een positief getal d'"en een continue functie y(x) zod2:t 

( 2) y(a) = b, y(x) = F(x,y(x)) voor fx-ai< <f. 

Bovendien bestaat er een positlef getal E, zodat in de recht!",oi:> 1 • 

I x-af"' ef', ty-bt <- .£ geen and ere oplos s ingen van de verge lijking Y==F ( x, ~,: 

liggen. 

Bewijs. Kies binnen Veen gesloten, gerichte rechthoek R1 met 
(a,b) als middelpunt, zodat binnen R1 

Fy(x,y) 4-- }. 

Voor twee punten (x,y) en (x,y,t:.) uit R1 geldt dan volgens de middel
waardestelling 

( 3 ) j F ( x, y ) - F ( x , y *) I tr ½ I y -y ,.._ I . 

Stel de halve hoogte van R1 voor door l en kies cf> O zo klein da t 
J< l en dat 

( 4) IF( x, b) - F( a, b) I , ½ 1· voor ix-a I ~ er. 
Zij R de rechthoek Ix-a I~ o, lY-b I~ ( tekenen ! ) 

Voor !x-af ~ d definieren we nu 

(5) 

Y0 (x) = b = F(a,b) 
y 1 (x) ~ F(x,y 0 (x)) 

- - - - - - - - - -

- - - - - - - - - -
Neem aan, dat voor elke x met /x-af-' J het punt (x,yn_1 (x)) in R. 

ligt, dan volgt 

Yn(x)-b = F(x,yn_1 (x)) - F(x,b) + F(x,b) - F(a,b), 

dus wegens (3} en (4) 

jyn(x) - bf~ ½ 1Yn_1(x)-b\ + ½ l ~ .:{, 

zodat dan ook (x,yn(x)) in R ligt. Door volledige inductie volgt ~~· 
Y11 (x) continu is en dat yn(a)=b. 
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rJU j_s voor !x-a 1-~ d wegens (3) 

fyn+1 (x) - "Yn(x)l = /F(x.,y 11 ) - F(x,yn_ 1 )j" ½ hn(x) - Yn_ 1 (x)I, 

;i::odat de reeks 

(6) y(x) = y 0 (x) + (y1 (x) - y 0 (x)) + •.• + (yn(x) - Yn_1 (x)) + •.. 

reekt of convergeert. In het laatste geval uniform in 

( eierstrass). 

\x-al ~ d 

Voor lx-n l ~ c/ is eH::e term in ( 6) cont inu, dus y ( x) is c ontirm. 

n -➔ <1!ilO, levert wegens yn (x)-+ y(x) en (5) 

y(x) = F(x,y(x)), y(a) = b, 

v,1,3a rmee het eerste deel VE!ll de hulpstelling is bewezen. 

Stel voor zekere x met Ix-a\~ ciis (x,y'"') een oplossing van 

=F'(x,y), clan volgt uit (3) 

jy(x) - y;Jf_ == l:F'(x,y(x)) - F(x,y*)! ~ ~-f y(x)-y-<I"·\, 

~ 3 .. Stelling der impllcJ.ete functies. L:1at fx(x.,y) en fy(x,y) cont1nu 

z1jn op een open verzameling V. ZJ_J (a_.b)€V en verder 

( 7) 

Dan is er een pos1tief getal ,ren een differenti~erbAre funct1e 

7Y'(x), zod3t 

( 8 ) y ( a ) == b, f ( x, y ( x) ) = 0 v o or l x-a J < cl . 

Voor deze functie geldt 

dy -"' /-r = = -, J ox ·x· y 

Bovendien be1taat er een positief getal E, zodat ln de rechthoek 

\ X-31 < tF, \y-bj .c.. I[ .Jlle oplossingen V,'.:'n f(x,y)=O door Y=Y(x) gegeven 
\\lorc1en. 

Voorbeeld, 

Bewijs: Beschouw 

F(x,y) = y - c f(x,y), 

wnarbij de constante c bepaald wordt door de voorwaarde 

Fy(2,b) ~ 1 - c fy(o,b) = O. 

ban is F(a,b) = b-c f(t~,b) ""lJ, terwijl ool{ de overige voorwaarden van 

tie vor-ige hulpstelling vervuld zijn. Kies tf"1 en,.__,.- als in deze hulp-

:s telling (rfi=d). Voor \x-al c,~ bestaat er dus een 5::ontinue functie 

'Y(x) met y(x)?!:F(x,y(x))., dus met f(x,y(x))~O, en met y(a)=b.-



Bovendien is er in Ix-al < t/4., IY-b I< t geen and ere oplossing van 

Y=F(x,y), dus van f(x,y)=O. 
We bewijzen nu, dat y(x) zelfs differenti~erbaar is. 

Stel fy(a,b)=.c0.9'0 en fy(x,y) is continu op V, clus fy(x,y(x))----6 als 
x --+ 8 • Kies het posit ieve get a 1 cf< cf;,, zod3 t 

lry(x,y(x) H > l ~ I voor l~-al .(.er. 

Zij Ix-al<- o, lx+h-nl , J. Stel y(x+h) = y(x)+k. f(x,y) is totaal dif
ferenti~erbaar op V. Dus 

f ( X +h , y ( X ) + k ) - f ( x , y ( X ) ) = ( f X + [ 1 ) h + ( f y + <2 ) k=O , 

met f1 , E2 --+o als h-➔ O. Kies h,'O, maar /h\ zo klein, dat lf2 I< J.4J, 
dan volgt fy + c2 =IO en dus 

Y ( x+h) - y ( X) k f x + f1 
h = n = - fy+{2 • 

h ~ O levert ~ = - fx/ fy. 

Bijzonder geval: inverse functie: x = F(y), a=F(b), F'(y) continu en 

F 1 (b)=,fO. 
d2 

Ber8kening van Y als de tweede parti~le afgeleiden van f(x,y) cont 1 -
------- dx2 
zijn op V. 

Voorbeeld. 

, 4. Uitbreiding van het aantal onafhankelijke variabelen. 

Laat f(x 1 ,x2 , ... ,xn,y) continue eerste parti~le afgeleiden bezitten on 

een open verzameling van En+'1" Zij (a 1 ,a 2 , •.. ,an,b) EV en 

f(a 1 , ... ,an,b) = O , fy(a 1 , ... ,an 1 b) -:J 0. 

D8n is er een positief get2l 6 en een differentieerbare functie 

y(x1 ,x2 ., ••• ,xn) zodst 

Voor deze functie geldt 

(v =1,2, ..• ,n). 

Bovendien bestaat er een positief getal l >0, zodat in \xv-a.)< ,f., 
ly-bl < £ geen andere oplossingen van f(x1,·••1Xn,Y)=0 liggen. 

Bewijs: analoog aa~ ?:~ ~=~ ~~ ··oo~gaande stelling, 

Voorbeeld. 
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5. Uitbreiding van het aantal afhankeliJke variabelen. 

Hulpstelling: Laat 

F(x,y1 ,y2 ) ., G(x.,y 1 ,y2 )y 

continu op een open verz~1meling V van E3 ziJn. ZiJ (a.,b1 ,b2 ) EV en ver

der 
F(a,b,pb 2 ) == b1 , 

( 1 "') 
G(a,b 1 .,b2 ) == b2 ., 

F (o.,b1 ,b2 ) 
Y1 

G (n,b'1_,b 2 ) 
Y1 

= 

= 

F. (a,b1 ,b2 ) = 0 
Y2 

Gy (a>b1 .,b 2 ) = O. 
2 

Dan is er een positief getal cren een pnar van cont~nue functies 

y 2 (x)., zodrit 

y 1 (c1)::::b1 , y 1 (x)=F(x.,y 1 (x))y 2 (x)) 
voor lx-ol ,c. tJ. y 2 (a)=b2 ., y 2 (x)EG(x.,y 1 (x) 3 y 2 (x)) 

Bewijs: Kies t. >O zo klein, dat 

IF Y ( ., IF Y I , I Gv I J I GY I ~ J 
1 2 "1 2 

voor de gesloten balk R: lx-:,1 ~ i., /y 1-b) ~ t.", \y 2 -b2 \ ~f. 

Voor twee punt en ( x., y ·1' y 2 ) en ( x, y 1 ~ y 2 -;\c") v'.rn R1 is dan volgens de mj (:1 

delwaardestelling 

j F ( x , Y 1 , Y 2 ) F ( x , Y /', Y 2 *) ! ~ ·} M3 x ( j Y '1 -Y '1 ~L, j Y 2-Y /1'-I ) 
I G ( x , Y 4 , Y 2 ) G ( x·, Y ,/~\ Y 2 *) \ f ·½ Mn x ( j Y 1 -y 1 * L j y 2 -Y /i I ) 

Kies nu /" < E zo k:lein., d:-,t voor I x-ai <. cf 

\F(x,t: 1 ,b,2 )-F(ri,b1 ,b2 )\ .(½ {, !a(x,b1 ,b 2 )-G(a,b1 ,biji ½ [ 

r'. i J R d e b cl 1 k : t X - ::i I ~ {,,r, \y 1 - b 1 I .! [, 1 y 2 - b 2 ' ~ t. 
Voor !x-:,1 :f c.f def'J.nieren we nu: 

Neem 1an, dat (x,y~ ~, y2 y ~) in R ligt 1 d □ n is 
1_,n-1 .,.i-1 

IY1n(x)-b4I =IF(x,y1,n-1'Y2,n-1) - F(aJb1,b2)I 

=\F(x,y1,n-'1'Y2,n-1) - F(x,b1,b2) + 

+jF(x,b1 ,b2 ) - F(a,b1 ,b2 )\ 

.;f ½ Ma x ( I Y 1 , n - 1 - b 1 I ' I Y 2 , n -1 - b 2 I) + ½ { ~ { 
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en ansloog ~y2n(x) - b 2 !~1, zodat dan ook (x,y1n,y2n) in R ligt. Door 

volledige inductie volgt hieruit, dat y 1n(x), y 2n(x) continu zijn en 

dat y1n(a) =b 1,y2n(2) = b2 zijn. 

Als in het bewijs v::in ! 2 volgt dat voor i=1,2 

(6K) Y1(x) = Yio(x) + (Y11(x) - Y1o(x)) + ••. + (Yin(x)-Yi.,n-1(x))+ ••• 

elk der reeksen hetzij 

j x-a I ~ ,r. De func ties 

en ui t ( 5 Jl'.) volgt voor 

afbreekt, hetzij uniform convergent is voor 

y.(x) zijn dus continu, y.(a)= lim y 1 (a)=b., 
l 1 n--.oo n i 

D·~ 00 

Stelling: Loat v8n de functies f(x,y 1 ,y2 ), g(x,y1 ,y2 ) alle eerste 

parti~le afgeleiden continu zijn op een open verzameling V van E3 • 
Z i j ( a , b 1 , b 2 ) { V en v e rd er 

( *) ( ) ( ) "ZJ( f , g ) / 7 f a,b1 ,b2 = O, g a,b1 ,b2 = O, ~(y 1 ,y 2 ) r O voor x=a, 

Y1=b1,Y2=b2• 

Dan is er een positief getal <.Jen een paar continue functies 

Y1 (x), y 2 (x), zodat 

( 8 ~) y 1 ( 8 ) = b 1 ' 
y 2 (a) = b 2 , 

f(x,y,/x), y 2 (x))~o 
g(x,y1 (x), y 2 (x))-a0 voor Ix-a f .(.. cf • 

Bewijs: Beschouw de functies Fen G gedefinieerd door 

F(x,y1,Y2) = Y1 - C4 f(x,y1,Y2) - c2 g(x,y1,Y2) 

G(x,y 1 ,y2 ) = y2 - c3 f(x,y 1 ,y2 ) - c4 g(x,y1 ,y2 ), 

w,1ci rbiJ de constanten c1 en c2 warden bep3ald door de voorwaa rden 

FY 1 or ~- 0 = - c1 ~ 
- c2 :,,y 1 -1 voor X=a ,Yf"'b1,Y2==b2 

vf ~-FY = - c1 -;:iy 2 - c2 0 
2 ?ly2 

( omdc1t ~f,g) 1 0 is, is dit mogeliJk) . .: ~Y-pY2) -.,. 
Ana loog word en de constanten c 3 en elf bepaa ld door de voorwaa rden 

0 =G =0 voor X=a,y1=b1 ,Y2=b2 . 
Y4 Y2 

Voor de functies Fen G zijn nu de voorwaarden van de vorige hulp

stelling vervuld. Er bestast dus een o>O en een paar continue functies 

y 1 (x),y 2 (x), zodat (2*) geldt, m.G.w. 

y1 (a)=b1 , y1 (x):=:.y 1 (x) - c1 f(x,y 1 ,y2 ) - c 2 g{x,y1 ,y2 ) 

Y2(a)=b2 , Y2(x)=Y2(x) - C3 f(x,y1,Y2) - C3 g(x,Y-,,Y2} 

Bovendien is 
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c1 c2 f gy 
Y4 1 

C3 C4 f gY2 
= 1, 

Y2 o.,b 1 ,b2 
dus 

c1 c2 
I o. 

c3 C4 

Hieruit volgt 

f(x,y,1'y 2 ) =-= O , g(x,y 1 ,y2 ) ~ O. 

Supplement. Onder de voorwaarden v2n de stelling, zijn y1 (x) en y 2 (x) 

differentieerbnar voor /x-a/ < & en er geldt daar 
dy1 dy2 

+ fy1 cT5c + fy2 ax= 0 

dy1 dy2 
+ g crx- + gy """cfx = 0 

Y1 2 

Voorbeeld. · 

Uitbreiding: L:iat van de functies f..f_,(x 1 , •.• ,xn,y1, ... ,ym) J'1=1, ... ,m) 
alle eerste partiele 3fgeleiden continu zijn op een open verzameling V 

f (a 1 , •.• ,a , b1 , .•. ,bm)=0, ..,~ n voor x1=a 1 , ..• ,x11=B~ 

Y1=b1,•··,Ym=bmr 

n~.rn is er een positief getDl Cl en een stelsel van m differentieerbare 

functies y1=y 1(x1 , •.. ,xn), ... ,ym~ym(x1 , •.. ,xn), zodat voor /k=1,2, .•. ,m 

Y,t;, ( 81 , •.. 'an) = t,/"' , ~' ( x 1 , ... 'xn , y 1 , . • . , y m) == 0 

voor 1\,-a,.il "- tJ (v=1,2, ... ,n). 
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Toepassingen 

1 6. Afbee ld ing Vc:n bet X-Y vl::; k op een u-v vla k. 

La2t f(x,y), g(x,y) functies zijn met continue eerste afge-

:Leiden op een open verzrmel V. (;:,_,b) E. V; °'=f(a,.b),_,-3=g(a,b). 

Met elk punt (x,y) v2~ V correspondeert een punt (u,v) 

( 1 ) U = f(X2Y) , 

(u,v) heet beeldpunt vAn ( ,y); (x,y) heet een origineel v::in (u,,v). 

Met V correspondeert zo het beeld ... CL in het u-v vb!{. Vlaktransfor

mAt1es, coordinaten transf'ormaties. 

Voorbeelden: 1) identieke afbeelding: U=X_, V=y. 

2) 8ffiene transform~tie: ~;ax+by, v=cx+dy (D=j~ ~I /0). 
-::i\ poolcoti inaten: U==r= Vxc:+·u 2 . V=<.{J=E1rc tg Y . ..i I .; ., I •• X 

4) . .. X y 
1nvers1e: U= --"2~' V= 2- 2 

X ty X +-y 

Determinant van Jacobi: 

1) 1 .; 2) D 3);; 4) -1. 

We kurrnen successlcveli,jk twee r1f'beeldingen (transformaties) 

na elkaar uitvoeren. Bv. eerst (1) en doarna 

(2) U = F(u,v) , V = G(u,v). 
We kr1.,jgen clc1n de: rc::Sultcrc.::n•je: trAnsforn:1t:L,.; 

U = F(f(x,y), g(x,y), 
Uit de kuttingr~·0l volgt 

V = G(f(x,y), g(x,y). 

u u ., 
en dur3 

( 3 ) 

::;: F f ' Ti' (" r u X .. V 1 ...... , ...... ' l\. 

I;1 p + Fv 0· - l 
' u y -:::,y 

~(u,v) = ~(u,v) ~(u,v) 
~(x,y) ~(u,v) ~(x,y) 

vx = G f + (} /J' -"u -x ·v '-'X 

Vy -- G u fy + Gv gy J 

nt vc111 Jr·cobi vcn; cJe rcoultcrende transform':ltie is ge-

liJk .1:=in het procluct w1r· de over-cenkomstigu c]etermirn~nten van de 

sAm0nstellende transform8ties. 

In de voorbeelden 1), 2), 3) en 4) bchoort b1j elk beeldpunt 

(u.v) slechts 6 origineel (x,y) (behalve voor het punt u=O, v=O 

i~ d2 3evallcn 3) en 4)). hcbben de inverse afbeeldingen: 

1) X==U, Y=V 
d fJ .. c a 

2) x~ nu - IT Vs~=- Du+ D v 

3) x = u cos v, y = u sin v 

li) X U • y V 
--r = ~~ ~ = 2 2 • 

u +v u +v 

(Voor de 2 2 1 afleiding van 4) merke men op u +v = 2 2). 
X +y 



An III 22 

In deze gevallen hebben we dus een omkeerbaar eenduidige afbeel

ding tussen origineel en beeld, 

In het algemeen kunnen echter bij eenzelfde beeldpunt meerdere 
punten uit het origineel behoren. Voorbeeld: 

2 2 u = x -Y , v = 2xy 

Bij (x,y) en (-x,-y) behoort hetzelfde punt (u,v). Men kan hier 
dus niet zonder meer van een inverse afbeelding spreken. 

Stelling: Laat voor de transformatie U=f(x,y), V=g(x,y) de voorwaar

den, in het begin van deze paragraaf genoemd, vervuld zijn. Zij 

bovendien ~tf'gj ~ O voor X=a, Y=b. 
(I X, y 

Dan bestaat er een positief getal E , zodat het vierkant K: 
Ix-al< E., \y-b\ <: t omkeerbaar eenduidig afgebeeld wordt op zijn 

beeld Bin het u-v vlak. 
Hie rvoor ge lderi II inverse t r,rnsforma tie f ormules 11 

X = cp ( U , V ) , Y= f ( U , V ) 

met totaaldiffcrentieerbnre furicties 1'(u,v),"f(u,v), zodat 

a= 1J(oC.,/3), b= i.p(°'-,/3). 

Bcwijs. Pas de stelling over impliciete functies toe met n=m=2 op 

het v~rgelijkingsstelsel 

(4) f(x,y}-u = O, g(x,y)-v = O. 

We vinden dan, dat er een cf> O en twee totaa 1 differentieerba re 

functies f'(u,v), v(u,v) bestaan, zodat 

t.p(o<,;3) = a , Y,(c>!'.,/3) = b 

( 5) f ( ~( U, V), "f ( U, V) ) = U, g ( (/ ( U, V) , 'If' ( U, V) ) = V 

( I u- o( I "'- ,.r, Iv- 13 I < ,/) • 

Kies , > O zo klein, dat voor l x-a I < t , ly-b I .:::. E geldt 

\r(x,.y)-o<-l ✓-J, jg(x,y)-/3\<(r. 
Kies verder t zo klein, dat (4) in 

Ix-al, t , ly-bl ""- t , \u-"'-.I <.J, Jv-/3) L-(J 

slechts de ene oplossing X= <p(u,v), Y=>f(u,v) toelaat. 

De afgeleiden van f' en y vinden we met behulp van de ketting-

regel uit ( 5) : 

fx 3/-~ + ry Yu = 1 , gx 0'u + gy "-lu = 0 

fx ffiv + ry ¥v = 0 J gx fv + gy Y/v = 1 



Dus, a ls D = u( r, :z) 
a(x,y) 

g,I 
''y/ ( sou :::: cl = D :, u D 

l .f.' f .L y 't/v X 
l tfv = -

D 3 = D 

A o(f,g) eontrole: u(:f,Y:) = 
v( x, y) :cJ(u,v) 

Voorbceld, 
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1 . 

Voor de betekenis van h2t teken van de determinant van Jacobi voor 

de bijbchorende transformstie: zie Courant II, 151 (Bij positief 

t6k8n blijft na transformatie de rotatie zin behouden, bij nega

ti2f tcken keert deze van richting om), 

Afhankelijkheid van twu~ functics f(x,y), g(x,y): 
Laat de functics ven ziJn in een gebied G van hct x-y vlak waar 

zc continue eerste af~eleid2n bezitten. Laat het punt (u,v) met 

U=f(x,y), V=g(x,y) 
(x,y) E G. 

,-. 
lig;gen in tc·en gcbied 1 van het u-v vlak als 

D~ functies heten afhankelijk als er in r eun tot □ al differen

tieerbarc functie F(u,v) bestaat, zodat nergens in r geldt F =F =0, 
U V 

tCI'Wi ,J 1 

( 6) F(f(xJy), g(x,y»~ 0 in G 

is, Ult (6) volgt door toepassing van kettingr0gel, 
:i'(f,g) 

( 7) 
·c:i(x3y) 

-- 0 in G. 

Omg0kcerd volgt uit (7), dnt f(x,y) en g(xJy) afhankeliJk zijn. 

Hct bewijs ligt echter di~par (Courant II, 155). 

2 Voorbeeld: f = x-y , g = (x-y) . 

1\fbc:,elding u=f(,~,y), v=g(x,y) biJ nfhtrnkelijke: functies. 

§7. Extrema met nevenvoorwoarden. 

Probleemstelling: 

Bcpnal de extrema van do functic U=f(x,y), wanneer tussen x en y de 

relatie f(x,y)=O best2at. We nemen daarbij asn, dat f(x,y) totaal 

c.liffercntieerb£Jars is op een open V, ter·wijl <p (x,y) daar continue 
8erste afgeleiden heeft; o/yfO op V. 



De multiplicatorenregel van LagrangL 

w2arde voor de extrema: 
eft een 

Beschouw de functie 

F(x,y,~) = f(xJy) + '>..<p(x,y) 

en schrijf de voorwaarcitn voor st tion ir punt 

Los hieruit x en y op. 

Voorbccld: f(x,y)=xy, 

F(x,y,)i) = 
,, r, 

xy + /\ (xc+y,:;..-1) -- 0, 

De multiplic~torenregel gecft: 

y + 2 )\ X = :) 

X + 2'\ y = 0 
2.L 2 0 X ' y -1 = 

Dit eft bJJ oplossing 

X 
1 y 1 \/ ') 'l :::: 2 - 2 . C 

C 

X 
l . /,) y 1 \/ 2 f =-2V'--J =-2 

u = ½ 

X = l \ '') 2 /L. J y =-·½ 'v'2 l 
X =-½V2, y 1 \/~2 ! ;:::;; 2 

Men bewijst achterif dat dit inderdaad cxtr~~L 

nu~ functi0 op compacte verzamcling). 

B,,,,1·i 1s· • St ···l f ·0 t!) r e ,~ _ U ., I._. \ ,_::-l J C V levcrt een extreme w1a 

v 1 n ck n PlC· t y ( .:: ) = b e 11 ~P ( x , y ( x ))"== 0 • Du::: U= f ( x .!Y ( x ) ) • 

1-J?.1 rcle moct 

Tevcns ts daar + 
I 

!f 
i-x f y 

Iv) 
IX 'Py 

X=3,Y=b 

Generalisatie, Stel f(x 1 , •.. ,xn) totaal dif 

V~ stel (t1(x1 ,.,.,xn), ... , 9\(x1 ,,.,, 2\) 

n 1::en 

rent 

zitt 

zs ll 

ar 
con 
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eerste afgeleiden. Verder ziJ voor elk punt van V 

/ 
()(/11 ;:1 <F1 

\ I . . . 

) c) x1 ux 

\ n 
Reing - - - - - - - - - = k 

'<:) Y-ik .:)'Pk . . . 
u x 1 ox ,~ 

lJ 

De extrem9 van u=f(x1 , ... ,xn) onder de nevcnvoorwaarden 

~(x1 , ... ,xn)=O, ... , rk(x1 J••·,xn)=0 vindt men door de functis 

n ( >, ,. ) f ·)... /11 >, ro 
J: x1 ' • · • 'xn' ·1' · · · ' 1 '1{ = + '1 '1 + · · · + k ' k 

te bcschouw~n en dan hiervoor de voorwaarden voor stationair punt 

op te schrijven en daaruit x1 , ... ,xn op te lossen. 

Literstuur: Courant II, 138. 

Toepassing: Elke extreme waarde van ~en kwadratische vorm 

u = 

op d c: eenhc :Lcl sbol 

nwtrlx (:::,;). 
L cl 

Voorbeeld: U=XY, 

n .. = D ". 
l J J l 

Gan een eigenwaarde 

enw2 J rd en +}, 

v:Jn de 


