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Inleiding

Op de 3e augustus 1887 hield Lord Kelvin (Sir William Thomson)
in Edinburgh een lezing, getiteld: On ship waves, waarin voor de eerste
maal een verklaring werd gegeven van een golfverschijnsel, dat optreedt,
als een drukverstoring zich over een wateroppervlak voortbeweegt (bv.
een varend schip). Tevoren waren op dit gebied reeds experimenten ge=-
daan door William Froude, voortgezet door Edmund Froude, die volgens
Kelvin van bijzonder veel belang waren voor de scheepsbouw. Kelvin toon=-
de aan dat het hele golfpatroon beperkt blijft tussen twee lijnen, ge-
trokken van de boog van het schip, die een hoek van 19928 maken met
de richting, tegengesteld aan de vaarrichting. Theoretisch is er op een
oneindige afstand voor het schip en in iedere richting een verstoring,
maar het bedrag hiervan is buitengewoon klein, tenzij men tussen de twee
bovengenoemde lijnen komt. Op deze lijnen verkreeg hij een oneindige
waarde (dit als gevolg van het feit dat in het mathematische model gebruik
wordt gemaakt van een "infinitely intense" drukverstoring, zoals Kelvin
dit noemde). Op grond van beschouwingen betreffende groep en fasesnelheid,
die blijkbaar niet gepubliceerd zijn, verkrijgt hij een gclfpatroon, dat
we in de volgende bladzijden uitgebreid zullen behandelen., Opgemerkt zij

nog, dat Kelvin bij zijn onderzoekingen tot integralen kwam van het type:
J cos m[x - tf(m)]dm
0

voor het effect op plaats en tijd (x,t) van een "infinitely intense"
verstoring op plaats en tijd (0,0), waar hijop heuristische wijze de
volgende benaderingsmethode op toepaste: Indien t groot is zullen voor

vaste-% , die delen van de integraal, welke aan weerszijden van een klein
interval om m,» bepaald door %E{mﬁx - tf(m)]} = 0, liggen door interferen~

tie verdwijnen, Ontwikkeling in de omgeving van m = m, geeft:

nfx - t2(m)] = m [x - t£(m)] = 3" (m) + 2£7(n))] (m = m)?.




s V2

Stelt men verder: m = m, = = dan vinden we voor
£2 [.mof" (mo )=2f" (mo )] '

I}

het effect van de verstoring:

va- [

o 2 En-mof" (my)=2£" (m, )] :

cos [:tmgfv(mo) + se_]ds

wat na uitwerking van de integratie overgaat in:
2
Vé‘ ° cos [tmof'(mo) + n/h]

2 - [-mof' (my)=2f! (mo)] ﬁl

Deze methode zou later onder de naam "methode van de stationaire fase"
bekend worden, In de volgende bladzijden zal allereerst een uiteenzetting
van het door Kelw¥in beschouwde probleem gegeven worden, gevolgd door een
historisch overzicht van wat er op dit gebied is gepubliceerd, wat uit=
sluitend betrekking zal hebben op het stationaire probleem, waarna we

zullen eindigen met het bekijken van het niet-stationaire probleem.




I, Probleemstelligg}en historisch overzicht

gende drukverstoring

Allereerst zullen we een afleiding geven van de vergelijkingen, die
als basis dienen voor het beschrijven van trillingen van een vrij water-
oppervlak S onder invloed van een uitwendige kracht. We spreken in dit
geval over water als een ideale, incompressibele vloeistof, terwijl we
aannemen dat de vloeistofstroming rotatie vrij is. We voeren hiertoe een
orthogonaal codrdinatenstelsel in met de x- en y=as in het wateroppervlak
en een positieve z=-as in het water. Beschouwen we verder een snelheids=-
potentiaal ¢(x,y,z) dan zal in de vloeistof gelden A¢ = O terwijl de vrije
oppervlak-conditie bepaald wordt door de wet van Bernouilli en de voorwaarde

< dat een deeltje, dat zich op S bevindt,

daar blijft, Stellen we S voor door
z = n(x,y,t) dan zijn deze voorwaarden
2 2 2
— + + =
gn+ ¢, + %(¢x ¢y ¢z) + p/p =0 en
%g {y = ﬁ) = 0, uitgeschreven

= + + =
¢xﬂx ¢y ¢znz n 0. We kunnen
deze voorwaarden lineariseren door aan

te nemen dat zowel ¢, M als hun afgeleiden

klein zijn en verkrijgen dan als probleem: Een functie ¢ te bepalen zodat:

Ap = 0 z >0
2n -39
at 0z

n 3t P Z 0

waarin we p = g= 1 gesteld hebben,

Nemen we verder p = %%%l o 3(t) dan geeft Laplacetransformaties

A$ = 0 met als randvoorwaarden s = ¢,

s(r

‘=s¢_mo

21r




o]
Laat ¢ = J e Az £(3,8)3,(Ar)axr dan geldts

0

sn = - lim f‘e*“z Af(A,s)dA = lim f e 528(2,8)3 (Ar)dh = s « Se) 5
. 0 0 0 2nr

z-0 z->0
waaruit: lim f (sa+)\)e“}‘z ° 'f(Aas)Jo(kr)dA =g o =§=(£¥=}- o Mcbove de inverse
T
z>0 ‘0 v
Hankeltransformatie vinden we:
(52+A)f(>\gs) = As I Br) . dr = 4= Aos zodat f(r,s) = .
0 a2mr am 27 s2+}\

en ¢ = L J( e,:)\z Z JO(Ar)J\dA zodat we voor de snelheidspotentiaal
0 s +A

vinden:

2m

) l—j e=AZ cos (% \/?)JO(AVx2+y2)AdA en daar
0 ,

3
1

-—l¢t(z=0) -~ p vinden we

(I.101) n

- 1lim I e-)\z sin(t \/T)JO(A Vx2+y2)>\3/2d)\0
0

2w

Deze formule zal als uitgangspunt dienen voor verdere beschouwingen. Toepas=
sing van de methode van de stationaire fasé op (I.1.1) geeft:

1

LRI~ % o lim f e”)‘Z sin tV A cos (Ar = w/4)Ardxr
z»0 ¢0

o 2
N V;Qm lim I e % gin At cos (Azr - "rr/h)ABd}\
m 21nr -

z-0

1 1
e O -+ °
= (I'i 12) waar:;

N-E? am




w >
I. = 1lim f e % 5in(3%r + At = /L) adan
220 J=%

ST 2 3

I, = 1linm j e sin(=A"r + At + n/k)Ar7dx,
7)) ¢ =0

Toepassing van de methode van de stationaire fase op I, resp. I, geefts A, =

zodat de resp, argumenten geschreven kunnen worden als: = :'3?

3r o+ At = m/h 2

t2
'(ﬁ? + /b)) + r(X = Aj)

<*"2

“A%r + At + /h =+ /) - r(h - Az)zo

Uitwerking geeft:

( ) t3 t2
10152 n Vv = Sin o
27720 ﬂrH Tr

Met behulp van deze uitdrukking kunnen we nu in eerste benadering de opper=
vlakteverstoring n bepalen t.g.v. een bewegend schip (bewegende drukversto=
ring). We voeren een orthogonaal (x,y) co8rdinatenstelsel in en laten langs
de positieve x-as een drukverstoring met constante snelheid c bewegen van x = 0
naar x = cTo Z1j bovendien t¥ = T = t dan vinden we voor de oppervlakteversto=

ring in een punt P(x,y):

T 3 w2
n({x,y) = const, Eﬁw sin %.n at”™,
’ Or ) r

We merken op dat er voor een fase geen grote parameter voorkomt. Nadere be=
schouwing leert echter (Stoker ch, 8) dat men dit, door over te gaan op
dimensieloze variabelen wel kan bereiken,

0 (2137 1)— cT
5

P(Xoy)
figo 1,




De uit de methode van de stationaire fase volgende relatie tussen r en

3% . . .
t vinden we uit:

=2
a ,t ° _ .
”;Cﬁ;‘) = 0, Er geldt bovendien
dt
23; =c cos 6 zo dat deze beide de relatie
dt
leveren:
(I,1,.3) r=13%ct cos 6.

De relatie (I.1,3) betekent dus, dat voor het bepalen van de oppervlakte=
verstoring in punt P (binnen de orde van de beschouwde approximatie) alleen
die punten van de baan bijdragen, die aan (I.1.3) voldoen. We kunnen nu de
zaak omdraaien en uitgaande van een punt Q op de baan, de punten P constru=
eren, waarvoor Q het punt van stationaire fase is van de integraal., De

andere punten zullen hun bijdragen door interferentie verloren zien gaan.

fig, 2

Cr & ct Y
% A
In punt Q is t bekend, evenals c, zodat (I.1.3) alle puntéz P geeft in

poolcodrdinaten t.0.v. punt Q, doWez., ze liggen op de in fig., 2 getekende
cirkel., We zien hieruit dat het gehele golfpatroon (uit de hier beschouwde

benadering) binnen 2 rechte lijnen blijft (indien c¢ = constant) bepaald door
. 6
% ct

Sina:&m:

= %ct*
lijnen de omhullenden van: de door (I.1.3) bepaalde cirkels verkrijgen. Om tot

(o = 19028“)oIndien c # constant zullen we i,p.v., de rechte

wf—

een karakteristiek van het golfpatroon te komen, zullen we nu als laatste de
lijnen van constante fase bepalen. De codrdinaten van punt P(x,y) (fig, 1)

bedragen:

%
ct = r cos 6

»
]

= r sin 6,

D]
]




2, %2
Stellen we a = 022 dan vinden we mobsve (Is1o3):
3¢
ct = a cos ©
r=lacosa 0,

2

Substitueren we dit dan vinden we de lijnen van constante fase in para=
metervorm

3

X ==% (2 cos 6 = cos™ 9)

y -.% cos2 8 sin 0,

Beschouwen we deze lijnen in een figuur (fig. 3) dan zien we het optreden
van 2 soorten golven: een divergerend en een trarsversaal systeem. Boven=
dien blijkt dat de lijnen van het divergerend systeem de vaarlijn niet

snijden,

cT

Opgemerkt ziJ nog dat deze schets een bijzonder nauwgezette overeenkomst

vertoont met de werkelijkheid,

2. Historisch overzicht

In de loop der jaren hebben verschillende auteurs gepoogd een betere
asympﬁotische benadering, dan met de methode van de stationaire fase moge=
lijk'i;sD te verkrijgen voor de oppervlakteverstoring in een punt, mee=
bewegend met de drukverstoring., We zullen in het kort de resultaten bespre=
ken ven: Lamb, Hogner, Peters, Ursell en als voorbeeld van een meer moder-=
ne aanpak Timman., Anderen die er aan gewerkt hebben zijn o.a. Hoff en

Havelo¢k° Rest nog te vermelden dat het Peters (1949) m.b.v. de isteepest-descent




methode voor het eerst gelukt is een volledige asymptotische ontwikkeling
te geven voor het stationaire schip=golfpatroon in water van oneindige

diepte,

a o Lanlb

Lamb gaat uit van het in (I.1) gestelde probleem de oppervlakte
verstoring te bepalen t.go.v. een in de oorsprong geconcentreerde, instantane
drukverstoring. Als oplossing voor de snelheidspotentiaal wordt gevonden:

kz 3, (ler ek,

o

¢ = consts J cos t{/k e
0]

In de behandeling van het 2-dimensionale geval voert hij een wrijvings-

factor m in, in de bepaling van ¢ voor een bewegende drukverstoring.

Zou hij hier op analoge wijze de wrijvingsfactor m hebben ingevoerd dan

zou hij voor de snelheidspotentiasal van een bewegende drukverstoring

verkregen hebben (in meebewegende coSrdinaten):

¢ = const, lim f e Y
0

@ 1
dt J koe? cos t\/E o Jo{kE(x=-ct)2+yzja}dko
m~>0 0

Bovenstaande ¢ kan door een transformatie overgevoerd worden in de oplos=
sing die Peters voor de snelheidspotentiaal vindt (Peters pag. 137). Er zij
wel opgemerkt dat men voor het doen slagen van deze transformatie de factor

m nodig heeft, hoewel deze niet nodig is voor convergentie van de integrasal.

b Hogner

Hogner gebruikt bovenstaande wrijvingsco&fficiént m niet. Ook hij gaat
uit van het in (I.1) gestelde probleem, Door invoering van nieuwe codrdi=
naten (£,y,z) met £ = x=ct gaat hij direct over op het probleem een snel=
heidspotentiaal ¢(£,y,z) te bepalen, in geval van een met snelheid ¢ bewe=
gende drukverstoring, waarbij £ dus de meebewegende coBrdinaat is. Het nu

stationaire probleem is:

Ap = 0
2
c o %% = 2 . (3=%) + (%%)
0z z=0 z=




= (2
met 'c:(.ag)z=0

Hogner beschouwt in het bijzonder het geval dat de drukverstoring over

een eindié gebied S gedefini®erd is en komt dan tot:

£=E
—s-aﬁ-&ags
o (Eyy,2) = const, Re JI p(go.yo)daodyo I;w uS+1
& ,
2
5 (wh/e [(-5, )+ (y-yy)idu V21
éc du.

De uitdrukkingen, die Hogner m.b.ve. bovenstaande afleidt in een omgeving
van de kritieke lijnen 6c blijken van vorm te veranderen indien men Oc
passeert (wgle (82) en (83) bladz. 40). Wegens de gecompliceerdheid van de
formules zullen we hier volstaan te verwijzen naar het desbetreffende
artikel, |

¢. Peters
o

Peters gaat direct van een stationair probleem uit. Hij beschouwt het
in (I.1) gedefini&erde assenstelsel en neemt aan dat het water zich met
constante snelheid ¢ beweegt in de richting van de positieve x-as, Als
snelheidspotentiaal neemt hijs ¢0(x,y,z) = ¢(X,¥,2) = cx, Indden zich nu
een in de oorsprong geconcentreerde oppervlakte drukverstoring bevindt

dan is het probleem, een ¢ te vinden zodat:
A= 0 z >0

0

+ -
P+, = céy

i
o
[~

"
o

+ on
¢z en,

terwijl voor z = ®, ¢z uiteraard nul moet zijn, De uitdrukking welke hij

. . L se¢ 2
voor ¢(x >/0) vindt, valt uiteen in ¢ en ¢ , waarbij ¢ (x > 0) = ¢(x < 0),
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6" = consto exp =% ° cos’h £} cos“h & cos(=%= sinh p)cos(Z= cosh &)dp.
0 02 2 2 202 02 2

De hieruit volgende oppervlakte verstoring bedraagt:

iR sin 6[00t 0 cosh p = 3sinh 2p)

E ® 3
n = const, Im cos™h p dpo

M,b.v. de zadelpuntsmethode kunnen we hieruit in de verschillende gebieden
achter de drukverstoring de oppervlakteverstoring bepalen., Peters doet dit
(pags. 143 eo.v.), maar er blijven twee problemen over, waarvoor Peters geen
juiste oplossing weet aan te geven, nl. in de buurt van de kritieke

lijnen gedefiniéerd door cot2 ® = 8 = 0 en langs de positieve x=as. De

oplossing hiervoor is door Ursell gegeven.

do Ursell

Ursell gaat uit van de door Peters gegeven integraal voorstelling en
beschouwt in het bijzonder de gebieden om 6 = O (waar 6 en z klein zijn)
en 6 = 6c° Hij schrijft de door Peters gevonden uitdrukking in de juiste

vorms

60 ’

n = const.Im, lim I (1+u2)exp[iR{(cos 8 = u sin 6) (1+u2)}]
20 =™

exp{mz(1+u2)}duo

Ursell toont aan dat de limieten die we verkrijgen, door 6 = 0 resp. 6 > O

te nemen, en vervolgens een integratieweg te kiezen, zodat de integrand hier=
langs naar nul gaat voor we z - O laten gaan (zadelpuntsweg) niet uniform
zijn, Vervolgens leidt hij m.b.v., de methode van Chester, Friedman en Ursell
een uitdrukking af voor y*# geldig in een kleine omgeving van ec in termen

van Alry=fiuncties;
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e, Timman
- ]

Timman heeft voor het eerst bij de beschrijving van de drukversto=
ring gebruik gemaakt van de 8-functie en de eigenschappen hiervan. Hij

komt tot een uitdrukking voor de snelheidspotentiaals

(-]

I exp[_i(px+qy)-z p2+q2 S N dp dg

$(x,y,2) = const, I
2 ‘/ 2, 2

B p°= Yo +q
(waarin ¢ = 1 gesteld is (evenals bij Peters en Ursell))

waarmee hij niet verder komt dan een benadering d.m.v. stationaire fase

methode,

Alvorens dit gedeelte af te sluiten willen we nog vermeldén dat de arti=
kelen van Peters, waarin hij tot bovengenoemde enkelvoudige integraal
komt en speciaal dat van Hogner, vrij ingewikkeld en lang zijn.

Het doel dat we ons in de volgende bladzijden stellen is een eenvoudiger
afleiding te geven van de door Peters gevonden integraal d.w.z. in het
geval van het stationaire schipgolfprobleem in water van oneindige diepte
en bovendien te trachten deze methode toe te passen in het geval van het
niet-stationaire schipgolfprobleem in water van zowel oneindige als

eindige diepte,
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II, Stationair schipgolfprobleem

1. Water van oneindige diepte

Het probleem in (I,1) was de oppervlakte verstoring te bepalen
t.gove. een in de oorsprong van een orthogonaal (x,y,z) codrdinaten=

stelsel geconcentreerde instantane drukverstoring en kon a.v. worden

weergegeven:
X
Ay = 0 z >0
on . 3¢ =
3t 3z z=0
=28 _

2 n 3t é(x,,v)(s(t)

. 1[0 -z Z 2
waarvan de oplossing 1is: = s e cos tW A Jo(k x +y“)AdA en

0

: N L .
de oppervlakte verstoring: n = = %? lim I e ZA3/251nt\f? JO(A x2+y2)dko
- z»0 0

AL
o

De oppervlakte verstoring t.g.v. een drukverstering opt =t en x = ct

. . % 3%
bedraagt, indien t' =t =t en x' = x = ¢t 3
, N S\ : ‘/““
N = = 1 lim I e zJ (x x”2+y2)31n t'WY A A3/2dk
2n 0
‘ z+0 40
in oorspronkelijke co8rdinaten uitgeschreven:
n=e-o=lin | e % (AV (xmct*)2+y2)sin(t-t*)\/ % 2324,
em z+0 ‘0 0

De oppervlakte verstoring op tijdstip t, als de drukverstoring van x = 0

naar x = ct gegaan is, bedraagt:

t ®© .
ne= = %? lim [ at” f e“AzJO(Av (xmct*)2+y2)sin(t~t%)\[; k3/2dko

z-»0 °0 0
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Invoering van de meebewegende coSrdinaat x' door te stellens

x = x' + ct geeft:

t )
n=- .]2.? lim I du I e’AZJO(AV (x?+cu)2+y2)sin u\[)? A3/2d>\
0

z»0 70
waarin: u =1t - t o Hiermee hebben we dus de niet-stationaire toestand
gevonden in het meebewegende colrdinatenstelsel. De stationaire toestand

volgt hieruit voor t - «:

.- o0
(IT1.161) n= - %;; lim f du f e"";\z’Jo(A\/(x"+cu)z+y2 sin u\/? A3/2d)\
0 0

z->0

waarin we het accent verder zullen weglaten, Er geldt verder:

Hé1)(r) Jy(x) + ix(r)

12 () = 3 (x) - ix(x)
. 1 w' =W
waarin: Hél)(r) = L J e-z(re ~re )dw"o
™y L.
L 1

n/2 ’_ﬂ-\

N

\\.,
/

-r/2

L

Veronderstellen we verder: Rew = x + 1y en schrijven we w' = w + 1¢
dan worden de integratie wegen in het w=vlak over een afstand ¢ in de

richting van de imaginaire as verschoven,




1

I =X sh w = 1y ch LA

3
L.
1

Uit bovenstaande volgt nu dus: Hél)( x2+y2) = %T

waarmee (II,1.1) met weglating van constanten overgaat in:

(II.1.2) n = lim Im, f du I e~2 f eEA(X+cu)ShwmlAyCthin u\/? 13/2dkdwo
z-0 0 0 L

=RecAcu sh w

De voorwaarde voor W = p + 1q opdat e naar nul gaat als u +» «
is;

p<oO /2 < q < 3n/2
(II.1.3) =31/2 < q < =7/2

p>0 =m/2 < q < /2,

Daar 0 < ¢ < 7 (waaruit we zien dat voor ¢ = T doWoZo op de baan achter
het drukpunt de integraal divergeert), zien we dat integratie over de u
uitgevoerd kan worden, daar de doorsnede van de stroken (II.1.3) met die,
waarin L. gedefini&erd is, niet leeg is (behalve als ¢ = m), zodat con=
vergentie van de integratie langs Li verzekerd blijft,

De enige punten die uitgesloten moeten worden zijn (0,m/2) en (0,-n/2),

daar hiers:

0O
f emA cu sh Ysin uY'A au  niet convergeert .
0

We nemen hiertoe de Cauchy-hoofdwaarde van de integraal langs Li met

betrekking tot deze punten, Uitvoering van bovenstaande integratie geeft:

® —u(ic sh Wmi\f?) _ Vi
e du = "’emzmg

Jw eml cu sh w
0 0 ¢ A sh™w+A

sin uy¥ A du = "Im" [
waarmee (II.1.2) overgaat in:

(IT.1.4) n=1im Im
z-+0

aw,

00 =A(xshw+iychw)
f e M) an f £
0 L

Ac23h2w+1
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Met betrekking tot (II.1.4) nog de volgende opmerking. Hier staat eigen-
1lijk:

I e‘AzA a J ewa sh w=1yA ch Wf(w)dw,
0 L
1
waar f(w) alleen gedefini&erd is in de door (II.1.3) gegeven stroken.
Het is nu echter mogelijk om f(w) buiten deze stroken analytisch voort

te zetten,

Het is nu mogelijk twee gevallen te onderscheiden m.b.t. de oppervlakte=
verstoring nl. voor of achter de drukverstoring. We zullen nu aan de hand

van schetsen de zaak zo overzichtelijk mogelijk proberen te behandelen.,

iF
i
!
b
]
o mme e ————-r ——————
A'%““\“,%‘R i ' R &%;B
. i)
achter | voor
drukveﬁstoring

We beschouwen in het bijzonder de oppervlakte verstoringen in punten P en
P' die elkaars spiegelbeeld zijn t.o.v., de lijn F en we zullen beginnen met

de toestand voor het schip.

x>0 0<¢<m/2

De oppervlakte verstoring kan in dit geval beschreven worden als (c = 1):
emARsh(w+i¢)

) T
(II.1.5) n = lim Inm f e %) aa I aw
0 L

20 Ashw + 1

waarin dus x = R cos ¢, ¥ = R sin ¢ en L. in de vakken (II.1.3).

Het zadelpunt volgt uit ch(wo+i¢) = 0 en de zadelpuntsweg ult
Im.sh(w+i¢) = Imesh(wo+i¢)o Indien we zadelpunt (0,=m/2=¢) nemen, kriigen
we als "steepest descent' wegz (LT)

ch p sin(q + ¢) = = 1

*

waaruit blijkt dat de integratie weg L, tot L, herleid kan worden, mits we

de tussenliggende polen in aanmerking nemen.
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/2
———————— — = — - p— = s — ——— === 7/2=
B 0
=m/2
e e o e e =T/ 20
De polen worden gevonden uits Ashzw + 1 =0, shw= i;-im en liggen voor:
A
1T <X<e op de imaginaire as
0 <A <1 op de reéle as.

Deze ligging suggereert een splitsing van de integraal (II.1.5) in fg da
en f: dA, Alvorens tot berekeningen over te gaan zullen we de toestand

achter de drukverstoring bekijken.

x<0 m/2<¢" <

We vinden hier een analoge situatie, met dit verschil dat nu (II.1.5)
overgaat in:
euARsh(w+i¢V)

(II.1.6) n=lim Im. | e~"%\ ax dw
5
20 0 L AShow+1

waarin x = R cos ¢', ¥y = R sin ¢' en L; in vakken (II1,1.3). Het zadelpunt
en de "steepest descent’ weg zijn op bovenstaande wijze te verkrijgen. Be-
denken we echter dat ¢' = m = ¢ dan is =AR sh(w+i¢') = AR sh(w=1i4¢) en ge-
bruiken we zadelpunt (0,=m/2+¢) dan vinden we als "steepest descent”' weg

L%, waartoe de weg L, te herleiden is, nle ch p sin(q = ¢) = =1,

2 2




. — -l\\{___-_ — /2%
AN
> =n/2

T e— — - — — — —

Ock hier gaan we de integratie in (II.1.6) splitsen in fg d\ en f? ar.

Het is nu overzichtelijk deze beide toestanden in een enkele figuur te

schetsen, Bovendien blijkt dat, wanneer we de contour=integralen willen

kwijt raken, we het verschil van m(x

< 0) en n{x > 0) moeten nemen.,

/2

t t
g g
Sy By
Ty s
i 1

oni R2 waar R2 residu is t.g.v. een

pool in shw = +

A
VX

= =2mi R?o
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We vinden nus

. - ¢ ARsh(w=1¢)
q(x < 0) =x(x >0) =y = lim Im, f ey ax {| £ S GV
z-0 0 ‘L2 Ash™w+1
¢ emARsh(w+i¢)
= 3 ‘dwa
°L Ash w+1

wat te schrijven is als:

. i Az eARsh(w~i¢)
n = 1lim Im, [[ + Iu] e A dx{eni(R1+R2) + f - aw =
1

20 0 L AShoy+1

_ J> emXRSh(W+J°.¢>

s dw}0

i ASh=w+ 1

Door invoering van de Hankelfuncties en bovenstaande procedure hebben we
een zekere asymmetrie t,o.v. ¢ in de formules gebracht., We moeten nu dat
gedeelte van de oplossing nemen, waarvoor geldt m(¢) = n{=¢), Nadere bere=
kening leert dat de laatste twee integralen juist asan elkaar gelijk zijn.

Er geldt nl,:

eakRsh(w+i¢) enARsh(w=i¢)
e -
L1 Ash w+1 L Ash w+1
3 . . 3¢
waar L. de gespiegelde is van L, t.0eVe g = =7/2+¢,

3 2
Verder leert een eenvoudige berekening dat voor 0 < X < 1 de residu=bij=
dragen t.g.v., polen op de reéle as eveneens tegen elkaar wegvallen, zodat

we nu het geval zullen beschouwen dat 1 < X < =, Bij de deformatie van
* o e o o 1 ©
L, tot L, krijgen we, daar de polen zich in shw, = :a—i- bevinden

2 2 0
(sinq::.‘,]v;n:;op=0)g v,i‘
A
AR{shwocos ¢ = 1 sin ¢ chwo}

i e (WMWO)
Residu in shw0 = me—es 1im 271 T = =
»ﬁ? W (shwO )(shwoxjvgﬁchwo(w=wo))
;A A
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eiRV_}?(GOS ¢ = VA=1sin ¢)

met als uitkomst: 27 -

A

A=
Op analoge wijze bedraagt het residu in shwo = S
A

on A eiR\f)?(-cos o =Vr = 1 sin ¢)

- 0 cEtmretmmtms O o

A=1

De bijdragen bij het overvoeren van L2 in L: zijn resp.:

. [T =Az iR\/T(cos ¢ = sin ¢ \/ A=1)
Im, l1im i - e ax

z>0 41 VA-1
en

Im. 1im I e-»)\z iR \/;(cos ¢ + sin ¢V Aw‘l)dA -
1

A
z-0 V A=1

cosz¢

Im. lim f A, o~z iR Vi(cos ¢ + sin ¢ \/An‘l)d)‘ _
1

z-»0 1 VA-1

- fcosecb A e-n)\z+iR W(cos ¢ + sin ¢ Vkml)d)\

1 UA-‘I °

waar de laatste term juist de bijdrage is bij de deformatie wvan L1 in L?,

zodat optelilen geeft:
o A |
2 lim J —=— ™" {sin(R cos ¢ \/X)cos(R sin ¢ VX Via=1)}ar
z»0 41 A=1
waar gebruik is gemaakt van het feit dat moet gelden n () = N (=4)
Substitutie van A = cosﬁ? p geefts
2 " cos2h P o[- . 1 3
n =2 lim e {s.ln(R cos ¢ ch p)cos(R sin ¢ §sh2p)}cos hp dp.
z+0 ‘0

Daar dit een even funttie is, vinden we hieruit de integraaluitdrukking van

Peters:
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o2 cosah p+iR sin ¢Ectp;; ¢ cosh p=2isinh 2pj

>* ° ®
(IIo]oT) n = lim Im, I‘m COS3h D dpo

z+0
Om een oplossing te verkrijgen, kunnen we p als een complexe variabele
beschouwen, "gteepest descent" wegen beschouwen, waar de 1lim z + O niet -
voor nodig is, en vervolgens trachten (II.1.7) tot deze "steepest @escent”
wegen te herleiden, De vergelijking is op deze wijze opgelost door Peters

en Ursell,

2, Water van eindige diepte

Tot nu toe hebben we water van oneindige diepte beschouwd, terwijl
we hier zullen trachten een vergelijking, analoog aan (II.1.7), af te
leiden, indien we water van een eindige diepte h veronderstellen. We gaan
weer uit van het in hoofdstuk I beschouwde probleem, waarbij we nu i.pove

voor z = ® yoor z = h de randvoorwaarden krijgen ¢z = 0,

De Laplace getransformeerde uitgangs=

X vergelijkingen waren:

A% =0

0}
=
]
©
Can
N
L}
o
N

21r

met de nieuwe randvoorwaarde ¢z =0

z = ho

Lossen we dit elementair op volgens scheilding van variabelen:

- 2= D
lcﬁi+m+3@nﬁzo
r 3r 2 2
ar 2z
$ = flz)glr) dan vinden we:

g"(r) +=-::= - g'(r) + 2%glr) = 0,g(r) = J,(Ar)

' (z) = Azf(z) waar bovendien voldaan moet wWors=

den aan: f'(h) = 0,

&




21

We vinden:

£(z) = cosh =A(z=h),

We kunnen nu als oplossing schrijven: ¢ = I coshxk(znh)f(xas)JO(Ar)dA
0

waar f(A,s) door de randvoorwaarden van het vrije oppervlak bepaald

- §
wordt, nl. ¢z = 523 - s zﬁi)

voor z = 0O,

Uitwerking geeft:

o

2,8) = 6(r)

(Ar){gr sinh Ah + s2cosh Ah}f( 5 0

1lim
z-0

vl

0

® ¢h A(z-h
0

{szcosh Ah + g) sinh Ah}f(A,s) = Jé? > A°s zodat

As A s

s2cosh Ah+gh sinh Anh  2TCOSB AR 2, tanh Ah

1
£(Xys) = 5=

waarmee:

cosh A(h-z) C AT (Ar)dhr.

o 1
¢ = e © I
an 0 cosh Ah 52+Ag tanh Ah 0

Hieruit volgt voor de snelheidspotentiaal:

1 ® cosh A(h-z) . V‘___""'
¢ = > JO W )\JO(Ar)cos t ¥ Ag tanh Ah dA.

De oppervlakte verstoring wordt:

(II.2.1) n = lim J 2%%-(%‘3«1 . Jo(Ar)sin(t\/ \e tanh A0)A3"2 \ranh An
0

z-0

De oppervlakte verstoring t.g.v. een bewegende drukverstoring is, volgens

de in (II.1) gevolgde procedure, in het stationaire geval:

(I1.2.2) n = lin J au f ot MBE) 5 (3 (xven) Z4y® « 23 2V bann an
z+0 40 0 cos 0
sin(uW Ag tanh Ah)dh.
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We gaan wederom over op de reeds ingevoerde Hankelfuncties. Daar
cosh A(h=z)
cosh Ah
we de laatste gebruiken i.v.m. de vlottere schrijfwijze. Door invoering

zich als e”Az gedraagt voor kleine waarden van z, zullen

van de Hankelfuncties gaat (II.2,2) over in:

(II,2,3) n = Im lim f du I emkz A3/2 \/tanh Ah o sin{u¥ Ag tanh An)
0 0

z-0

f emk(x+cu)shw=1Aychde are
L

L
Om tot integratie over de u te komen, moeten we w weer beperken tot de in

(II.1) genoemde vakken, terwijl we mobot.’de punten (0,7/2), (0,-7/2)
weer de Cauchy-hoofdwaarde moeten nemen van de integratie langs Lio Inte=

gratie geeft:

f g-heushw . 5z tann & = nige f o~u(Aeshw-i Vg tanh Ah‘du _
0

0

V Ag tanh Ah

c2A23h2w+Ag tanh \h

Hiermee gaat (II.2,3) over in:

(IT.2.4) n = 1lim Im
z->0

o0 =Axshw=iyichw
I AdAe’Az f e tanh Ah .
0 L

c2ksh2w+g tanh Ah

We kunnen in dit verband nog opmerken dat 1im tanh Ah = 1 en (II.2.4) ver-
gelijken met (II.1.4), B

&
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Het zal zinvol blijken te zijn drie gevallen te onderscheiden:

Door Havelock

02
ao’é’ﬁ'<1

[¢]

bo.!“'éi::

1

zijn deze drie gevallen m.b.v. de methode van de statio-

naire fase onderzocht, waarbij hij tot de volgende conclusies kwam:

2

C
uoc<1°

e

Algemene golfpatroon nadert tot dat van water van onein=
dige diepte, terwijl de hoek waarbinnen de verstoring in
eerste benadering blijft groter is dan in geval van on=

eindig diep water.
Systeem van transversale golven treedt niet meer op-

Geen resultaten met de methode van de stationaire. fase.
Het blijkt dat in dit geval het probleem niet juist gesteld
is, Het lineariseren der randvoorwaarden was gebaseerd op

het feit dat de oppervlakte verstoring klein was. Dit nu

geldt: nist als c° = gh Dit geval zal dus met niet=line-

alre randvoorwaarden opgelost moeten worden.

In het volgende zullen we de twee eerste gevallen onderzoeken en proberen

een vergelijking voor de oppervlakte verstoring af te leiden, analoog

aan die in het geval van water van oneindige diepte, waarmee dan in prin=

cipe de gehele asymptotische reeks gegeven zou zijn,

a0“<10

gh

We gaan uit van (II.2.4) en schrijven:

n = lim Im,
z->0

o =Axshw=1yAchw
I e'AZdA J e
0 L -2

.. shw i 2

i ( ‘s_;u‘ +4_WB)("£W shw _ i )
g §7tanh b VX '8 Viannoan VX

aw.
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Polen bevinden zich in:

h tanh Ah
- 1 o T S a———
shw = + i \/5: 5 5 o

We kunnen analoog aan het geval van oneindig diep water, de "steepest
descent' wegen overeenkomend met de toestanden voor of achter de druk-

verstoring, weer.in een figuur schetsen.

L
- -L‘ét\% 1”/2
L
2
€<
\\\ \

—— o —— e ——— — o —_ T e o e = =TT/2%¢

A/ un’ﬂ'/2
_“w_ - _.F\__. - —— ——— -mw/2m¢
~

-
- -

\

We onderzoeken voor welke waarde van A de polen van reéle op imaginai=

re as overgaan en noemen deze waarde Aoc We gaan dan de integratie
splitsen in fo'odk en fog dX, Ook hier leert een nadere beschouwing, dat

bij bepaling van ﬁ* =m'x <0) = nlx > 0), de residu bijdragen t.g.vs.
de polen op de reéle as tepen elkaar wegvallen, evenals de zadelpunts=
bijdragen, zodat we residu bijdragen t.g.v. polen op de imaginaire as

overhouden. Voor polen op de imaginaire as geldt, daar:

i
_ . :\/es temnm
shw X 1V 5 n g
c!
) - ﬁ}.l - tanh Ah
sin q i\/cz *h

gh tanh \h
Cz“ AL

zodat A, bepaald wordt door = 1, waar we ulteraard de nul=

0

oplossing moeten uitsluiten, Bepalen we allereerst het residu in

shw =+ i \/&2— ta.nh }‘h, wat bedraagt:
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eRA{cos ¢ shw

o=1isin¢ chwo}

ami e
\/(;T ShWO i
st + h
Ve @t v (cosh o)
dan vinden we als totale “ijdrage, analoog aan {(I.%):

2

(II.2,5) 2 lim e~ = Ah, sin (AR cos ¢ \/&& L8 }
2 — 3 2 Ah
z~+0 AO gh\v/xh So g c
g2V thm &h
3 o &m
cos{AR sin ¢ \/1 5 =0 Yax.
c
We substitueren hierin: c_ M cos2h waarmee (II.2.5) overgaat ins
Qgh th)\h p 6 o ga o

e 2 cos2hAp thihg
o}

2 lim I = = cosh p tanh Ah sin{R cos ¢ chp &= thih}
Z0 40 sinh p . c2

cos{R sin ¢ sinh p cosh Eﬁ'tanh Ah}%% dp
c

(tanh Ah)°2
tanh Ah - 5% cos?h p th Ah(1-tan“h Ah)
(o]

waarin: %% = 2 cosh p sinh p

Daar de integrand een even functie is vinden we hieruit:

(II.2.6)
2
- ® - 2 808 hép LBA € SR tanh An ﬁf sin ¢{ctgochp-3sinh2p}
n = lim Im J e ¢ e c
z-0 =00

coth p (tanh Ah)B

tanh Ah - % cosh p tanh Ah(1 - tan
(o]

s dpo

2y an)
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waarin A impliciet gegeven is door

2

%mtanh 5 coseh Ps

We merken op dat voor h + ® (II.2,6) overgaat in (II.1.7). Schrijven we

A=A (p) + A (h,p) met lim A, (hyp) = 0 dan blijkt )‘O(p) = % cos°h Ps
e | -

cos’h p

(h,p) geapproximeerd kan worden door &
¢ 1_r'_é2hc052h P

stitueerd in (II.2.,6) de gehele asymptotische reeks geeft.

terwijl A s wat gesub=

1

Co %ﬁ > 1,
We hadden gevonden:
. ® iz e=)\xshw=1y>\chwdw
= lim Im e :
220 0 L ( ,‘f. shw + i )(\’gi shw A )
& \tamh v VX "€ Viannan VA

h A
waar we de polen vinden uit: shw = + 1\’&-2- i%lngmg o Daar zich in dit geval
c

geen polen op de red&le as bevinden, krijgen we hier i.p.ve. (II.2.5):

(II.2.7) n" =2 lim J e & A sin{AR cos ¢ 5, Zamhin)
z»0 ‘0 g 2 3 Ah
| Eﬂnﬂx&lﬂm - 1
gh tanh Ah
gh tanh Ah
cos{AR sin ¢\I1 = 5 }oaxs
c
c2
In de figuur is duidelijk te zien, dat als,_Eﬁ voldoende groot is, de op=

pervlakte verstoring voor de drukverstoring slechts nog bestaat uit de :
# o o o © ©
zadelpuntsbijdrage langs Il1o Het blijkt bovendien dat invoering van cos2h Py

zoals boven is gedaan, hier weinig zin heeft,
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. =\Z . . .
Indlen we e aanpassen 1s de integrand een even functie en kunnen

we schrijvens

® 2.
(1I.2.8) n = lim Im I, ewlkIZ %ﬁ Ah
z-0 =0 & \/‘;2' Ah. ’
eh Tanh b T |
, gh thih' . _ gh thih
1AR{cos ¢ 02 =5~ sin R YA c2 %
e ; di
c2
waarmee de uitdrukking voor de oppervlakte verstoring, indien Ei > 1,

herleid is tot een enkelvoudige integraal, waarop eventueel de zadel-

puntsmethode toegepast kan worden, indien (II.2.8) herleid kan worden
h thih

tot de "steepest descent' weg, bepaald door A{cos ¢‘,=5§<~7an -
~sin ¢ \/1 - £2 zEARY c
.2 Ah °
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ITII, Niet=stationair schip=golfprobleem

1. Water van oneindige diepte .

De niet=stationaire uitdrukking voor de oppervlakie=verstoring in

meebewegende codrdinaten bedroeg:

t i 3
n = lim J du f e~A2 JO(A\/(x+cu)2 + Fsin uVx )\3/2 dio
z»0 ‘0 0

Invoering van de Henmkelfuncties geeft:

t L .
n = lim Im J' du f em}‘z J( émx(xﬂkcu)Shwml)‘yChWSin u\ﬁ? A3/2d>\ dw
z-+0 0 0 L

zodat het verschil met de stationaire toestand bedraagt:

(III.1.1) n = lim Im j du f =A% I g~ (xreu)shw=ihychv . T 13/245 44,
z-+0 t 0 L

We voeren in (III.1.1) integratie uit over de u en vinden, daar:

o @ N
J o-Acushv _. a V> = "im" I enu(Acshw=-1 V) du =
t t

ee-t)\cshw \/; cos t VA + Acshw sin tﬁ

Azc sh2w+A

dat (III.1.1) overgaat ins

(III.1.2) n " = lim Im

r R )\3/2 Jf eatAcsthAxshwmiyAchw
z+0 0 L

i

(\f; cos t VA + \eshw sin t\FX)

Ac25h2w+1

dA dw

vaar Li weer de bekende integratie wegen zijn uit I, terwijl we bovendien
weer de Cauchy=hoofdwsarde moeten nemen., We beschouwen de toestmnd achter
de drukverstoring, waarbij we moeten bedenken dat x < ¢t en nemen als in-

tegratieweg in (III.1.2) L1° Voor x < 0 gaat (III.1.2) over in:

&
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(III.1.3) lim Im

e ;Lz )3/2 ) I e "sxlw(Ct J:) ly ;‘Chw
Z

L.
1

(V;: cos sV + Acshw sin tYX)

aw,
Ac2show+1

n/2

=1/2

We gaan in (III.1.3) de integratie langs L
=
1
seerde polen, zowel op de re€le als imaginaire as. Schrijven we ct = x =

vervangen door integratie

1
s Waarbij we dan uiteraard rekening moeten houden met de gepas-

langs L

A cos ¢, y = A sin ¢ dan vinden we het zadelpunt uit %; (sh(wo+id>)) =0

(WO = 0,=m/2=0) en "steepest desgent' weg uit: Im sh(w + i¢) = Im sh(wo + 16),
We verconderstellen dat de bijdragen t.g.ve. polen op de reéle as en "stee=

pest descent' weg L?
naire as. Residu t.goV. pool - op de imaginaire as bedraagt:

A eaiR\r):(cos o + V-1 sin ¢)
Vi

zodat deze term geschreven kan worden als:

verwaarloosbaar zijn bij die t.g.v. polen op de imagi=

=21

mQ

Ic*os2 =Az A iRV (cos ¢ + Vi =1 sin ¢)
e crmme @ di
1 Va=1

R sin ¢
N w Ct =Rcos ¢
dat n (¢) = n (=¢) doet (III,1.4) overgaan in:

Y
0 e-—coszhp z

0

(IIT.1.4) n = lim Im
z-0

» Invoering van A = <:>h2p9 met de voorwaarde

waarin ¢ = arctg

(III.17.5) n# = lim I cosshp cos{%_Rsin ¢ sinh 2p}sin{Rcos $coshpfdp

. z-+0
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:g%ﬂgo Daar de integrand een
even functie is, gaat (III.1.5) na substitutie van p = by tanh q

waarin P, gevonden wordt uit: cosh Py =

over in:

coth(potanh qle

cghq

(III.1.6) 7 = lim Im

Im ewcosah(potanh )z Po
z-+0 e

° ° i AR
elRSln ¢{c%q¢eh(pothq)=§sh2(potQQJ}dqo

Op analoge wijze kan men een uitdrukking afleiden voor de oppervlak=
te-verstoring voor de drukverstoring. In dat geval zullen we vindens
& = arct parerlll

2. Water van eindige diepte

We zullen in het kort nagesan wat er zal gebeuren, wanneer we boven=
staand procédé toepassen op vergelijkingen, waarin de diepte van het water

h gesteld is. Analoog aan (III.1.2) vinden we hier:

0 o
(II1.2.1) N o= lim Im'f emAz AQ/Q f eﬂtAcShWNAXShwmlyAChw v g tanh Ah
0 L

z-+0 ]

cos t Vig thAh VA g thih + sin tV Ag thih Acshw

lcz shaw + g tanh Ah

de)\'o

We zullen hier weer de 2 gevallen uit (II) onderscheiden.
c2
ao@<‘@o
Dit geval kan analoog behandeld worden., We krijgen hleg alleen de moeilljk=
heid uit (II) terug, dat A impliciet gegeven is door ;h ?n=§=7iﬁ‘ coszh Do
De oplossing zal dus zeer veel gelijken op (III.1.6) met dezelfde moeildjk=

heid die optrad in (II.2.7).
2

Co éﬁ > 1o
In dit §eval zal de situatie heel anders zijn. In (II) nebben we gezien
dat indien é§=groot genoeg i&, de oppervlakte verstoring voor het schip slechts
gelijk was aan de zadelpuntsbladrage van L10 Men zal hier een identieke situa=
tie verkrijgen, zodat W' bij benadering gelijk zal zijn aan de zadelpuntsbijdra=

ge, zosls in (III.1) beschreven is.
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IV, Aggendix

In het voorgaande is de snelheid c¢ steeds constant verondersteld.
De zaak wordt interessanter, wanneer we niet-constante snelheden c't)
gaan beschouwen, We zullen ons beperken tot het geval vaﬁ vater van on=
eindige diepte, terwijl de toestand uiteraard niet stationair is. We
kunnen hier analoog aan (II.1.1) een uitdrukking afleiden voor de opper=

vlakte verstoring, waarvoor we vinden:

t 0 —y

. * - \/ .. % .

(IV.1) n = lim f at I e~A2 JO(A (x + fz* c(u)du)2+y2)51n(tmt )V§NX3/2dA9
z+0 ‘0 0 »

waarin x de meebewegende codrdinaat is. De stationaire toestand vinden we

(indien deze bestaat) voor t + «, zodat we ons allereerst beperken tot snel=

heden c(t), waarvoor geldt c(0) = 0 en lim c(t) = ¢ (monotoon stijgend). Daar
. fpen
zelfs deze klasse van snelheden grote moeilijkheden oplevert, zullen we hier

volstaan met een ruwe schets van een eventueel te volgen methode. We volgen
de procedure uit (II), zij het in iets gewijzigde vorm. Het invoeren van de

Hankelfuncties levert hier de integratie

(1V.2) "In" It ehobvi [ cluanti(stIVR s
0

Daar in het algemeen van de functie c(t) de primitieve functie c¢(t) wel te
vinden is, gaat (IV.2) over in:

1" "
Im o

~ashve(t)+it VA [T ashwe(t™)-it"Vr =
e e dt
0

Veronderstellen we dat de laatste integratie een oplossing heeft van de vorm

Hshve (t)-it vV :
g(tyhosnw) gl0ahpshw)

den krijgen we twee termen, waarvan de eerste (die in het geval van een con=-

stante snelheid de stationaire oplossing geeft) bedraagt:




terwijl de tweede is:

=Ashwa(t) + it VX
g(0,A,50W)

L Im"

en dus voor grote waarden van t naar nul gaat., Vgl, (IV) gaat nu over inm:

1im dw dr

z-+0

fw Ry A3/2 [ eSXAshwmiyA:%miﬁ‘g%
0 L g€ &g

waar men de polen bepﬁalt uit g(A,shwyt) = 0 rééporg% =0 en L gaat defor=
meren tot een "stespest descent weg, We verwachten vervolgens in de enkel-
voudige ihtegraal, die we op deze wijze hopen te verkrijgén en waarop we
na deformatie de zadelpuntsmethode zullen toepassen, voor het samenvallen
der zadelpunten een verband tussen r, ¢ en t aan te treffen,
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! Errata bij A1

§
§ pag. 3 d(x,¥,2) moet zijn o{x,v,2,t) g
a - v 4 _
dt(y”n) 0 dt(Z+n)_o
- 3¢ 1 1" — 3¢
T P MEF TP
; zodat ¢ op pag. 4 voorzien moet worden van min-teken. §
z §(r) .. 8(r) i
| |
! pag. b f s dr moet zijn I r 5= JO(Ar)dr
| 0 0

pag. 12 zle pag. 3
; pag. 20 zie pag. 3
§ pag. 32 r moet zijn R.
i
|
5
=







