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1. Inleiding. 
Wij beschouwen een functie w = u + iv van de complexe variabele 
z = x + iy en in het bijzonder het geval, dat deze functie regulier 
analytisch is in een zeker gebied G; d.w.z. dat in ieder punt z van G 

ae ·afgele1de ~: = lim ~ bestaat en een waarde heef't 1 die onafhan-
.Az ➔o .c.z 

kelijk is van de richting, waarin het complexe getal a. z tot nul nadert. 
Het reele deel u(x,y) en het imaginaire deel v(x,y) van w moeten dan 
voldoen aan de differentiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann 

·1-g=+fy ( 1) 
~= _:g_y 
'oy bx 

Door de functie w = f(z) wordt een pun~ in het complexe z vlak afgebeeld 
op een punt in het complexe w vlak en deze afbeelding is conform, d.w.z. 
dat de hoek tussen twee lijnelementen in het z vlak gelijk is aan de 
hoek tussen de beeldelementen in het w vlak. 

Immers 

a,w1 = f'(z + e1 {;;, z1). ~z1 

D, w2 = f I ( Z + E:) 2 bJ. Z2) .0 Z2 

waarbij o < e 1 < 1 en o < 0 2 < 1 is. 

Dus is ook 
f· f t Z + 0 i A Z 1 ) AZ 1 

= f 1 (z + (t) 2 A z 2) 0 ~z2 
C. w 1 

Als wiJ. tot de limiet overgaan, vinden wij dat de twee breuken en 
AW2 

.A z 
----1 tot dezelfde limiet naderen· als f 1 (z) / 0 is. 
~~2 
De argu.menten van deze twee breuken zijn dus gelijk. 
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Verder kan beweze'n worden, dat als f( z) regulier analytisch is, haar 
~fgeleide dit oak is • 

.Y.~Q~_beel_~: De transformatie 

w ::: i< z + ~) 

beeldt de eenheidsoirkel z = e1 ~ 

- 1 ~ u ( +1 in het w~vlak. 

in het z vlak af op bet segment 

vv-vlak 

-·-------------...... ------

Behalve in het punt z = 0 is de functie in ieder punt van het vlak regu
lier, de afgeleide is 

dw 1 ( 1 ) dz= 2 1 - -2 
z 

en de afbeelding is conform, behalve in de punten z = + 1. 

2. Potentiaal en stroomf-unctie_!_._ 
Wij beschouwen nu een wervelvrije stroming van een incompressibele 

vloeistof in twee dimensies. Voor de sn~lheidscomponenten u(x,y) en 
v(x,y) gelden dan de vergelijkingen 

~ u + ov = O 
ox oy 

C'>U - _£_Y = Q 
'oy ox 

(continuiteitsvergelijking) 

(wervelvrijheid). 

Hieruit volgt, dat wij u en-v juist kunnen opvatten als het reele en 
imaginaire deel van een functie w = u - iv van de complexe variabele z. 
Het is voor de verdere beschouwingen nuttig naast w( z) de functie ··; 

~ (z) te besohouwen, waarvan w(z) de afgeleide is. 

Stel 

a.us 

en 

dus 

w(z) = u + 

~ ( z) = (f) (x,y) + i 

-1L ~( z) = ·ox 

u = ~ ·c x' 

-f-y ~ (z) 

U=~ 
'b y 

~ 
dz 

V 

' V 

. tl.. 
iv= dz . 
't1 (x,y), dan is 

= ..tl.. + i ~- u + iv ox 0 X -

0 .,., 
== -- ' ox 

iu + v. 
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De functie <f heet de potentiaal van de stroming, '-\) heet de stroom
functie; beiden voldoen aan de vergelijking van Laplace, 

o2~ a 2<p o2'+' "o-~~ --:::---2° + 2 = o, 2 + --:::::--2" = o. ox oy <)x ~y 

De functie 4> = If> + i 't' heet de complexe potentiaal in de stroming. 
Onder een stro omlijn verstaan wij een lijn, waarvan de r ichting in elk 
punt de richting van de stroming aangeeft. Dus geldt in zo'n punt 

u dy - v dx = 0 · of ~dy + o~ dx 0 'l:Jy ox = ,. 

Langs een stroomlijn is dus --.Y = canst .• en di t verklaart de naam stroom
functie. 

3. Conforme transformatie van stromingsvelden. 

Wij beschouwen conforme transformaties, wa~rbij een z vlak (z=x+iy) 
door een regulier analytische functie l = f(z) wordt afgebeeld op een 

3 = .3 + i11.. vlak. Is nu ~ (5, ) de complexe potentiaal van een stro
ming in het ~ vlak, dan 0ntstaat door de transformatie een complexe 
potentiaal ~ \ ~ (z)! van een str0ming in het z vlak. De functie ~ 
is hierbij invariant, zij heeft in toegevoegde punten dezelfde waarde.,, 
In het bijzonder gaat een lijn 't' =: const. in het ~ vlak over in een 
lijn 't' = canst. in het z vlak, d .• w .• z. de stroomlijnen gaan over in 
stroomlijnen. 
Nu de complexe snelheden! 

d ~ 
dz 

d q, 
= d3. f'(z),. 

De verhouding van de complexe snelheden in toegevoegde punten is dus 
gelijk aan de abgeleide v~n de afbeeldingsfunctie .• 

4. De stroming om een cirkel. 

Wij beschouwen nu in het ~ vlak de stroming om een cirkel, die de 

volgendc eigenschappen heeft 9 

a) Voor grate waarden van\ z\ nadert de com:plexe snelheid tot de waard::i 
-icA.. Ve , stel t dus een stroming voor met constante snelheid }l, die 

een hoek oJ.... met de x as maakt. 
b) De com:plexe potentiaal ~ ( '.5 ) is overal bui ten de cirkeJ.\regulier., 
c) De cirkel is een stroomlijn. 
Als de cirkel de oorsprong tot middelpunt en een straal R heeft, kan 
men aantonen, dat de .-enigE;i,: fun~tie, die aan deze drie eisen voldoet, 
is 

l -id-.. R2eid-. \ . .£._ 
F(z) = V \ e z + z ) - 1 2ii ln z 

waarbi j r een willekeurige constante is .• 



- 4 -

De complexe snelheid is 

dF ( -i.iit-. R2 ic,1,.,.. 
u - iv = dz = V e - -T·) -

z 
if' 
2 -rrz · 

6. Profielen van Jo··kowski. ___ ,_.. -r _.._ ..._._.,, __ A",-,,..--~••-----

De transformatie uit het eerste voorboeld beeldt een cirkel af op 
een lijnsegment. 

Het lijnsegment is echter een zeer sterke schematisering van een vleu

gelprofiel. Men zal een vleugelprofiel kunnen krijgen door een kroID1ne te 
nemen, die weinig van de cirkel afwijkt en deze af te beelden met dezelfd 
transformatie. Dit geeft een kroID1ne, die het lijnsegment omsluit en er 
ook weinig van zal afwijken. 

Joukowski nam een cirkel, die de eenheidscirkel raakte. Om de ge
dachten te bepalen nemen wij het middelpunt op de reele as. (- A ,O) 

De straal van de cirkel is dan (1+ ~) 
en een willekeurig punt kan worden 
voorgesteld door 

z = - b + ( 1 + b ) • ei~ 

Het beeldpunt wordt dan: 

+ ---8-~~'"""+_b_) e_i,...,.· :t--} . 
Op deze wijze wordt een paraF._St 10 rvoorstell_ing van het Jn1'rnwski 

profiel verkregen met ~ aJs parameter. Met behulp van de transforma-+-i .. 

formule kan het profiel ook gemakkelijk gGconstrueerd worden. 

Bepaal het inverse punt 1 van ecn punt P van de grote cirkel t.o.v. de 

eenheidscirkel. Spiegel dit punt Ren bepaal het midden van PR. Daar de 

grote cirkel in het punt (0,1) aan de eenheidscirkel raakt, zal het 

Jou.kowskiprofiel in het punt (0,1) aan het lijnsegm.ent raken, d .. w.z" 

het eindigt in een scherpe punt~ 
De vorm van de krorrune is uit de exactc 
formule te bepalen. Overzichtelijker 

-~------ is het echter om voor kleine 6 de f OI' •· 

mule voor w in een reeks te ontwikkr·1 P 11 -

1 f ei~ -i'I); 
=== 2 l +e 

'- 2( -3ii\J 2 -2i/\J" -irY' ) + a e - e +e + , 
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De eerste term geeft bet lijnsegmAnt, de hogere termen de afwijking 
hiervan. Splitsing in reele en imaginaire delen geeft 

u = cos ~ + ~ b 2c cos 3 ;f - 2 cos 2 ;f + cos ;:/ ) + ••• 

v = - ~ b 2 ( sin 3 / - 2 sin 2 ;f + sin :i ) 
of wel 

tu = cos ;y 
(. 2 v = o • sin 

cos 2 ~ • ( 1 

(1- cos :f ) + 

cos ;f ) + ••• 

... 
Het profiel is blijkbaar symmetrisch t·.o.v. de reele as ■ De grootste 
dikte treedt opals 

cos - 4 cos 2 ;f + cos fll") = 0 

=- VTI-1 
3 • 

Ook hier zien wiJ, dat aan de achterkant de raaklijn horizontaal loopt. 
De stroming om het ioukowski profiel kan men berekenen door de stroming 
om de cirkel eerst te berekenen en deze dan conform af te beelden op de 
stroming om het profiel ■ Hierbij kan de constante r vastgelegd worden. 
Immers, volgens het voorgaande geldt voor de complexe snelheden in over
eenkomstige punten 

2 
= 

v profiel d -z:.. 
~ cirkel = d~ 1 

1 - z~ 
en voor z=1 wordt dit QUOtient oneindig. De snelheid op het profiel zal 
i.h.a. oneindig worden, tenzij r zodanig wordt bepaald, dat dit niet het 
gev~l is. Daartoe is nodig, dat voor z=1 de snelheid op de cirkel nul 
wordt. 

7. Will~keurige vleugelprofielen. 

In wcrkelijkheid gebruikt men geen Jou}cowski-profielen, maar :profie
len, die gunstiger eigenschappen hebben. Het is belangrijk om dergelijk~ 
profielen te kunnen ontwerpen, zo, dat de snelheidsverdeling om het 
profiel voorgeschreven wordt. 
Riemann. 

De thcori8 b@ru-s:t; o:i,1 ,de st e lling van 
Een enkelvoudig samenhangend gebied G met 
tenminste een randpunt kan een-eenduidig 
en continu worden afgebeeld door een ana
lytische functie op het binnengebied van 

een cirkel. Het is voor ons doel beter om het buitengebied af te beelden 
op het buitengebied van de cirkel. Het 
blijkt, dat men hierbij nog zorgen kan, 
dat in het oneindige de functie nadert 
tot de identiteit. 
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Vlij hebben al gezien, dat dt: afbeeldingsfunctie samenhangt met het 

quotient van de snelheden 

Wij stellen nu: 

V C == ~f- = ft ( Z) • 
VP 

ln f 1 ( z ) == 13' + it' 
' 

dan is 

rs" = Re {in f' ( z)! =l: ln 

en 

= a~g v - arg v • . · p C 

De functies cs en t 9 die samenhangen met de verhouding van de snelhe
den en de helling van het profiel zijn, als ~uncties van x en Y be
schouwd het reele en imaginaire deel van een analytische functie op de 
eenheidscirkel. Voeren wij de hoekvariabele cp in door te stellen, dat 
z == ei qi , dan levert de integraal van Poisson 

1 ZTI 1 
cr' ( 'f ) = 2 1T J t ( qi ) cot 2( 'r1 - c.p) d ~ 

1 21T" 1 
t ( 'f) = 2if" 9) er( Cf) cot 2( 'f - ~) d <p 

en 

Met behulp van deze relaties kan bij gegeven snelheidsverdeling (als 
functie van q ) de functie 1: ( <.p) gevonden worden en hierui t kan de 
vorm van het profiel warden bepaald. 
Omgekeerd, als 1:(cp) gegeven is, kan ~ ( <p) vvorden bepaald; de 
snelheidsverdeling om een gegeven profiel kan dus ook warden berelcend. 


