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Seminar nctes on compactificaticn and dimension in metric oba‘“”
Collected by J. de Groot
We arc 1nve'*1gating the following two related guestions. (1)

What are internal necessary and sufificient conditions
metric space M such that M can be comcactified hy adjol
dimensional set? (2) Can cne obtain a fruitful generaly
dimension by roplacing the empty set by some other clas
in the definition? Here we glve a summary of results to

"

L1ls have been onitted. The intention

i3

cases, detl

ex]

what has been done, and to point the way to further pro
area,
ALL SPACES JCONSIDERED ARE SEPARABLE AND METRIZABLE

I. DERINTTICONS, Much of our work is bhased on the n
"n-compactness", which we define herve.

1.7, Definition., A compact space is called -7-compact,
be < n-compact ( otation: cmp M2n) of
in M has arbltrarily small neighhbourho
boundaries are =2 n-1-compact,

1.2, Definition. Let p ke a point in the swace M, Then
gf;}&gt p (notation: cmp, M) is
nexative integer n such tua v has arb

cighbourhoods whoge boundaries ars £

Lo, MATIH CcomgecT . Mueh of our work has bteen conc

attemt to prove or disprove the following conjecture, o
fication of 1t (see VII).

2.1, Conjecture, If cmp M = n, thoen M can be ~compactif

dimergional set, (The converse i truc
IIT. PROFPERTIES OF n-COMPACTIDSS, WITH VAAMPTES.

3.1, Proposition. For every M, cmp Ms dim M., (Hence, <.
emp(MXN) g dim M4+ dim 1)

3.2, Theorem, Let M be compact, and let Ac M, with dim

emp(MNA) <0,
3.3. Proposition. A closed subspace of an n-comoact spa

Ln open

o+

compact.

3.4, Proposition. If cmp M=n, then M has a countable ba
of open sets whose boundariez arve < n-1-
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J.5. Theerem. I M'c M, and M's n, then p hag arbitrapily
small neighbourhoods Je M such that
cmp [bdey(TaMt )] 2 n-1.

3.6, Theorem. TIf cmp M=n1, then for cach s wgn, there 1g a clogad
subset F, of M such that cmp I, = I,

3.7, BExample. Let Mr bc I"ﬂ"’vi th an open u?c removed, We have
shown that cmp Mﬂ:“j cmn Ma=w, It 1s congectured that

mp M _=n., 3ee H.4, )

We proceed in 3.8 - 2.13 to establish the zxistence of n-canpact

spaces for all n.

5.9, Definition. A space M is sa1d to Lo totally imperfect 10 M con-
tains no uncountable comvact subset.

3.9. Theorem. Let 3" =-{X v Ix| = W} . Then %" can be de-
compoged into two disjoint totally imperfect sets,
which may be constructed so that each is the reflectio
in the origin of the other,

3.10, Theorem. If the compact, n-dimensional space M ig & union of
two dilsjoint totally imperfect sets, ﬂﬁj My, then

cmio M, 18 n
{
3.1, Theorem. For each k =

or n-1,
B I8 )
such that 1< ksen-1, B contawns a sct F

such that cmp Fk = Wk, I containg no scts of higher
cmp.,
3.12. Theorem. If M ig cxtremely disconnected (i.e., if every guasi-
omponent of M is a point) and dim M 2z, then
dim M = cmp M. (See 5.71(c)).
5.1, Remark, Since there are remely disconnected spaces of each
dimension, 3.12 tells us that for each n, there is a
space M guch that dim M = cup M = 10,
3.1%. Problem. If "point’ in 1.1 is replaced by "compact set', the
clagss of QO-compact spaces remains the same. Is this
rue for n>0? (See also VII)
3.15., Remark. If the answer to 3.14% is '"no", then Conjecture 2.1 is

false,

IV O0--COMPACT SPACTES,
spaces M for

n\

cerning which

plored) special case of our
b1,

b Def'inition, A O-compac

4
b

e gather together here

cmp M=0. This 1s the first (and best ex-

theory.
t space is often called rim-compact (or

semicompact).

~
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! Example. Every locall

y compact

space is rim-compact, but the



converse 18 false, as the following example shows.

Remove the sequence 3 71/1 ~om Tthe closed uni inter-
Remove the sequonce 1/nt from the closed unit inter

val, The resulting space is clearly not locally come-

pact, hut it s ram-compact (cf 5.7),

5. Proposition. fvery O-dimensicnal soace 18 rim-compact

4. Theorem. If M a5 rim-compact, then M can be compactified by a
O-dimensional set. (lee 2.71.)

L,5, Theorem. If cmp M = 0, then any two disjoint closed subksets in

M can be separatced by a closed locally compact set,

(See also VIT)

4,5, Theorem. Lot Moo= Q}i W E vhere, for each 1, M ig closed in M,

{
=

cmp M, £ 0, ano ﬁlf\MJ (1 # J) 18 mea ly compact

Supnoge {further that the collection {W%; 13 locally
finite. Then emp Mg O, (Sce also VI,)

V. STATUS OF CONJLCTURE 2.1,
.. Conjecture

L
ot

T

L1 has been DPkad correct the following cases,

) oo (3

) dim M = cmp M

) dim M= (L.4 and (b))

) M i3 a subset of the plane.

L2, BExamnle, The open ball, with an equator of rational points

\Jl

adced} hag cmp 1, and 1t can be compactificd by a
~dimznsional set., Such a compactification 1s not
easy to {ind, however,
5.3, Remark Lach space Mn (5.7) can clearly be compactified by
a set of cvimension n, Henee cmp Mné n., As a matter of
fact, I, cannot be compactified by a set of dimension
7

lesgs than n, Thus 1 cmp Mn 4 n, conjecturse 2.1 18

-
ffalge.,

VI. SUM AND DECOMPOSITION THEOREMS,

Here the analogy with dimension theory is poor. The conclusion we
might draw from the results of this section 1ig that almost any
reasonable conjecture in this area is falce,
6.1, Example. Adding a single vpoint can raise or lower the cmp of

a space by 1. (Consider 3.7, and locally compact, non-

compact spaces)
ion, Adding a point cannot ralse the cmp of a space by

o
g
3
O
e}
O
03]
"
[}
=

more than one., The only case adding a point can lower
cmp is that which occurs when a locally compact space
1s compactified Dy adding a point.



¢ .;T. le. [ In inerease the cmp of 7 space
. “ L
Cy any amount., {
S04, Examrle, A, B elescd in _ - L s = 0, while
cmn o= 1,
:.5‘ l‘uvr‘r]‘ €. Aﬁ Boc G L= ~‘:‘U:‘E;J I o= 2P 7B '?, Qmp AnB -_:-\;
nd still omo o= 2,
¢.C. Theorem. If 4 and T arc closcd in M = LUR, then cmp Mz cmp A +
+ emp B+ .
S.7. Corollavy., IT A =) 1, A in &,
o be de
O,
\ﬂ,.’,’. ‘4"?11:1:(.,1 as o union Qf

dim=sn, even 1 these

latter proces arce not regulred to be clogsed in their
union.
VIT, =
It appears o prove sevaration properties for omo,
CVEen in seq ces, However, 1T seems likely thet such
provertles with the problem of compactil
a space by a set of small ¢
We shall proceed =25 follows, Ve define o "separation cmp’, called Cmp,
ana ‘ Whether or nct
2,71 18 true 1f omp ig
Ve delfane, b the expression Qup Ms 1,
Cmp Moo= 21T ans M= 0, ;
18 and only 17 zet has

- - o oaen ] - ey
1ose houndarics h
s P I T T,
- CLbioco oy a
[y v eyl M Y s M
e 2o O eacrn s, Limp M
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conscau

7.4, Proposition. If M is a subsct of the plane
(5.1(a).)
7.5, Remark, It seems to be worthwile to loo
£ such M =2, while cmp
7.6, Remark. heorem xplains our starting
7.7. Exercise. We must investigate the extent t
verties of cmp (for example, those in III) cerr

cased, this appears to be only a routine check

ave

= cmp M? (Hote that
2.1.)

&
.

mp M,

for M of

M

a subspace

. /i'
point in defining Cmp,
o which our known pro-

y over to Cmp. In most
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The numbering of these results follows the organization of the

yreviously 1ssued notes.

L

s 4. Provosition.  IF CMC2 are two countable, dense in Themselves
{

gets on the surface of the osen spherve O, then
M, = OuC,I and I, = Ouwul, arc homeomorphic.
H s [

y.5. Lxample. Let O be the onen ball, D an open "disc’ on its
surface, and B a ccuntable densge set on the
boundary of D.
Let M= OuDuB, Then M has cmo 1, and M can he
compactified by a2 one-dumensional set.

5.6, Examnle. (Essentrally cuc to M., E. fAudan.) Let 0 be the

onen ball, I an arc on the surface of 0, and C a

countablz dense in itself set on O which "sparals

it
down' to I. Then M1 = OUvIuC has cmp 1, though
cmp 2. Using 5.4 a one-dimensional coim-

OwlI has

nactifical o M can be constructed.

o
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=
]
o

There is some hope that an answer ©o the main conjecture may be

'certaln dimension theoretic results. For example,

found by "dualizing'
che decomposition theorem of dimension theory can be replaced by the

following structure problen.

5.10. Structure Problem, A soace has cupsn (n21) if 1t is the inter-
section of at most n + 1 spaces of cmp O, whose

union 1s comopact.

Observe that the decomposition theorem. ftogether with a positive
1

wswer te the main conjecture gives a positive solution to this
structure problen,

I ~

5.7, Definition., Supoose Ac BcC. B is said to be closed in C modulo

A i1f BNA 45 closed 1n CNA.

The counterpart of the sum theorem of dimcension might be expressed
trn the following interesting problen,

5.12. Problem: Ir 199 M= H“ 2% U M

i

M (compact),

i R
-0 . R o)
37) each Mi is closed in M modulo M, and 4°) for
each 1, cmp Mlﬁru Then cmp M % n.
So far, problem 6.12., 1s knowun to have an affirmative solution
only 1n the special case of two sets MqrzMg = M where cmp M1 = Ccmp M2=CL
'nus we have here an unsolved congecture concerning cmp O.



4.7. Example.

Remarlz,

IR

If dim M = n and cmp M = O, there does not always
exist a compactification M of M such that dim M = n
and dim (M\N M) = 0.
Obgection has been raised concerning the appropriate-
ness of the terms n - compact. and cmp. It would per-
haps bhe more accurate to use a term such as '"defi-
ciency" or "defect" of compactness, and write dof M in
pnlace of cmp Il.



Colloguium "Generalisaties van het dimensiebegrip"

8 december 1960

De nuldimensionale compactificatie van een semicompacte, separabele,

metrische ruimte,

J.M. Aarts

willekeurig kleine omgevingen bezit met compacte rand.

Een randcompacte ruimte kan zowel compact als semicompact zijn.

Definitie: Een stelsel S van verzamellngen van cen topologische

ving te vinden 1is, welke slechts met eindig veel elementen van S
een niet lege doorsnede heeft.

Definitie: Onder de maas van cen stelsel verzamelingen {Ui} van een
metrische ruimte verstaan we sup {J(Gi)/i=1,2,...} waarbiy J(Gi)
de diameter van Gi voorstcelt.

§£glling 1: Z1j M een randcompacte separabele metrische ruimte.
Dan is er een stelsel 3 van aftelbaar veecl verzamelingssystemen
qus,,... te construeren, waarbij Si (i=1,2,...) uit hoogstens af-
telbaar veel gesloten verzamelingen bestaat:

S, ={U,Uss ..}

S, ={ U sUinseeesUnysUnns ceeseen}

Sy = {U111"" }
dat aan de volgende voorwaarden voldoet:

1° U, ., DU

Ao e edd B e ,r‘?],‘r':-’i._ .
I il ! O TeE S

voor ileder stel indices a en voor alle k.

10 N e

Voor 1ecdere U is R(U) compact.

3 Twee verschillende U's ult een Si hebben hoogcstens rand-
punten gemeen,

19 Tedere Si ig een lokeal eindige overdekking met maas

lkleincr dan of geliljk aan f%.,
2

Bewijs: A. Constructie van qu Voor leder punt » €M nemen we een

open omgeving A(p) met compacte rand en [ A(p)]< 4.
{Ap}p ¢ 18 een open overdekking van M,
Omdat M een aftelbare basis heeflt is er een aftelbare deeloverdek-

king van M, zeg: AqﬁAng3"'°



Definitie: B, = A
T - i1
Definitie: C, = B, \ U B,
—_— i 1 g Tk
Definitie: U, = T, 7.1 e
efinitie: U, =T, =N ={ bi} 1]
Het stelsel Aq,Ag,... is een open overdelkking met compacte rand.

B_] = Ai.

Het stelsel Bq,BQ,..° is een gesloten overdeklking van M.
Eiﬁenschadpen a) R( ) C R(Al)

want A, c B —»zx < Bj =#£l \NA, DB, \B; w&R(A ).DR(Bl)

b) R(B,) is compact

want R(Bi) 1s een gesloten deel van de compacte verzameling R(Ai)
~ T — nm C"__'T'— -,C"‘
c) R(Bi) =B NB  =Ai NB;
m.a.v eeg hanapunt van B is verdichtingspunt van Ai en Bf .
Ci = B.\ FJ Bk
k&.:/l 1
Eigenschappen: a) R(C,)c UJ R(B.)
i oo i
want: R(C.) C NCT =
=cj.ﬁ({u B JuB ) =
- k-4
—— 1- R -
=C. n({ U BHUBF) =
1 r—q i
-1 "
T . T .)C"
:lgq<binLk)u(binEi Yo
1= o o oo i
c U (B nBIU(B NB ) = U R(B)
I 1S i L ~ Ik
<="1 ="
p) R(C,) is compact
immers R(Ci) is een gesloten deel van LJ R(B 1) welke als eindige
vereniging van compacte verzamelingen k=1 compact 1is

c) R(Ci) = R(c;)

- ra A ~ - - - / ~ e
want als g)¢ENLH) dan p?{R(Bl), en ook pgR(B,) (k<i).
Dit volgt uit het feit, dat cen randpunt van B, verdichtingspunt is
139

van A, en uit het feit, dat een randpunt van B, verdichtingspunt is

e
van B

Dus géR(C‘ )= p ¢ U RB ):g;pjé’{( ) (wegens a).
k="

Dus: R(Ci)c R(C’i‘),

“OD(ZjO dus C

Anderzijds: 5}

Ui = Ci



NR(U.) (i#3)

immers, neem aan 1 » J, dan er‘CJ = ¢ dus

-~ ~ . _ 4 ™ | y = T —
c;n cj = R(ci)n u((,J) dus U, 0 Jj R(Ui)r\R(Uj)

O-{Ui} is een lokaal eindige overdekking met maas oogstens %,
want de maas van {Ul} is hoogstens gelijk aan de maas van { A}
De lokaal eindigheid van {Ul} volgt ult het feit, dat voor ieder
punt p geldt, péiAl voor zekere i, Verder 1is Ckr\Ai £ 0 als k>1i.
Hieruit volgt wegens het open zijn van Al dat kalAi = ¢ als k>1.
Aﬁ is dus een omgeving van p welke met hoogstens 1 elementen uit {Ui}

cen niet lege doorsnede heeft.

B. Constructie van S?: A1 u c-S
Ui is, als gesloten LfﬂWﬂumee van M, randcompact, separabel metrisch.

Dan is er volgens de constructie van o] in U/l een hoogstens aftelbaar

stelsel van gesioten verzamelingen U . U.Q,... net:

i2
1) Ry (U j) is compact

L,
2) Twee verschillende ij hebben hoogstens randpunten gemeen

; o : g s , ‘ .

{U@; }J . 18 een lolkaal eindige overdeklking met maas kleiner dan

'lJ ==7]
of geliljk aan ;% .
2{_.

Voer dit proces voor iedere Ui uit.
Dan geldt:
1) Uy
want U. . 1s een gesloten deelverzameling van een in M gesloten ver-

1J
zameling.

is gesloten in M

2) U, > U, . voor alle 1 en j

2 — 1 T

3) RM(U j) = RUi(Uij)U{RM(Ui)n Uijg

immers:

D &Ry (Uij)z:} 'peUiJ., omdat Uij gesloten is in M. =

= p 1is verdichtingspunt van Ui? =

p verdichtingspunt van Ui\‘Uij’ of p verdichtingspunt van MﬁUi
dus pe Ry (U,.) of peR.(U.).
J J R

a
= 4 3‘00” i
Triviaal is: R,I(Uij)::R (U u{R

[
i

) is compact, want

e )nU Ji

+) RM(
RM(Ui)F\UWJ is compact, als gesloten deel van de compacte verzamelin



“n(”i) cn M (Hiﬂ\ is compnet, en dns ook hun verenlging
1 — » ]
5) Uij N RM( U, . )N R, (U{
want als k=i dan geld
Unﬁﬂlj 1 © U el
1 Ry (U, )= M(L:_) en
U N U
1]

] n T
dus Uij Lil M(Uij

Triviaal is: U, JF\U R.‘,(Uij)r‘.RM(Uil
. (U. Do UL ).

MM 713 i]

Als k#i dan geldt:

f\/\
’_J
~—
N
=
—

C R

) (omdat Uij gesloten is geldt
blijkbaar R

Uijn U1 © R(Ui)m Uijc.RM(Uij)
1 T \ -3 ~ oy : 3 " -
140 U c R(Jk)ﬂ Ule:RM(Ukl). Verder analoog met het geval k=i.
00 w . ..
o) {Uij} is een overdeklzing met maas kleiner dan of gelijk
i=i =1

1
E?
7) <U } igs lokaal eindig.

Voor het bewljs van deze laatste eigenschap merken we eerst op, dat
de ster van een willelkeurip punt p uit M ten opzichte van het stelsel

v

51 een omgeving is van dat punt, welke gevormd wordt door een eindig
aantal Ui‘ Want uit de lolwal eindigheld van S/1 volgt, dat er een om-
peving is van p, zeg V(p), wellie met slechts eindig veel U,, zeg
Uq.a.Uv, een niet lege doorsnede heeft. De complementen vaﬁ die ele-
menter‘ult Uq..udk, die » niet bevatten, en dus ook niet tot de ster
van » behoren, zijn open. De doorsnede van deze complementen met V(p),

l_.'a

£ een open omgeving van p, die geheel tot de ster van p behoort. Dus

is de ster van p een omgeving van p. e noemen het inwendige van de
ster van p t.o0.v. S1 O(p) en nemen aan dat de ster van p hestaat uilt
qu...ﬁUl. . -

Is 12 1 s1l, dan is er - wegens de lokaal eindigheid van iUlJ% J=1 -in
de relatiel pninte Ui cen omgeving O_i van p in M zd, dat pe.O F)U en
zd, dat Oif)Ul met slechts eindig veel zlementen uit {UlJ} ?iq een

niet lege doorsnede heeft.

0 ﬂ'{l ' Qi} is een omgeving van p in M, die met slechts eindig veel
elementen van 82 een nilet lege doorsnede heeft. Dit 1s juist de lokaal
eindigheid van 82



-0~

0. Met volledime inductie construeren we zo het stelsel S.

Voor het stelsel 5 gelden de volgende elgenschappen:

Gevolg 1: D deopguete van U :>T :3...
bevat hoogstens één punt (wegens 4 ).

Gevolg 2: De ster van een punt ten opzichte van Si’ 18 een omgeving

van p met diameter = ﬁqq , die slechts ult een eindig aantal verza-
Si-
melinpgen U _ hestaat,

ant de steé van®p ten opzichte van Si is cen omgeving, die slechts
uit eindig vesl elementen van S, bestaat (dit 1s bij constructie van
< L C’
D

o (
kleiner dan of gelljk

bewezen). Ieder element van de ster heeft een diameter

5

onder

T Met de drichoelisongelijkheid volgt dan
[}
er van de ste? kleiner dan of gelijk is aan g T -

- - , 2 "
Gevolg 3: Zij A, de ster van p T.o.v. 3,.

- co L
Dan 1is {A cen lokale basis voor p (ult gevolg 2).

dat de diamet

Gevolpy 4: Fr 1s een eindip aantal U dat de rand van U X
e : a4-..a,8 84 .8

kK k+1 k

overdekt.
Bewijs: R(U_ ... ) 18 een compact deel van U, o
o~ a ol I ’,l s 0 s 1(_

| “

Beschouw nu in de relatiefruimte U . de volgende overdekking van

(U 5 ): Weem bij ieder punt van de Pand van U

a
: @) ‘

van ae stgr van dat punt t.o.v. {U’ }i~1 . L

, °© o e ] -

A het inwendige
cee@y

v

Wegens het compact zijn van de rand LS er een eindig aantal punten, zd
dat de sterren van deze punten de rand overdekken. lWegens gevolg 2 1is

er dan een eindig aantal Ua s dat de rand van U 3 overdekt,
I Lot 17Tk

Stelling 2: Zij W een verzameling. Zij B een functie, gedefinieerd op W

met waarden in de macntsverzameling van W, dic aan ieder punt x e W een
lokale basis E toevoegt.
Zij U, = 10/ 3 B(Bu L& Bcl } (het omgevingssysteem van x).
Sij I =1{U/ye U=¢1JC»UV} de verzameling van open omgevingen.,
v

Voldoet g aan de volgende voorwaarden:

19, Teder elemznt van de lokale basis van %, bevat x.

2°, De doorsnede van tuee elementen van By 18 cen omgeving van x.

30. Ieder element van Bx bevat een open omgeving van X.

Dan 1s I een topologile voor V en BX cenbij deze topologie behorende
lokale basis en Ux het blj deze topologie behorende omgevingssysteem,
Bewijs: Zij ¢ de functie, welke aan iedere X Ui toevoegt. ¢ voldoet
blijkbaar aan de volgends eigenschappen: (1) t/m (iv)



(iv

) Ue

}

%

EV{V el &vcia (v

gens de definitie van

-10-

. 0

X E wegens

Tn\fc(| wegens 0
we

e V

Op grond van (i) t/m (iii) vinden we:

I is een topolegie voor W,

e

T

i

<
Pas

o

::::.7 U
per
~oelk met behuln

S {EC/

Omd

Fel want =& 9;

dus

Ael betelient
Bel bete

AF}B@
71j M=
X &

B

b
at Ge T
at Ge T

e AS

wegons (111) YeU

lrent

Vel

oL

X

A
oy EI

=

X

[

G

h'e

- ™
Hen

) C
Jf@
van deze 1

e

want:

cen

Op grond van (iv) vinden we:

1y .
el ‘=3 V)
P [
Uit Ve U, wvolmt
Uit (yeV =Ve
Dus: Ue U, = 3
Dus: U_< F
X X
Dus U = F__
stelling 3 21

is M nuldimethonﬂal te

met

ris che
Mc M ™
M*
M =

MY N M

ruintce M

M

VelU &VolUd&
L
Yx e V.
U. ) volgt Ve
S
ViVeIgneV

ret (1

q.c.d.

M

zndat:

is compact

want voor

I.
H’?

cen semlcompacte,

is nuldimensionaal.,

= Vg

Voo

alle

sen

compactificeren d

A OLB

- )
Uy )

C,, &
LERR
=

V=VelU )
Y

!

g

. W

arabele

L

o L1 e

U

Py

0
vezens 3

U
X

L.

x)

omgevingassysteem Fy

. Dus F Ll U3

niet leeg

van x.

Y

en fg U,

metrische ruimte,

er 1is een separabele

en

dan



Bewigs: M 1s randcomnpact, senarabel metrisch.

Qo

Beschouw in M cen stelscl {Sii L zoals geconstrueerd 1n 3t.1.

D= hele rulmte M noemen we Uo’

g Ne= gO,aﬁbj,,.§ cen incexverzameling, waarbi] iederc index bestaat
uit een rigtgc natuurligle getallen, eventueel gevolgd door nullen,

als het rijgtje uit eindig veel natuurlijke getallen bestaat.
De lengte van een element uit N is het zantal natuurlijke getallen in
dat element. Is dit aantal oneindig dan is de lengte ook oneindig,
0=(0,0,0,0,...).

Ve noteren nu cen U_ uit 3, als Uq, waarhi] az(aqy,..,a

d,l.,.‘,a‘ 138 C
1.y BeUL (0=(0,0,.000). ¢

kyosog o e o )»:N

1. Laat de lengte van a gelijl zaign aan Iz, dan voczen we aan M het

punt D, toe, als U, oneindiy veel elementen bevat van 5, ..

2. Is de lengte van a oneindig en 15 a=(a.,2,,...), dan voegen we aan
M het punt pa toe, als de reeks U, 513 4 2. €N lege doorsnecde heeft.
<o a4 Ay

|
M met de toegevoegde punten noemen we M7,
- . ,_ﬁ‘ P j . N -
Definitie: U . = uqu{ pb/bizai (1=",...,),waarin k de lengte van a
voorstelt § .
Definitie: 87 =3 U "/lengtz van a 1s 1} .
————— 71 7a = i

Voor dledcecr nunt van M derlfinifren we een lokale basuis.

1. qell,
. #
iJ A, de stoer van g ten opzichte van Sy
A
S ee A ) -
fAi %1:1 ig de lolkale bagils voor p.

2. Dy met lengte a 1s k.

R o ) , B - , . L
De lokale basis van p. zal bestaan ult het complement in U van

a ) a
een eindig aantal ve°ianellﬂg?n uit bg+1.
5. p, met lengte a 18 oo a:(aq,ag,...).
De lokale basis van p_ zal bestaan uit uro,uX 5
a 8y’ a8,
& Eigenschappen van fS“?:
40 Ug A\ m(U ) is een omgeving van [P als a ecn eindige lengte heeft.

Bewijs: Zij de lengte van a gelljk aan k.

Volgens stelling 1, gevolg 4 is er een eindig aantal elementen uit Sk*ﬂ’
3 L) o ¥ T 1 4 T 4 - = _."
en dus ook uit 3, ., dat Rm(ua) overdelkt. Het complement hiervan ten



2=

. , .- X ] . e a e w77 % -
opzichte van ua 1s een omgeving van o, die bhevat is in Ua\Rm(Ua)

N
A
q.e ol o

O

2 ) b een element van cindige lengte k met b, =a, (1slk)

a:(aq,a i

(D} e o @

27 3

dan 1s U, NR_(17 ) een omgeving van o_.
o] i ;
Bewliis: Omdaet U, DU, , ... een legc doorsnede hecelt 1is er een index

wvant wags dit niet het geval, dan

+.
vemens het compact zign van de clementen een niet le
G

ben, hetgeen in tegenspraall 1s met het feit dat

lege doorenede heelt. l b
0O -
7 3=<§-_1‘,|ﬁ»« }d15b4(')ﬁ"°)
U L ¥ a ) X B ,
(o "\ Wu”, _oaIN (U ) is een omgeving van p,_ uant deze
a “.v7 T a ... d m'a, .. .a “a
=] 1 kk d le
verzameling is dc doorsnede van twee omgevingen van Py namelljk

IT. Ve bewljzen dat de met behuln van deze lokale basis te defini€rzn
open verzamelingen inderdaad cen topologle vormen voor M en dat de

yedelinieerde bases lokale bases ziJn tTen opzichte van deze topologle.

R

We tonen aan, dat de aan 1eder punt Tocpevocsde basic voldoet aan de

5

O, ¢ . ) - “ . B S R
voorvaarden 17 t/m 57 van stelling 2. Aan 1 en 27 1o triviaal voldaan.

W0 - e e e . A et - R o e ;
De 57 voorwaarde gaan ve na voor de verschillende punton van M

P

¥ - . - o B A : : : o
;13 A, cen element van de lokale basis, A, de ster van g L.o.v. S5
, i

N hq\ ) 1o cen open omzeving van g volpens cigenschapen @ en stel-

llng 1, buvolg B

p, &= (aqa.nak,o,o,.,,):
o L - 3 ] 1
Z zen ¢lemeat van de lolkale bas “(U \ U U )

o = e »
i N W
J Ua x@J/ Ua,..‘aﬂl a,...a, 1
:] l L ..L /l '] 18
U s dan cen open omgeving.

K

]

I

lengte a 18 oo a:(aq,a

s o o #® - .
Zi3 U een elemont vaan de lokale basis.,
ly



-13=
. SEE A _ ) is cen onen cmpoving volgens eigenschappen @
er slell ing 1, . 3.

7

) . . . . . % .
vant de lolkale Lasis van een punt ve M ten opzichte van M, beperkt

"~

tot M is juist een lolkale basis van p ten opzichte van I,

~een aftelbare basis

voor punten uit M en punten . met lengte a 1is oo wordt de lokale

o

0
s - 5 . KON I, I . B Sl E ]
bagls gevormd ult eindize verenipgingen van elementen uit = (1=1,2,...).

Dit aantal i aftelbaar. Verder bezitten de altelbaar vele punten pa

met lengte a 1s eindig leder een aftelbare lokale basis.

N L e w20 »0 4
cn ve eigenschappen @ 17,27,5

O

Lr o ig een k zodat de sterren van 0 en g .o0.V. 10

disgunct zijn.

(Stelling 1, gevolps 2),

poen o blo.v., 27 zign dan ool disjunct.

heelt eindige lengte Ik

van ¢ ten opzichte van S,
- ¢ [+

sugn disguncte omgevingen van g en pa

a heeft lengte co a=(a 1,32,,,,),

er een 1 zodatﬂj¢"' , want de reeks U;’:L%fa D
A, )
1eeft als doorsnede het udw% 1 L

N N LR
Zij A de ster van p ten opzic hte van Si .
. #® ‘L'PT * P N . I~ E
Agen U L NAT vormen de disjuncte omgevingen.,
-L A e 0 0 Ch L

0 o . )
) pa en pb a en b hebven eindige lengte o reso. 1.
Als =1 dan zijn U NUT en U¥ N U disjuncte ompevengen,

a b )

Als 1>k dan zign Uf\\UQ'en Ul dis
(&) : LS

"‘QJ

juncte omgevingen,

50 en ") g e1ndloe 1 o ) v lre }‘ heef 1 1 SRR OIS e - ey \
pa Py, a elndaige ngte, zeg Z: b heeft lengte oo =l las s )-
% Py o P - e . .
U\, . en U . . zijn de digjuncte omgevingen,
a qu..D1{A },:,...U],L,l
¥ 1] AT

o 1 ~ et ) -
6 D, en Py a heeft lengte oo v=(aﬂ, 2,...)

b heeft lengte oo b= (bq,b seee)

Voor zekere i is aj%bi
2 * s - VY aa L B v
dan zijn an,.aai\qu...bj en qu=‘-bl\'uvq'-'ai disjuncte omgevingen.



P A [P S S T .
Clemend oneinulin vee

. T*.
5 er een U
. a LI .a]m,. /l

tre oncindly veel vunten ult de rlj pevat, teruijl iederc To

e
5! ~lechty ova N 5 o0 met
0 =cnts revat, dan 18 echter p. met

e <8, a

e
a:(aq,...,ak o unt. (Iz k =1 dan 1s dus Py
~ 0

> 13 1n -SRI = ST
verdichtingsiunt,)
VI M o= M
[ dE- R —f A - Ve ~
Z1J a——(\..,}, coedy 0,0, 00).
Neem uit idedere 1 . zen punt., o as verdichtinospunt van deze

e e eCly. 4 < -7
] 3T

verzameling
Zijg a=(a_,,8~,...).

Neem uit iledeve U U, 5 cen punt. ban 1s p, verdichtingsbunt

van deze verzameling.

%5}
(J
)]
{
}_
)
}_J
Wy
€]
=
')
=
7
cl
(u
©
0
-
(%]
«
Q
=
=
K]
oY)
(@)
[y
—~
)
jay]
-
O
o
®
=
0]
s
-
3
—
B

V1o He=lt ¢

nclusies:

Bewijs: Triviaal is Ry (U ) e Ry« (U)).
e v g 1

* 9 a aTaN 7 =] T ] ) P -y e T
Ua\RM(Ua) is oven, en wegens e is U7 gesloten dus hM*(Ua)C:RM<Ja)‘

¥* . . .
VI M \NM is nuldimensionaal

Wegens eigenschap £ hebben de clementen van de lokale basis van een

punt p, een tot M behorende rand,



colloguium "Gencralizatics van het dimensiebegrip”

Over cen stelling van

Alle beschouwde topolorische ruimten zZullen sepearabel metriseerbaar
verondersteld worden., Zoals belkend (zie W, Hurewicz and Henry Wall-
man, Dimension Theory), zijn de volgende eguivalenties voor sgen to-
pologische ruimte 7 van kracht voor n> O:

!

1., dim Y ¢n &V 0 ¢4 = &, 3 open verzameling U, peUc A, 26, dat
dim &(U) < n-1;

~f —

2o dim Zen &= VA8, LabB=0, A=A, D= 3 open Vr:zamelin% U,
LeUciiNB, zd, dat dam#(U) 2

5. dim X gsn & Vopdh = A, 3 gesloten verzameling O, die {;)} en
A schelidt, met dom 2 g n-1;
B, dim X¢n & YV A,B, LaB=@, E=A, T 3 cesloten verzameling O,
die A en B scheadt, met e -
Hierkbi] gebruiken we:
Def.1., De verzameling W scheidt de verzamelingen U en V in X als
er een sulitsing X=U'uV'ulV 1ig, 2o, dat UcU', Ve V', en

O en VU open in XN, d,w,z, Un\V'=0, Un\V' =y

sing ig ecn vereniging van onderling disjuncte verzamelingen,

Stelling 1. Stel dam Lsn, YcX, dim ¥=0., Als A en B twee disjuncte

gesloten verzamelingen zijn in X, dan 1s er een gesloten

A

rerzameling 0, die A en § scheidt, terwijl Son Y=,

Bewijs. Stel U en V omgevingen van A en B met U '

o

A V=g, Daar dim Y=0,
worden UnY en VAY in Y pgeschelden door

de lege verzameling:
er is een splitsing Y=Dul, met ?rﬂYk:L, VAYe?, IaFf={,

= ; - / T 4. Aan ,
EAF=0. Dan ock: (AEvE)n(BuF)=0, TBUT)=¢; daar X

( E)n
volledip normaal is, 18 er een omgeving O van A uUE metC:
e

A
<
\’D

Da(BoF)=@., Nu is =440) de gevraagd rzameling.

We gebruilken ook de
ee — R , ,
Somstelling: Als X = J F,, F.=F., dim F. ¢ n (i=1,2,...), dan

7

dim X «n,

Stelling 2. Stel dim X=N; dan 1s X de vereniging van n+71 disjuncte

. v
nuldimengionale verzamelingen, waarvan een e€en Fg =
noo ..
verzameling is. Als omgekeerd X = Xl’ en dim XizO

(i=0,...,n), dan dim Xsn.



Bewljs. Zijéﬂfeen aftelbare hasis van ¥, zd dat de ranrden van
de elementen van <& hoogstens | ) dimensionaal zijn.
(Als bijv. &' een aftelbare , ¢n we bij leder paar

U,Ve B met TcV een onen verzameling

3]

oS L

O
6]
e

E nemen met UeRcBeV
en dim 2 (B3) £ n-1, dan vormen deze verzamelingen zen basis
B als vereist.)
Nu geldt: X :lJ{JQ(; Be &E}J¢,ee I -verzameling, ter-

|

1= G
wijl dim Kn q$ -~ val;%ns de somstelling; xﬁ=X\\xn 1 is

. = o -
nuldimensionaal. Oolr 18 dim Kn q:n~ﬂ, daar dim XI 4% n-2
met behulp van stelling 1 zou leiden tot dim X n-1.
Pasgen we nu on Kq . de anductieonderstelling toe:

DA 2)
s Vs “y n e ey - N o da H \T -~ "
\.. = Y Cern o LlTel e Oan L R > A el r--
Y 1 }J | een apliteing, met dim = =0, L cen P ver
_ e
zameling in Kn " dan 18 X = Kl een splitsing als ge-
1=0 ’

vraagd, daar Xn als Ernverzameling van de P%wverzameling

h'a v

L ook een ﬁgaverzamellng van X is.

)
>

o

rest van de stelling is zemakkelijhk bewljshaar m.bh.v.

<
(]

lledige inductiec en stelling 1.

Stelling 3. (‘I shiur

Q)

im A=m, dim Y=n 20, Yc X, ¥ een F_ -

\
) 1
verzameling van X. Dan geldf: hij 1edere twee disjuncte
a

gesloten verzamelingen A en B van X 18 er een gesloten ver-

zameling © dic A en B scheidt, met dim Cs m-1, dim(Ca¥)s n-1.

Bewljs. Gebrulk makende van gstelling 2 vinden we splitsingen

K= UK Y=Y UY met dim X = dam Y =0, dim X =11
“o m-1° * fo Thoqe fter o) L R "= 2
1 A — e Y B Y e [T W Ava e} V‘T‘ — =REIM

ddm [nmqmnuﬂj A een ' verzamellng van X, 1@ cen I'o- ver

-

zameling van Y, dus ook een I’ -verzameling van X, Dan

*“)

dim X VY = 0, m.b.v. de gomotelling. Volgens stelling
is er nu cen gesloten verzameling O die A en B scheldt, met
ZouY )=@. Dan DX
ﬂ( oJ’(Q . Dan O ] ?
dus daim CnYsn-1, g.e.d.

dug ddm O ¢ m-1, en C;\Y(:Yﬁ_q,

Cpmerking 1. Als in stelling 5 XL cen gesloten deelverzameling 1s van

. L . : el N . o
de n.dimensionale euclidische ruimte 7, dan 1s de beper-
king dat Y een F ~verzomeling moet zijn overbodig. Want

schrijven we weer Y=Y/LJY s

lijk een F_-ver /amellng van X is, dan kunnen we volgens

waarblj Y = nu niet noodzake-

Al

- - = o al n g L
stelling 1 een gesloten verzameling C  in B vinden die A
- - B h *
en B scheidt; hierbij kunnen we veronderstellen dat C = de
rand 18 van een open verzameling; maar als A en B niet-leeg

zijn, hetgeen we mogen veronderstellen,dan is dim C =n-71.



(Hurewicz-Wallman, Ch.IV, § 4, Caor.2.) In dat geval vol-

A A SN * N
goet U=C n H.

Stelling A, Z1] ¢ cen n-dimensionaal compactun (n 3 ©). Dan bevat C

5 . ) 4 ,
een geelrulmbe L omet: 17, dim o= ot

. - “

“7 . K oeen G, -verzameling;

LY, als J gecompactificeerd 1s d.m.v. ecn verzameling N
met dim N G, tot =en comoactuow 7, dan dim D=n.

Dit houdt dus in, dat, hoews=l I gecompactificeerd kan worden

»

~

tot cen (n-1)-dininsiongal compaciun (UUPUchZ~Hﬂllm8n, Ch.v,§ ¢,
Th.6), en X ook gecompactificcera lan worden o,mn.v. een hoogetens
imensionale verzameling (zie Llz.1 2.2 en blz.10 stelling 3),

1
£ niet gecomvactiliceerd kan worden (ot een (n—ﬁ)ddimensionaal

compactun d.m,v. cen hoogstens nuldimensionale verzameling,
Bewlje. Als ndP=I", cn yel = 3 omgeving U van y met 31¢U
dam R (U

)< n-2, dan 3 Vysees¥ g met Py U, =
N J=" AR

"¢ %, terwigl dan dim R (U) s n-2, dus z en F geschel-
den door een (¢ n-2)-dimensicnale gesloten verzameling.
Jaar dim T=n, 18 er cen punt ®, en oan gesloten verzamceling
VB X z6, dat X,l en I nist geschelden kunnen worden door
cen (¢ n-2)-dimensicnale gaisloten verzameling, Dan is er

)

[

bligkens het bovenstaande ook een punt x.,& F, zo, dat X
en x. niet sescheiden kunnen worden o,m.v, een (¢ n-2)-
Cimensionals pesloten verzamsling.

Stel O = V,uvr Loeen
O ST

een ’E‘G_ ~veprzame Ling,

an, met dim V=0, dum Vn q:n—ﬂ,'v

(vizl. het hewijs van stelling 2

n--1

hicrin kunncn we volgens ling % epvoor zoroen, cat Kn—ﬂ cen nul -

dimensionala Fg—V&'”ﬂmeJN‘ vermijdt, dus zelker zen die bastaat ult

o elementen). Stel Vr 4= 1y ©. eten splitsing met dim 0,=0, 6 _ een
]‘.
1=20 -

) S - 4 - 17 e g 1 STy ey al e 1 M ) -w"“ “’\f i |
G—v017am ling van Vo dus oolr van O, Heem nur A=0\ S Dan
uss dim A=n-1, L een GT~vcr¢am<]¢nl dim 0N i=U, K%, € L, Stel

& [
p

nu 4 gecompactificeecrd d.m.v. eon varzameling 1, met dim N§ O, tot

(.

een compactum D,

Stel dim D=n-1. We dienen nu een tepenspraak ai te lelden

Volgens de stcelling van Laveicntielf kunnen we de identleke afbeel.-
ding van X op £ voortzetten tot cen homeomorfisme van ecen G -verza-
meling in D oo cen %ruverzamcling in ©. Daar X een q;»verzameling
is in C, is dan oolr X een G&~V¢ _____ zameling in D, zoals gemakkelijk is
in te zien., 2us N een %_»verzameling in D.



Volgens aetelling 3 18 2pr cen (5 n-2) -dimensionaal compactumE in by

dat x, or splitsing

.
d e T PN
sten (D was co

n-
USUI?C}Tnilh; maar CC DOSYT LT Ea}'ms aus en Q?«verzamellﬂg in E\JCO;

daar n» 2 vinden we m.b.v, de sometslling:

dim BVl s n-2, dus ool dam Lulgn-2).

! - AR B ™ l'."‘ kM —3 s T ..
In do deelrulmte 2N (2 uf) zijn Inl. en

, sloten; volgens
stelling 1 worden zi) zescheiden door eern posloten verzamaling die

dit kan slechts de

verzamaeling zijn. Br is dus

S G Ut v (Bul), met n,e irnl,

i i

e ™ / i - i N LR A e T, N T
A€ anlbic x}a 5 G,{ on G LoOnCT AN O ( U } 5
- B s

1

T ™ . ¢ 5 ) e . [ R, N SO
dim Bwls n-2, in gtrijd met het Toit dat x

den kunnen worden door ecen (g n-J)-dimensional

d.e.d,

Opmerking 0, T. Nig Jot stelling Y% voor het goval dat
A

K T ~ o T [ I JRPIR . K - .
3 I={0,17 . Zijn bewijs gaat ook on

4

voor dat U een Cantor-varidtellt 18, waarbl]

dan L willcekeurie gelozen lan wordoen, zdo, dat aan dc
; wigm ey A0 T 0 o ks T T L e vl A
voorwaaraon 1, (SRS van stoellinz 4 18 voldaan.,

(Een centor-var

= 1T 18 «en comactum, met dimensile

n»1, zo, dat runten crvan 4o00or ecn Verza-

meling van dimensic g n-2 goschewiden kunnon worden),
Hiervan gebrulk mekende, en met behulo van het feit
dat een compactun met dimensie n 3z 1 cen n-dimensionale
Cantor-variédtelt omvat (zic Hurewicz-Wallman, Ch.VI,

§ 5, Th.8), is ook stelling 4 gemakkelijk te bewljzen.
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Colloquium "Generalisaties van het dimensiebegrip"

2 februari 19671

Over het bestaan van n-compacte ruimten

Definitie 1: Een ruimte M heet totaal imperfect als M geen over-

aftelbare compacte deelverzamelingen bevat.
n+7

Stelling 1: De n-dimensionale eenheidssfeer s? in E kan gesplitst

worden in twee disjuncte totaal imperfecte deelverzame-

lingen M,l en M2 die zo gekozen kunnen worden dat Mq ver-
kregen wordt uilt M2 door een spiegeling ten opzichte van

de oorsprong.

Bewljs: We maken gebruik van de volgende stellingen:
1°. Ieder overaftelbaar compactum heeft machtigheid c.
29, De familie van alle gesloten deelverzamelingen van
een topologische ruimte met aftelbare basis heeflt

machtigheid o< c.

Welorden de verzameling van alle overaftelbare deelcompacten van s
C1sCpseeesCy 5o iCy oo & <2 . 21] ¢ een willekeurige spiegeling
van S” ten opzichte van de oorsprong.

1 , 20 dat de 4 punten D505 W(pq)

en @(qq) alle verschillend zign. Zet dit proces transfiniet voort,

I{ies nu in C, twee punten p,1 en a,.

door uit C, tuwee punten p, en g, te kiezen z0 dat P, a4 . (o )

en w(q“) alle verschillend zijn en zo dat ze tevens verschillend zijn
~van de reeds gekozen punten o sy s y(pﬂ ) s @(qﬂ), f< o

In M,l kiezen we nu de punten p, en ¢(qm) en in ME de punten 4, en

@ (0, ) -
Dit proces kan uitgevoerd worden daar volgens st.1° iedere Cu de
machtigheid ¢ heeft en volgens st. 29 & < xlc,
IDe punten van s" die niet reeds in M1 of ngzltten, verdelen we nu
dat als pz¢ Mq dan ¢ (p) = Mg.
terwijl M, 0 M, = 2. ¢ (1M,)=M, en M, en

=Z O OVer M,l en M2

is nu gelijk aan M1LJM2,

p&z totaal imperfect,.

Stelling 2: Als de compacte n-dimensionale ruimte M de vereniging

‘is van twee disjuncte totaal imperfecte verzamelingen
Mq en ME’ dan is cmp Mq gelijk aan n-1 of n en cmp M2
gelijk aan n-1 of n.

Bewljs: Als n=0 dan cmp M, =-1 of O en cmp M2=—1 of O,

/l

Stel dim M=1 en cmp M_=-1, dan is M, compact en dus af-

1 1
telbaar. Daar IVI1 gesloten is, is M2 open en dus locaal

compact.
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M2 heeft dus een aftelbare basis van verzamelingen U met U
compact. Daar iedere U aftelbaar is, is ook M2 aftelbaar. Hier-
uit volgt dat M aftelbaar is en dus dim M=0, in tegenspraak
met dim M=1,

Stel nu dim M=n en de stelling reeds bewezen als dim Ms n-1,
ns2,

Z1J p een punt van M met dimDM=n en stel piZMq. Er is dan een
omgeving U van p, zd dat als V een omgeving is van p met V C U
dan dim R(V) » n-1. In R(V) dus een gesloten deelverzameling k
te vinden met dim k=n-1.

Daar . gesloten is in M en dim iU 21 is k een overaftelbaar

compactum,

R(V) = (R(V)F\Mq)\J(R(V) N Mg)
Y UK, BURS R(V)r«.M1
A8 47 Kyc R(V)nM,.
Daar dim X =n--1 en Kq en K2 totaal imperfect,is volgens de

inductle veronderstelling cmp Mqa n-2. Daar 1(,1 gesloten in
R(V)n M, is ook cmp (R(V)r;Mq)a n-2 = cmp U, 2 n-1 (blz. 2 st.
3.5)

Cm te bewijzen dat ook cmp M,: n-1, dilenen we slechts aan te
[

tonen dat er ook in M. punten v voorkomen met dim M~n
fou8

1

1 is een n-dimensionaal compactitum en heeft dus een deelverzame-

el

ling C die een n-dimensionale Cantor manifold is (Hurewicz-Wall-
man, Ch.VI § & Th.0).
Daar C in ieder van zijn punten de dimensie n heeft en C een

overaftelbaar compactum 1s, is & n I, 4 ¢ en er is dus een punt

peCrnﬂgmeud mIpm. g.e.d

. , .- - o D )
21ling 3:De n-dimensionale Zuclidische rulnte 7 heeft voor iledere Kk,

-Tgksn-71, een deelverzameling ', met cmp szk.
129 49
EY bezit geen deelverzamelingen ¥ met cmp a2 n.

. . 4 a : ; 0
1igs: De totaal imperfecte declverzamelingen M,l en M, van de 5 ge-
—d= 2

construeerd in het bewijs van stelling 1 liggen overal dicht in
de Sn:¢ dim Mﬁ< n-1 (-JreW1o -Wallman Ch.IV g 5 Cor.1), dus

cmp Mqﬁ n-1, Daar volgens st.2 cmp lqa n-"1 = cmp Ml—n -1, M,1
opgevat als deelverzameling van de E'n S \\{D} heeft dus
crap=n--1.

E™ bezit dus inderdaad voor iedere k een deelverzameling Fk met

cmp F =k ~-Tsksn-1 (blz.2 st.3.6).



Iedere deelverzameling van 2% neeft cmp=-1, Stel nu dat
reeds bewezen is dat iedere deelverzameling van de En"/l
cmp § N-2 heeft.

~1J nu Fa::Enj PETF en U cen bolvormige omgeving van p 1n ok
emp(R(U)NF) = -1 als R(U) ¢ F, of cop(R(U)AF)s n-2 als
R(U) ¢ F. Immers R(U)nF) is dan cen deelverzameling van
Sn—ﬂ\%q} Q{En-ﬂ
is dus cmp(R(U)nF)< n-2.

leder punt pz F heeft dus willekeuraig lleine omgevingen U

met crn(R(U)n I)s n-2 = cmp Fg n-1. g.e.d.

en volgens de inductie veronderstelling

Definitie 2: Een ruimte M heet extreem-onsamenhangend als iedere quasi-—

component van M uit één punt bestaat,

Stelling 4: Als M c¢xtreem-onsamenhangend i3 en dim M» 7 dan is

cmp M o= dim M.

Bewd js: Stel dim M=1 en kies pell zd dat dimDM=1 en stel cmpDMs:O.
Dan 1s er een omgeving U van o z0 dat als peVe U, L
dim R(V) > 0 = R(V):@. Daar crp 1€ 0 is er een V< U met
ompFMV%?/LR(V) dus compact en niet leeg.

D=1l F Iy, open cn gesloten. n

&, o
R(V) n F, £ &, RIV) & F =@ = R(V)n O F,. =0
n - [€3 e l-',l Q’xl
D o= {:L ¥, . D gesloten en open, en dus R(DNU) = g in
1

tegensnraak met dim M=1,

-

9]
Stel nu dat de stelling reeds bewezen 1s als dim Ms n-1
P

enn stel dim M=n, n 2 2.
Dan 18 er een punt pe M en een omgeving U van » 206 dat als

DeVc U, dim R(V)> n-1.
en gesloten deelverzameling F met dim F=n-1.

Volgens de inductic veronderstelling is cmp F = n-1.
= cmo (R(U) » n-1 = cmp Mzn.
Daar cmp M < dim ¥ =n = cmp M = n g.e.d.

Daar er voor ledere n extreem-onsamenhangende ruimten M be-

staan met dim M=n, is er dus voor iedere n een ruimte M zd

n

dat dam M = cmp D

[

Definitie 3: Als M compact is dan cmp™ M = -1.

. - . .
cmp Msn als ledere comnacte deelverzameling van M wille~

keurig lleine omgevingen U bezit met cmp™ R(U) s n-1.

Stelling 5: Als cmn M=0 € cmp™ M = O,
Uit de definitie volgt direct dat als cmp™ M =0 dan ook




cmp M = O,
Stel nu cmp M=0 en zij F een compacte deelverzameling van M,
F < W open, Bij ieder punt peF kunnen we een omgeving Vp
vinden met R(Vn) compact en V_c i,
or

De verzameling van alle V 's vormt cen overde kking van F.
Vv

Daar F compact is overdQVE en s...¥_  reeds I,

1 p 18
Vr ) V tJ ...xJV' is dan een omﬂev1n”nvan F met compacte

Yo Pp
rand. Immers R(V.u ...uv_) c.R(Vj Ju ... uR(V ).

=1 “n £ “n

R(Vo &1...LJVO ) 1s een gesloten deelverzameling van een com-
) il L no .- e
pacte ruimte, dus comwvact, = cmp M= 0,

. - . ‘ N X . .
stelling 6: Zij M compact en Acli, met daim Asn. Dan 1s emp™(M\A) ¢ n.

Bewi js: Voor n=- triviaal.
Stel nu de stelling reeds bewezen als dim Asn-71 en stel
dim A = n.
Stel F cen willekeurige compacte verzamelinz van MNZA,
F bezil

¢ dan willekeurig kleine omgevingen U met dim(R(U)nA)
¢ n-1 (Hurewicz-Wallman Ch.IIT § & Pr.B).
s

rig
de inductie vervonderstelling s gan

e *(RIU)N (R(U)AA)) = cmp (R(U)A INA) ¢ n-1 dus
)

¢ (blz.2 st.3.5 voor cmp’ ).

dat het hoo dvermeoeden onjuist is, als
at met cmp 1A M, Uit def. 3 volgt

X ! = 1 - e N o T oy o, -~
Stel cmo M=n en cmp M = n+k k>0, Als M gecompactificeerd

T - -~ . e *m' T
lKan werden door een n-dimensionals verzameling dan cnn Ms 0
in tegensoraalk met % > 0,

Jpmerking. Het hooldvermoeden is nu bheuvwezen in 4¢ volgende 4 gevallon.,

a. n=0 zie blz. 10 stellang 3.

b. dim M = cmp I1.
Als dim M=n, dan lkan M n-dimecnsionaal geocompactificeerd
vorden (IurewiCZ»Uallman Ch.V § 6 Th.0). Daar cmp M=n hecefi
de compactificerende verzameling jJulst de dimensie 0.

-

Als cmp M= dan b.

Els cmn M=0 dan a.

M is een deelverzameling van het vlalt, Xies M begrensd,

s

dan is M compact. dim(TAM) ¢ 1.
Als cmp M= dan dim W N\M=1 (blz.1 st.3.2).

Als cmp M=0 dan a.




