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Co1lec"t-t try 

\le ;..3r~c ll1\T(-;r:;t ti t followjng two ~~lated questions. (1) 

¼hat arc intcrn2l necessary a 

dimensional sot? (~) Can one obtoiG a fruitful generalization of 

dimension the sm y set by some other class of s ces 

r•e \\Jc.: e~i·v2 D f31J.n-nnar•~1 of ret3t11ts to de!te .. In 

m,Jzt caseG, c~E,ta1Js hrivc been oiu_tted. 'I'he intention is to outl:rne 

what has bee11 c!r)rtn~ c1rJcJ t 1') oJ.nt tl-1(: vvc1y to f11rtl1e::r pr 1erns .1_11 t~l1i~J 

J\R.1\I"")LE~ 

I. 

which we define here. 

1.1. JcfinitLon. A 20~ ce s c.a lled f385.d to 

Le< n-cornpact (notation: crnr, Msn) Li' c:vccy ,:,oj_nt 

/.'l: :L ti 
/ 

11e~::cit;1ve 1.nte3:ec 1·i ~.:uch thc1t f! L2:,; o itrr,rily i3m8.ll 

attemt to prove r Jisprcve 

1/TI) . 

]<'1 

•.i i.mc 1 ~~ j Oi'", ;_1 J 

III. P 

3,1,• ProposJtion. Fnr ~vc 
( ,1:1 X \ , .. 

"i. :2. rheorem. 

crrrc,(M \A) ::s. n. 

[JO Ct . 

( ,,-·[ · (' .. L •• 

,', ,-, 
J ,., " ;:_, • ;, 

.,.'r \ 

I : J 

An open subs ce af an n-c ct ~3 cl': (n ~ o) .1.s :5 n-
compact, 

Proposition. If cmp M~n, then M has a countablH 

of ope:n sets se ar>:i..e c1·ce ~ n .·1, .. compact. 
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small ne 

c [ bcl ry ( n ;',l 1 ) ] ~ ,> : . 
Theorem, 

sut,set F. 

remJvca. We have 

is 2nJ2 tur2d that 

\ 1/e proceed 1n ') p 
r-' ,r '-' j . 1 ~', 

spaces for all n. 

C 

in th~ origin or the other. 
'1.'hcorem. If ct: 17 .... (1 

two di □ JOlnt tot'Jlly 11 

c N~ 1s nor n-1. 
I 

F1 01., eocli le (Jt:ic,11 tl1:J t 

such trrn t cmn T\ cca l.::. 17 
C Oljt[; ~~.11 ~J no sets of h 

t'\. 

Theorem. If M qu.2 S l -

r ;-:c "i ( '' ) ) 
,:_·:: •• ) "' I \ _ _.. .' ,:. 

3.1 . Hcmark. Since thcr0 2re extreme 

j . '"Ji! • Prob 1 E: rn . If 1
' o U1 t '· 

f'Jlse. 

IV, 0-COMPAC'T ,3P FS. ,It:: ther t 
cerning spaces M for which cmp M=O. 

plored) special case of our theo 

i ::: c; or1 n(~c t c,c:l s 

ct :~et 1' 5 the 

ther here some results con-
~L ,q J. q t '-·j (·.: .. :,:-• ··1 . " t~ ~l'- ( -::; 
~-. _, . L, I l "" .,, ..L -· L ;_. •' t.-, bc0 st ex-

4.1. Definition. A 0-compact space is often called rim-compact (or 

semicompact). 

Every locally comµact space is rim-compact, the 
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conv~rsc is false, as the following exAmpl~ shows. 

Remove the seGuence l1/n} from the closed unit inter­

val, The resulting space is clearly not locally com­

pact, hut it \s rim-compact (cf J,2). 

4.3. 
4.4. 

Proposition, I:vr::r·y O-d:Lmens10nal sqace is rim--compc1ct. 

Theorem. 

4.5. ThE:orem. 

4.6. Theorem. 

If M 13 rim-compact, then M cnn be compactified by a 

0-dimenslonal set. (See 2.1.) 
If cmp M = O, then any two disjoint closed subsets in 

M can be separated by a closed locally compact set. 

(See rdso VII) 

L:~t M :::c U. 1\ i vJhere, for each i, M_1 is e losed in M, 
l -- ·-

Cl11[) Ml, ~ 0, and M. n M. ( i -:/ j) :i.s locally compact. 
l J 

.'.:~upposc~ further that the collect lon l MJ is loc a J.ly 
f irn te. 'rhen .cmp r,,1 .E,'. 0. ( See also VI, ) 

V, srrATUS OF CONJECTURE 2, 1, 

5.1. Conjecture 2.1 has been proved correct Jn the following cases. 

(a) n = O (4.4) 

5.2. Example. 

5,3. Remark. 

(b) dim M = cmp M 
(c) clim M ~"1 (4.4 ancl (b)) 

(a) Mis a subset of the plane. 

The open ball, 1nth an equBtor· of rF.ltional pol.nts 

adcl,-:ocl s hao crnri 1, and it .?.~ be compactifie:d by a 
'i--dlrn.:::nsional oct. ,:-::uch a compc1ctification is not 

easy ta finci, howev8r. 

T=ach si>DC(; M11 (3.7) can c.:1.::-.:arly be compactifiecl by 

a set of' C:! imens ion n. I·Iencc: cmr M :: n. As c1 matter of n 
fact;, R, cannot be comi~actified ,, by a sot of dimension 

less than n. Thus if cmp Mn f n, conjecture 

fa lsc. 

VI. SUM AND DEC0MP0:~I'l1I0N 'rl-IEORCMS. 

Here the! analogy ~nth c1:lmension theory is poor. The conclusion we 

might draw from the results of this section is that almost any 

reasonable conjecture in this area is false. 

6.1. Example. Adding a single point can raise or lower the cmp of 

a space by 1. (Consider 3,7, and locally compact, non­

compact spaces.) 
6,2. Proposition. Adding a point cannot raise the cmp of a space by 

more than one. The only case adding a point can lower 

cmp is that which occurs when a locally compact space 

is compactified by addj.ng a point. 
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point in defining 

hour own pro--

s of cmp (for exam0 , those in III) c rry over to Cmp. In most 
cases, is appears to be on1y :_ci 1:'cmt:rn0 chuclc. 
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'J'he nur,1be:rinrs of these cesults f'•)llo\,1s the organization of the 

)oJ. E:zanrple. 

Exanrn le. 

If C~ ,,i ;; 
i 

two countable, dense L1 tl1cmselves 

set~ on the surface 

bouncla ry of D. 

the o)en s )lie r-e OJ then 

ar~ ho@eomorphic. 

Lc,t M = OuDuB. Thc(i I1 has cmp -1, anc] M can be 

C 01~l1)8 Ct j~ fled 

( ,;• c: sen'- 1 a 1111 
\ .LJ 1..... '.J i..J ....._ ,./ r,'.l· •. ~~ D l 7 ,j ·7 ••, ) 

¥ J...-IQ l\.." ·--L~., Let 0 be the 

O0en ballJ I an ore on the surface of O, and Ca 
countabl2: c1cn;-JC :u1 :1.tse,lf set on O which ''spiPals 

c1 0 1:m 11 to I. n II -= 0 u I v C has cmp .. i, thou;;h 

Ou I has Cinp ?. Usii1g 5.4 a one-dJJnensional com-

ct1f1cation of M can be constructed. 

There J.s some hope that an ans·,1ec to the main conJectuce may be 

:·c:11,mci by 11 cluali::::;1.nc; 11 certaicJ cJin1ension theocetic results. Pori example, 

the clec ompos J_ U.on chc 0l,.,on1 of c1 ir,1cns ion theocy ca ,1 be L"CDlac ec1 by the 

~·01 :tmnng st cue ture t)CO ble;·,1, 

S.10" ,Steucture Problem. A ( ·r·', ? -·1 ) i· -0 
- J. :,_t :~s the inter·-

section of at most n + 1 spaces of cmp 0, whose 

union is com~act. 

Obseisve that the, c1ecom osition thooecm, to;;cther 1.Jith a positive 

)nswcr to the main conJecture gives a 9os1tivc solution to this 

structure Dr□ blem. 

S. /1 •1 . Def :L,n t Hm. :Jt1))ose Ac. B c. C , B i:::: saHl to be c losecl 111 C modulo 

li if B \ A is cl•~sec] ~LLJ C \A,; 

The counterpart of the rn.un thec,1."c,m of cl1ti1cn:31011 might be expr•essecl 

1.n ~he follr)viing interesting pt'oblcm, 

If 1°) M - n 
:L 

M. 
J. 

3. o) , I ea en ,1 
l 

each 1, crr1p I1 :f ll .• 
], 

u ., 
J_ 

M. = M (co~)act), 
l 

in M modulo M1 and 4°) for 

'l'hen cmp Ms n. 

.So far, problem 6.12" :Ls lmOim to have an affirmative solution 

Jnly 1n the s pee la 1 case of tVJo sets M1 n M2 = M 1vhe r'e cmp M1 = cmp M2 = G. 

rhus we have here an unsolved conJocture concerning cmp 0. 
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4.7. Example. If dim M = n and cmp M = OJ there does not always 
exist a compactification ~ of M such that dim M = n 

and dim ( M \ M) = 0, 

Remark. ObJection has been raised concerning the appropriate­

ness of the terms n - cor,1pact anc1 cmp. It would per­

haps be more accurate to use: a term such as 11 defi-

c ienc y 11 or 11 defec t 11 of c onpac tne s s, and v1r1 te d~:f M in 

place of cmp IL 



Colloquium 11 Gener>alisaties van het c1imensiebegrip 11 

8 december 1960 
De nuldimensionale compactificatie van een semicompacte, separabele, 

metrische ruimte. 
J.M. Aarts 

Definitie: Een rnetrische ruimte heet I'.§!:l.9.~21-:!:!12§~:L indien ieder punt 
willekeurj_g ldeine omgevingen bezit met compacte rand, 

Een randcompacte ruimte kan zowel crnnpact als semicompact zijn. 

Definitie: Een stelsel S van verzamelingen van een topologische 

ruimte T heet lokaal eindig, als er van ieder punt van Teen omge-
-------------

ving te vinden is, welke slechts met eindig veel elementen van S 

een niet lege doorsnede heeft. 

Definitie: Onder cJe ~~~~ van een stelsel verzamclingen { u1 } 

metrische ruimte verstaan we sup{cf(G1 )/i==1.92, .. ,} waarbiJ 

de diameter van G. voors~elt. 

van een 
J ( G,) 

l 

l 

§telling 1: ZiJ M een randcompacte separabele metrische ruimte. 
Dan is er een stelsel S van aftelbaar veel verzamelingssystemen 

s1 ,s 2 , ..• te construeren, wanrbij s1 (1=1,2, ... ) uit hoogstens af­
telbaar veel gesloten verzamelingen bcstaat: 

s1 = { u,pu~~, ... J 
- { U 'I 'I ' U 'I 2 : ' ' • ) U 21 ' U 2 2 ' ' ' • ) • • • } 

= l U,Vi'l'... } 

r, 
0 2 ,, 
,:)3 

dat aan de volgcnde voorwaarden voldoet: 

voor ieder stel indices a 1 .. ,3kak+1 en voor alle k. 

2° Voor 1cdere U is R(U) compact. 

3° Twee verschillende U1 s uit een S. hebben hoog □ tens rand-
1 

p1.mt,::n gemeen. 

Iedere S, is een 
l 

lolrnal einclige ovet"deklnng met maas 

kleincr dan of gelijk aan 2i . 
1 

Bewijs: A. Constructie va.!:?..._.:_3-1 : Voor ieder punt pc M nemen we een 

open omgeving A(p) met compacte rand en cJ[A(p)J~ ;-. 

{ AP} P E. M is cen op\.=:11 ove rde kking van JVI. 

Omdat M een aftelbare basis heeft is er een aftelbare deeloverdek­

kin~ van~- zeg·. P A A t;, '! ~ ·c 1 J 2 J 3 J • • • 



Defj_nitie: Bi -- }._ 1 
i-1 

Def:Lnitie: C. = B. '\. U 
l l l,cc.-::'] 

Definitie: u1 

-6-

co 
~:,;. --.f U 51 

l - I. i i::: '] 

Het stelsel A1,A 2 ~··· is een open overdekking met compacte rand. 

Bi=;l\i. 

Het stelsel BA,B')' ... is een gesloten overdekkinp:::,~ van M. I , •. , 

Eigenschappen: a) R( ) c R(A. ) 
1 O - 0 - l 0 

want Ai c: Bi·-? Ai c: Bl="'} Ai\ Ai ::::i Bi"- Bi =::i-R(Ai) :.-, R(Bi) 

b) R(~ 1 ) is comp3ct 

want R(E 1 ) is een gesloten deel van de compacte verzameling R(A 1 ) 

) ( ) --, C - -. - C -
C R Bi = bln Bi = Ai n Bi 

m.a.w. een randpunt van B. is 
l-1 l 

ver,j icht ings punt 

Ci = Bi°" U l\, 
,i.= 1 

Eigenschappen: a) H(C 1 ) c 
l 

l I 
V 

k==1 
want: 

1. -· '1 
C U ( -~--- TI ) I (::,.c,- ·c,C-) J. i n J)l G .o . n J:3 . 

,.: { l l 

b) R(c 1) is compact i 

immers R(c 1 ) is een gcsloten deel van 
vereniging van comp::ictc verz,:unellngen 

U R(Bk)J v1elke als eindige 
k:.c:·J conr~iact is, 

c ) B ( C .. ) = R ( c-:- ) 
J_ 1 

want als p¢R(c1 ) c1an P'.lTT(B:L)J en ook 1_),tR(B1) (k< 1). 
Dit 

van 
van 

Dus 

volgt ui-c het 

A1 en uit het 
,{ 

Be 
l • 

p~R(C.,)==;;>p~ 
l 

Dus : R ( C . ) c R ( C:-) . 
l l. 

f'cit, at een r.::mdpunt van Bir verdichtingspunt is 
l,. 

fcit, (:at een randpunt van B1 verc1ichtingspunt is 

i 
LJ R(Bk)--'7·P¢R(c 1 ) (wegens a). 

k='l 

Anderzijcls: ci·O:? cj_0 C!llR c.ri '\. ci 0c C\ \ ci0 dus R(Ci)c R(Ci). 

TJ~ = ~ 
l l 
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-1° 1::i(u.i __ ) .·1·_s ' .L - C ornr1a Cl; 

want R(U1 ) = R(C 1 ) = D ( .•·, ) ll ,., 
, l 

,~ O U n .. ·::, ( ·-J ) '" ( 'T ) ~ i U j :::: h I. i (\ ll , ',_ ,"J ( •. / . ) 
J./J 

imrner-s 3 neem aan i > J, C:an C n C. 
J. J 

- ¢ c1us 

c.nc, = R(c.)nR(\c.) c:us u.nu, = R(U.)nR(u.) 
l J l J' l J l J 

3 ° { u1 } is een J.oka al e ind ige ovepdekking met maa s oogs tens ½, 
v1ant de maas nm { U1 } :Ls hoogstens gelijk aan de maas van { A1 } . 

De 1oka a 1 e inc1Jgheic1 v crn t U:L} volgt ui t het fei t, cla t vooP iede r 

punt p gelcit, p e. J\l voo1."' ::~el-cere J .• Ver'der J_s c 1_/'1 A1 -/- 0 als k > i. 

Hie Pu:L t vol6 t ivegens hC: t open ziJn van A da t U1 r1 A. = ¢ a ls le > i. 
l ,{ l 

A1 :ls dus een omgeving van p welke met hooc;stens i elementen ui t i UJ 

een niet lege doorsnedc heeft. 

J3 , C on st ru ct j_ e van ,S 2 : : 1 J c- S ,1 
u1 is, al:::i gesloton c>~'"·1r.,u1.mt1:, van M, ranc7.cornpact, sepapabel met1"isch, 

Dan is er volgens de constructje van s1 in u1 een hoogstens aftelbaar 

stelsel van geslotcn verzamelin~en U ~1 U.n, ... met: 
·· .L I l c. 

1) R01 (U1 j) is compact 

2) Twee verschillende U . hebbEn hoogstens randpunten gemeen 
J. ,J . 

3) Ju." l ~,. i:c, cen lo!:aal eindige overclekking met maas kleiner dan 
L l,JSJc:.:J -

'1 of gelijk aan ~~. 
2c._ 

Voer dit ~races voor ieciere 

Dan geLlt: 

1) U1 _i ls gesloten Jn r.1 
•. u 

want U1 J 1s een geslnten deelverzamelj_ng van een in M gesloten ver-
zamellng. 

2) lL :> U .. voor a1le 1 en 
:L :L J 

3 ) RM ( U i j ) "" Ru. ( U 1 j ) U { 
l immers: 

j 

(u1 )nu1 j-~ 

pc RM (U1 j):::;:, peUiJ' or,1cJat u1 j gesloten is in r-J. ~ 

:::;::;:, lJ i.s verchchtingspunt van U. c =} 
lJ 

p verdichtingspunt van u1 , Uij' of p verdichtingspunt van MiUi 
d US p c RlT ( U,. . ) 0 f '1J 6 :R__ _( lJ ) 

I 7 ' . "1 \ l • 

Traiv1aal is:--RM(u .. )::,R:J (u .. ,)uSR (u.)n u. -} 
lJ· Li lJ l M l lJ 

4) RM(u1 j) is compact, want 

RM(U1 )n Uij is compactJ als gesloten deel van de compacte verzamelin 
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11 (n ) r,, n rn \ is ,•,,11ti•,1<·t 0n r1ns oolc hun vereniging 
1·1 ' • · ~ I/ ' 1 • . ' > . 

i . l , 

5) uiJ n uk1 = RM( u1 J) n n1"/ 1\ci) 

want als k=i dan geldt: 

uij n u11 c Ru. ( u1 J )c HM( u:LJ) en 
1 

uijn uil c Ru_(uil)c RM(uil) 
1 

c1 us U i j n U i l c RM ( U i j ) n RM ( U i l ) • 

Triviaal is: U ... riU. 1 :::lR.1(u .. )nRr (u. 1 ) (omdat u .. gesloten is geldt 
l J l 11 l J v'.I l l J ~ 

blj_jkbaar Rnl[(U .. )c U, .). 
r J.J lJ 

Als kii dan geldt: 

u • JI uklc R( u. ) n U, ,C Rr,11( U, , ) 
lJ l lJ •1 lJ 

U1 jn Uk1 c: R(U1c)n u1dc RM(uk1 ). VePcler analoog met het geval k=i. 

6 ) { U.l. J. } 
0
i

0
== ··i J·---~1 

. . _ _ is een overdekking met maas kleiner dan of gelijk 

1 
-::J2". 
2 

7) {U1j} is lokaal eindig. 

Voor het bewijs van deze laatste eigenschap merken we eerst op, dat 

de ster van een willekeupig punt p uit M ten opzichte van het stelsel 

s1 een omgeving is van dat punt, wellrn gevormd wordt door' een eindig 

aanta 1 u1 . Want ui t de lo:-:r.31 e ind igheid van S 1 volgt, da t er een om­

geving is van pJ zeg V(p)) well:e met slechts eindig veel Ui' zeg 

u,,1.,. Uk; een niet le5e door·snede heeft. De complementen van die ele­

menten uit u1 ... Uk, die p niet bevatten, en dus oak niet tot de ster 

van p behoren, zijn open. De doorisnede van cleze complementen met V(p), 

is een open omgeving van p.; die geheel tot de ste1,, van p behoort. Dus 

is de ster van p een om3evtng van p. 1'le noemen het im1endige van de 

ster van p t.o.v. s1 O(p) en nemen aan dat de ster van p bestaat uit 

U,1) ••• ~ Ul. 

Is 'l ~ i $ l;, dan is er - wegens de J.okaa 1 eind igheid van { Uij J f='l -- in 
cle relatiefcut·.,rte U. een omgeving O. van pin M z6, dat pe.O.n U. en 

1 l 00 1 1 

z6, dat 01 n u1 met slechts eindig veel elementen uit {. u1 j} j=1 een 
niet lege doorsnede heeft. 

1 
0 n { 1r;;1 01 J is een 

elementen van s2 een 

eindigheid van s2 . 

orngeving van p 111 M, die met slechts eindig veel 

niet lege doorsnede heeft. Dit is juist de lokaal 
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r r0eL ·vol}~rJ'i~c jnduc~ie construeren we zo het stelsel S. :::_111 - li .l:J, ·-·~0'-" . ~ V 

Voor het stelsel 3 gelden de volgende eigenschappen: 

Gevolrr 'l · -.,. .<· r·~·.c,·i !: .. ·c:n -::> i. :::> 
~ o · - · a . .., • -· :::1 1 c1 . -· • • • 

bevat hoogstens ~~n punt (weg~ns 4°): 

Gevolg 2: De cte~ van een 
, -a n D n1e t c-1 i· .., ,.,., e t e · , • "\ 

punt ten opzichte van s1 , is een omgeving 

J !. ) Ct 11' ~ r. :::: ---:r=-:-1 d ."' ·L ht 0 ·teen ei··ndi'P-, aantal verza-, _ le s. ec ~ . .) Ul ~ 
r, --

me l in~en U besfaat. 
- a 'i ... a., 

Want de ster vanip ten opzichte van S. is een omgeving, die slechts 
l. 

uit eindig vc~l elementen van s1 bestaat (dit is bij constructie van 

S0 onder 7° bcwezen). Ieder element van de ster heeft een diameter 
c.. 

lcleiner dan of ge1ijk aan-+. Met cJe clriehoelcsongelijkheicl volgt dan 
C) .L '1 

dat de diameter von de ste~ kleiner clan of gelijk is nan -.-,1 . 

Gevolc 3: Zij A. de 
5 l co l 

Dan is l A1 J :L,<l e:<2n 

Gevolg 1\.: Er· :U, 

ove1"'dekt, 

ee:,n 

ster van p t.o.v, 

lokale basis voor p ( u :Lt g e Vo lg 2 ) , 

e ::\.ncl irr; 

Bewi,js: R(U. , •• , ) is een conpact deel van U 
--- a ·: "k a 1 · · · a k 

21- I 

Beschouw nu in ck, r2latj_2fnnmte TJ , cle volgende overclekking van 
a 'I ••• a k 

var1 de rand van U het inwendige 
, , oo a,1.,,a; 

R( U ) · ,,Teem bi,j ieder punt a 1 ..• al" · -· .... 
) lJ ~ • 1 • I ,( 

L a,1 ••• a 1 •. J l=' 
/,,_J_ 

van de st~r van uat punt t.o.v. 

\Jegens het compact zijn van c!e rand is er een eindig 
f 

aantal puntenJ zo 

d::it de sterren van de2:e pu.nten de rand overdelcken. 1:Jegens gevolg 2 is 

er dan een eindig aantal U ~ dat 
8 '] .•• 8 ].r, '] 

de rand van U overdekt. 
a,1 ••• ak 

,,\. "l~ 

.Stelling:~: Z'.Lj 1J een V3r>zameling. Z,iJ (3 een fur:;ct:Le, gedefinj_eerd op W 

met waarden in de mac'c1tTver:::;2meline; van VJ, die aan ieder punt x E.. W een 

lolrnle basis toevoegt. 

Zij Ux = {U/3B(BSi3x8.BcU} (het omr::.;evingssysteem van x). 

•·ij I == r U/y E. U ==;,Uc- U 51 de verzamcl1111:; van o·:::,en omgevingen. ' L .. y 

Voldoet (3 aan de volgencle voorwaarclen; 

1°. Ieder elcmsnt van de lokale basis van x, bevat x. 

2°. De doors,1ec~e ··rnn t1,·1ee elementen van is een omgeving van x. 
3°. Ieder elernent van Bx bevat cen open orngeving van x. 

Dan is I een topologie voor Ven Bx cenb1J deze topologie behorende 

lokale basis en U- het biJ deze topologic behorende omgevingssysteem. 
h 

Bewijs: ZJ.j <p c7e functie, wcllce aan ieclere x u r toevoegt. 
X 

(f voldoet 
blijkbaa r' aan de volgench:: eigenscl1appen: ( j_) t/m (iv) 



( l) 

(ii) u $ t 
VIS uxJ=,"U ()Vs ux 

( iii) u c ux l'9-v E:. u,. 
UC V j "'· 
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,.-1eg;en ~, ,, 0 

we ns de definitie van 

(iv) ) } 11e:;ens -,0 
j • 

Op grond van (i) t/m (1ii) vinden we: 

I is een topologie voor W, want: 

Cl US \'JC :~n::J 

='"' U C s U __ 
--I' f E, I' J ;~ 

li:u;\ 1.Jt-:,.U 
\ X 

Ct,· 6- I. 
,J 

oel{ 1net behulp van doze I cen omgevingssysteem 

Omda t G c F en \·:.:, n:3 ( iLL 1; i::, F SU T)w3 F' x· 

Uit V f, U voJ_r_·,_,·,: n°et ( :L)x ,~. V . 
..- :{ 

t (ycV Ve.U volgt VGI. 

) } 

c:l1:tfJ 

LT .. 
:x 

nict leeg en ¢ (j. U .. en 
-''-

clus An B EJ I 

van x. 

::3tcll:Lng j '. ;:.::l.J J•1 een se::ntcom cte, S8)acabe1c met1~.Lscl1e r'uimte, dan 

is M nuldimcnsion2al te com 

metrische rui~tc h 

·Jo :'< 
Mc.M 

M"' is C 0Drt)3 Ct 

M = M* 

zrxlat: 

t f.' .. c i iccren G.~.z. 

n,1r .,.:. '\. i\~ ·j c, "111 7 a" i ,-1r. "·" S ·] 0 il 3· ;o 7 .i."l _ 'l ~~ ,:::, l ~•• -·- "- ~ ...... l ·- l l -· .,, ~ .... J ,__ o 

er is een separabele 



lJ :T= { 0 3 a;L, ... } :_:en 1-r:c:c,xvcr:::r1m2l1 3 ',1aa:-lnj J.ecicre: index bestaat 

1JJ.t cen riJtJ: n,:tuur:·1 iJ. 1:;et0::!llcn;l eventueel gevolgd door nullen, 

als het riJtJe ~it eind vecl nat.-cJu.rliJl:c taJ.len hestaat. 

De lengte van een element uit N is het aantal natuurlijke getallen in 

dat element. Is jit aantal oneind C::an is rJe len0 te 001': oneindig. 

;_:e noter•e;n nu cen ,i~ .. 1..nt 
r.:t ,, . ., ,. ,;1 .:..1.,,.. 

( r-. ( -~ ') I ) . ~ (__)::::: u ~ \ ., " t, "' C, 

Cl 
f •• J, 

t{ 
a ls 

to2~ als U , a 

de lengte van a oneind en 

M het punt D - - a toe, 2ls de reeks Ii 
,:;i_J'"":' :::-::i '"""' 

~en lege doorsnede heeft. 
~I ("~ •••1 Go~~~ 

f/! rnet cle toe;:;evoecC:!e ;nmten nocmen 11e II>'< • 

':11' 

Def'J.nitJ.e ·, ;, --- u v{ ''a a 
- -·; 1 ) 1 1 -~. CO 
- j ;) \l O ., :; ··; ) , ·. U U 

1 - de lengte v2n cl 
V n CJ ].., c-, t ,"' 7 1- j' 

• - . ~ }....J .......... u "' 

Vclll ;.J 

. . * 
•;✓ oor' :Lcclc:e ,)unt van I'[ c:-::fin cen •.Je een 
-==::==:.:-.::.:::::::~::-....:::...::::::::::::L---~::::::::::.:::::::::.::::::=::::::::.:.-...::::;:=-.:::::-..:;=:=::::::::.::;::::::::::::::::::::::-.=:::=:=::::::=:-.--:::=::=::::::=:==::::::=::;:::=: 

,:,(-

,!,: i J .:-1 -~ d e 
.l. 

st.~:-c• vc1n q ten 
n '1r.· 
i)i <I 

bas:J.s vrrn zal bestaan uit het compJ.em~nt in 

c1antal ver·zamel 
,, 

en ui t S .v ,1• 

~) ~ ·p n1et J.e 
a 

De lokale basis vun P-
c1 

z a 1 be st a a n u :\_ t 

EB Eigenschappen van 1 .S. : ( ➔,·; 
--~'-----.-.:;...::..-------1-J. 

·; T ~- l T ·;!:·• 

,. a '1; -' a ···1 

1/.' 
TJ a van 

is een orngeving va 11 ,J , a , a ecn e1nd1ge lengte heeft. 

Bewijs: Zij de lengte van a gelijk 2an k. 

Volgens stelling 1, gevolg 4 is 

en d us o o k u it .S * ,1 :, cl D t H11 ( U,, ) 
.. t (..;;I 

er 

ovc 

cen e:.i.ncl:Lg aantal elementen uit s1 ,,.,, 
(-l-- I 

ekt. Het complement hiervan ten 
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opzichte van U a :Ls een omgevj_ng van 

a = ( a,i , a 2 ., '., • . ) ... 
clan u; \.. 

been element 

) een ev:i. 

een le 

zo1J cle Peeler::~ 

~H_(U J1 n 
l, . '· 1 ,:, " L u 1 ., .. "d 1 .. 1 ,,.. 

: \ r- I 

D • ·a' 
die beva t is in U8 .. \R ( U ) m a 

le ·ce k met 

"Vclll -),-,. 
a 

doorsnede h2eft is er een index 

v1ant v1a:::.; clit i-1iet het gevalJ dan 

( : __ .- _ )nR (·u,· )} 
• ~ .,, ·• ,:, ::,i :J ..• 

C.I ·1 " • • '-· l r ..i. r, '11 c., •·1 ' ' • C, \ • 
i t\. 1" c.. ... 

:i.s met het feit dat U ·::) :..J .. , .. 1 ::;, • • • ee n 

., o ·- ( .-, .- . . n ) 
.~1 d :.-.:: o ~-· :; o " ~ ,;; ct 1 ,... ;; \j :; .... > • .. 0) n I 1• 

/ ;,t, \ ( ·· ·1 -, •: ·X· • ) \ { TJ ) c n 
\ •o ·, -_) 1.., ·1 .- ' \ r, .--. J. ,.1 

'"· i== ·1 '· -J • ' 'c1 "-• ·1 • ' • 0 k 

verzameling is cic doorsned2 van 
" il Tl· 

u ''--.. 
::.1 

( U3 ) en u.;0 
'- U 

:L= i 
, ...• a 1 i l ,e 

a a .c.,_......, . ·1 '1 (:. 

een GV in;; van ·, • 1_ j a n t'·. cl e z e L-·l,g 

::; nameliJ·-1,:: ;_ a 

I, \·Tc~ lJeif,Jt~Jzen c~at Je -c11,-=t van dcze lokale basis te defini~~~n 

0,: 1"::n vcr::-:::an1e1 

vo1Jaan. 

Cl E- I-'I. 
-----···-

.};° 

'.Z:L:J A_1 cen e1eme:irt 

A * \ ·1:.:; f r, ' . .-, 
.. j_ l i'I , ,~ -'-- J 1. o:., en n e en stc::1-

1 ··1 j c~ c~ \,To 1 

a = ( a ,1 •.. al:_, DJ O, ..• ) : 
·---- n 

ZiJ'' U ii.·,\ U UH· 1::::en ,,J.cn1c,nt van c1,:; a c·1 '1 j_ = ,I c: ··1 • • • c, 

\RM( U8 ) is clan ocn o (:n omg;cv:Lnc;. 

Zij N· 

U f.l ··1 • , • c\ Jr ,. 
een clement 
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•• 21,· 
) is cen oc,F•n c,mr,;cving volgens eigenschappen EB 

: 1:.- ·, I;.~\ I ( ;' ,; , 

.;,;. 
vJant de lokale lJasi:s va11 een f'cmt 1) f.. M ten opzichte van M , beperkt 

tot M is Juist een lolrnle basis van p ten opzicht,3 v3n M. 

III M* bezit een aftelbare ba:3is ==========~==~=================== 
want voor ounten uit Men ounten D · met lengte a is oo wordt de lokale 

~ • J. .. a . .J * 
basis gevormd uit eindige vereniginge11 van elcmcnten uit .s1 (i=1,2, ... ). 
Dit aantal ir: aftelbaa1•. Veccler bezittcn de aftelbaar vele punten Pa 

met lengte a is einchg i.ecler een aftelbare lolcale basis. 

IV Vi"" is E:Jusdorfr 1 s (IIierbi,J gebru:Llccn l'Je eigenschappen <:B 1°,2°,3°) ------------ --------
,, 0 .,,J ~ ·11.1 Q' e- n1 I l. V,. :, ...... ll o 

Er is een k zodat de stcrren v □ n pen q t.o.v. Sk disjunct zijn. 
(Stelling 1, gevolg 2). 

De Bter1~n van pen n t.o.v. l 'l 7('" ' I ' ziJ'n □ an ook 6isJ·unc:. ,:::, k 

',.lQ q 6 M, Pa E. M,,.. a hee:f't e ind :Lge lengte le 

riJ A;.- de stcr van q ton opzj_chte van s1.-+,, 
L. ]:+'i -. I 

' 

3 ° q E. M en ·1 1 G. "11"' a heeft lengte oo • · E'. • 

Dan is er een i zoc1at p~U~ , 
a :'1 ••• a. 

heeft ,Jls doorisnocle het ·::iunt Pa .i 
* n* Zij Ai de stcr van p ten opzichte van 0i . 

-ilt· ·N:· ~ A1. en U ...., ,A.1 vormen de dis,juncte omgevinc~en. 
~ a ,,.

1 
• o , c.., -·-

l 

' * ··· .... ,A d .. t . l"k+'l e:n u~· . lc+'I ~;i jll u1 June ~e omr;evu1gen van q en pa. 

a::c::(a,1,a 2 ,, .. ) . 

want de reeks u* ;::,U* 
a 'l a 1a 2 

4° p 3 en pb a en b hebben eindige lengte k resp. 1. 
. . * -- -I;" . ... j,- ,. . Als lc=c:1 c1cd1 ziJn LJ8 \IJb en lb,, U8 clls,J1.mctc omgevJ_ngen. 

Als l > k clan z:\.jn u,;· \ u/· Ein Ub~· disjuncte omgevin2_;cn. 
C, ,) . 

::, . - . 

.... o 
'.) p en l)b a . - a eindige lengte,. zeg k; b he:;eft lengte 00; L::c:(l:.1 ,b 2 , .. , ). 

U&-\.u.l(· , en U,;~ zijn de disjuncce 
a b,I O ' '

0 k+1 L.,.'. blr.+·l 
omgevir1gen. 

a heeft lengte oo 

b heeft lengte oo 

a = ( a ,1 ,, a 2 , • • • ) 

b= ( b 1 , b 2 ., ••• ) • 

Voor zekere i is a 1~b1 
dan zijn U * \ U .w- en 

a,,, ••• a. b,, ... b. 
I :L I ]_ 

u* "\. u* disjm1cte om.csevingen. 
b 'l • • • b i a 'I . • • a i 



-•·'il.J.-

__ .. --------•------- ., ____ .. _. ~-- - ---... -:::::::::=:::-... .• :-.·::·-:·•:..-·:..--:::: ·.-... · ___ :....::=.·:.: .. · .. : 

on,:: .i:-:: c:i eel 

DSl"l i3 it M ·•..::.1 \ re, ·-
slec ts einc1 veel elementen 

ult de riJ ocvat. ~ies 

,;'.L.C Oi7,::J.i:7Ci 

\/E:e l t:: 1(;:;1entet: 0V3~. 0an is echter :-i1et 

-
_l_ 

-··· ··- - ________ - .. -----------

verzame:u .. n,'.;. 

]\Teem u:1- t 

van deze 

Conclusie:s: 

a. Uit III en 

b. Ui t a en 

, ' . ' ) . 
,._., r~en 

-·i '-' ,:, (0 (~; l ;· I 

' ;:_'_ i-

vol.~ t · rrI 

+> 
C • Uit b 2n ITI: Y,,J :1.D n1etr")tsee~e1.=i:_J r) 

d. Uit VII en III: l.! :er is [_1J~C C)l1l 
3 

e . Uit ' 0 

.c, 

RM,;i- ( 
l. . \ 

en I\T 

u 
~ 
C" 

-~-
I J is 
- 2:l 

( TT ) \ ,~ 2 "' 

Bewijs: Triviaal 1s 

U a\ Rr;/ U 8 ) 1 ;:3 n 3 en 

* VI N \ I'I h, nu lch:ne n s ion a a l 
-=--====-------~------·-==---------~---

( ·; '·' \ _.,_ ,...., 

11 l 3 --, -·'a 

s lote11 

,-·i an is 

1 a ·1•:.:i 1 
\ C ( <eLL 

'l 
G. 

1.JS ·; 
t-· 0 

·.=,1eze 

net 'v ) • 

Wegens eigenschap f hebben de elementen van de lokale basis van een 

punt Pa een tot M behorende rand. 



,:; olloqt~\um : 1CkneralLBLLcs -.·c1n het 

8 ciecember -1960 

Over oen 

Alle beschouwciP topolo~is2he ruimtcn ~ullen separabel metriseerbaar 

verondersteld warden. Zoals bekend (zie W. Hurew~cz and Henry Wall­

man, Dimension Theory), zijn de volgende equivalcnties voor een to­

pologische ruimte >~ van kracht voor n? 0: 

·1. dim X ~ n # 't/ :;; ¢ J, = A> 3 open verzamelH1,_; U, p E: Uc X\f\, z6, dat 

chm d(( U) ~ n -- 1 ~ 

,<. clim X ~ n # Y A,B, J,0B=(1., A=A~ D=B 3 open Vbr>zameling: U, 

A c: U c X \ B, z 6, d E: t dim 11-<,( U) ~ n - ·1 ~ 

j. dim X ~ n # V p ¢ l\ = A., 3 gesloten verzameling C., die { p} en 

A scheidt 5 met chm 1-=.1 ~ n-1_:; 

4. cJim x~ n # V A,B, A f"\B=¢, A=A, H=B 3 e;esloten verzameling C, 

che A en B s.:.:he:tc1t, met cim ,.::'$n--'1. 

Hierbij gebruiken v1e: 

Def.1. De verzamel:tng W scheidt de verzamelingen U en Vin X als 

er een R:'Jlitsing X:=1.J' vV' vV! is., Z(:Y; dat Uc U', ·vc. V', en 

U I en V ' open in X \. ',,J ., rJ • w • z . 1JT r\ V ' = ¢ ~ U ' n \"-= <;6: e en s p 1 it --

:3 in[£_ j_s e2n vereniging v:::in oncler•ling cl is.June te verzamelingen. 

Stelling 1. r3tel i:~im X $ n, Y c X, clim Y=O. Als A en B twee drsJuncte 

gesloten verzamelingen ziJn in X, dan is er een gcsloten 

verzame1ing ;, die A en B scheiclt., terv-1ij1 C n Y=r/J. 

Bewijs . .Stel U en V omgevingen van A en B met UnV=¢. Daar dim Y=O, 

warden TJ fl Y en VAY in Y geschei,jen cloor ciP. le:;e verzameling: 

er is een s1-Jlitsing Y=:CuF, met Uf"\YcE., 'VtiYcF, EnF=0, 
E/"'\F=O. Jan ook: (AvE)r.(BvF)=¢, (Au:C)f\\Bul~=¢; daarX 

volledig normaa 1 is:; is er een omgeving O van Av E met: 

On (B uF)=¢. Nu is C=d{O) de gevraagcle verzame1ing. 

We gebruiken oak de 
CD 

Somstelling: Als X = LJ F., F 1=F 1 ., dim F 1 , n (1=1,2, .•. ), dan 

Stelling 2. 

i==1 l 
dim X ~ n. 

Stel dim X=N; dan is X de vereniging van n+1 disjuncte 

nuldimensionale verzamelingen, waarvan een een F, --
n 

verzameling is. Als omgekeerd X = U X., en dim X.=0 
. 0 1 1 1= 

(i=O, ..• _.n), dan dim X!En. 



' ,.. . . \/J f ' 1 · . ,., l J W'' C e 11 cl . t e C cl t' e C 8 S l 3 van X_, ZC);, en van 

en -'l J' f" ;:,r:;:: I r:• ). • " ,1 CJ r 1' U - I l (.I.\... \ l_) ~ 1. ~ -~ : ~ c: ~ ~ 
' ' 

C, ·1 " \f"' r•r• ·1 ,~ 1-- '1 Cl - - : J ... -. :_, -~• f..::_1 __, 0 • 

Nn gelclt: 

111..;l,.lJ_,n,,nst:·lnanl. Go!: l[o 

111(3 t v a n :c: t E: l l in g 

tJ 
·,.,-· ---• 

.Ji.. .-~- - - u n-• i 
l 0= '] 

zamelin~, 1 ·1 ·: 
. • L .1;..n -• 13 

cl ~- z e \r E: 1) z a 1~1 P 1 J~ c0 n 2 e n b a s .1 Cl 

'o 
s :Je tJ•JrnstellT 

·e rzame line;, 

I.,_,, ··1· •.. ,~.-, )7 ··1 -7 ~ r-- ,.., n -- • 11 _ .7"' , - · j ,_, a cir· .:, :Ln-i •. ,..
1 

:5- n .. c:: 

·: c~e>u lf' t:,n tot c:1.1.n 1:::; n -·i 

j i.m -~~ -
l 

e:en 

l1tslng 

F 
(> 

ver--

vra a gel; 1 iaa p 

X 1 001c cen n--

)~ als 1::1 -~\1 eezarneli n r, van c1e 

7 .1;~~~am0 L·1'nr l/?~ y ln LO'°' '-., l. LJ'-- _, '.~ _ . l::.,) ,:-.l ;.J . .t\.. k,J,; 

vol lecLr~e :i.nciuc t :1.c E~n ::, tel 1tng 1. 

'"'t 11" ·, /1,r-:c11,.-.,-·~•-,...i.-\ ,::i·e :i.n,g ). \··:.1 .• ,1u1.uc1J 

verz8melin;:;, van V 
A, .:,:;an ,::clclt: cl :i.E.; J unc. te 

(-;2 D 1.otr::rj '\/C:-! rzarnc~ 1 c n i\. en 2 v ::rn X 1 s .-:: r e c:.n g e 3 10 ten v er ... 

Gebrulk mBkPnde van stellinG 0 vinden we ~plitsingen 

-- 1J lm 
0 

d J.nt Y .
1
,·..:n---1, -ver·zamc11 vari 

() 
rc:en - ve L1 -n---·, 

zame1 Vern (·0·r, P --vc rz::ww l j ri:,' .· ,. . c.;· , .• - .J - , . ., -- - - '....:, 

Ci L\11 / U '/ 

i. s e ·(• r1u c-::en c:er; 10 en vc ezame 1 

den -c1Jm2r1~--1:Lc)nale eu,.:;·L1c11:c;chc 

. ~7lgens stelling 1 

~ die A en B r~he t, met 

en c: t'\ Y c Y .. , .,., , 
l I" I 

slot8n declverzameling is van 

ru1mte En) rJan HJ de bepc::r--

• 1:Jant 

13 eh r-i J vc n v,1r, vvee r y_· UY .,1 , waarbi,J Y, ..• , n1:c n:i..et noodzake-
o ll···· I • 

1i.J"l;: r-;en F'_ -·VE.)L"Zamc,1.ing van X is, dan kunnen 1"1e volgens 
0 -

r1teLLi 1 · -, "' ' "I"' 11 • d d . A ·1 een geslrJtc:-::n verzame ing: :.__, J.n i:, vin en, ie . 

en B scheidt; hierbiJ kunn 

rand j_s van een open verza 

ziJn, hetgeen we mogen ve e 

veronc1erste1lcn clat -~ ;,.- de 

, ~aar als A en B niet-leeg 
1 -, 1 , ·"'I "' 'I t~l n,can lS Glm ~ =D- . 



. I'( . 

3 t (: 11 :1 n.·~; >:. • '.: :i_ j 

tot 
'''h ('.;) ., - ,· ,·, l•· .L • •--' ) E:lJ •c <J(j,·c c-:c 

nuldimensi0nale v~rzameli 

JC nict ,P;ccorn,1Act·1f eef'ci kan 1.'/<Jc::en i.: --- . . 

1;J_j_J 

en x niet r. sche 
2 

J ffl(' l 

''·1 E·n r;, -V(·rz;c1·11··J·1y1·c ,- V E -~ (v,1_1:.L "· ·G' - /,.1.•----•,::;., ····1,···~2 · ·o · 

h:i.,.-:rtn 1:unncn we vc urn st ll.irw: 

F -v~rzamelinv v2n (> .. ,) 

dur:,:. 1.m X,c:n--1, 

een compact·11m I). 

Stel cJim. '.>=n--1. !_,,/\; r.1 nE.:n nu ecn t 

v:31 vol-• 

(· re n ( ·.· 1 ) . ·j ·' ·· 6 · ~• ·• ~ ·,-, ::i 1 ...... d-• -c..1.,n'-'n..,J.u"c.21-

-
V~ll• ,J - ~ ,, :·net )C fj. T 

lr - Y ' 

"'\l ::::::Ci 0 , 

l'c U 
i~--:: 1 :1. 

f:, _-r:1_1' / . ) zo J 

''""'ll ( < '.~....... . .. , 

clat x 1 
n -· '.:.') .. 

,~:u,1 V, .. ,,:cn-1, V, .. 
11 ·- I n- ] 

Vc.'1rt L.,t 11 ',~~ 

_,:r---n J at __ 1 ,:·en nuJ 

c] :i. C:: uit 

Volgens je Htc.Ll~ng van v cl c; r 1 t tr; ff ku n n r-: n 11J e c'.l c: entieke afbce1--

ding van;: op Z voortzcttc:n tcit cen h 1:rne,:x,101°Lt.smc, var1 cen GJ"--verza-

mel:Lng :in :) o,~j c:en -v0:r'zamc1in:::( J_n .: . Daar X e 12n Gc)_-ver'zameling 

is in CJ J:3 

in t e z 5.r:::: n . 

c1an \ .. ) CJ' ! ~ X O n vl (' ~, .· · r Z 3 m ,:, ., i·· '1 CT 'L D ~ ... ...;_ ,..., ,~~l .... TJ.·- \. .. ·~ :..J'-,.;, ,,_., -~ .. J. t::;:; · 

s N ~eG F -v2rzam8ling in 0. <, -~ 

zoals gemakke1ijk is 



stalling~ 1s 0r ~en 

dat icJ t, 
;act 

(:()Cl 

/ ,,· r, .[7 \ ( ·J Tl \ 
<, h I : .l' . ) LJ '', ,. n J :· ,·· ) U 

,____ C 
l) 

.• ,.--, "("";1 
1. __ LJ .:_' 

,·.n 

'. , 1,1c;t (, .•.·· n Tr' ') r .. - - ., , n \. ,, 
I 

' ) ,. 
·-

i ".r #""'! ·c1 ) n ( ,;'· ("'. r·1 \_,rr; 
\ /. I i .. :.' •I \ •" > .,' ·::, ) ·- JJ , 

I 

••• r I T"', 
L: ·_: .. ..L -1. 

( ;· ~.·, \ 
== \ ·. n ·· ... •, ) n 

I 
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Colloquium 11 Generalisaties van het dimensiebegrip 11 

Over het bestaan van n-compacte ruimten 

Definitie 1: Een ruimte M heet totaal imperfect als M geen over­

aftelbare compacte deelverzamelingen bevat. 
Stelling 1: De n-dimensionale eenheidssfeer Sn in En+1 kan gesplitst 

warden in twee disjuncte totaal imperfecte deelverzame­

lingen M1 en M2 die zo gekozen kunnen warden dat M1 ver­

kregen wordt uit M door een spiegeling ten opzichte van 
2 

Bewijs: 

t\Telorden 

de oorsprong. 

We maken gebruik van de volgende stellingen: 

1°. Ieder overaftelbaar compact1.Jr,1 heeft machtigheid c. 

2°. De familie van alle gesloten deelverzamelingen van 

een topologische ruimte met aftelbare basis heeft 

machtigheid ex ~ c. 
n 

de ver·zamellng van alle overaftelbare deelcompacten van S : 

c 1 ,c 2 , .•. ,c,u , ... Cc-e. , .. , o,: < _fl.c. Zij If een 1:11llekeurige spiegeling 

van S11 ten opzichte van de oorsprong. 

I(ies nu in c1 twee punten p1 en q 1 z6 dat de 4 punten p1 3q1 3 ~(p 1 ) 

en f(q 1 ) alle verschillend ziJn. Zet dit proces transfiniet voort, 

cloor uit Cc,:. t1,1ee ptmten Po; en Cle.: te kiezen z6 dat Po: .,q°', <f(Po:.) 

en 1(qa) alle verschillend zijn en zo dat ze tevens verschillend zijn 

van de reeds gekozen punten p/3 ,q13 , y:,(p /3 L y:,(q13 L p <. a:.. 

In M1 kiezen ue nu de punten p~ en ~(q~) en in M2 de punten q~ en 

q, (pOi.). 

Dit proces kan '.Jitgevoer•d i'Jorclen daar volgens st.,•1° iedere Ccx de 

machtigheid c heeft en volgens st. 2° tX < n c 
0 11 f De punten van ,.) die niet reeds in M1 o_ M2 z:ltten_, ver-delen i,~e nu 

zo over- M1 en M2 clat als p., M'1 dan qi (p) i M,::i· 

Sn is nu gelijk aan M1 uM2 , ter-wijl N/1n M.2 = ¢. rp(M ✓1 )=M2 en M,1 en 
r,12 totaal imperfect, 

Stelling 2: Als de compacte n-dimensionale ruimte M de vereniging 

·1s van twee disjun~te totaal imperfecte verzamelingen 

N1 en M2 , dan is cmp M1 gelijk aan n-1 of n en cmp M2 
geliJk aan n-1 of n. 

13ewijs: Als n=O dan cmp M1=-1 of Oen cmp M2=-1 of 0. 

Stel dim M=1 en cmp M,f=-1, dan is M1 compact en dus af­

telbaar. Daar M1 gesloten is, is M2 open en dus locaal 
compact. 



M2 heeft dus een aftelbarP. basis van 1.rerzamelingen U met U 

compact. Daar iedere U aftelbaar is, is ook M2 aftelbaar. Hier­

uit volgt dat M aftelbaar is en dus dim M=O, in tegenspraak 

met dim M=1. 
Stel nu dim M=n en de stelling reeds bevJezen als dim M.!f n-1, 

11?--2. 

Zij p een punt van M met dimDM=n en stel pf:. M1 . Er is dan een 

omgeving U van p, z6 dat als·v een omgeving is van p met V c U 

dan dim R(V) ~ n-1. In R(V) dus een gesloten deelverzameling k 

te vinden met dim k=n-1. 

Daar :: gesloten :L,3 in M en dim 

compactum. 

?- 1 is ]{ een overaftelbaar 

l," 

"\.-1 . u C: R(V) n 7\1 -1 • 1 
T 7" 

C. R (V) f\ M2. h H2 

Daar dim K =n-1 en K1 en totaal imperfect,is volgens de 

inductie veronderstelling cmp L1 " n-2. Daar K1 gesloteri in 

R(V)nM1 ls oolf cmp (R(V)i~:M.1 );:; n-2tj cmp ~11-'l (blz. 2 st. 

3 . 5) . 
Om te bewijzen dat oak ~ n-1, dienen we slechts aan te 

toner, c1at er ook in punten p voorkanen met dim M=n. 
LJ 

c 'cum en hee dus een deelverzame-

ling een n--d:unensionale Cantor· ina nifold is (Hurewicz-Wall-

ma n ~ C h . V I § rn, ") .L t1,, Li .., 

Daar C in ieder van ziJn punt0n de imensie n heeft en C een 

overaftelbaal'." c 

met ci 

C tL1Lt is; is C ("": /¢en er is dus een punt 

q.e.d. 

~lling J:De n-dimensiona}e 'S·_1 ,:l:1.:LL::c\Cl1e r,1_.;:u1cc::, =:n hceft voor ieclere k~ 

-'1 ~ k ~ n-1, een Jeelverz~,meling P,, met cm,:::, P1 __ ==k. 
;\.. .:'i. 

1.i,JS: 

1:JezJ_t geen 

De totaal rfecte dealvcrzamel M 
1 

en n van c1e S ge-

construeerd in het bewiJs van stelling 1 liggen overal dicht in 

de S11 =? cdm M.1 ;,: n-1 (E1..1re 1:1icz-1.!allman Ch.IV§ 5 Cor.'1)., dus 

cmp M1 z- n-'I. j)c1ar volgens st.2 cmp 1\11 ~ n-1 ::::::;:- cmp M,1=n-'l. M1 
opgevat als dee].verzameling van de E11~ S11 \ { p} heeft dus 

cmp=n-'1. 
Em bezit 

cmp F1=k 
{ 

dus inderdaad voor iedere keen deelverzameling F1 met 
{ 

- ··1 ~- k ~ n-1 ( b lz . 2 st. 3 . 6) • 



T , - l 1 . ·-, o , ..,,. 1 ", l ·1 • _ec:er>e uee verzam2 :in 1..s van .;.~ nee1 c cmp=-· . 0c0 nu c.at 
, b , , . . , - l 7 . 1 .14n-/i reeas Jewezen is aa~ 1eaere dee verzame_1ng van ae ~ 

cnw::; n-2 heeft, 
c-

11 \1·ar.•. T'l ·1 n E 11 ' t...lj nu F c E , p E. F en U een bolvormige omgeving ,· i,, .._ • 

cmp(R(U)n F) = -1 als R(U) c F, of crnp(R(U),"1 F)~ n-2 als 

R(U) ¢ F. Immers R(U) n F) is dan cen deelverzamelin,G, van 
' ' ,n-1 • -~n-'1 . 

S \ { q f ,-::::::: b en volgens de inductie veronderstelling 

is dus cmp ( R( U) n F) "" n-2. 

Ieder punt p s F heeft dus WJ.llekeurig ::leine omgevingen U 

q.e.d. 

Def'initie 2: Een. ruimte M heet extreem-onsamenhangend als dere quasi-

component van M u1t ~~n p~nt 

Stelling l~: Alr:i M ,.;xtreem-onsam1::;nhangend =c:3 <:':n dim M >-· ··1 c'1an is 

Definitie 3: 

Stel dim M=1 en kies p ;;. I'.f zo cJat d 1 en s te 1 cmp M -:S O • p 
Dsn is er een omgev 

, -zc} oat a ls p <- V c. U, 

d im R ( V ) ;, 0 ~ 

cmp H (V)=- -1.R ( V) 

R(V);i¢. Daal." C ,, 0 1s er een V c U met 

d~s compac~ en niet leeg. 

·) = {1 T? 
' cx' ~o: en 1_:seslcten. n 

( \,· R(V) ,-,. Fe," =J ¢, 

D sloten en 

tegenspraak met d 

F :.:: \21 =} FJV) n F == (!J 
~ \ 1=1 ~- r 

l 

open> en dus R(D n U) = ¢ in 

Stel nu c]st c1e st2ll:u1g, reeds bewezen is als c1im M,;:; n-'1 

en stcl 

Dan is er een punt p s /II en een omge'\' i.J van ,1 z6 da t ,-

') c:. '] c U , '~I J.m H ( \T ) ,:, n - 1 • 

als 

T," ' - ., ,; ( T \ ":leS ltl ,\ u) een ge:3loten cleelverzameling F met dim F=n-··i. 

Volgens de 1ndu2tic veronderstelling is cmp F = n-1. 

q.e.d. 

Daar ,:or· voor> J_edere n extt'eem-onsmnenhangenc1e ruimten M be­

stasn met dim M=nJ is er ,jus vooi..., iedore n een ruimte M z6 

clat dim n = cnrp Vi. 

Als M compact is dan ---·1 .. 

:iedere compacte deelverzameling van M wille­

ket1.r>ig k1eine ornf;evingon U be zit met cmp "-· R(U) ~ n-1, 

Stelling 5 ~ J\ls cm~; M=O ~,,,. cmp ..:- M = 0. 

Uit de definitie volgt direct dat als cmp~ M =0 dan ook 



-, . 
-i.:~----

cmp M = 0. 

Stel nu cmp M=O en zij F een compacte cleelver•zameling van M. 

F c. W open. Bij ieder punt p -e. F kunnen we een omgeving V p 

vinden met R(VP) compact en v9 cu. 
De verzameling van alle V0

1 s vormt een overdekking van F. 
Daar F compact is overdeklcen V. , ... V reeds F. 

P-i p 
VP u VP u ... u VP is dan een ontgevingnvan F met c ompac te 
rarld. 2 Immers n R(V __ u ••. uV. ) c R(V. ) u •• , uR(V ) • 

~1 Pn ~1 9 n 
R(V_) U ... UV __ ) ) 

l j L l1 
1s een gesloten deelverzameling van een com-

* pacte ruimte, dus compact.· ==} cmp M = O. 

,Stelling 6: Zij M compact en AcM) met chm A!f:: 11. Dan is cmp*(M\A)~ n. 

bewijs: Voor n=-1 triviaal. 

Stel nu c1e stellirn; reeds bewezen als dim A~ n-1 en stel 

dimA=n. 
Stel F ee·n willekeurige compacte verzameling van M ,A. 
F bezit dan willekeurig kleine omgevingen U met dim(R(U)nA) 
, n-1 (Hurewicz-Wallman Ch.III§ 6 Pr.B). 

Volgens de inductie veronderstelling is dan 

cmp*(H(U) \. (R(U)n A)) = cmp~(R(U)fl M\A) ~ n-'1 dus 
~ ~ cmp (J\.I\A) ~ n (blz.2 st.3.5 voor cmp ). 

Uit stelling 6 vol15 t c.1at het hoofdvermoeden 0DJl:ist is., als 

er ee~ ruimte M bestaat met cm,*M # cmp M, Uit def. 3 volgt 

* dat cmp M ~ cmo M. 

Stel cmr) M=n en cmp*M = n+k 

kan uorden door een n-d1mens1onale verzamelins cian cm9*M• n 

in tegensiJPaak met l{ > 0. 

fpmerking. Het hoofclverrnoeden is nu be'.vezen i,1 c1c volgenC:ie 4 gevalle:n. 

a. n=O zie blz. '10 stellin,_:; 3. 
b • dim M = crnp Il. 

Als dim M=n~ clan l:an f.1 n-clirwn~3ionaal g,:.;crnnr:act1ficcercl 

uo1 ... c1en (Hure1·-1icz-l7allman Cll.V § 6 Th.6). Daar cmJ M=n hceft 

de compactificer•ende ver-zameling L71.nst d2 jimensie n. 

c • dim M :;; 1. 

Als cmp M='I dan b. 

Als cmp M=O dan a. 

d. Mis een deelverzameling van het vlak. Kies M begrensd, 

clan is M compact. d1:n(M \M) ~ '1. 

Als cmp M='l dan dim M'\M=1 (blz.'l st.3.2). 

Als cmp M=O clan a. 


