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Dit rapnort bevat een kort overzicht van
het resultaat van onderzoekingen van W.L.
Scheen en A, ven Wijngaarden over enkele
~fundamentele kwesties met betrekking tot
afrondingsfouten. Fen uitvoerig rapport
zal binnenkor+t worden gepubliceerd. Wij
danken onze ccllega's van het Mathematisch
Centrum voor hun medewerking op verschil-
- lende detailpunten. ‘
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1l. Definities en nomenclatuur.

Ons gemakshalve beperkende tot de voorstelling van een ge-
tal in het decimale stelsel, definieren wij de op n decimalen
afgeronde waarde A f van een getal £ als dat gehele getal maal
1072, waarvoor geldt -5 x 107 £y F45 % 1071, 1n net
geval, dat 107f = 0,5 (mod 1), eelds de aanvullende definitie,
dat A f dat even gehele getal maal 1078 is, waarvoor geldt
f - Anf +5x 10777, Deze definitie heeft het voordeel, dat
a priori de waarschijnlijkheid om 2en getal nsar boven of naar
beneden af te ronden gelijk is, terwijl voorts de kans om door
twee maal in successie af te ronden ecn ander resultaat te be~
reiken dan door incens tot het uviteindeliike aantal decimalen
af te ronden sterk verminderd wordt. Door nog wat zorgwvuldiger
definitie van het afrondingsprincipe is deze kans zelfs nog te
verkleinen.

In het volgende zullen wij grote reeksen getallen tot het-
zelfde aantal decimalen zfgerond denken. Jemakshalve denken wij
ze eerst met 107 vermenigvuldigd zodat de afgeronde waarde c¢en
geheel getal is“\ Wij schrijven dan kortweg A voor de afrondingZs-
operator. De operator 1-A zullen wij & noemen. Voorts zuller
wij: vaak dé afgeronde waarde aangeven door een corresponderende
hoofdletter te bez:Lgen, dus Af = F en het resterende gedeelte
van £, dus « f, dat wij het breukdeel van f zullen noemen,
geven wij aan met een corresponderende Griekse letter, dus
& f =¢. Dus is:

f=Af +of=F +¢, F = 0 (mod 1)als|yl<#.
| of F =0 (mod 2) als (gl = & ‘
(1.1
Ben stelsel van N breukdelen (pk(k =1 ?,.‘.N) noemen w:L;} hom;-«
¢ - &
gec;gwgls voor het aantal N(N) der 9y WaArvoor %< ”Pk ’

geldt lim M(N,E)/N=2+ %.

anathantelih
Voorts noemen wij n opeenvolgendt, cpk in ditstelsel, ;nd;un
i
- deze 11m1e*b ook nog geld't voor het gevalwij de q‘kg wel § *.
( < £
dragen tot M(N,E,), slechts dan ‘tellen als - 3% as Flew 3¢

! ekeuri ekwaaﬂ
(j = 1,2...n—-1), waarin de aa's en bJ s will g g |

Hoewel onze problemen elgel:t.ak m.e'bs met sta-hlstie}c wa“mkaxj :
hebben, omdat een begrip als waarschignlljkhexd van eendt; zﬁi
de afrondlng zinneloos 1is (ze is immers volkomen beparsl 0y
nen W13 onder bepaalde emsﬁandlgehden net het oog op ‘onz
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onkunde genoegen nemen met pseudostatistische uitspraken over
"waarschijnlijkheid van een fout". In het volgende zullen wi]

daarom ook gemakshalve statistische terminologie gebruiken.

2. Eerste standaardvraagstuk.

21] gegeven een grote verzameling getallen fk = Fk + @y, Waar-
voor geldt, dat de Py homogeen verdeeld is en vecorts dat n op-

volgende Py onafhankelijk zijn. Zij gevrasagd te hepalen
n

k=1
waarin de ak gegeven constanten zijn.

k?

Als ons alleen de afgeronde waarden Fk ter besch*Yking staan

is het beste war wij kuimnen doen te vormen
Vi
1 KK

Tussen beide antwoorden vestaat cen Adiscrepantie

pe i

, . oo,
Y= f g L oA pyL= LYo (2.3
| w1 K k= F

Wat is de waarschijnlijkheidsdichtheid w(y) vand ?

De waarschijnlijkheidsdichtheid wy (¢, ) van ¢, is gegeven door:

{ 1
GRS O B (2e)
' 0 als |yl 7%
en dus is die van y,, nl. w (v, ) gelijk aan
1/1a, | als W, < eyl /2
b= /1oy M s M (2.5)

L0 als gyl > iy /2

Dus is

. i : \ 2 R \V T* g .
w(y)= &Wl(*l)dWl AP P e Tl

-y

Wnﬁf— J; T k)dTn—l

Wij vormen de tweezljdlg Laplacegetransformeerde LII wi ) van

o0

= fge*p¢d+‘J& w1(+1)d?1 & (72)d+2 lwn 1(?n_1)WhQ’

hf"?

)d{n S

3

[

= [ePhw )y _ﬁm e Pl (y,)a,e - - _&xe‘P“ﬁ w (4,08, -
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Tpp wm(dy) (2.6)

Uit (2.5) volgt ey /2 - pay /2 -pa, /2
1 w (\j, )= g ....l.__. e k d(}; . . {2 ?)
TLRDET ey /2 1% k Py ’

Om hieruit W(\}l) te vinden kan op twee wijzen geschieden, nl.
door directe inversie van de Laplacetransformatie of door w(igf)
te ontwikkelen naar Hermite-functies, waarbij de ontwikkelings-
coefficienten dan juist gemakkelijk met de Iaplace-getransfor-
meerde bepaald kunnen worden. lier zullen wij alleen de eerste
methode bespreken.

' Zijn de 2" grootheden ?\j gedefinieerd door

. n
he= 2L+ oa /2, (2.8)
37 gy X

dan is blijkbaar ,
1 -~ P25 : .
b11 W(df)“ nx T % te Y (2.9,

A

waarin het plusteken dan wel het minteken gekozen dient te wor-

den naar gelang bijde bepaling van de betreffende }\j volgens

(2.8) een even dan wel een oneven aantal mintekens is gebruikt.
De inversie is eenvo‘udig en levert

w(l )= ——— x 4+ el (2:10)
(n-13: T ak :
waarin het symbool tussen vierkante haken gadefnniasrd is door
[X] (Erln . { x alsx>0 (2.11)

\ 0 als x<0.

Hieruit volgen de cumulatieve verdelingsfunctie v{§)s

v()= j\yw(t)df, =t — 5+ [y e | (2.12)
— o0 ‘ ; nl'?}};ak ')\j
en haar eerste 1n‘tegraal u(\}') i | }
' ¥ -z 1 J o+ “?‘*:"} e (2.13)
u(+)“ j v(t)at  (ne)? 'Tf ak ?\J [ ; ,

ngan worden @oo™ h.:

: Z formules mo en de s ook verva o
T dege ; " r A, slechts uitge-

' absolu'te waarden. Bll;}kbaar ‘hoeft de som ove :
strekt te worden over die ’}sj, Waarvoor gald‘h §+ 370
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3. Tweede standaardvraagstuk.

Dit is =en wijziging van het voorgaande vraagstuk. Laat ons
niet £ doch slechts F willen bepalen. In plaats hiervan kunnen
wij slechts G bepalen. De discrepantie P

P=F -G (3.1)

is nu een geheel getal. Gevraagd wordt de waarschijnlijkheid
f(P) te bepalen dat P een voorgeschreven (gehele) waarde aan-
neemt. Dit vraagstuk is aanmerkelijk ingewikkelder, hoewel
eigenlijk minder gevraagd wordt.

P=Alad Az,akk A(Za Ty +Zoay g )-AZa R =

= A(g +4)~ 5= Alg - G#p)

M. 2.W. ,

P = A(p+p) (3.2)
Dus geldt ,

P-F-y<y< P+ Eoy | (3.3)

Taat V(}) de verdelingsfunctie vany zijn, dus V(y,) de waar-
schijnlijkheid, dat ¥y <%, zodat V()= 0 als y< = % en V(¥ )= 1
als > 3. Voor gegeven LP is dan

S 0 | als < P-1 en als ¢>P+i
QP < 1-V(P-3%~)) als PLNCP (3.4)
| ( V(P + % -9 als P<y< P+ L.

Dus totaal is

a@= v {1- v(p«%—-\y)gd\y * 3 T uy) vimiday -
= & w(P-3+7) {1—17(~w)‘ dy j“% w(P+i-y) V(pay. (3.5)

i -
2

-

ol

In het belangrijke geval, dat V(¥) voldoet aan de symmetriere-

latie V(})= 1 - V(=) is dus:
1

2 ' .
Q(P)= & {w(Budey) w(Pv}*%a-*g)} V(3 ar (3.6)
-1 ‘
Om V() te ‘bepalen, bewijzen w::.j cerst twee hulpstell:x.ngen'
Hulpstelling 1. Zij gegeven een stelsel gehele getallen py.,
met GGD(pk)- 1. Dan hee:ft de vergelijking Z’kak = 1 een
oploss;ng met gehele Fk ~




-6~

Bewijsr Zij 4 dc kleinste positieve waarde, welke Ekak kan
aannemen. 2ij nu oy = 9y d + Ty met gehele 9y en Oérké'd,
dar is ry = p, = g, @ een getal van de vorm ZFy Py en

omdat r,.<d, geldt r, = 0. Dus d< GGD(pk), dus 4 = 1.

Hulpstelling 2. Als de F's (k=1,2...n) alle gehele waarden van
~=ootot e met gelijke waarschijnlijkheid aannemen, dat doet
F Py dit ook, mits GGD(p, )= 1. B

‘Bewijs: Dit is bewezen, als wij hebben aangetoond, dat het
rooster in de n—-dimensionale ruimte gevormd door de punten
(Fl’ oreoF )in disjuncte configuraties verdeeld kan wor-
den, zodanig, dat
a) in iedere' configuratie z}?kpk elke gehele waarde één-
maal aanneemts
b) alle configuraties congruent zijn;
¢) het gehele rooster uitgeput is.

Eerst vormen wij zulk een configuratyie door een punt
(FI’FZ’“ .Fn) , Waarvoor I F 0 =1, te vermenigvuldigen met
alle gehele getallen. De andere configuraties worden ge-
vonden door alle translaties welke dr oorsprong overvoerén
in een punt, waarvoor ook geldt Z Fp = 0. Dan is aan a)‘
en b) voldaan. Ook aan c¢) is voldaan, omdat als Z F, P, = Q
en ZF/p, = q ook Z(F) = F)p, = O |

Wij onderstellen nu alle ak‘s rationaal en herleid tot breu-
ken met kleinst mogelijke gelijke noemer q. Zij dan a, = ‘bk/q ;
enGGDtk——r, dus tk—rpkme‘t GGDpk—l Dan is
g= Za F =(r/a)2p, F = (r/q)K, waarin K = % p F, alle
gehele waarden met gellgke waarschlg}nllgkheld aanneem‘b als Fk
dit doet, terwijl GGD(r;q)= 1.

Is q oneven en neemt ¥ de waarden O 1,...q-.L aan, dan neemt

¥ de waarden -3 + -éa- =3+ -2%-1- gooa 2 - 'élq' elk eé*l maal aan, |
terwijl ¥ voorts periodiek in K is met perlode q. Dan is duss

0 als p<-%

V() = { k/q als - E<-d+g+ -I%qu—% g+ 2E
R I 1 als 7>3. e (3.7)
Is q even en wordt een symmetrische afrondregel voor % en =%
gebruikt als beschreven in paragraaf 1, dan geldt (3.7) ook.
Maken wij gebruik van het periodiek voortgezette polynoom
van Bernoulli B,(x), dan is ‘blijkbaar o
' 0 als Y- %’ Sl
V= 4 -3 +x- z B (qzs:) als - 3¢y < % (3.8)

-1 , als  ¥E.
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Het is nu sleoh'ts;een kwestie van rekenen om {Q(P) te vinden,
Wij kunnen het antwoord nog in verschillende vormen krijgen.
Onder gebruikmaking van de centrale dlfferen‘tleoperatoren by
en 3% gedefinieerd-door

§ £(x)= £(x + )=~ £(x - %)
32 £(x)= f(x + 1) - 2 £(x)+ £(x-1),

en de functies v en u uit (2.12) en (2,13) en realiserende, dat
OFf alle q ?\j = 0 (mod 1) of alle q'/\j = % (mod 1), vinden wij
tenslottes

1) ¢ = 0 (mod 2)

a) q 7\3 =0 {(mod 1) en n = 2m of n = 2m+l, of q'/\j- = % (mod1)

en n = 2me .
m

— B
Qp)= 52 = “2 __ (2K) py (3.9)
(p)= =0 (2k)1g2%
b) q Aj = % (mod 1) en n = 2uw+l:

(%) ),
_ 2> L2 Bom ol 2m2) (py
Qp= 1 {k—(} (gk) q_2k (B - (2m+2)1q2m+2 ]
(3.10)

2) 9 =1 (mod 2) A
a) q}\j = O(mod 1) en n=2m of n= 2m+l, of q ?‘j = % (mod 1)

en n = 2m:

M B, (%)
Q(p)= 32 T .2k "2 (2K)(p (3.11)
() k=0 (2k)z.q2k h

b) q 'kj = % (med 1) en n= 2m+l

m B (%.) B . (2m+2 g
_s2ty ek R (2%) 4 om+2 i k)
0 =3 ikzo (26)102% ( (2m+2) 1"+ }

(3.12)

De numerieke waarden van optredende B,y en ng(%) zijn:

2 - — - = i ses w
2T T 1% T T T 720 81 T 30240
32(%) _ 1 B4(%) — 7’ BG(%) i -' 1 R
2T T T 7% T~ 5760 BT 96768 |

Is miﬁstens een van de ak's irrationaal, dan is q =°° en geldt

eenvoudig:

2]

Q(p) = 82 u(p). (312
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Een andere vorm van het resultaat ise

1) 94 = 0 (mod 2)
P

1 2 E k
Qep)= 2 5 {f-.'m v(E)- % v(P)} | (3.14)
2) a =1 (mod 2)
Q(p) =2 52 T eish (3.15)
ke—a @ ‘

Hieruit volgt juist voor het andere extreme geval, nl. dat
alle ak's geheel zijn, dew. 2. q = 1 is, een eenvoudige formu-
le: ' ‘

Q) = Ev(p), (3.16)

welke trouwens ook dirett is in te zien,

4. Afhankeliikheid van de breukdelen.

Tot dusverre hebben wij steeds onafhankelijke ¢ 's beschouwd.
Yan groot belang is echter het geval, dat er nevencondities aan
de wk's zijh opgelegd in de vorm van lineair onafhankellgke
functlonele relatles '

X3~ 125-;-:1 bk Pro | _ (4.1)

waarin de xj‘s gegeven constanten zijn. De bovengenoemde methedes
falen dan en wij roepen een meer elementaire methode te hulp,
- Welke wij voortaan kortweg de meetkundige zullen noemen, hoewel
z1j zuiver analytisch doorgevoerd kan worden. Construeer een
n-dimensionale ruimte R, met coordinaten ¢.. De‘grenzen~§qky= 3
definieren een eenheidskubus om de ocorsprong. Als de ¢, 's homo-
geen verdeeld en’onafhankelijk zijn is de waarschijnlijkheids-
dichtheid om het punt ﬁ%(@l;yz...qn) ergens binnen de kubus aan
te treffen constant = 1. De vergelijking (2.3) definieert een
hypervlak Rn 1 in R en v(ﬁ) is eenvoudlg het volume ingesloten |
door R, 4 en de vlakken)wk}¢ - 3. De A As's uit (2.8), welke zo'n
belangrijke rol speelden in de oplossing van de standaardpro-
blemen corresponderen met de waarden van ? s waarvoor R n-]l 6T
- hoekpunt van de kubus bevat.
Is een aantal m voorwaarden (4.1) gegeven, dan kan het punt

- =zich sleohts bewegen over. de binnen de kubus gelegen gemeﬂn—
schappelijke deelruimﬁ&ﬁn_m &ar Rn 1's voorgesteld door (4.1).
‘HEen gegeven*y kan dusslechts wora@ﬁ gerealiseerd op de aan Ry m |
en de R volgens (Qmﬁ}‘“e _nschappeligke deelrulmte R _m-1°

A




Is overigens aan de homogene verdeling van de @y VOldaan,kdan
vinden wij v(W) als het volume van Ry..m begrensd door R -
en de vlakken § = - % gedeceld door het totale volume van

| R,_p begrensd door de vlakken}@k}= %,

In vele gevallen kan op het aantal dimensies wat bezuinigd
worden door geschikte projectie, doch de technische moeilijk—
- heden der berekening zijn bij meer dan drie dimensies uit de
aard der zaak niet geringi De methode verschaft evenwel naast
een antwoord bovendien ingicht, wat van de hiervoorvbéhahdélde
methoden niet gezegd kan worden. |

*

5. Homogene verdeling en dfhankelijkheid in een tabel van een
functle, ' |
le willen de hierboven geschetste methoden toepassen op
vraagstukken die rijzen bij lineaire operaties verricht op een
tafel van een functie f met gelijkmatig opkiimménd argument
X T X, + kh. Twee vragen doen zich direct voors:

1) Zijn de ¢, 's homogeen verdeeld tussen -t en % ?
2) Zijnn @y 's al dan niet afhankelijk?

De eerste vraag is in wezen die van de'gelijkverdeling modulc
1 van de functie en als zodanig i.h.a. niet te beantwoorden. .
Echter interesseren wij ons eigenlijk helemaal voor oneindige
tafels, doch behoeven slecdhts te weten of de’gellakverdellng
ongeveer optreedt over een groot aantal functiewaafden. Voorts
tabelleert men gewoonlijk niet functies, welke practisch niet
veranderen, d.w.%. in zulke gevallen vergroot men het intérval
h op passende wijze. Daarom ligt de zaak toch anders dan in de
getallentheorie en blijkt aan de homogene verdeling meestal
zeer goed voldaan te zijni ] o
De tweede vraag is belangrijker. Voor de n-de differentie e
A f van een n—maal continu dlfferenileerbare reeele f?ngtle‘ o
f(x) geldt A £ = h° £(n) (&) met x, < i‘xf Als £'\P (5)_“ :
begrensd is over het gebied van de tafel kan A W1llekeur1€
klein gemaakt worden en vrijwel iedere funcﬁletafal, wélke in ;
de praktijk gebruikt wordt is met zo'n klein 1n$erva1 gﬁmaakﬁ,,ﬁ
dat een bepaal&e dlfferentle verwaarloosbaar klein is. Nu is ﬁ‘f

Ao = An £ - An z (-1)‘*"“*1(&1)% w?nﬂ

1 ak¢k *?5*1“

T"TM:&"
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Zijn de fse+ s, onathankelijk en is AP homogeen ver-
deeld en onafhankelijk van 2ay %y, dan is ¢ .. onafhankelijk
van Tla.. @n.Is echter over het gehele grote gebied, waarover
wij een uitspraak wensen te doen «Af ~ constant, dan is
Pne1 AThANKE1ifk van @1...@. |

De laagste differentie welks breukdeecl ~ constant is noemen
wij de critische differentie. Differenties van lagere orde
noemen wij subcritisch, die van hogere orde supercritisch. Op-
gemerkt dient te worden, dat wanneer «A'f exact constant is
(zodat «A™P = o is), slechts voor irrationale «A&"f geldt,
dat de @h's homogeen verdeeld zijn. Polynomen met rationale
coefficienten en rationale h voldoen dus niet aan de gelijk—~
verdeling van de @k’s en zullen worden uitgesloten, hoewel de
resultaten, welke wij zullen afleiden, wel goed kunnen zijn.

In het volgende zullen wij onze tafels de volgende eisen
opleggens

1) De ¢ 's zijn homogeen verdeeld.

2) Tot zekere n geld+t, dat ¢y «-. @, onafhankelijk zijn,
terwijl van hogere n afhankelijkheid optreedt en wel
direct in de functionele zin (4.1).

De vraag of een bepaalde tafel hieraan voldoet laten wij

over aan degecn die de resultaten wil toepassen.

6. De verdeling van de differenties in een tefel.

De voorgaande overwegingen leiden al direct tot een practisch
probleem, nl. dat van de bepaling van de waarschijnlijkheid
ﬁl(P) van een voorgeschreven discrepantie P

P=AA" - AP, (6.1)

Dit vraagstuk is daarom van groot belang, omdat men de dif-
ferenties AnF, waarvoor AL =0 is gebruikt als controle op de
juistheid van de getabelleerde F-waarden. De extreme waarden
die P dan kan aannemen zijn + 2n—l, doch de waarschijnlijkheid
van zulke grote en zelfs beduidend kleinere waarden is zo gering
dat men met recht de F-waarden kan wantrouwen ook al is P een
weinig binnen deze extreme grenzen. Men moet dus voor verschil-
lende n practische grenzen aangeven., Comrie heeft dergelijke
grenzen aangegeven gebaseerd op practische ervaring en Miller
berekénde, dat deze grenzen van Comrie Jjuist die waren, waar-
voor de verwachtiagswaarde van een grotere P kleiner dan 1 %
is. Wij zullen aantonen, dat de zask ingewikkelder is en dat
een dergelijke uitspraak alleen onder bepaalde veronderstellin—
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gen -over o« A" gedaan kan worden.

Is Af supercritisch, dan zijn q&... qh+1 onafthankelijk en
de oplossing van het tweede standaardvraagstuk levert ons het
gezoggﬁflresultaat Als 2y fungeren de binomiaalcoefficienten
(=1) (k—l) voor k = 1,2...n+l. Omdat de a,.'s geheel zijn
kan de eenvoudige formule (3.16) gebruikt worden.

Is AT critisch, dan zijn Ppeve @y onafhankelijk maar P
is er afhankelijk van. Uit (5.2) volgt dan

Q(P) = Sv(P + «Alr), ' (6.2)

waarbij weer ay = ( l)nkk*‘l(k 1), doch nu voor k = 1,2,..m, Het

resultaat hangt nu af van «A™. Voor o« A'f = 0 vindan wij
Miller's resultaten.

Is A"t subcritisch, dan zijn ¢, ... ¢, afhankelijk van de
onafthankelijke Pq oeee %hrr—l' De oplossing kan nu worden ge-
vonden met de mectkundige methode.

Op deze wijze‘hebben wij L(P) onder vele omstandigheden uit-
geregend.'Als:voorbeéld van de resultaten geven wij (2(P) voor
de derde differentie op pag. 12 . Men ziet wel, dat de waar-
sch13n113kheldsverde11ng zeer sterk varleert met de omstand1g~

heden.

7 De kans op afrondlngsfouten bij 1nterpolat1e.

Een andere toep3551ng van de theorle is gelegen in de in-
terpolatie van een functle. Hlerb13 wordt een functiewaarde fp
behorende b;j ‘een argument x, + p(x xo) gevormd als een
lineair compOsitum'van een aantal functiewaarden., Zijn de
functiewaarden welke hierbij gebruikt w orden modulo 1 onaf-
hankelijk, dan kan zonder meer de foutenkans berekend worden
met de oplossing van het standaardprobleem 1. Van meer belang
is echter het geval, dat wij het geinterpoleerde resultaat af-
ronden tot het amm1nwle aantal decimalen en dit antwoord ver— |
’g'”lgken met dat, wat verkregen zou zijn door de interpolatie
%e verrichten met behulp van de niet afgeronde functiewaarden
en pas daarna af te ronden. Standaardprobleem 2 levert nu de.
oploésing. Daarbij komt het merkwaazrdige resultaat te voor-
schijn, dat de kans om een fout van een bepaald aantal eenhe-.
den te maken een discentinue functie van p is en wel zodat

voor iedere rationale waarde van p een discontinuiteit optreedt
Dit effect is overigens slechts van belang als n klein of p
"erg rationaal" is. Als voorbeeld volgen hier de kansen
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_Waarschijnlijkheid £L (P) voor de derde differentie. =
A3f Supercritisch 3 /D Critisch ‘%ii__
P N~ o [ | ISR ~ |eri-

0 .1 .2 .3 .4 .5|0 1.2 3 4 5 40 .1 .2 .3 .4 .5 - |tisch
¢-40 0 O 0 ©0 0 {0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 > 8
-410 0 0 0 o0 0 |0 0 ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0- .000% | 3
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op een fout +1 of -1 samen voor lineaire, drie- en vierpunts
centrale Lagrange-interpolatie en wel is de eerste kolom de
waarschijnlijkheid £(1)+ SX(-1) gegeven voor de exacte waarde
van p, terwijl er naast de kans is gegeven voor een p-waarde,
welke er willekeurig weinig van verschilt.

P Lineaire interpolatie Driepuntsinter- Vierpuntsinter-
palatie polatie .
0 0.0000 0.2500 0.0000 0. 2500 0.0000 042500
0.1 0.2278 0.2259 0.2479 0.2479 0.2358 0.2358
0,2 0,2000 0.2021 0.2417 0.2418 0.2208 0.2208
0.3 0.1881 0,1857 042320 0.2320 0.2058 0.2058
0.4 0.1667  0.1722 0.2190 0.2192  0.1938 0.1938
0.5 0.2500  0.1677 0.2083 0.2049 0.1897 0.1886

Vooral bij p =0 is het rationaliteitseffect zo groot, dat een
.eenvoudig experiment het gemakkelijk aantoont.

Ook nu kunnen wij weer het geval onderzoeken, dat de func—
tiewaarden, welke bij de interpolatie gebruikt worden functio-
neel gecorreleerd zijn: Nog zonder veel moeite is dan het ge-=
val van lineaire interpolatie in een tabel van een lineaire
functie te behandelen. Het blijkt dan, dat het breukdeel P van
de uit de tabel geinterpoleerde g nog slechts 2 waarden kan
aannemen, (tenzij bij rationale p, waarbij het kan voorkomen,
dat é&n van beide waarden % wordt, wat dan verdeeld dient te
worden over % en -%), en nog wel met verschillendewarschijn-
'lijkheid. Afgezien van het juist hierboven genoemde effect heeft
rationaliteit of irrationaliteit van p mu geen invloed meer!
Daarentegen speelt nu een rol of het breukdeel van de constante
eerste differentie (dus « Af) al of niet rationaal is. Ook
speelt de afgeronde waarde van de differentie (dus AAT) nu
een belangrijke rol. De kans op discrepanties 1 of -1 varieert
nu sterk met de omstandigheden, maar als «Af irrationaal is
geldt (1)+2(-1)<%, waarbij hetzij (1) of {2(-1) willekeurig
dicht bij % kan komen. Is «Af rationaal, dan vervalt ook deze
begrenzing. Uit de algemene theorie leidt men gemakkelijk
extreem gunstige of ongunstige omstandigheden af. Is bijv.

f = 40 x afgerond op eenheden getabelleerd voo™ gehele x, dan
is iedere geinterpoleerde juist. Is daaremtegen £ = 40 x + 0.4
en p = 0.01, dan is het resultaat altijd fout!



