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Een generalisatie van de methode van m rangschikkingen.

1. Inlelding.

De door ons te behandelen toets kan enerzijds beschouwd worden als
een generalisatie van de methode van m rangschikkingen van FRIEDMAN (zie
[3]4) en [5} hoofdstuk 6 en 7), anderzijds als een toepassing van de
principes van de toets van WILCOXON (zie [8] en [11]);

7.1 Methode der m rangschikkingen van Friedman.

Wij beschouwen m waarnemers P ,,Pmo Iedere waarnemer rangschikt

/}jo-
n objecten O,],.,,.,On en drukt het resultaat uit in rangnummers. Zij L
het rangnummer door EH toegekend aan O, . Indlen wij de mogelijkheld van

gelijke waarnemingen voorlopig buiten beschouwing laten, zal de rij

rpﬂ’“”’rAn een permutatie zijn van de getallen 1,...,n.
Wij verenigen de m rangschikkingen in schema (1):
Oq O2 ..... On
Pq rqq rqg oo rﬂn
o P2 Toq r22 R
/I
Pm rmﬂ rm2 A rmn
sq 52 S,

waarin s §§£ sm" r o,
y }%;7[ pv
De nulhypothese HO van de toets houdt in:
1°. TIedere rangschikking is een aselecteg) keuze uilt de verzameling van
alle permutaties der getallen 1,...,n.
20. De rangschikkingen zljn statistisch onafhankeli jk.
De toetsingsgrootheid is:
(2) S def Zf:{s - %m(n+1)}2=

1) Cijfers tussen teksthaken [ ] verwijzen naar de literatuurlijst.
2) det woord "aselect" voor Engels '"random" 1s ontleend aan de termino-
logie van Prof. Dr D.,van Dantzig.
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De verdeling van S onder de hypothese Ho is voor kleine waarden van
m en n exact bekend. Voor grote waarden van m kunnen wij gebruik maken
van het feit dat:
(3) XE - iy
voor m— @ asymptotisch verdeeld is volgens de zogenaamde‘ﬂf2~verdeling
met n-1 vrijheidsgraden.

1.2 Toets van Wilcoxon.

WiJj beschouwen twee steekproeven:

X en y,‘go..gyn

ey X

1° n

1
en wensen de hypothese HO te toetsen, dat dit twee reeksen van onafhan-
kelil jke waarnemingen uit eenzelfde verdeling zijn.

Wij rangschikken daartoe de grootheden xq,...,an, yq,...,yn2 in
één rij naar opklimmende grootte. Wij tellen het aantal keren, dat er in
deze rij een y-waarneming vddr een x-waarneming staat. Dit aantal wordt
aangeduid met de letter U en is de toetsingsgrootheid van de toets van
WILCOXON.

De verdeling van U onder de hypothese HO is voor kleine waarden van
n, en n, exact bekend. Voor grote waarden van n, en n, kunnen wij gebruil:
maken van het felt dat:

()

U - —é—n,]n2

/] -
 siqnp (N, 4ns+1)

asymptotisch normaal verdeeld is met gemiddelde O en spreiding 41, indien

n n
47 O, Ny—> 00 en El en Eg begrensd zijn? Hierbij is aangenomen dat er
in de rij KpsovesXy ,2 yq,g?,yn geen gelijke waarnemingen voorkomen.,
1 2

Indien er wel geli jke waarﬁemingen voorkomen, levert de definitie
van U moeili jkheden als bv. X;=Yy Wij kennen aan U voor ieder dergeli jk
paar een bijdrage & toe. Tevens moet voor dit geval de nulhypothese iets
gewijzigd worden. Wij zullen deze gewiljzigde nulhypothese hieronder be-
spreken., De verdeling van U onder HO is, noch voor kleine nq en n,, noch

asymptotisch voor grote waarden van n

n

1 en n, precies bekend. Doch indien
de groepen gell jke waarnemingen niet te groot zijn, mag men aannemen dat
de verdeling van U niet veel zal afwijken van de verdeling van de over-

eenkomstlge U zonder gelijken.

2

Wel exact bekend is de "variantie" o © van U onder H,, als in de

rij xq,...,an, yq,,..,yne g groepen gelil jken voorkomen met tq,tg,...,t

~ngarnemingen. Door tJ = 41 ook toe te laten bereiken wij dat: %f= n1+n
;=1

————— - - —— - -~ - - — -t

g
o

3) Deze laatste voorwaarde is overbodigiA.Benaxd).



Uit een resultaat van J.Hemelrijk (zie f4]) kan gemakkelljk worden afge-
leid dat geldt:

(5) >2 70l (10 i Y

- 12(n1+n )(n n,

Opm.: Men kan de gereduceerde waarde T = U—':gn,'n2 van de toetsingsgroot-
heid van Wilcoxon ook berekenen door aan de waarnemingen Xgseoes®y
/]
Jqoeees¥, naAT opklimmende grootte rangnummers toe te kennen en deze
rangnumme%s te verminderen met hun gemiddelde 2(n +n2+1). U is dan geli jk
aan de som van de aldus gereduceerde rangnummers der x-waarnemingen, Dit

geldt ook als er gelijke rangnummers voorkomen.,

1.3 Parameterwvrije k steckproeventoets.
De toets van Wilcoxon is door Kruskal [7], Rijkoort [9], Terpstra

[10] en Krishna Iyer [6] gegeneraliseerd tot een toets voor k steekproe-
ven:

X oho’X

11° 1n

/‘7
X _9».0)X N
21 eng

X ...jX

k1’ k,n,’

k
Wij kennen nu aan al deze waarnemingen rangnummers toe naar opklim-
mende grootte, en reduceren deze rangnummers (d.w.z. wij verminderen de

rangnummers met $(N+1) als N = n%). Zij nu ﬁw de som van de geredu-
X=
ceerde rangnummers van de steekproef », dan 1s de toetsingsgrootheld van

de k-steekproeventoets

~2
(6) 2 __a &Y%
AT NNH) A= B

Indien de hypothese H_,inhoudende dat de k steekproeven uit dezelfde

O ?
verdeling komen, vervuld is, zal bovengenoemde toetsingsgrootheid asymp-

totisch verdeeld zijn. volgens de ;Kg*verdeling met k-1 vrijheidsgraden,

als de aantallen N5 ee.,0, naar oneindig gaan.

2. Principe van de gegeneraliseerde methode van m rangschikkingen.

2.7 Schema der waarnemingen.

Wij kunnen ons schema (1) gebaseerd denken op een schema van waarne-
mingen, waarblj waarnemer EP één waarneming xﬁv gedaan heeft van object
0,. In het gegeneraliseerde schema wordt nu toegestaan, dat op een of
meer plaatsen (ﬂ”) de waarneming ontbreekt, Of dat er in plaats van x

).LV
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een steekproef van waarnemingen :></u,,,f komt. Het aantal waarnemingen corres-
ponderend met plaats (ng) duiden wij aan met kﬂy.

Tedere rij van het schema bestaat nu uit n of minder steekproeven.
Wij gaan nu in ieder van de rijen te werk als beschreven in 1.3. De som
van de gereduceerde rangnummers corresponderend met de waarnemingen op
plaats (ﬂ’”) duiden wij aan met U,,. Zijn er geen waarnemingenop plaats
(ﬂ,y) dan 1s per definitie ﬁﬂﬂ'= 0.

De resultaten verenigen wij in het volgende schema:

O,l O2 ..... On
4 Y1 Yqp ceee Uyp
(7) Fol Uoq  Upp eeer Hpy
; um1 um2 umn
m 111 ﬁ2 un

.~ def <& . ’
waarin u y — U‘IN .

gt
2.2 Nulhypothese.

De hypothese HO, die we wensen te toetsen, komt hierop neer, dat in

ieder van de rijen de steekproeven uit dezelfde verdeling komen (deze
verdeling behoeft niet voor alle rijen identiek te zijn) en de rijen ondor-
ling onafhankelil jkr zijn.
De hypothese HO kan als volgt nader gispecificeerd worden: met de
waarnemingen van Pﬂ' corresponderen k}ts 2:* kﬂv gereduceerde rangnummors
y="1

De verzameling van deze rangnummers 1s op een of andere wijze ver-
deeld in klassen corresponderend met de objecten Oq,,..,On.

De hypothese HO houdt nu in, dat alle verdelingen van de rangnummers
over de klassen even waarschijnlijk zijn. Verder moeten de verdelingen
van de rangnummers over de klassen in de verschillende rijen onderling
volledig onafhankelil jk zijn.

2.3 Variantiesen covarianties der kolomtotalen.

Het is op vrij elementaire wijze na te gaan dat onder Ho geldt:

~2 ) ,
éi) ' }.'1_}11) k)ll) (k}_l k)»lv) K)\J.
8 W ,=-% k , K oY)
(j) 1')'-}u) g},w }.xv /.L)) )* ( 7)74 )
als
3 fﬁtg



waarbij
n
kLL= Ky
;o=
tyg = grootte van een groep geliljke rangnummers in ri]j f5
gl = aantal groepen gelijke rangnummers in rij

Vanwege de onafhankeli jkheld der rijen kennen wij dan ook onmiddel-
1ijk de varianties en covarianties van de kolomtotalen:

2 def © .2 m_ .2
(11) o L fut = eus
=
(12) T, e &, - gi)wﬁw\
f/{:

2.4 Toetsingsgrootheid.

De toetsingsgrootheid kan gedefinieerd worden als de absolute waarde
van een breuk, waarvan de teller wordt afgeleid van de determinant

o A © 4 @

1 ) 1
o b 4

O’;'ll dhh L—L\»\

LL L (e

door een willekeurige rij en een willekeurige kolom (mits niet de laatste
rij of de laatste kolom) weg te laten en de noemer wordt afgeleid van de
determinant

o . . e

1R n

o . .. O

ni nn

door een willekeurige rij en een willekeurige kolom weg te laten.

Het kan gemakkelijk aangetoond worden dat alle aldus verkregen
grootheden gelijk zijn.

Noodzakelijk voor de existentie van deze toetsingsgrootheid is, dat
de rang van de matrix

o2 . . . o}
1 '\ n
S =
o g
Ny nn

gelijk is aan n-1.
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Het kan aangetoond worden dat,zo de rang van S gelijk 1s aan n-r < n-1
men de rij getallen I(1,...,n) kan verdelen in juist r deelrijen
/ s o ~
I,5...,I, z0 dat indien veIpen y' € len p%p' geldt o'w‘ = 0.
Indien b v. r=2, kan matrix S door de volgorde van rijen en kolommen
geschikt te kiezen in de volgende gedaante worden gebracht:

o ) ..o
n . tk
i
4 |
1
(@) e} 0 5}
k1 kk
o o a .. . C
K41 k+) kiin
S?.
O . . . (@] (91 [ «
Rkt nn

In dit geval kan de toets worden toegepast op ieder der schema's corres-

ponderend met de matrices S, en 82 afzonderlijk.

1
2.5 Centrale limietstelliﬁg voor stochastische vectoren.

Indien de rang van S gelijk is aan n-1 en aan nog enkele andere vri
algemene voorwaarden voldaan is, 1s de toetsingsgrootheid onder de hypothe.-
se Ho voor grote waarden van m asymptotisch verdeeld volgens een‘xAg-ve?»
deling met n-1 vrijheidsgraden.

Dit kan worden bewezen met behulp van de centrale limlietstelling voor
de som van stochastische vectoren.

Wij willen ons hier beperken tot de vorm waarin de stelling door
Cramer (zie [1]) is gegeven.

Zij X Xg,g 7
zodat 1edere X de verdelingsfunctie P‘f bezit met gemiddelden O en be-

.. een rij onafhankeli jke stochastische vectoren in R

grensde Varlantles en covarianties H Indien nu de volgende voorwaar-

den vervuld zijn:

k ‘ :
(13) lim z; ) = s
Kk — 00 k'X }IL}\K }JLAA
waarblj niet alle F}A,gelljk zijn aan nul en

155 2 |
(14) k:L::noo E'xz;"ﬂ / X} “ap, =0,
X1Ze vk

waarbij §

2 i
X = (x45000s%q), |X] = g; x5



Kk

Dan convergeert de verdelingsfunctie van de variabele V;E z::;&x
= :

nzar de normale verdelingsfunctie met gemiddelden O en varianties en

covarianties }A\V. Het aantal dimensies van deze verdeling is gelijk aan
Va%s

de rang van de matrix M —IUxAX{

Uit de stelllng van Cramer volgt direct dat de grootheid X'M 1X
(§ = 1lim V;E Z:% X. ) een )X —verdellng heeft met v vrijheldsgraden,
kK — o W=

wearblij v de rang van M is.

2.6 Asymptotische verdeling van de toetsingsgrootheid.

Wij passen de centrale limietstelling op ons geval toe door k=m,

1,...,6 ,) - Er geldt 6’§P\,=o.en

évaEP ., 1s vegrensd voor alle M, v en y' als alle k , pegrensd zijn. In
dat geval zijn de stochastische vectoren U alle begrensd, waaruit zeer
cemakkeli jk volgt, dat voldaan is aan (14). De eis (13) is de onaange-
naamste; alleen bij schema's die een bepaalde regelmaat vertonen zal men

dcze kunnen verifiéren. Is hieraan voldaan dan geldt dat de in 2.4 gede-
d

t=n te nemen en X te vervangen door U = (U

finleerde toetsingsgrootheid asymptotisch overeenkomt met g'M' X, mits
. . . 1 <, s
de rang van matrix M (hier: fL»v,= lim o Oyy.) gelijk is aan n-1.

m —# OO

Is ook aan de laatste eis voldaan,dan is de in 2.4 gedefinieerde
tontsingsgrontheid (in het vervolg aan te duiden met ;{ asymptotisch
verdeeld volgens een jZ —verdellng met n-1 vrijheidsgraden.

3. Bljzondere gevallen.

In zijn meest algemene vorm is de toets dermate bewerkeliljk dat zi]
voor practische toepassing niet zeer geschikt is. Er worden hier enige
gevallen genoemd, waarblj de toetsingsgrootheid minder gecompliceerd is.

3.1 De toetsingsgrootheid }?2 is dan en slechts dan te schrijven als

. . . , ~ ~2 L . o
cen linealire combinatie van de kwadraten u2 ceesls indien er positieve-

=1
cetallen Cv bestaan zodat:
//!5) va,= -cvcvl ()): 1’,‘,._91’1; Vl': /‘,.Oo’ns 2)‘7éy)
Ne toetsingsgrootheid wordt dan
~2
n 0 n
XZ-3) 2owearc= 3 o
))=1 Y v="1

Voorbeelden:

In het algemene schema met n = 3 is aan voorwaarde (15) altijd voldaan

- _\// 2 31 ,enz.); de toetsingsgrootheid wordt dan:
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2 ~2 2
o o
(16) ;Ke _ 23u1 t 9348p * Iqply
= 42 23 +G'316a2 +<§25031

b) k)).\l: a)gby (}‘Lz Tsovasmy V= 4,:..31’1)
dan geldt
n ©e o
—4 b = b .
o T,
2 = Vv
S S |
- b5 a2k K 1is gedefinieerd door (10).

SR

m_ 5
(Neem c, = / Z::'a K )

o

3.2 De toetsingsgrootheid }’2 is dan en slechts dan symmetrisch in a-_

U, indien alle covarianties o

yyr gelijk zijn.

Er geldt dan, indien o=0, en 3 = z:; §§ ,
v ="
2
(18) X = =L é%
Voorbeelden:

a) In het algemene schema met n=2 is uiteraard aan bovengecnoemd: vcor
waarde voldaan, want er is slechts één covariantie. Er geldt ﬁ1=—ﬁ2;ﬁ,dust

(19) X § =-f;

Deze toetsingsgrootheid is onder H asymptotisch verdeeld volg.:.

ISR

een }5 —verdellng met 1 vrijheidsgraad, dus is

(20) x=32

asymptotisch normaal (0,1) verdeeld.

hl

Bijzondere gevallen hiervan:tekentoets (alle k)k= 2) en toets van

Wilcoxon (m=1).

b) Indien we in het algemene schema k = kiezen»(}L=15..,,m;v =7

Ly
krijgen we het schema van Friedman terug. Volgens (18) wordt nier ceo

toetsingsgrootheld bij aanwezigheid van gelijke rangnummers:

128

(21) x° EWWWf

1
e ).
2= V—a }l ey ™
Deze formule komt overeen met de formule vermeld door Kendalli [: .:
[5], pege %6).
¢) Schema van Durbin:

Alle ka zijn O of 1, doch zd dat:

waarin: - T =



2, ?“kvkv,=a (v=",...,n; ¥V = 1,..0,n; VEV).
}4=1 rYH

D.w.z. het aantal keren detzowel in kolom v als in kolom ¥' in de-
zelfde rij een waarneming voorkomt, is voor alle » en ¥' gelijk aan A .
Indien er geen gelijke rangnummers voorkomen, geldt nu:

/l
T, = 75 A (k+1) en:

2 128
(22) X T RATRAT
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