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§0. Overzicht, definities en notatie.

Notatie.
* . ® . . .
aLL,0, ... zijn families verzamelingen
A, B, Z, A", ... zijn verzamelingen
lal, &, ... is het kardinaalgetal van A, resp. &

Os Bs Ys 85 oon zijn willekeurige kardinaalgetallen =

initiaal ordinaalgetallen

ot is het kleinste kardinaalgetal dat groter
is dan o

za , Nen¥, ... zijn ordinaalgetallen (% ={ n |n<%},etc.)

cfo =min { B | Af:R~a V7()€0t Ane B f(n)>3 }

S =min { vy | YBiOL}

- heet quasidisjunct als 37 ¥YB,B'el B#B' =3 BnB'=7

Jo- heet een triviale quasidisjuncte familie als [E|i2

Laat nu® een "grote" familie "kleine" verzamelingen zijn,
( |@|=a en vAe® |A|<B en 2Beq ), dan hoeft GL nog niet noodzakelijk

grote disjuncte deelfamilies te bevatten, zelfs niet als nOl= @.



Voorbeeld: Zij X een willekeurige (grote) verzameling en

&L ={{0,1}}v{{2,x}|xeX\{0,1,2}}

Wel bevat & altijd grote quasidisjuncte deelfamilies:

v
Stelling 1. SANIN [k]
Als |(!»! =0 regulier en overaftelbaar is, en (X bestaat uit eindige ver-

zamelingen, dan is er een quasidisjuncte deelfamilie Yo ¢ met

5= fo] =a.

Stelling 2. ERDOS, RADO [1], MICHAEL [3]

Als IGL|>YB oneindig is en VAECOL |A|_<__B, dan is er een quasidisjuncte
deelfamilie Yo c@ 28 dat |[3|=y.

Het is eenvoudig in te zien dat stelling 1 niet uit stelling 2 volgt,
zelfs niet in het geval (Leen collectie n-element verzamelingen is met
vaste, eindige n. Om beter te zien waar de moeilijkheid ligt schrijven

we stelling 2 in de volgende equivalente vorm:

Stelling 2'
Als |0=a,0 oneindig, en VA& (L|A|<B, dan is

sup{ |[8| | I cen {5 quasidisjunct } > ?/T=defmin{y|y8_>_a}.

Als nu o regulier is, en VYA€l |A|<NO, dan is er een nei*?b z6 dat

aﬁ =ter { pae@ | [A|=n } gelijkmachtig is met (L. Als we stelling 2'

op deze OLn en B=n toepassen krijgen we:
sup{ |[3 lﬁeanca, en s is quasidisjunct } = a

Als we echter stelling 1 op Oln (of Q) toepassen krijgen we:



max{ || | ~l"lﬂz\_(x,nc('st_ en is quasidisjunct } = o

In dit rapport zal nu bewezen worden:

Stelling 3
Als |ot|=o oneindig is en VAe® |A|<B, dan is

sup{ |K| | Bc@ en s quasidisjunct } > 8o

Bovendien wordt dit supremum altijd aangenomen (d.w.z. "sup=max")

als 5 o' regulier is.

Voor elke o en B waarvoor JB a'singulier is, is er een familie U met
|=a en VAE® |A|=B, terwijl
B en Io is quasidisjunct = |:‘;1<8JOL‘

Het is eenvoudig in te zien dat uit stelling (3) zowel stelling 1 als

2 volgt. Bovendien zullen we aantonen dat voor elke o en B (a oneindig)
er een familie L bestaat met |X|=a, YA€ @ |A|=B en foc O en Yo is quasi-
disjunct = [;-,_<__ EIE‘. (voorbeeld 3, pag. 12,overgenomen uit D] ).
Tenslotte zal aangetoond worden dat ook in het geval van een familie
et |(I|=0, VA€ |A|<B (vergelijk stelling 1, B= 3\"0) toepassing van
stelling 3 de scherpst mogelijk resultaten levert. (vb. 6, pag. 15-18)

In §1 geven we enkele eenvoudige lemma's over quasidisjuncte families
en over eigenschappen van 5’&& en de beloofde voorbeelden.

In 82 wordt stelling 1 bewezen. Daar stelling 1 uit stelling 3 volgt

en stelling 3 onafhankelijk van stelling 1 bewezen wordt, is dit bewijs
strict gezien overbodig. Omdat dit bewijs zoveel eenvoudiger is, en
stelling 1 toepassingen heeft, bijvoorbeeld in de theorie van topo-
logische producten, is het toch opgenomen.

In §3 wordt stelling 3 bewezen. Het bewijs bestaat uit een eenvoudige
generalisatie van het door E. Michael in Ei] gegeven bewijs van

stelling 2.

Toepassingen

We vermelden enige toepassingen.

Een topologische ruimte heeft de Suslin-eigenschap, S, als elke familie

disjuncte open verzamelingen aftelbaar is.



Een topologische ruimte heeft de éanin-eigenschap, é, als elke over-

aftelbare familie open verzamelingen een overaftelbare deelfamilie
heeft met een niet lege doorsnede.
Ga na dat: separabel = S = S.

Nu volgt uit stelling 1 op eenvoudige wijze:

4, Een topologisch product van ruimten met de éanin—eigenschap

v
heeft de Sanineigenschap.

5. Een topologisch product van ruimten heeft de Suslin-eigenschap

mits alle eindige deelproducten de Suslin-eigenschap hebben.

6. Een topologisch product van separabele ruimten heeft de éanin—

eigenschap en dus ook de Suslin-eigenschap.

In [1] bereiken Erdds en Rado ook resultaten voor eindige o en B, en
vermelden dat hun onderzoekingen in feite voortkomen uit problemen in
de getaltheorie.

Voor de bewijzen van 4, 5 en 6 en nog enkele toepassingen zie [2] en

ook [3] en [k].



§1. Quasidisjuncte families. Voorbeelden. Rekenen met B\/ o

We geven een aantal eenvoudige lemma's, ten dele zonder bewi]Js.

Lemma 1

Voor een familie verzamelingen {&is equivalent:
Kois quasidisjunct

VB,B'else B#B' => BaB'=0k

(a)
(b)
(c) { BAAK ! Bel } is een disjuncte familie
(d)

VA,B,Cel {A,B,C} is quasidisjunct

Lemma 2

Elke familie verzamelingen bevat maximale disjuncte deelfamilies en

maximale gquasidisjuncte deelfamilies.

Bewijs. Pas 1(d) en het Teichmiiller-Tuckey lemma (of bijvoorbeeld het

Zorn-lemma) toe.

Lemma, 3

Als Be® en E, is quasidisjunct, dan is:

B < foal



Bewijs. Als € een partitie van een verzameling C is, dan is
lej<|c|. Mu is {{n’},B\N}s |Bels} een partitie van een deelverzameling,
nl.V%s , van UOCL

Lemma 4 (zie figuur 1)
Voor alle a, B, Y (a oneindig) geldt:

Als y<§’E‘dan is YB<%ﬁ?

)
) B<§JE‘ <=>2B<BJE‘ 2P
)
)

Bewijs. Voor eindige B is EFEEu, en zijn alle uitspraken triviaal.

Veronderstel nu B oneindig.

(a) Als YBzE[51 dan is per definitie van S/t
vB=(v®)B> (8@ Psa. pus v>Rr
(b) </ =%265ﬁ6<ef659 volgens (a). (Natuurlijk is 885f28)8=28

dus 26=BB; voorseindige B).

(¢) Dit is een herformulering van (b).
(@) (&ramB=(&ra®B=(&=f)>aP5y, aus
&ra-

Figuur 1 (pag. 7) en figuur 2 (pag. 9) tonen "de grafieken" van de

functies awgfa‘en, ter vergelijking, aHuB. In figuur 2 is de algemene
continuumhypothese (V& u+=2u) aangenomen. Deze grafieken worden be-

shereven in de lemma's 4, 5 en 6.
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figuur 1
'Y .
& [ ]
T U VIV UV VI Y 7 V., V V-,
T L | R | T \ T
01 2 0B (28)+ B a OLB (aB)+
((25)*")8)

de grafiek van (. )B

de grafiek van JB R

Als \B/_o'z‘iyf_ocs dan is T7=Pr@ en vB=a®.



Lemma 5

Voor elke B is ?/ Teen continue functie. D.w.z. als (a_) <y een strict

monotoon stijgende "rij" is, met limiet (= sup) o, dan geldt

lim BJ al = Bg]a‘

5<Y ’%
Bewijs. Het is duidelijk dat E/ leen zwak monotone functie is, dus
V%FY %FE% i_%la! Laat nu:

.. B
o'= lim Jao .
def 3<Y 3

Dan geldt:
(a')Big voor elke 7<y, dus
B, _
(a) zamsuplag | 3er)
Hieruit volgt:
1 > B
o __‘/az

Het volgende lemma diene alleen ter illustratie. Het bewijs is in elk
leerboek over kardinaalgetallen te vinden. (Bijv. Klaua - Algemeine

Mengenlehre II §45 p. 329-330).

Lemma 6 (zie figuur 2)

(a) Voor alle oneindige o aCfa>a

(b) Onder aanname van de algemene continuum hypothese geldt

cfa= +=2a’
dus
-
als B<cfo
B o
o = A 2 als cfa<B<a
2B als 2<o0<B

-+
2 als B >o
EIEE 4 vy alsy'=aen cfy<B<y

L o 1in de overige gevallen.




figuur 2
|’.
i
L}
(Say**=(a®)" -
(%1)* = of j -
Em ~ —
1
.
Y j ; >
Y z
:
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§++ : . i
oBogt )
2 -
1 >
O Tk " 1 [ e T @ } Tasl o - e T T e T8 T TR T TR TR
T L,
012 28=B + Y Y B o
B s L /ék ( B)"'
8 regulier cfJokpB a
mwn = de grafiek van ()8

—_ de grafiek van &

We nemen aan dat de algemene continuum

hypothese geldt.

a6=éra'of aB=(§f&)+.
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Voor één voorbeeld,(4), hebben we het volgende lemma nodig.

Lemma T
Als ‘B) ol een limietkardinaalgetal is, Y=chJOL', en (OL%)%<Y is een strict

stijgende rij die naar JB ol convergeert, dan 1is

Y
l"'\0‘73=(§17i‘)8=a3=0t
A<y
Als e<cf§m", dan geldt bovendien

(B B=Brana

Bewijs. Merk op dat (BJ'oT‘is een limiet )= Brdse = 26<a% 2B B (1emma ).

Laat {A'§|7<)<Y} een collectie disjuncte verzamelingen zijn met lA%|=OL§,
%<y. De <B-elementdeelverzamelingen van A:=U{A I‘.&<Y} vormen een familie
(L met machtigheid |.A.|B=(?j'6?‘)B
Het geval B<chJ_oT‘.

In dit geval is er voor elke B-element deelverzameling B van A een

=ab (vergelijk lemma L4).

2<yzb dat BCU(An|n<'5}. Dus geldt:

oP=(ot]< § Juia, [n<p|®
Y

< ( .
__gY 13

omdat '73' .|A l<%_/'E\ en dus (|3 A7&| )B<§r&\ (lemma La).
Het is duidelijk dat ook voor alle n<y

&l By Bra=fra

oanf_ ﬂoc.z

foy

en dus
B
Lf?k;jicx%.
<
In dit geval is dus J(a =Braea=ab.
<Y

Het geval y=chdE‘iB.
Elke <B-element deelverzameling B van A heeft een canonieke partitie
(B(‘\A?a) <y in <B-element deelverzamelingen van A‘é‘ Daar y<B,corres-

pondeert ook elke rij (B})SW met ]B}|i8 en B—,{;A.é,’)aey, met een <B-
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element deelverzameling, nl. ULB%L§<Y} van A.

Dus

B
Ia] = H OL%-
Y
Nu defini&ren we f:y>y met transfinite inductie als volgt:

als voor %<y en alle n<3 f(n) gedefinieerd is, laat dan
f(%)=min{3}]Vh<% §>f%n) en a%,>(a})8}

Dit kan daar ahféfw = (az)8<%fa\(lemma bg),Nu is £ 1-1.

Derhalve is
B — B B B
= = o < o < o < a .
(Ja) " =|x| —é_ﬂ f(,é)_r\ =e,
<y O 2<y n<y ©on<y
Voorbeeld 1
We geven eerst een triviaal voorbeeld van een familie G van "grote"

|A]

verzamelingen (FAe( 2 Z]al) zonder (niet triviale) quasidisjuncte

deelfamilies

Zij o willekeurig. Laat
(Y-=u={{nln<‘6}|}<a}.

Zoals elke door inclusie lineair geordende familie bezit OUslechts
triviale quasidisjuncte deelfamilies.

|07 =a

vae |A|<a.

Merk op dat Jo=2. (vergelijk stelling 3)

Voorbeeld 2 (Illustratie van stelling 1, |®/=a singulier)

In dit voorbeeld is ( een familie 2-elements verzamelingen zd dat

|ol|=0 is singulier

15 <a.

enlpceen Fois quasidisjunct =

In overeenstemming met stelling 3 is wel sup{|§|]...}=o.

Laat { A, |f<cfa} een familie disjuncte verzamelingen zijn met

IA€|=ug<a en Zag=u. Kies uit elke A_ een vast punt ags g<cfa,

g
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Laat
a=

. {{ag,x} IxeAg\{ag}}
en

a'=U{aE|£<cf0L}

Het is eenvoudig in te zien dat de(X, de maximale quasidisjuncte-maar-

g

niet-disjuncte deelfamilies van 0L zijn. Deze hebben machtigheid

|a€| |A I=°‘g<°‘ AlsToc een disjuncte familie is, dan is |[;«n(I, |<1

voor elke g<cfo dus |[B|<cfa.

Voorbeeld 3 ERDUS-RADO [1]
We laten zien dat stelling (2) een zo scherp mogelijke schatting geeft
voor sup{|B| |Geden I quasidisjunct}.

Hier is:

& =
Vaed|al=8
max{|Js| |lscOen 13 quasidisjunct}=t/ g

Hieruit blijkt ook dat het geval 28_>;_oc niet interessant is. Dan is
immers %“3'-2, en bevat Ol geen niet-triviale quasidisjuncte deelver-
zamelingen. Zie ook voorbeeld 5.
Laat F een deelfamilie van de familie van alle afbeeldingen B->§JE‘
zijn, z0 dat

(1)  |F|=a

(ii) F vevat alle constante afbeeldingen.

Definieer voor elke f:B—>BJ ol

A={(n,T(n))[nes}

en

A=(a|feF).
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(In de verzameling'sleer wordt vaak een functie zo gedefinieerd dat
f=Af.) Laat nulvc@ een quasidisjuncte familie zijn, en Z=0l.

Definieer

“BZ={736 Blane‘fj'&' (3,n)ez}.

JrL

Kennelijk is Vf,g€le V‘éevrsz
(3,£3)=(3,83)eNk,
z f dus f[‘(wBZ)=g[‘(ﬂBZ).
//A\\ Als WBZ=B, dan is dus [l8]|=1. Als
BneB\nBZ, dan is Yf,gels
£(n)¥g(n),
daar anders (n,f(n))eAan maar €N,
Hieruit volgt dat |E|i|{f(n)|fem[i§]—'0h

————{—) S
0 \,N/BZ B

Voorbeeld L

In stelling 3 kan de voorwaarde in '(\BI ol is regulier) => "sup=max"'

niet verzwakt worden.

Zij BJ ol singulier. We geven een voorbeeld van een familie L zd dat

| =a
VaeQ |A|=8
YlscU 3 is quasidisjunct = ]\3|<BJ'OT!
Merk op dat '?!_oc‘ is singulier = gﬁi‘>2 = B<28<a, en o is oneindig.

Laat
_ =B
y=ef'Jal

en laat {Ag}£<y} een rij disjuncte verzamelingen zijn, met strict

stijgende machtigheid, >B, terwijl

A=U{Ag|E<Y}



1k

machtigheid B.Ioc'heeft. Zij B met |B|=B disjunct van alle A

E.
We onderscheiden nu twee gevallen
(a) B<y.
Nu is volgens lemma T g a=0. Kies voor elke &<y een B€<A€ met !B£]=B.

Laat

Olé = { B ulx) | xeA \B, }

Ol=yq (15 |e<y}

Ag
J Ag+1
Aryo

Precies als in voorbeeld 2 vormen de ({_. de maximale quasidisjuncte-

3

maar-niet-disjuncte deelfamilies van (I, terwijl als[gc® disjunct is,

terwijl als lvc@ disjunct is, weer [[5,ng|_<_1 voor &<cfa dus
]Ey| icfa<oc=8.l al

(b) v<B.
Laat & = { Bu{a€l£<y} | We<y o‘geAg}’
d.w.z. de verzamelingen uit OC bestaan uit B en verder bevatten ze

uit elke A_,&<y precies &&n punt. Merk op dat

g’

]£|=H|Ag}=(§/—&\)8 (lemma T)
E<y

Vaeot | A|=g+y=8.

en

Kies nu een wilk¥keurig familie Qe U met IR|=a. Zij Ecac.OL* een quasi-

disjuncte deelfamilie, en

z=NYo.
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Als ZnAg+¢ voor alle &<y, dan is fe={Z}.
Anders kiezen we £ (eventueel minimaal) zd dat ZnAg=¢. Dan geldt
VB,B'els

1
BnAE+B nA,

en beide verzamelingen zijn singletons. Dus is
B<la, | <R

Voorbeeld 5 (J. v.d. Slot)

We geven nog een voorbeeld van een familie X zo dat

| =a.
Yaed|A|<B
oF

>a

BeOlen b is quasidisjunct = | <2.

Laat {0,1} de discrete topologische ruimte met 2 punten zijn, en
B
X={O,1}2 het topologische product. De ruimte X heeft een dichte deel-

ruimte D met B punten (zie evt. Eﬂ, of E.S. Pondiczery-Duke Math.
Journ. 11(1944) 835-837). Als voor ne2® nn:x+{o,1} de projectie op de

n-de colrdinaat aangeeft, dan is gemakkelijk na te gaan dat
{ ﬂ;1{0}nD Ine2®)

een stelsel verzamelingen is, waarvan alle eindige doorsneden twee
aan twee verschillend zijn. Derhalve bevat dit stelsel geen niet-

triviale gquasidisjuncte deelfamilies. Laat nu AceB en |A|=a, en
-1
= s {0}aD |neAl.

Voorbeeld 6

Het geval |®]=a en VA6Q1A|<B 1ijkt op het eerste gezicht mogelijk
scherper behandeld te kunnen worden dan met behulp van (3). Het geval
o<B is natuurlijk niet interessant (zie voorbeeld 1). Als B<odan is
het bovenstaande geval eenvoudig tot (3) te herleiden, zij het dat de

formulering onoverzichtelijker wordt:
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Stelling Y
Als ]CI]=0L en Yae(d IAI<B voor een vaste B<a dan is

(1) sup{ |%| | c@ en W quasidisjunct } >
> Qo= gor ™ol Y |suply® [ 8" <8} >0l

(ii)  Voor elke o en B bestaat een familie ® met |X|=a, YAeQU |A|<B
en Vb (L Yois quasidisjunct = Imivls ot

(iii) Als v/B ol regulier is, geldt "sup=max".

(iv) Voor elke o en B waarvoor Bm/ o singulier is bestaat een familie
Amet |1]=a, Vae® |A|<B enVoc@ [ois quasidisjunct =>
Wl <Wa

Opmerking 1

De voorwaarde B<o is nodig. Als B>a dan hoeft (X geen niet-triviale
quasidisjuncte verzamelingen te bevatten (zie voorbeelden 1, 3 en 5),
dus soms is sup{[f®| |...}=2. Als B=a een sterk limietkardinaalgetal

is, (d.w.z. y<oa = 2¥<q) dan is echter 0L=\BA/-(T.

Opmerking 2
1
sup{\(B |8'<B} wordt wely tot de zwakke macht (weak power) B'genoemd,

notatie:

1
Y"BJ = su.p{YB |8'<B}.
Het ligt dus voor de hand

VBJ—OF= min{ ¥y IY@ZOL}

de zwakke B-de machtswortel uit o te noemen. Allereerst een voorbeeld

van zwakke wortels en machten, onder aanname van de algemene continuum-—

hypothese:
N X, X
(v) 2= O 1+...=>F1+zt"2+...=3{».
. s
A vl
(vi) J.{w+1i'km iNuo —N;)H'

N
(vii) Y /xm 1‘=3{U.
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De volgende rekenregels zijn eenvoudig na te gaan

(ix) 5<&ra gdéis\,lcx‘
(Merk op dat in het rechterlid = kan gelden: a=X B=x ,6=2)

w+1? W
)
(x)  v8'<8 s<irm o &
(xi) o <& < nintdilpr<a).
(xii) B<cfa =)§/_0L‘=min{d8' o|B'<B}.

Bewijs van stelling 4 (m.b.v. stelling 3)

Voor elke B'<B definiéren we

G(8') = { as®| |a[=B" 1.
Daar B<a geldt

sup{ |Q(B')| [B'<B} = a.

We onderscheiden twee gevallen.

Ten eerste
(xiii) dB'<B |A(B')]|=0.

Dit is bijvoorbeeld steeds zo, als B<cfa, dus o.a. als (L een familie
eindige verzamelingen 1is en.|Cl| is regulier en overaftelbaar (vgl.
stelling 3 => stelling 1).

Volgens stelling 3 geldt nu

sup{ [IB] | leceUB')c@ en B«quasidisjunct}igx'/ |qs") =%1W

Als nu \B/'—Ot'%%/ﬂ', dan is er dus een quasidisjuncte Toc@(B') met
ﬂ3|=5raﬁ Uit stelling 3 volgt dat zo'n [ ook bestaat als SJEEB:fE"en
éfa‘is regulier. Hiermee is in geval (xiii) stelling 4 (i) en (ii) be-
wezen.

Ten tweede
(xiv) WB'<B |q(B')]<0.

Volgens stelling 3 is voor elke B'<RB
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B lae) |

sup{ || | Bc®(B') en W aquasidisjunct} >

Stel dat voor zekere a*-en alle B'<B
1 >
(xv)  Haen)]< o < &

dan is

e ) |<(a™)®

dus
o= |Q = JU| Q)| le<B} < J1(a™)® |pr<p} = (<

wegens (xv).
Uit deze tegenspraak volgt dat (xv) niet waar is, waarmee stelling 4 (i)

bewezen 1is.

Als &/a regulier is en groter dan 2, zullen we aantonen dat
(xvi) B<5 an

Omdat

supl AN [8'<6} > B

. - *
volgt uit (xvi) dat AR <B

Ev S

B fla(e™) |

\

z_éJBﬂ

Eventueel nog m.b.v. stelling 3 volgt dan dat er een quasidisjuncte
* . . . ; ..
Toc Q(B") is met H3l=§/31 Hiermee is ook stelling 4 (iii) aangetoond,

zodra (xvi) bewezen is.

Bewijs van (xvi)

Veronderstel y=&f&§ﬁ en Y is regulier, en groter dan 2. Voor alle

B'<B geldt nu

(28' )©=2@<u
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Daar B<a (gegeven) en dus y<a, is er een B'<B zd dat

1 1
(28" y<y<y®'.

Hieruit volgt

(xviii) B'<y
1
en daar Yy regulier is, en YB gelijkmachtig met de B'-element deelver-

zamelingen van Y:

Tegenspraak.

We maken tenslotte nog (ii) en (iv) van stelling 4 aannemelijk.
Laat Y=vJB a,

(ii)  Vervang in voorbeeld 3 (pag. 12)\5 o door Y=§/af Merk op dat

yszy@5a. Vervang verder elke Af door de volgende verzamelingen

Afn(B'XY) B'<B.

(iv) Dit gaat geheel analoog aan voorbeeld 4 (pag. 13), alleen is
de gevalonderscheiding iets anders. Het eerste voorbeeld
geldt nu voor B<y i.p.v. voor B<y. Het tweede voorbeeld
geldt nu voor y<B i.p.v. y<B. Verder moet elke B-element
deelverzmaeling ce@ vervangen worden door een antal ge-
schikt gekozen verzamelingen met <B elementen, die door

inclusie lineair geordend zijn, en vereniging C hebben.
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§2., Pamilies van eindige verzamelingen

Stelling 1

(a) Als |@=0 regulier is en overaftelbaar, en (X bestaat uit

eindige verzamelingen, dan is er quasidisjuncte [oc (28 dat

ol =1d .

(b) Als |®]=a singulier is en overaftelbaar is, en (L bestaat uit

eindige verzamelingen dan is

sup{ [ls] |fscMen [pquasidisjunctl=a.

Opmerking
Voorbeeld 1 laat zien dat in (b) het supremum niet hoeft te worden

aangenomen. De eis "|({| overaftelbaar" is essentieel: beschouw

(=({1,2,3,...,n}|ne P 1.

Bewijs
(b) volgt direct uit (a),daar elk singulier (dus limiet) kardinaal-

getal de limiet is van reguliere kardinaalgetallen (opvolgers bij-

voorbeeld). '

(a) Als |(] regulier is, is er een natuurlijk getal n zd dat

|{Ae® |A|=n}|=a. De stelling volgt nu direct uit het volgende lemma:
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Lemma
Als |a| =a regulier is, en n is een natuurlijk getal terwijl VA |A|=n,
dan is er een¥cOl z6 dat |fe|=|(].

Bewijs van het lemma

Het bewijs gaat met inductie naar n. Als n=1 is (L disjunct, en kunnen

we fe=Mnemen.

Laat het lemma bewezen zijn voor families met (n-1)-element verzamelingen.
Laat (X,*C(zeen maximale disjuncte deelverzameling van GLzijn. Als

|(f_| =a kunnen we =0 nemen. Zij {<a. Voor elke AE® is er een A'e (Si(-
met A?A+¢, vanwege de maximaliteit van CR_*. Daar o regulier is, is er

een A*Q(Sf,(_ zo dat
>
| {ae@|And $0}|=a.
* L. . *
Daar A eilndig 1s, 1s er een xeA zo dat
|{Ae(R|xeA}l=oc.

Beschouw nu {A\{x}|Ae®en x€A}. Volgens de inductie hypothese bevat
>
deze familie een quasidisjuncte deelfamilie W&o van machtigheid a.

Definieer
% ={Bu{x}|Bels }.

Het is eenvoudig na te gaan dat fo quasidisjunct is,ec® en |l]=a.
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§3. Het algemene geval

Stelling 3
Als |@]=a en VAe®L ]Algﬁ dan is

(i) sup{|ls| |eBl en & is quasidisjunct}‘i%f&".

(ii) Bovendien wordt dit supremum altijd aangenomen als Er@

regulier is.

Bewijs
Als 2Bzg$ dan is EFEEE. Vergelijk de voorbeelden 3 en 5 en lemma 4.

B

We mogen dus aannemen dat 2 <a, d.w.z. (lemma L4):

gt <offrm,

We behandelen nu eerst het geval dat Efa\regulier is, en tonen dan
(i) en (ii) aan, (A. vervolgens leiden we hier op eenvoudige wijze (i)

uit af voor het geval %/E‘singulier is, (B)

A, EfE’is regulier.

(Dit gedeelte is een verscherping van het bewijs in Eﬂ.)
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Neem aan dat
(a) VFc® fo is quasidisjunct = IM<§JE‘.
We definiéren deelfamilies d.lqdvanclvoor elke ‘§<B+ z8 dat
+
(b) a—u{d/3|}<8 }.
(c) V"a<8+ }d.a|<.8/a'.

Wegens de regulariteit van ‘B/a‘en B+i2B 5

<¥@ volgt uit (b) en (c) on-
middelijk dat |Gl.|,=oz<El—a'. Tegenspraak, dus (a) is niet waar, waarmede
(i) en (ii) zijn aangetoond.

De definitie van de abbgaat met transfiniete inductie:

Laat aoccl een maximale disjuncte deelfamilie zijn.

+ .. . ..
Als voor een ‘ﬁ<8 en voor alle n<'3(2n gedefinieerd 1s, definileer dan:
A,=0{0C |n<3}.
? L nln ?

Voor elke deelverzameling K van A met |K|i8,definiéren we &

2K

als volgt
O ={Aea\U( |AnA_=K}.
A L
Als er A, A'e® K bestaan met AnA'=K, laat dan il g €en maximale
b 9

quasidisjuncte deelfamilie van (SL_a g ziin z6 dat
b

(d) ndi,;K=K.

- * . .
Als zulke A,A'e R g Diet bestaan, laat dan @ een willekeurige
9

»K

maximale quasidisjuncte deelfamilie van a”a K zijn. Nu is
9

() @ (e Ty 0.

Definieer tenslotte
K=ol |KeA. |k |<g}
= cA, en .
0 BKTTh -
We verifié&ren nu (b) en (c).
Veronderstel dat Ae® en Aédlavoor alle “a<B+.

We zullen aantonen dat A elke H NA_ snijdt, 7%<B+) waaruit volgt dat

+1 7%
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|A|ZB+. Tegenspraak.
Laat K=AnA,.
3

(f) Veronderstel dat er een A'eO'L*
Dan is An(A \A_,b)+¢.

’6+1
(g) Veronderstel dat er geen A'eO'L* X is z6 dat AnA'\K#{.
Daar Ae® is, volgens (e), U =|=¢ Dus geldt voor alle

We onderscheiden twee gevallen: (f) en (g)

x 18 26 dat ARA'\K#0.
2

,K
A'ea* X dat AoA'cK. Hieruit volgt dat (d) geldt. Maar dan is
'ﬁ V{A} quasidisjunct, in tegenspraak met de maximaliteit
9
van &
K

Hiermee is (b) aangetoond.

Om (c) te bewijzen, merken we eerst op dat |ao|<8\} 1 (a), en we her-

. +
inneren er aan dat 6 <2 <J 1 Laat nu voor 76<B en voor alle n<%

Q<=
Dan is ook IUd_h|<§f&"
B
Nu geldt 44 ) e, |<o=
n<g P

vanwege |73|<B<cf§/_a‘=d_'
De verzamellng A heef‘t hoogstens IA l deelverzamelingen K met
|K|<B. Daar |A’hl<d o geldt ook |Ah|6<§f—‘(lemma L(a)).

Voor elke KcA-,6 met |K|<B geldt |OL* |<~B/E‘ (zie (a)), en wederom

K
b
wegens de regulariteit van ‘Bja‘geldt:

*
oL Il <
[
Hiermee is (c) aangetoond en het bewijs van A voltooid.

B. We tonen nu aan dat (i) altijd geldt, dus ook als \Bj o) singulier is.
Laat y<BJ ol willekeurig. Dan geldt (YB)<.B) @, dus (YB)+§_BJE_<_0L. (In feite
(YB)+<BJ_‘30L, daar (YB)+ regulier is.)

Het is eenvoudig in te zien dat
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+ .
(immers, als 6<(YB) , dus (Siye dan is GBiYBB=yB). Pas nu A toe op een
deelfamilie OU van @ met I(f-|=(y8)+. Er blijkt een quasidisjuncte

BeOl ¢ te bestaan met
B
|tz»|1\l (YB)+=(YB)+1Y-

Als a,B de eigenschap hebben dat (BJ ol singulier is,dan laat voorbeeld

4 zien dat er een familie (Ll is die voldoet aan

|G =
Vaed |A|=8
Vec@ B is quasidisjunct = IK»I <§f0_t‘.
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