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Colloquium 11 P-adische getallen" 

Eerste bijeenkomst: 12 februari 1960 

J.F. Koks□a, Alg~~un~ Inleiding. 

~1. De p-adische getallen zijn ingevoerd door K. Hensel (1). 
Ga uit van de schrijfwijze in ons tientallig stelsel. Daar geldt 

b.v. voor het getal a=432=2 eenh. + 3 tient. + 4 honderdt. Een 

logische schrijfwijze ware a=2,34, welke notatie echter reeds is 

gereserveerd voor tiendeliga breuk8n. De getallen 2,3,4 zijn be­

paald door de achtereenvolgende congruenties 

( ) a -2 ( ) a= 2 mod 10 ; 10 == 3 r.ioa 10 ; a-2-30 4 ( ) 
100 = ;nod 10 . 

Dit laatste proces nu gaat ook op voor gebroken getallen a=~ 

mits de noemer n geen factoren 2 of 5 bevat en we een dargelijke 

breuk deelbaar door 10 (~ 0 (mod 10)) noemen als de teller t het 

is. Met de bovengesuggereerde schrijfwijze vinden we d~n bijvoor­

beeld 

( a ) ~ = 9,241758 = 9 + 2.10 + 4.100 + 1.1000 + ... 

overeenkomstig de congruenties: 
3 

3 1 - 9 

7 = 9 (mod 10); ---- = 2 (mod 11:~, enz. 
10 

Dit is dus wel tc onderscheiden van de decimale breuk 

(b) ~ = 0,428571· = o + ~o + {oo + ... 

waar het rechterlid in tegenstelling tot dat van (u) een in conven­

tionele zin convergente machtreeks voorstelt. 

Voor de breuk 3~0 zou men gevonden hebbcn 

(c) 

d.w.z. een verschuiving van de komma naar rechts over twee plaatsen. 

Hensel gaat nu nog 2en stap verder en beschouwt de verzameling 

aller rijen 
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( 1 ) + .•. + 

met gehe le a 1 ( O !f: a i ~ 9), 

waarin die der afbrekende en die der repeterende slechts een deel­

verzameling vormen. Natuurlijk kan men de modulus 10 vervangen door 

iedere andere m > '1 en uitdr. ( 1) beschouwen thans met O ~ a 1 ~ m-1. 

Hensel definieert een optelling en een VE0 rmenigvuldiging en toont 

aan dat de uitdrukkingen0)alsdan een ring vormen. Kiest men voor m 

een priemgetal p, dan krijgt men zelfs een lichaam: het lichaam der 

p-adische getallen, waarin Hensel uitvoerig de rekenkunde en hoofd­

stukken uit de analyse ontwikkelt (het laatste na invoering van een 

limietbegrip) . 

Het gaat dus niet om een nieuwe schrijfwijze van reeds bekende ge­

tallen, maar om een geheel nieuw getalbegrip. 

§2. ~. We gaan de ontwikkeling volgens Hensel hier niet uitvoeren, 

omdat door een idee van Kurschak (( 1 L ( 2)) een andere toegangsweg tot 

de p-adische getallen wordt gegeven, die de definities en de resul­

taten van Hensel in een algemeen licht plaatst. 

Ga uit van het lichaam Q der rationale getallen, van dat der reele 

getallen R of van dat der complexe getallen c. In elk dier lichamen 

heeft men het begrip nabs elute waarde 11
: aan een willekeurig element 

a van het lichaam is een getal la l ~O toegevoegd met de eigenschap­
pen: 

lo!= O; \al> 0 als a/0, jab! =Ia\ •\bi en 

(de 11 driehoeksongelijkheid 11
): ja+bl~!al +)bl. 

Dit begrip maakt de invoering van het limietbegrip mogelijk; vele 

belangrijke bewijzen betraffende limieten berusten op de driehoeks­

ongslijlcheid. Gaat men uit van het lichaam Q, dan stoot n1c:m via het 

beginsel van Cauchy op de fundamentaalrijen {an}, d.w.z. op rijen 

met de eigenschap dat voor iedere positieve sop den duur geldt 

\an-aml <~. 
Een rij met an-3,- 0 heet nulrij. Twee fundamentaalrijen { an! en { bn! 

heten aequivalent als hun verschilrij {an-bn} een nulrij is. 

Terwijl iedere in Q convergente rij een fundamentaalrij is, geldt 

het omgekeerde niet en juist door zulke rijen (olthans de aequivalentie-
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klassen van zulke rijen) per definitie te beschouwen als 11 rc~le ge­

tallenli7 kan men Q 11 completeren 11 tot het lichaam R der reele getal­

len. 

b. Ga nu ui t van een willekeurige r1ng K mt.::t e lementen o:1 p 1 f 1 ••• 

en probeer daar een analogon van het bcgrip absolute waarde in te 

voeren door de dcfinitic encr waardering(sfunctie) v(~) met de vol­

gende eigenschappen 

(I) 

v(O) = 0 

V ( IX) > 0 a 1 S (;l. -/= 0 

v(<Y-/3) = v(«).v(fo) 

v(ct+f.,) ~ v(o.'.)+v(fo). 

We kunnen in zo 1 n gewaardeerde ring dan een limietdefinitie invoeren 

door voor ex E. Ki c<. E:. K te zeggen: Lim e<. = ex dan en slechts dan a ls n n 
bij iedere i > 0 op den duur geldt 

v(0<.-0(n) < £. 

Nodig voor convergentie is weer dat de rij {cx.nJ een 11fundamentaalrij 11 

is, d ,w.z. dat op den duur bij iedere E. > O geldt 

v(<X -ex ) < e • n m 

Uit de drlehoeksongelijkheid volgt: 

v(oc ) = v(o: +O( -lX ) ~ v(e< ) + v(C\'. -tX ) n m nm- m nm 

en dus (verwissel n en m): 

( 2) 

D. w. z. d<:: bij f ,x } behort::nde reel le rij { v (Cl.. ) } vormt ook cen funda-
l n n . 

mentaalrij en dus heeft v(ix.n) 8en limiet voor n-,,.oo. 

eJpm.1. Een dergelijlcu wac:rclc:ring (I) heeft m2n kenrn:lijk altijd 

door te st(:llen: 

v(O) = O; v(cz) = 1, als ct..-/0. We nosmen dat de triviale waar­

dering v;(~):, doch interesseren ons uiteraard meer voor d~ niet­

triviale waarderingen. 

0pm.2. Steeds is v(1)=v(1,1) = v(1) 0 v(1L d.w.z. v(1) = 1. 
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Opm.3. Meestal beschouwen we het geval dat K 8Cn lichaam is. Uit 

% "f3 = <X volgt dan v(~) •V(f.3)=v(cx); dus 

v(~) = v( IA.) • 
(3 V (/3 ) 

§ 3. We gaan nu volgens Kurschak de idee uit § 2b op het lichaam 

Q der rationale getallen toepassen. W0 hebb2n daar reeds de waarde­

ring door rniddel van de absolute waarde 1~1, en de triviale waarde­

ring v
0

((X), Wij defini~ren thans de z.g. p-adische waardering, ge­

schreven v(~) = !~I ., waarbij we uitgaan van een willekcurig vast p 
gekozen priemgeta 1 p ~ 2. Daa rtoc schrijven we het te waa rderen ra -

tiona le geta 1 ex in de vorm pf. ~ , waa r b > O en a gehele geta llen 

zijn die p nif.:!t als factor bevatten en waar f ~ O een gehele expo-
" nent is. Di t kan kcnne lijk steeds a ls c<. -/-0 en oak s lechts op eon 

rnanie r. 

Wij definieren nu: 

= O voor rx = O 
( 3) 

-f I p voor <X rO, 

en kunnen dan aantoncn, dat de wctt~n I van S2b vervuld ziJn. 
Bij het bewijs van (I) zal zelfs blijken, dat de driehoeksongelijk­

heid geldt zelfs in de vcrscherpte vorm 

( 4) V ( ~ + /3) ~ Ma X ( V ( 0( ) , V (/3 ) ) • 

Hieruit volgt in t~genstelling tot de absolute-waardcring waar geldt 

!nix I= nl<Xl ➔ co voor ct/-0 als n-+co 

de eigenschap 
v(ncv,) = v(c-+cx+ •• ,+£X) ~ v(cx). 

C,niet-archimedische waardering 11
). 

Opm. We kunnen dus (4) schrijven: 

(5) 

Uit het bewijs volgt zelfs nog, dat st~eds gcldt 

(6) I CJ-. + /3 I = Ma x ( I oq , j /3 I ) ., a 1 s I « '1 -1- l fa I . p p p ,) p 

HE:t < tekE::n kan dus in (5) all8en optreden als lot) =lf31. p p 
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§4. Men zal opmr::rken, dat de gewone waardering v(C<..)= 10(.l van Q 

haar essentiele eigenschappen houdt als men ze vervangt door 

v (et.)= I ex. I c bij een willekeurige cons tante exponent c met O < c JJ 1. 

Net zo houdt de p-adische waardering v(~) = 1~1 =P-f haar eigen-
-( ) I ,cP -cf . schappen als men haar vcrvangt door v rt. = o:. 1p = p met willc-

keurige constante exponent c > O. 

Afgezien van die speling geldt de stelling van Ostrowski (3)~ 

Het lichaam Q der rationale getallen laat geen andere waardering 

toe dan a) de triviale; b) de absolute, c) de p-adische met wille­
keurig te kiezen p, 

~5a. Thans denken wij het lichaam Q der rationale getallen uitge­

breid tot het lichaam der aequivalenticklassen van fundamentaal­

rijen met betrekking tot de p-adische waardering. Zulks wordt in 

details o,m. beschreven in het eerste hoofdstuk van Turkstra (1). 
Men verkrijgt dan een uitbreidingslichaam Q ~ok:K(p))van Q analoog p 
aan dat der re0le getallen R, doch met geheel andere eigenschappen. 

b. Een gewichtig feit is dat voor elke fundamentaalrij l~n} die 
geen nulrij is (dus waar niet geldt 0( ➔ O), een n bestaat zodanig n o 
dat !£Rnlp=lotn !. voor alle n? n

0
, Dit verrassende feit (vergelijk 

de opme~king 0 bfj (2)) is een gevolg van het niet-Archimedisch zijn 

der waa rdering ( zie ( 5 ),( 6)) . 

c. We kunnen nu o'ok K(p) waarderen: Neem een el2mcnt uit K(p), dan 

wordt dat gerepresenteerd door een fundamentaalrij {~n} en dan ligt 

het voor de hand tG stellen v(a )=Lim v(cxn) = Lim I cxn l = JI Ot'.
11 

\ J als fJ/.-/0, 
n ➔OO P l Oo I 

als e<=O. 
We schrijven weer jaj in plaats van v(a). p 

De ve rzamcling cJer waa rden op K( p) is dus dE:ze lfde a ls d iE; op Q,, 

in sterke tegenstelling met het gedrag van R t.o.v. Q ( 11 discrete 11 

waardering op K(p) tege:nover 11 continuen waardering op R). 

Natuurlijk moet even bewezen warden, dat de definitie van !alp op 

K(p) aan alle eisen (I) voldoet. Het blijkt weer dat ook aan (5) 

en (6) voldaan is. Ook volgt dat K(p) nu volledig is, d.w.z. dat 

ieder2 fundamentaalrij {an} met elementen uit K(p) sen limiet 
hee ft in K( p) . 

d. Zeer belangrijk is dat wegens 
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het volgende conv2rgentiekriterium voor reeksen geldt: 
co 

Stelling. De reeks L u met elementen u E:. K( p) convcrgeert dan 
n=1 n n 

cm slechts dan als u ->-0 voor n....,_,.oo. n 

e. Men bewijst nu, dc.1t bij iedere a 1;. K(p) ondubbelzinnig omkeerbaar 

een ontwikk0ling 

(7) (a.=0,1, ... of 
l 

p-1) 
kan worden gevonden. Kennelijk is dcze reeks convergent (zic ;sa). 
Voor a schrijvan we nu ook 

a= a a ,_,,,.,.a ,a/Ja 2 , •• -n -n71 o 1 _ 

waardoor de aansluiting aan het door Hens~l gadefinieerdc lichaam 

der groothedcn ( 1) ffif_jt p in plaats van 10 uit i 2 gevonden is. 

§ 6. In di t lichaam K( p), of c1 lgc:m1:.mer in niE:t-a rchimcd isch gewaa r­

deerde lichamcn, kan men nu rckenlcunde (Hensel (1),(2)) en analyse 

bedrijven: thcoric dcr rrachtrenksen tn analytische functies (Sch~be 

(1), Loonstra (1), d~ Groot (1)t theorie der continue functies 
(Dieudonn6 (1), Mahler 02)) ender diffcr~ntiaalvergelijkingen 

(Dieudonne (1), Loonstra (1)), theorie der algebraische en trans­

cendente getalJen (Mahler (1),(2),(4),(5), Turkstra (1), Lock (1)), 
meetkunde der getallen (Mahler (9),(10),(11), Monna (2)), diophan­
tische approximatio □ (Chabauty (~), Lock (1), Lutz (1), Mahler (3) 3 

Turkstra (1)).,, t~1sori2 C::cr lineaire ruimten (Hilbert-ruimten) 

(Kalish (1) 3 Dorleyn (1).,, Monna (3))en maattheorie in de zin van 

Lebesgue (Turkstra (1): Popken en Turk□ tra (1), Monna (1) 3 Lock (1)) 
en in de zin van Hausdorff (Lock (1)). Natuurlijk hebben speciaal 

do algebraische aspecten ook zeer sterk de onderzoekers getrokken 

(Ostrowski (1),(2),(3),(l-~), Rychlik (1), Krull (1), Mahler (6), (7), 

(8), Schilling (3) en vele anderen). 
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§ 7. We noemen enkol8 cenvoudigc losse feitcn en stellingen over 

K(p) ter illustratie van de bovengenoemdc probleemgcbieden; in vol­

gcnde colloquia kan daarop wcllicht worcicn tcruggekonen. 

1) Int8rvallen I x-o:I < r met nmiddelpunt;; 0( en positieve 11 straal 11 r p 
zijn zowel open a ls gcslot(;n. Iedc re: x ui t zo I n inte rva 1 ka n a ls 

middelpunt fungeren. Habben twee intervallen 8en punt gemeen, 

dan ligt een er van gchcel in de andcr. 

2) In verb8nd mGt de grafische voorstelling van K(p) (2en nboom 11
) 

noemt men h0t interval uit b) ook: takverzamcling. 
co xn 

3) De machtreeks L - is ook in p--ad ische zin c onve rgt;nt, mi ts n! -

lxt <1. p 

n=O 
2. . 

J 

4) Voor ieder irrationaal algebraisch getal ~ uit K(p) geldt als 
u v een rationaal gctal is 

> c(o:.) I 0( - ~ I 
V p 

= { Max I u l, Iv If 
als n de graad van~ is. Hierin hangt c(~) alleen van~ af. 

00 DI 
5) Het get81 L p · is tr2nscendent. 

n=0 

6) Bij iedere op jx\p;;i1 umform continue functie cp(x) met p-adi­
sche w2arden is een rij functies o/ (x) aan te gcven met n 

<pn(x) =}<p(x) 

cp n 1 
( x) ~ 0, 

hctgeen wel stcrk afwijkt van de thoorie in R of C. 
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Colloquium "P-adische getallen 11 

Voordracht op 26 februari 1960 

door 

P.C. Baayen 

11Continue functiesn 

Het lichaam Q wordt tot een metrische ruimte als wij de p 
afstand van x en y op de gebruikelijke wijze definieren door 

jx-ylp• Het feit dat de driehoeksongelijkheid in verscherpte 

vorm geldt, blijkt dan vele merkwaardige gevolgen te hebben. 

Verschillende hiervan zijn reeds vermeld in ~7. 
Zo is ieder gesloten interva 1 l x-x

0 
IP~ f., dat wij ook zul-:-

( ) -n-1 -n len aangeven met Ve x
0

, ook open., want als bv. p ~ t<P , 

dan is I x-x I ~ t aequiva lent met I x-x l < p-n; evenzo is ieder 
0 p O p 

open interval ook gesloten. Hieruit volgt, dat Q volledig on­
P 

samenhangend is; d.w.z. iedere deelverzameling van Q die ten­
P 

minste 2 punten bevat, is niet samenhangend. 

Verder kan ieder punt yin Ve.(x
0

) als middelpunt voor dit 
interval fungeren: 

a 1 s x .., V,. ( x 
O 

) ., d an is l x -y I ~ ma x ( I x - x I ., I y - x I ) ~ t , en du s 
v p O p Q p 

XE- V~ (y); 

alsxE.V""(y), danis )x-x I ~max(\x-yl ,ly-x I )~t, endus 
v Q p p O p 

Een gevolg is, da t van tv,1ee j.nt£➔r•v2 ll0n die een punt 

er altijd een geheel binnen de ander is gelegen: 

vt-
1

(x
0

) zowel als in vt
2

(y
0
), en zij bv. t 1 ~ t 2 ; 

V, (x
0

) = V, (z) c. Ve. (z) = V,. (y
0

). 
~1 ~1 ~2 ~2 

X E. Vf,, ( x
0

) • 

gemeen hebben., 

stel z ligt in 

dan is 

Zij N het interval V,,
1
(0); N heet de verzameling der gehele p p 

p-adische getallen. Ieder getal XE.N heeft de vorm p 

waarbij elke a. een van de getallen 0,1, ... ,p-1 is. Definieer, ,, l 

voor n=0.,1,2, ... , het getal x door n 

( 2) 
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dan is x de limiet van de rij l xn} . Als xf.o, dan is iedere xn een 

natuurlijk getal, en dan is dus x de limiet van een rij natuurlijke 

getallen; terwijl x=O de limiet is van de rij { xn} . Aangezien om­

gekeerd ieder natuurlijk getal tot NP behoort., volgt, dat NP de 

afsluiting is, in Q, van de verzameling N der natuurlijke getallen. 
p 

Het is zeer belangrijk dat in Q de stelling van HEINE-BOREL 
. p 

van kracht is; als we een verzameling A compact noemen, indien 

iedere overdekking van A met open verzamelingen {Gi}ifI een eindig 

deelstelsel bevat, dat A oak nag overdekt, dan geldt nl. 

Stelling 1. Iedere begrensde gesloten verzameling in QP is compact. 

Bewijs. Beschouw eerst N . Deze verzameling is de vereniging van de p 
p disjuncte intervallen V~; (o),V~; (1), ... ,V~; (p-1). Elk dezer 

I P ' 1 p I P 
intervallen is op dezelfde wijze te verdelen in p deelintervallen 

met straal 1/p2
, enz. Door volledige inductie volgt dat NP, bij 

ieder natuurlijk getal n, overdekt wordt door eindig veel inter-
-n vallen, elk met straal p ; m.a.w., NP is totaal begrensd. Daar Np 

ook gesloten is, volgt, dat N compact is. p 
Uitvoeriger: 

Zij {Gi}i~I een open overdekking van Np, en neem aan dat Np 
door geen eindig deelstelsel overdekt wordt. Dan geldt hetzelfde 

voor een van de intervallen v 1/p(O),v1/p(1), ... ,v1/p(p-1); zeg voor 

v 1/p(x1 ). Indien nu reeds geconcludeerd is., dat een zeker deelinter­

val V (x) van N niet door eindig veel der G. wordt overdekt, -n n p 1 
dan P zal oak weer een van de p intervallen met straal p-n-'1, waar-

in V -n(xn) kan warden verdeeld, diezelfde eigenschap hebben; zeg 

V -n~1(xn+1). 
p De op deze wijze geconstrueerde rij txn} is convergent, omdat 

I xn+'1-xn Ip $ p -n; omda t ?-JP ges loten is, behoort de limiet x tot Np, 
en dus behoort x oak tot een G .. Op den duur geldt dan 

lo 

V ( x ) = V ( X. ) c. G . , -n -n D 1 p p 0 

waarmee een tegenspraak gevonden is. Dus NP is compact. 

zij nu V n(x
0

) een willekeurig interval. De afbeelding 

x->pn(x-x
0

) P beeldt dit 1-1-duidig af op NP; bovendien gaan bij 

deze afbeelding, zowel als bij zijn inverse., open verzamelingen 

over in open verz8melingen. Wij concluderen dat oak V n(x
0

) compact 
is. P 
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Zij tenslotte A een willekeurige begrensde gesloten verzame­

ling. Dan is er een interva 1 V met Ac V. Als gesloten deelverzame­

ling van de compacte verzameling Vis dan A ook compact: want als 

{Gi}i~I een willekeurige open overdekking is van A, dan is 
lG11 i€I u {V\A} een open overdekking van V; deze bevat een eindige 
deeloverdekking van V, waarmee (ev. na weglating van V\A) een ein­

dige deeloverdekking van A is gevonden. 

Opmerking. Omgekeerd volgt eenvoudig, dat iedere compacte verzame­

ling in QP begrensd en gesloten is. 
Wij concluderen uit stelling 1, dat Q locaal compact p 

dien volgt, geheel als in het reele geval, het aequivalent 

stelling van BOLZANO-WEIERSTRASS: 

is. Boven-
van de 

Stelling 2. Iedere oneindige begrensde verzameling in Q heeft een p 
verdichtingspunt. 

10. De definities van continuiteit of differentieerbaarheid van p-

adische functies (met p-adisch argument en waarde) zijn gelijklui­

dend aan die voor reele of complexe functies. Ook bewijst men geheel 

als in het reele geval dat de som en het product van twee continue 

of differentieerbare functies weer continu resp. differentieerbaar 

is, enz. Daar de functie f(x)=x continu en differentieerbaar is, 
volgt dan dat dit ook geldt voor alle polynomen. 

Als men dan verder tracht in Q de differentiaalrekening uit p 
te werken, blijft men al spoedig steken; het blijkt namelijk, dat in 

Qp de stelling van het gemiddelde uit de differentiaalrekening niet 

geldt. Een heel eenvoudig voorbeeld hiervoor levert de karakteris­
tieke functie van een interval V (x ): deze heeft overal een afge--n o 
leide O, maar is toch niet constint. Wij kunnen dus zelfs onmiddel-
lijk concluderen: 

"Er zijn oneindig veel lineair-onafhankelijke niet-constante 

p-adische functies, die elk differentieerbaar zijn op geheel 

QP en overal afgeleide O hebben". 

J. Dieudonne (1) heeft zelfs een voorbeeld gegeven van een ,, 
p-adische functie, gedefinieerd en differentieerbaar voor x 6. Np, die 

een afgeleide O heeft, en toch op geen interval, hoe klein ook, con­
stant is: als 
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( 1) 

definieer dan 

het is duidelijk dat f(x) in geen interval constant is; maar, als 
Jx-yjp = 2p-n, dan zijn de eerste n termen in de ontwikkelingen 
van x en y gelijk; dus oak de eerste 2n termen in de ontwikkelin­
gen van f(x) en f(y); m.a.w. 

\ f ( x ) - f ( y ) I ~ p - 2n = P - ~ I x -Y ! p p 

waaruit volgt dat f(y)-f(x) de limiet O heeft als y tot x nadert. 
y-x 

Het is eenvoudig een voorbeeld te geven van een functie die 
continu is voor Ix I ~ 1 maar nergens differentieerbaar: als x de p 
ontwikkeling (1) heeft, definieer dan 

) 2 2 2 n f(x = a
0 

+a 1 p+ ... +an p + ... ; 

het rechterlid is dan wel niet de standaard-ontwikkeling van f(x), 
maar is toch een convergente reeks. Het is duidelijk dat f(x) con­
tinu is voor lxlp~1; maar indien p~3, dan is f(x) nergens dif­
ferentieerbaar: 

voor iedere n zijn er tenminste 2 verschillende gehele getal­
len b1.,b2 ., ongelijk O, zodanig dat O ~ an+b

1 
~ p-1 (i=1,2). Als dan 

h.=b.pr, dan is j h. ! =p-n (1=1,2), en 
l l l p 

zodat 

Dus heeft 

f(x+h1 )-f(x) 
= 2an+b

1
. 

hi 

f(x+h 1)-f(x) 

( i=1, 2); 

h1 
f ( X +h ) - f ( X ) h geen limiet., voor h ---r O. 

1 • 

Een geheel ander voorbeeld, dat oak juist blijft voor P=2, is 
gegeven door K. Mahler (12), en zal door de volgende spreker wor­
den behandeld. 

Als wij trachten een integraalbegrip in te voeren in Q, dan 
'" p 

wordt de situatie aanzienlijk moeilijker. Doordat nl. Q volledig 
p 

onsamenhangend is, bestaat een weg in QP altijd uit slechts 1 punt. 
Het is dus niet mogelijk een bepaalde integraal in te voeren. Het 
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enige dat we ons kunnen afvragen is, of een gegeven functie f(x) 
een primitieve functie bezit. 

Voor continue f(x) is dit probleem volledig opgelost door 
J. Dieudonne (1), die bewezen heeft dat iedere differentiaalverge­
lijking met continu rechterlid een oplossing heeft: 

Stelling 3. Zij F(x,y) een functie van 2 p-adische variabelen, met 

waarden in QP, en continu voor lx-x
0

!p><a, IY-Yolp~b. Zij"Z een 
willekeurige positieve constante. Dan bestaat er een functie f(x), 
continu en differentieerbaar voor ! x-x l ~ a) zodanig dat 

0 p 

(a) f(x )=y , 
0 O 

(b) f 1 ( X ) =F ( X, f ( X ) ) voor alle x met I x-x I ~ a, 
0 p 

( C) \f(x)-y0 1p~ '1, voor alle x met ! x-x 0 IP>< a . 

Bewijs. We mogen aannemen dat x =Y =0 en a=1. Als !xi ~ 1, dan kun-o O p 
nen we x weer in de vorm (1) schrijven; we definieren xn weer door 
( 2) • 

Zij M=max {IF(x,y)!p:/xjp ~ 1, /Yip~ b}, en zij keen geheel 
getal, zodanig dat · 

( 3) p -( k+1 )M * min ( 'Y/, b) . 

Wij definieren, voor l x IP ~ 1: 

fn(x) = 0 als O:; n_$ k; 

fk(x) = (x-xk)F(xk,O); 
fn(x) = fn_ 1(xn)+(x-xn)F(xn,fn_ 1(xn)) als k < n. 

Wij vinden dan, voor n > k: 

( 4 ) I f n + 1 ( x) -f n ( x ) ! p = I x -xn + 1 j p • F ( xn + 1 ., f n ( xn + 1 ) ) -F ( xn, f n _ 1 ( xn ) ) I p 

~ p - ( n +2) • M; 

daar bovendien 

volgt door inductie dat voor alle n 

(5) I f ( X) I 5, p-( k+1) . M . ( b) _ ~ min '11., , n p 

en dus is bovenstaande definitie zinvol. 

Uit (4) volgt bovendien dat f ,,(x)-f (x)~o voor n-oo, en n+1 n 
dus convergeert {f (x)} naar een functie f(x); daar steeds f (0)=0, n n 
is f ( 0 )=0, en ui t ( 5) volgt da t If ( x) I ~ "1. voor Ix\ ~ 1. Wij zullen 

p p 



bewijzen dat f(x) differentieerbaar is en aan (b) voldoet. 

In de eerste plaats volgt uit (4) door inductie, dat voor 

n ~ k en a lle :i_ 

j f +. ( x) - f ( x) 1 :<: p -( n+'l) . M; 
n i n !p 

hieruit volgt, voor i--+- co., dat 

I f(x) - f
11

(x) Ip~ p-(n+'l) • M , voor n ~ k. 

De rij [f
11

(x)J is dus uni:form convergent. 

Aangezien F(x_,y) continu j_s op de compacte verzameling Ix Ip~ '1., 

IYlp ~ b., is F daar ook uniform continu_; indien dus een willekeurige 

l :,. 0 gegeven is, dan bes ta at er een a > O zodanig dat 

IF(x.,y)-F(x 1 .,y 1 )! ~E. is zodra jx--x!I ~rJ en jy-y'I ~o. Zij m een p p p 
geheel getal met -(m+'l) , 

p . ( M+'l ) :r: o _; 

dan geldt voor n;? m: 

en 

en dus 

\ x-x I f a , n p 

!f(x)-f -1(x )I :;r:5; 
· n- 1 n p 

uit (4) volgt dan 

If +-1(x)-f' (x)I (.I x-x ,-1! •c~p-(n+2 ). f.,., 
n I n p DT1 p 

en vervolgens 

(6) \ f . ( x) -f ( x) I . ~ t . max ( p - ( n-1--i VJ ) .P •• ., p - ( n +2) ) = 
11·,-l n [) 

= p-(n+2). c., 

voor n:;:k en i=1,2,3~···" 
Zij nu x wiJ.le keu :· ig in N_ ~ en zij x I zo 

(m+'l) [) 
jx-x' Ip ~ p- . Als n het gehele geta 1 ( i, m) 

gekozen dat 

is zodat !x-x'lp=2-(n+'1)., 

dan is x~=xn., en x~+1/xn+'1· Hij vjnden dan: 

en dus 

\

f (x 1 )-f (x) 
_n_x'-xn __ - F(x.,f(x))\p = 

= I F ( x
11 

_. f n-'1 ( xn) ) -F ( x., f ( x) ) \ p ~ t • 
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Uit (6) volgt 

If (y) - f (y)j ~ E..p-(n+2 ) = f- •)x-x'} n+i n p p p 

voor Y=X en voor y=x'; en dus geldt, voor i=1,2,3, ... 

\ 
f +.(x')-f +.(x) n 1 n 1 

x'-x -
I \fn+i(x')-fn(x') l 

F ( x, f ( x) ) ! p ~ max { x , -x P , 

fn+i(x)-fn(x)\ \ 
x'-x p 

f ( x') -f ( x) 

1 

} 
n x'-xn - F(x.,f(:x:)) P ~c. 

Voor i ➔OO volgt 

\ f(x~~=~(x) - F(x,f(x))lp ~ f. 

voor alle x I met Ix 1 -x jp., p-(m+'1); dus is inderdaad f differentieer­

baar, en (b) geldt. 
Opmerking 1. Er volgt, dat een functie, continu op een gesloten in­
terval, oneindig veel primitieven heeft die door eenzelfde punt 

gaan. 
Opmerking 2. Als x en x' willekeurige punten zijn in NP, dan geldt 
voor n > k 

I f (x)-f (x')I ='x-x'\ ,IF(x ,f 1 (x ))j ~lx-x'jp•M; n n p I p l n n- n p 

en dus 
\r(x) - f(x 1 )lp~\x-x 1 !P · M. 

Voor de op deze wijze gedefinieerde functies f(x) geldt dus de st. 
van het gemiddelde wel. Als bv. F(x,y)=xP- 1 , dan is de op deze wijze 
verkregen primitieve functie f(x) van xP-'1 dus zeker niet de functie 
xP 

p 

12. Het had voor de hand gelegen, te pogen een primitieve functie 
van f(x) te vinden, door f(x) uniform te benaderen door polynomen 
(waarvoor immers dadelijk primitieve functies zijn aan te geven). 
In het reele geldt toch, dat iedere uniform convergente reeks terms­
gewijs geintegreerd worden mag. Inderdaad bewees Dieudonne dat in 
Qp het aequivalent van de stelling van WEIERSTRASS geldt: 

Stelling 4. Iedere p-adische functie die continu is op een gesloten 
interva.J..., kan uniform worden benaderd door polynomen. 

Onafhankelijk van Dieudonne bewees Mahler ( 12) deze zelfde stelling. 
Maar het blijkt dat we er zo niet komen; want de stelling over terms­
gewijze integratie berust op de st. van het gemiddelde, en we hebben 
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gezien dat dez
2

e in Q niet van kracht is. En inderdaad is bv. de 
co n P 

reeks L pnxp - 1 uniform convergent voor l x j. $ 1., terwij 1 in de 
n=O 00 P2n P 

reeks van primitieve functies ~ _x __ de algemene term niet naar L. n 
0 gaat voor Ix\ = 1. n=O P 

p 
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Colloquium 11 P-adische getallen" 

Voordracht op 25 maart 1960 

door 

P.C. Baayen 

"Continue functies 11 
( vervolg) 

12, Voor het bewijs van het p-adisch analogon van de approximatie­

stelling van WEIERSTRASS gebruikt DIEUDONi'lt: de volgende hulpstel­

ling: 
Lemma 1. Zij X een vollec}ig onsamenhangende compacte Hausdorff­

ruimte, en zij x* een metrische ruimte, m2t mstriek d. Zij verder 
A een gesloten verzameling in X, en ziJ f een continue afbeelding 

van A in x•. Dan is er een continue afbeelding g van X in x* die f 

voortzet. 

Opmerking_:.. Wij hebben a lh:en nodig het geva l waa r X=Np en x*==G'l,P; 

bij de algemenere formulering is het bewijs echter nauwelijks ge­

compl1ceerder. 

Bewijs. Zij w(f;V)=f3upld(fx,fy):x,y0V}.,, voor Vc:.A (cu(f;V) is de 
oscillatio van fin V). Omdat f continu is op A, heeft ieder punt 

x E. A ecn omgeving Ux zodanj_g da t aJ ( f; Ux) ~ 1. Daa r X vollcd ig on­
samenhangend en compact is, heeft x dan oak een tegelijk open en 

gesloten omgeving V met Vv-c.U; mituurl1jk j_s oak w(f;Vv) ,s 1. Daar 
X A X A 

A gesloten en dus compact is, kan A ovepdekt worden door eindig 

veel dergelijke V; zeg door B~, ... ,B. x , n 
La ten A1 , ... .,Am de nict•-lege verzmneling2n zijn onder de 2n 

verzamelingen c1 n , , , n en, waar Cy=B., of C...,=X\B).I, voor V==1; ... ,n. 
Dan vormen A1 ., .. ,,Ameen part:1-tie van X in (disjuncte niet-lege) 
tegslijk open en gesloten ver·zamelj_rigcn., met w(fJAu.,,n A)~ 1, voor 

/ 

fl==1., ... ,m. 
DP-finieer r 1 o;_::i X als volg;t; ind'.u:m A~u.n A=O, dan zij r 1x=0, 

voor alle x: e- A/L ; indien l'¼n A-/0., kiAs clan ;¼ .s Aft n A, en stel 
r 1x==fx_µ.,, voor alle x cA,I.).,. Dsn is r 1 continu op X, daar alle A_µ, 
tegelijk open en gesloten zijn; en voor alle x c- A geldt: 

d ( f X , f 
1 

X ) ~ 1 • 

Neem nu aan dat re8ds n continue functies r1 , ... ,fn op X ge­
construeerd zijn, die de volgende eigenschappen hebben: 
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d ( f X., f V X ) :!, 
-2 voor x G. A en V=1., ... ,n; y ., 

d(fY+1x.,fvx) ~ v 
-2 , voor X G- X en V=1.,, .. ,n-1; 

Er is een partitie van X in tegelijk open en gesloten 

verzamelingen A1 , ... .,Am, zodanig dat 

(a) f v I A,,a. is constant, voor 1 .$ Y :E- n en 1 ~.,a~ m; 

(b) Als AfonA-/0., dan is w(f;Ar.A.1..J~ n-
2 (1~,,a..f::m); 

(c) Als A,,a.r,A-/0., dan is er voor iedere v met 1,,,v~ n 

Wij zullen een op X continue functie fn+'1 construeren zodanig dat 

het stelsel tf1 ,.,.,fn+'11 weer deze eigenschappen heeft. 

Indien Aft,,, A=O, zij dan fn+'lx=fnx, voor alle x E:. AA- ; indien 
An A/0., overdek dan An A met eindig veel tegelijk open en geslo-
~ A -2 

ten verzamelingen B -'l, ••• ,B 1 ., zodanig dat w(f;B ) ~ (n+1) voor 
.,,U.,1 ,)J,..{ .ft,IC 

1 ~ r,,, :5 k, en zij A -'I, ••• , A de corresponderende partitie van AA 
A I _.,{)..SA-

(vgl. de constructie van r1 ). Indien nu Aft
0 

n A=O, 

voor alle x ~ Aft
6 

; maar indien A,tt,c.n A/0., kies dan 

s te 1 f n+"lx=fxA- G" , voor x e, Aft{$' . 

stel fn+'lx=fnx, 
x e. A Ii A en 

fa<S ,/4,IJ 

Op deze wij ze is aan (I) voldaan voor 11 =n+1, want a ls x 6 A., 

dan is x e, Afl
0

n A:, voor zekere _µ,, 6', en 

d ( f + '1 x, fx ) ~ w ( f; A n A ) ~ ( n Vl )"-
2 ; n .,ucr 

en aan (II) is ook voldaan, voor Y =n; want a ls f n+1xf f nx, dan is 
X€-A,,t.,u,nAcA.v...nA, voor zekere.,,u.,, o., en op grond van (III.,c) en de 

definitie van fn+'1 zijn er punten x
0

,y
0

E, Aftn A zodat fn+'1x=fx
0 

en 
f x=fY; en dus is n o 

waarbij de laatste ongelijkheid geldt op grond van (III,b), Tenslotte 

is het duidelijk dat de nieuwe partitie van X, die we gebruikten 

om f te definieren, weer aan de voorwaarden in (III) voldoet. n+1 

Zo is dus door inductie een rij continue functies {fn} op X ge­
construeerd, zodanig dat (I) en (II) gelden voor v =1.,2, .... Op 

grond van (II) is deze rij uniform convergent; zij g zijn limiet. 
Dan is g continu op X, en gjA = f, op grond van (I). 

Aangezien wij essentieel gebruik zullen maken van de eigenschap­
pen van het polynoom h(x)=1-xp-'1 in Q, is het nuttig deze in een p 
hulpstelling samen te vatten. 
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Lemma 2. Zij h(x)=1-xP-1 . Dan gelden de volgende (on)gelijkheden: 

( 1 ) jh(x)I =1J als ! X Ip < 1; p 

( 2) lh(x)I < 1., als IX I = 1; p p 

( 3) l h(x)Pn -1 j p ~ p-n:, als !xi <1_; p 

( 4) lh(x)"r:Pjp::; p_Pn als !xl = 1p 1; 

(5) jh(x)Pnl- = \xl 
(p-1),pn als [ x Ip> 1, , 

f) p 

Bewijs. Als lx!p < 1, dan is /xlp/l1jp en dus !1-xP-1 lp= 

= max ( \ 1 j p ., [ x I ~ -1 ) = j 1 I p = 1 . Di t be w i j st ( 1 ) . 

Als \xlp=1., schrijf danx in standaardontwikkeling: 
x=a

0
+a 1p+a 2p2+, .. ; dan is a

0
/0. De eerste term in de standaardont­

wikkeling van xP- 1 is de rest van a P-1 modulo p; volgens de stel­
o 

ling van Fermat is deze 1; en dus begint de ontwikkeling van xP- 1-1 

met een term die p bevat. Dit bewijst (2); zelfs volgt: Jh(x)j ~1, 
n n n P P 

als l x I =1. Dan is ook / h(x)P I =I h(x) IP~ p-P ., voor l x I =1; waar-
P p p p 

mee (4) is bewezen. 

A 1 s 1 x I .> 1 ., d an is \ h ( x ) \ = I 1 - x P-1 I =max ( 1 ., J x I P- 1 ) = I x l P- 1 ., en p p p p p 
(5) volgt. 

Zij tenslotte I xi <1., en trachten wij (3) te bewijzen. In dit 

geval is Ix Ip~;; dus heeft de ontwikkeling van 1-xP-1 de gedaante 

h(x) = 1-xP-1 = 1+cpr+dpr+1 , 

waar c een van de getallen 1.,2, ... ,p-1 is; r een natuurlijk getal 

~ 1; en dE.NP. Dan volgt: 

h(x)P = 1+p,cpr + p(p;1) c2p2r' + d'pr+2 = 

= 1 +cpr+1 + d npr+2 _; 

de tweede term in de ontwikkeling van h(x)P bevat dus tenminste 
pr+1 . Door inductie volgt dat de tweede term in de ontwikkeling 
van h(x)pn tenminste pr+n bevat; d.w.z. 
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§13. Nu kunnen we dan het p-adisch analogon van de stelling van 

WEIERSTRASS bewijzen: 

Stelling 4. Zij Keen compacte verzameling in Qp, en zij f een 

p-adische functie, gedefinieerd en continu op K. Dan is er bij 

iedere E:. > 0 een polynoom g, zodanig dat 

I f(x)-g(x) lp~ c, voor alle x E- K. 

Bewijs. 

1. Zij, voor ieder natuurlijk getal n, U = V (o). Wij bewijzen n -n 
eerst een bijzonder geval: P 

Zij r < s ( en dus U :, U ) , en zij f op U a ls volgt gedefinieerd: r s r 
f(x)=1 voor x E. U , en f(x)=O voor x E- U \ U . Dan kan f op Ur uni-s r s 
form benaderd worden door polynomen, 

Het bewijs is door inductie voor s-r. 
BASIS: Stel s=r+1. Dan is dus f(x)=1 als lxlp~ p·•--r- 1 , en f(x)=O 

a ls Ix L
0 

= p •-r; we kunnen f da n bena deren door de polynomen 

h(p-rx)Pn. Want volgens Lemma 2, (3) en (4) geldt: 

n 
I h ( p ·- r x ) p - 1 I P ~ p - n a 1 s I p - r x I P < 1 , i . e . a 1 s 1 x I p < p - r, 

n n 
I h ( p ·· r x ) p - )J I P ~ p - P a 1 s I p ·· r x l p = 1 , i . e . a ls I x \ p = p - r 

INDUCTIESTAP: Zij O < 1:, < 1. Volgens de induc tie-aanname is er een 
polynoom h 1 (x) zodanig dat 

\ h1 (x)-1 !p ~ £ als x t Us; 

I h,,(x)-Oj ~ E. als x ~ U ,,\U . 
I P S- I S 

Zij M=max { lh,,(x) I :x 6 U \.. U l (dit maximum bcstaat, omdat U \ U 
1 p r sJ r s 

compact is). 

Op grand van de inductiehypothese is er dan ook een polynoom h
2

(x) 
zodanig dat 

I h 2 (x)-1 \P,, ~ 

l h(x)-0\ :,_t_ 2 p M+1 a ls x G. U \ U ,, . r S- I 

Zij tenslotte g(x)=h1(x)h2 (x); dan is ook g een polynoom,en er 
gelcxt, voor a lle x & u : r 

I g(x)-f(x) IP~ e.,. 

Immers, is schrijf dan g(x)=1+(h1 (x)-1)+(h2 (x)-1)+ 

/,. I \ .A\J,. I \ .. \ 
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er volgt dan dat !g(x)-f(x)\p = jg(x)-1!p~E,. Is XE.U
8

_ 1 \ Us:, 
schrijf dan g(x)=h1 (x)+h1(x)(h2 (x)-1); we concluderen dat 

I g(x)-f(x) IP = I g( x) l P ~ t. Is tenslotte x 6 Ur\ Us-'1' dan geldt: 

!g(x)-f(x)!p = jg(x)\p = !h1 (x)jp!h2 (x)lp~M, M!i <£. 

2. Een onmiddellijke conclusie is de volgende: zijn U en V wille­

keurige int,'::rvallen in QP met U ::;V:, en is f de karakteristieke 

functie van V, beperkt tot U, dan kan fop U uniform benaderd war­

den door polynomen. 

J. Tenslotte behandelen we het algemene geval. Aangezien K compact 

is, is K begrensd; dus is KcUr:, voor zekere r. Op grond van Lemma 1 
kunnen we f continu voortzetten over geheel U ; deze voortgezette r 
functie geven we gemakshalve weer aan met f. 

Aangezien Ur compact is, is f uniform continu op Ur. Is f.>0 

gegeven:, dan is er dus een s > r zodat w(f;V (x))~ €. , voor alle -s 
x 6 U . Overdek U door eindig veel verschill~ndc➔ intervallen V s(x) 

r r ·· 
zeg door v1:,,,.,Vn. Dan zijn v1,,.,:,Vn onderling disjunct; dus~ 
als Cf;,, de karal,{teristieke functie van VY 1s ( 1 !!: v ,, n), dan geldt 
voor a lle x GU : r n 

l f ( X ) - L Cf ( X ) f ( X ,,) L ~ C. • 
)) =1 y y p 

Zij nu, voor 1 ~ v ~ n, g een polynoom dat voldoet aan 
V 

het bestaan van gv is gegarandeerd door g. Als dan 

M=max { I f(x)\ P:x 6 Ur} , dan geldt voor alle x 6 Ur: 
n 

\ f(x) - L f(x
1
_,)gv(x) ID~ (M+1)E. ; 

v =1 ' 
is een polynoom, waardoor f wordt benaderd. 

14. Het is mogelijk stelling 4 te generaliseren, analoog aan de 

generalisatie van de stelling van WEIERSTRASS door M.H. STONE. 
Daartoe bewijzen we eerst enige hulpstellingen. 

Lemma 3. Stel X en Y zijn volledig onsamenhangende compacte Haus­
dorffruimt8n, en zij f een continue afbeelding van de productruimte 

Xx Yin Qp. Dan zijn er, voor iedere €.>0, een natuurlijk getal n, 

n continue afbeeldingen r1 , ... ,fn van X in QP, en n continue afbeel-
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dingen g1 ,.,.,gn van Yin QP, zodanig dat., voor alle (x,y)cXx.Y: 
n 

I f(x,y) - L fy(x)gv(y) Ip,,, t. 
V =1 

Opmerking. Neemt van van X en Y alleen aan dat zij compacte Haus­

dorffruimten zijn, en leest men R i.p.v. Q. (waar R de verzameling 
[) 

der re~le getallen is, met gewone mGtriek), dan heeft men een stel-

ling uit de 1jgewone 11 analyse, bewezen door DIEUDONNE in 1937 (Sur 

les fonctions continues numeriques definies dans un produit de deux 

espaces compacts, C.R.Acad.Sc.,205, p.593-595 (1937)). 

Bewijs. Zij W , voor een willekeurig punt ( x, y) van X x Y, een om-- xy 
geving van di t punt zodanig dat w ( f ;Wxy) .s c- • Dan zijn er tegelijk 

open en gesloten omgevingen Uxy van x en V xy van y met Uxy x. V xyc..wxy' 
natuurlijk is zeker w (f ;U )< V ) .:::- 1:,. xy xy 

Bij vastgehouden x kan de compacte ruimte Y overdekt warden 

door eindig veel der omgevingen V ; er zijn dus eindig veel punten 
( x) xy 

y 1(x),~··,Yr(x) in Y zodat Y wordt overdekt door de vx,yp(x). Zij 
Ux = r(x) U (x). 

_pl'J1 x,yp 

Daar X compact is, zijn er ook eindig veel punten x1 , ... ,xs in 

X zodanig dat Ux , ... ,Ux de ruimte X overdekken. Zij A1 , ... ,A1 de 
corresponderende 1partiti@ van X (vgl, het bewijs van lemma 1); en 

zij B1 , ... ,Bm de partitie van Y, verkregen door uit te gaan van de 

r(x1 )•,,,,r(x
3

) verzamelingen Vx ( )· Dan zijn alle Ai\ en B..«-
0 Yp XG' 

tegelijk open en gesloten, en er geldt, voor 1 ~ -,.._ :!'; 1 en 'l ~ _µ, ~ m, 

w(f_;A xB)~E.. 
i\ A-, 

Voor 1 ~ i\ ~ 1 zij nu f de karakteristieke functie van A..,. , en 
';\ "' 

x-;1. een vast ge kozen punt in A,,., ; evenzo zij gft , voor 1 :r, ,,µ- :$ m, de 
karakteristieke functie van B , en y een vastgekozen punt in B,,. 

,(,l, :,(,{, ~ _,...., 

De functies f en g zijn allen continu; en voor willekeurige 
?\ 'i\. 

( x, y) c X x Y ge ldt ( a ls x ~ A en y G B ) : 
'i\o .,ao 

!f(x.,y)- L f(x .,y )f (x)g (y)\ =\f(x.,y)-f(x ,Y )j 
?,. ,ft '?I. /J., ?,. :,u. p ?\ 0 /41.., 0 p 

~w(f;A ~B )~e.. 
"o µo 

Door volledige inductie is lemma 3 uit te breiden tot het geval 
waar f gedefinieerd is op een eindig product x1~ ... xXn van volledig 
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onsamenhangende compacte Hausdorffruimten. Maar wij zullen moeten 

werken met functies f, gedefinieerd op een willekeurig product 

lTAX . 
Cl.e Ot 

Het bewijs van onderstaande generalisatie van lemma 3 is zon-
der meer bruikbaar om de overeenkomstige generalisatie van de reele 

stelling van DIEUDONNE aan te tonen. 

Lemma 4. Zij X ., voor iedere ~cA, een vollAdig onsamenhangende 
(X 

compacte Hausdorffruimte, en zij f een continue afbeelding van de 

productruimte X= 1TAX in Q_ • Dan 
LXG CX p 

i:. > O, eindig veel o.1 ., ... ,0<.m e: A, 
iedere ~A., continue afbeeldingen 
zodanig dat, voor alle x c X., 

n 

zijn er., voor iedere voorgegeven 

een natuurlijk getal n., en, voor 

r1 ~ , ... ,fn ex van x~,, in QP, 
, ,l(, , ",,l(, _,,,,_ 

Jr(x) - L f (x )· ... ·f (x )\ ~E • 
v = '1 Y' <X.'1 0(_'1 v' <Xm or.m P 

Bewijs. Iedere x e.X heeft een omgeving V waarvoor w(f;V )-6 2E- , 
X X 

en waarbij Vx de eigenschap heeft dat ~~ Vx=X~., voor bijna alle 
0( cA (Tt'cx is de projecterende afbeelding van X op Xix). Als product 
van comps.cte ruimten is X weer compact (stelling van TYCHONOFF), en 

dus zijn er eindig veel punten x~, ..• .,x in X zodat Vx ., ... ,Vx X 
I S 1 S 

overdekken. 

Stel ()(1 , ... ,cxm zijn de (eindig vele)rxE-A waarvoor 

voor tenminste een G" • Indien °' /. cx1 ., ... ,C\m' zij dan a<X 

,c V /.X , 
<X X a-- 0( 

een vastge-

kozen punt in X . Als x c X, definieer dan x a ls volgt: 
(X 

xe< =Xo: (1 ~fa .-,m); x =a (or./.~, ... , iX ). Ook xis een punt in X. 
,-1.,L A (X C{ I A/... 

Zij nu x een willekeurig punt in X. ~an is x ~Vx , voor zekere 

c,; maar dan is ook x 6 V ., 2n dus I f(x)-f(x) I ~ w(f;v ) . Er volgt 
dat voor alle x cX: 

x~ p X
6 

l f(x)-f(x) I ~ ~ . p 

Nu is f(x) een continue functie van de m veranderlijken x , ... ,x ; 
(X 0l. 

het gestelde volgt dus door gebruik te maken van (de generJlisatiem 

tot eindige productruimten van) lemma 3. 

s15. Wij kunnen nu DIEUDONNE's analogon van de stelling van STONE­
WEIERS~RASS bewijzen: 

Stelling 5. Zij X een volledig onsamenhangende compacte Hausdorff­

ruimte., en zij {f } A een stelsel op X continue functies met p-
0< (X ~ 

adische waarden., met de volgende eigenschap: als x,y verschillende 
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pun ten in X zijn., dan is er een ex. r:: A zoda t f<X ( x )/f e,: ( y). 
Dan is bij iedere op X continue functie f met waarden in Qp, 

en voor willekeurige t > 0., een polynoom g in elndig vele der f 
0(. 

te vinden., zodanig da t, voor a lle x E. X, 

Bewijs. De beeldruimten f~X ziJn allen compacte deelruimten van Qp. 
Dus is ook hun product Y= TIA f X een volledig onsamenhangende com-

e,: 6 (X_ 

pacte Hausdorff-ruimte. De afbeelding ~ van X in Y., gedefinieerd 

door: ~(x)=(f (x)), is continu en 1-1-duidig; daar X compact is, 
()( 

is~ dus een topologische afbeelding. Zij o/ de inverse afbeelding 
van r,pX op X. 

Ook de afbeelding h=f o ,;r van rp X in Qp is continu; op grond 
van lemma 1 kan h dus worden voortgezet tot een continue afbeelding 
h van geheel Yin Q . Volgens lemma 4 zijn er., bij voorgegeven p 
E. > O., eindig veel °'1 , ... ,0::m E- A, een natuurlijk getal n., en, voor 
iedere Dl..a , n continue afbeeldingen rp van fot X in Q.

9
, zodanig 

y, °'.,u. µ 
dat, voor alle y E:. Y, 

n 
I fi(Y)·-L <pJJ o: (Yor.) <fv C{ (y )•, .. •<pvN (y~ )) ~ ~ • 

v = 1 , 1 1 ' 2 2 ' "'m m P 

De ruimten f X zijn allen compact; op grond van stelling 4 
C.{ 

kan dus 

nomen. 
iedere ~ inf X uniform benaderd worden door poly-

v' (){/4(, (tu. 
Er is dus een polyn6om p(y , ... ,y ) zodanig dat; voor alle 

tX1 o::m 

I h( y) - p ( y ' . " . J y ) I ;$ C. • 
o;.1 o:.m p 

Nemen we i.h.b. Y= ~(x), dan is h(Y)=h(y)=f(~ (?(x))) = f(x), en 
Ycx = (<.p(x)t = f c: (x); dus geldt., voor alle x E";X., 

M /4(. A 
lf(x)-p(f (x), .. ,,f (x))\ 6 t. 

e<1 <Xm P 

Definieer nu: g(x)=p(fN (x), ... ,f (x)), en het bewijs is voltooid. 
"'1 0<.m 

Tenslotte zij opgemerkt dat de analogie met de stelling van 
STONE~wEIERSTRASS nog vergroot kan worden. Het is nl. geoorloofd 
in stelling 5 de hypothese dat X volledig onsamenhangend is weg te 
laten. Om dit aan te tonen hebben we nog een resultaat uit de al­
gemene topologie nodig: 
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Lemma 5, Zij X een compacte Hausdorff-ruimte, en zij R(x,y) de 

aequivalentierelatic: "x en y behoren tot dezelfde maxima le samen­

hangende component van X11
, Dan is X/R (de ruimte, verkregen uit X 

door aequivalente punten te identificeren) een volledig onsamen­

hangende compacte Hausdorff-ruimte. 

Voor het bewijs zij verwezen naa1"' N. BOURBAKI., Topologie 

Generale II, 2e druk, ~ 4, Proposition 4. 

Met behulp van lemma 5 kunnen we nu gemakkelijk aantonen: 

Stelling 6. Zij X een compacte Hausdorff-ruimte, en zij { foc J a.E.A 

een stelsel op X continue functies, met p-adische waarden, zodanig 

dat er, voor ieder puntenpaar x,y eX met xf:y, een e<. e,A is met 

f«(x)ff~(y). Voor iedere op X continue p-adische functie f, en voor 
iedere £ > O, is er dan een polynoom g in eindig vele der f « , zoda­

nig dat, voor alle x E.X., \ f(x)--g(x)\p ,st • 

Bewijs. Zij C een samenhangende component van X, en f een op X con­

tinue p-adische functie. Dan is f(C) een samenhangende verzameling 

in Qp, omdat Q volledig onsamenhangend is, bestaat f(C) uit slechts p 
1 punt. M.a.w. f is op iedere component van X constant, en dus is 

er een op X/R continue p-adische functie cp zodat f= cp o -rc, waar ~ 

de natuurlijke afbeelding X---;., X/R is. 

Evenzo is er, voor iedere oc E> A, een op X/R continue p-adische 

functie q;tx zodanig dat fix= <{)et.. o-rr;; . Aangezien de ruimte X/R en het 

stelsel functies{~}u
6
A voldoen aan de hypotheses van stelling 5, 

zijn er eindig veel cx 1 , ... ,(Xm6A., en een polynoom p(z
1

, ... ,zm) in 
m variabelen, zodanig dat 

! r (y)-p( 'PO'. (y), ... , (pex (y))I p~ t, 
1 m 

voor alle yE-X/R. Dan geldt ook, voor alle x.sX, 

l f ( x) -p ( f ( x), ... , f ex ( x )} J ~ c, 
tX 1 m P 

waarmee de stelling volledig is bewezen 
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Colloquium 11 P-adische c.;etallen 11 

Voordracht op 6 mei 1960 

door 

M.A. Maurice 

§16. 11 Continue en differentieerbare functies 11 

Literatuur: K. Mahler, An interpolation series for continuous 

functions of a P-adic variable, 

Journal f~r die reine und ansewandte 

Mathematik 1958 ( 199), 23 t/m 34). 

16.1 Q: lichaam van alle p-adische getallen .. 
-- p 

Np : l X / X E: Qp ) l X I p ~ 1 1 . 
We beschouwen functies f(x.) EQP voor xE.Np. 

N verzameling van 2lle niet-neGatieve Geheel-rationale 

getallen (N CNP). 

Stellinr,: N ligt overal dicht in Np. 
Bewi,js: z'ie § 8. 

n 

16.2 Zij an= L(-1)k(
1
n)f(n-k) 

k=O :e 

00 

r*(x) L. (x) = 8 n n 
n=O 

Stellinr;: r*(m) = f(mL indien mEN, 

Be~i,js: iolct, na een korte herleidinc, uit de definities. 

Co 

16.3 Stelling: r-1/i·(x) = L an(~) converGeert 
n=O 

dan en slechts dan als lim a 
n ➔C\'.) n 

°" 

voor alle x EN p' 

= o. 

Bewijs: 
a. r* ( -·1) 

,;::-- n 
= L_ (-1) a n n=O 

converc;eert dan en s lechts dan als 

lim a 
n---,,.oo n 

= o. 

b. Zij lim a = 0, 
D➔OP n 

Bij x EN is een y f: N te vinden, zodanic; dat p 
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ook is dan j ( Y ) j ~ 1 n-k ---: 
p 

Hieruit leidt men gemakkelijk af, dat dan 

\(\/)Ip~ 1 

Op grond van de relatie 
n 

(X) = L(X-Y)( y ) 
n k=O k n-k 

is dan bovendien 

(k = 0,1,2, ... ,n). 

(xENP, yEN) 

Dus: I an ( ~) \ (~ \an\ ➔ O, a ls n ➔ i» • 
' p p 

Dat betekent, dat r*(x) convergeert (zelfs uniform). 

Gevolg: f*(x) is continu. 

(I) 

Stellin·g: Zij f(x) continu op Np. Indien lim an = 0, dan is 
* n~oo · f (x) = f(x) voor x ENP. 

Bewijs: volgt uit de stellingen van 16.1 en 16.2. 

4'6.L~ Stellin::r,: Zij f(x) continu op HP, dan is 

lim a = O, n 
n➔ co 

en dus 
co 

f(x) "-- X = L_. an ( n ) , al s x E- Np . 
n=O 

Be,1ijs: 

a. Np is com9ac t, f (x) is dus becrensd en uniform cont inu 

op Np. Zander beperking der alr::;emeenheid kunnen we dus 

aannemen, dat 

,, 

)r(x)/ ~1 
p 

voor x EN . p 

Voorts bestaat biJ elk geheel rationc12l c;etal s > 0 een 

0eheel ra.tionac:.1 t = t(s) > 0, zodc:mic;, da.t 

{r(x) - f(y)\ ~ p-
8

, 
p 

indien X y EN J p, 
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b. Neem aan, dat x,y EN. 

Bij elke x EN bestaat precies een g(x) EN, met 

\r(x) - g(x)j ~p-8
, O~g(x)~ps-1. 

p 

g(x) is periodiek op N: 

g(x) t = g ( y), ind ien X J y EN J X :a y ( mod p ) • 

c. Zij: n 

d. 

bn = ~ (-1 )k(~)g(n-k) 
k=0 

(n = 0,1,2, ... ) . 

Kenne lijk is: 

(n = 0,1,2, ... ) . 

Zij nu ween of andere primitieve pt-eenheidswortel. 

Dan- is: .,_ lpt, pt) ' l, 1 indien :::0 (mod p - m 

L wmn = 
pt) n=0 o, indien m~0 (mod 

e. Stel nu pt_ 1 

= p-t L w -mn g(n) t (m = 0,1,2, ... ,p -1), 

dan is 

n=0 
pt--1 

g(n) = L Am wmn 
m=0 

t 1 

t (n = 0,1,2, ... ,p -1); 

( ) 
~ mn 

maar zowe1 g n als _ "me.. . .) zijn periodieke functies met 
m=0 

met periode pt; dus 

alle n EN. 

ge1dt de laatstgenoemde relatie voor 

Voorts is dan: 
.pt-1 

b = ;;- 'A. (wm-1 )n 
n - m m=0 

voor nE:N 

f. Zij P het lichaam der rationale getallen en zij K = P(w). 
Laat verder R de ring van alle gehele algebraische getallen 

in K zijn. 

Dan is 

voor n EN . ( 1) 

En bovendien geldt 
t-1 ( ) IP! = (w-1)p P- 1 , 

•-·~~V>-lV\ f,~_1\ nY'ii::>mi."IARRl is. 
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Zij nu 

_ [ -( t-1) ( )-11 N0 - np p-1 J . 

( 1) Dan volgt uit 

t-N0 p b ER_; n t-N 
maar dan zijn de rationale getallen p Obn geheel-

algebraische getallen; het zijn dus gehele rationale 

getallen. 

Dus: I bn I ~Pt-No . 
p 

Hieruit leidt men gemakkelijk af, dat 

lbnl ~P-s , indien n.) zekere n0 (s) . 
p 

~- Tenslotte is dus 

d.w.z. 
1 im a = O. 

l"'J.~Q,;) n 

-s 
~ p J 

16.5 Stelling: Zij f(x) continu op Np. Indien nu x,yEN
9

, dan 

convergeren alle reeksen 

(n = 0.,1,2, ••• ) 

en bovendien is 

lim an(y) = 0, f(x+y) = ~ an(y)(~) . 
n➔ oo ~o 

Bewijs: Dat an(y) convergeert, volgt uit lim an+k = O, daar 
n......"J>= 

j(k)lp ~1. Bovendien is ~an(y)] een nulrij, want 

"' 

j an (y )j P ~ ~ax \an+k \p ~o als n➔ CJ • 

k-0.,1.:12, ..• 
00 

De relatie f(x+y) = L. 
n=O 

na enige herleiding uit 

a (y)(x), tenslotte, volgt, 
n n 

de definitie van an{y). 

16 .6 Het, in het artike 1 van Prof. Hahler, weergegeven bewijs van 

de volgende Tauberstelling is niet correct. Of de stelling 

zelf juist is, is (nog) niet bekend. 
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Stelling: Zij fan} een nulrij. Indien nu de p-adische limiet 

X 
a 

A= lim L ....!! (x-1 ) 
Ix! ➔O n=1 n n-1 

p 

over alle elementen x / 0 van N bestaat, dan is 
. an 

lim - = 0 n 
n ➔oo 

Het bewijs zou als vo lgt verlopen: 

1) Neem aan, dat A bestaat, maar dat 

1 im sup I an j = oo • 
n ➔ o:> n p 

an · 
Dan is er een deelrij l nrf van de rj_j ~ ;1, zodanig dat 

an r 
lim I nr I = oo 

r-:..oo r 
p 

Zonder beperking van de algemeenheid kunnen we aannemen., dat 

a I: I< I :r l voor n = 1,2, ... ,n -1 r (r = 1.,2,3, ... ) 
p r p 

Uit 

vole;t dan 
a 

n 
= 1 im f ___!. \ 

l n 
r-<?oo r p 

in tegenspraal{ met het c;ec;even. 

( ann} 2) Neem aan, dat A bestaat, en dat l een beirensde rij, maar 
geen nulrij is. Zonder beperking van de al3emeenheid kunnen 

we dan aannemen., dat 

\ ~n \ ~ 1 
p 

(n = 1,2, ... ) 

,, 

a 
1 im sup \ nn \ 
n ➔ co p 

= 1 

Voorts bestaat er een positief getal s, zodanig dat 
X 

l ~ an ( x-1 ) _ A \ ~ .1 
n=1 n n-1 p p 

voor x EN, -s 
~ p , 

( 1 ) 

( 2) 
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en deze ongelijkheid blijft gelden, als s wordt vergroot. 

Stel: 

Verder zou nu uit 
an 

lim - = 0 
n ➔co n 
pS/n 

volgen (door eventueel s te vergroten), dat men zonder 
be perking der algemeenhe id kan aannemen, dat 

\
an\ 1 - ~- voor n p...., p 

S; S p ,n, n:;:;p 

Dit is echter onjuist, zoals men gemakkelijk inziet. 

( 3) 

(Andere mogelijkheden, om aan (3) te voldoen - zoals het 

veranderen van een eindig aantal termen van de rij lan} -
schijnen voorshands ook niet tot het beoogde doel te leiden.) 

Indien aan (3) wel voldaan kon worden, verliep het bewijs 
verder als volgt: 

Uit (2) en (3) vdlgt: 

I 
pS-1 X 

~ an (x-1) + L 
n='1 n n-1 n=ps 

pS/n 

Zij nu: 

(4) 

2 r 2 r 
G =go+ g1p + g2p + ... + grp, H =ho+ h1P + h2P + •.• +hrp . 

(O~gi,hi~p-1; i = 0,1,2, .. 03 r) 

Dan is: 

Toepassing van deze congruentie leidt tot het resultaat 
voor n ~ ps-1: 

(x-1) = (-1)h(n) (mod p) ; 
n-1 

voor n 2 ps, ps /n ( zodat dan n = ps ( v+1), \JEN): 

Derhalve is: s s 
P -1 a ~ -1 a L ..E.(X-1) = _/_ Y (n) nn + l'.'l(x) n n-1 1

\. r n=1 n=1 
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X a ~ ~ 
L_ 2l(x-1) = ~ (':>) + <::(x), s n n-1 .c:::._01.-v v 
n=p 'll=O 

en: 

PS /n 
1) t(n) = (-1)h(n) alleen van n afhangt, en niet van 

an s 
waarin: 

2) ot..; = - voor n = p (v+1) 
n 1 \ 1 3) \p(x)\ ~ 0 , \cr(x) ~ P 
p . p 

Uit (4) leidt men dan gemakkelijk af: 
~ 

LO{"' ( ~) = ,M + 'L ( s ), 
'V=O 

waarin: 
s p -1 

1)? = A - L XJn)': 
n=1 

(5) 

(6) 

Substitueert men in (5) achtereenvol[,;ens 5 = 0,1,2,3, •.. , 
dan verkrijc;t men een stelsel van oneindi3 veel vergelijkinie 

in ~0' 0(.1 '°'2' · • · · 
Op grond van (6) kan men daaruit concluderen 

IOlv/ 
p 

1 
~ p als V = 1,2.,3,4 . (7) 

Echter: Uit (1) 

z i j n, viaarvoor 
en (3) volst, dater oneindig vele indices n 

s; j annl p n en = 1 , 
p 

en dus zi jn er one ind ic; ve le ind ices V, waarvoor 

in s tr i j d me t; ( 7 ) . 

In ieder ceval is dus wel juist de volgende;, veel zwakkere, 

bewering (i.p.v. stellinc 16.6 ). 
11 Stelli11.g1i: Zij {anJ een nulrij. Indien nu de p-adische limie 

, ~ an x-1 A = lim L_ 11 ( 1 ) 
Ix! -;,O n=1 n-

p 

over alle elementen x/0 van N bestaat, dan is 
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a 
lim _£ = 0 , 
n➔ oo n 

mits bovendien aan de volgende conditie is voldaan: 

(tp) 
r Bij iedere keu~e van het get al A bestaat een s > A, 

l z od an i g d at \ :: \ ~ ~ vo or p 
8 f n, n ~ p 

8 

p 

16.7 Stelling: 
a 

Zij 1 nn} een p-adische nulrij. Dan bestaat de limie 

o,..-, a 
A = 1 im -::::::- _!:!.(x- 1 ) 

L- n n-1 
X➔ O n=O 

over alle xEN, en bovendien is 

Bewijs: Bij elke s > 0 bestaat een M = M(s), zodanig dat 

\ an l -s n p~P als n > M, 
en dus 0-::, 

I f:: (- 1 )n-1 ~I ~ P-s en\ ~
1 

an(x-1)\ -s 
n n-1 ~ P 

n=M+1 p p 

Voorts volgt uit de continuiteit van een eindige som van 

polynomen het bestaan van een t = t(s) > O, zodanig dat 

( 1) 

\ 

M M 

L a:: ( ~ = ~ ) -~ ( -1 ) n-1 ; \ ~ p - 8 a 1 s \ x \ p ~ p -t ( 2 ) 
n=1 n=1 p 

Uit (1) en (2) volgt hets;een te bewijzen was. 

16.8 Stelling;: 
00 

Zij f(x) = L_ a (x) continu op Np, en zij 
n=O n n 

( ) - ~ (Y an Y - c::.__ 8 n+k k) • 
k=O 

1. Indien nu , an (y) 
11m n = 0, n-;.oa 

dan bestaat f 1 (y) en bovendien is 

f i ( y ) = 2 ( -1 ) n-1 an ( Y ) 
n=1 n 



-36-

2. Indien f 1 (y) bestaat en de ~if fan(y)J voldoet aan de 
voorwaarde (~), dan is lim n Y = o. - n 

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit de voorgaande stellingen, 

op grond van de relatie 

f ( x+y ) -f ( x ) = Z... an ( Y ) ( x -1 ) 
x n=1 n n-1 

0pmerking: Indien aan de voorwaarde (~) reeds op grond van de 

overige gegevens zou zijn voldaan, gold de veel 

fraaiere stelling 
an (y) 

nbestaan f 1 (y) ~ lim --- = 0 11
• n 

n➔ o.::> 
I..,~ 

~ Stelling~ Zij f(x) = 2, a (x) continu op N
0

• Indien nu de 
n=0 n n -

afgeleide f 1 (x) bestaat en continu is voor alle 

xENP, en bo~endien voldoet de rij 'l an(y)1 aan de 
voorwaarde ( 4) ( voor al le y EN)., dan ge ldt 

C\:l 

1) de reeksen a'= >-=-(-1)k- 4 ak+n zijn convergent 
n k=1 ~ (n = 0,1.,2, ••• ) 

2) 

3) 

fa'} is een nulrij 
- n C\.? 

f'(z) =.? a'(x) 
n=0 n n 

voor x E.NP • 

Bewi,js: Zij yEN. Dan is op grond van de vorige stelling 

( voor al le y EN) 

een nulrij. Hieruit volgt, dat ook de rijen 

( a~+n )ex-, 

l K )k=-1 
nulrijen zijn. 

(n = 0.,1.,2., ••• ) 

Derhalve zijn de reeksen a' convergent, en bovendien n 
y 

i;:;:-- y 
f I (y) = .{__ a I ( ) 

n=0 n n 
C\.'J 

= L_ a' (Y) voor y EN 
n=0 n n 

( 1) 
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Voorts is f' (x) continu voor alle xE.Np' zodat volgens 
stelling 16.4 f'{x) in een convergente reeks 

is te ontwikkelen. 
Uit (1) en (2) vol~t: 

b = a' n n , 
zodat 

co 

(x EN ) p 

f 1 (x) = ~ a'(x) voor xENP. L-. n n 
n=O 

(2) 

Op grond van stelling 16.4 is tenslotte (a~} een nulrij. 



Colloquium 11 P-adische getallen" 

Voordrachten op 20 mei en 3 juni 1960 

door 

H. de Vries en H. Ja~e~ 

~-adische ~~ardering van algebraische getallenlichamen 

Li tteratuur ~ §_! Heck~;, VorJ.esungen ·Uber die Theorie der alge­
braischen Zahlen. 

~.L. van der Waerden, Moderne Algebra. 

~17. Factorontbindir.g van ide~len 

,, 

Notaties~ G~ de rL1g der gehele getallen 

Q~ het lichaam der rationale getallen 

K: een eindige lichaamsuitbreiding van Q 
,S: de Ping d0r gehele algebraische getallen in K. 

I 

Hulpstelling 1. Als a E- K dan is a = ~ met a I E.. S, g 1;, G. ------ g 
Gevolg: K is een quotigntenlichaam van S. 

Gebruik zal worden gemaakt van~ 

Stelling A. K kan worden verkregen door adjunctie van een 

enlcel element V' aan Q,: K = Q( 7J). 

Z i j n _ de grac.d vc.n if '~ • o. v. Q. 

Stelling 1. De additieve groep van S heeft een eindig lineair 

onc,fhankelijk stelsel voortbrengenden (e;Dn basi§.). 

Bewijs: Zij K=Q(zt); dc>n kunnen we veronderstellen dat 7.J'GS 

(hulpstelling 1). 
Stel s e S., dar.. kan men s schrijven als 

n--1 
s=~rvY ( ) L Y ,rµ 6 Q. 

~,=o 

Laat 1J = 2J'1 , v-2 , ••• v n de geconjugeerden van v zijn in een 
uitbreiding van K) d~n definigren we 

i.1--1 

( 1 ) sf = L r GT ),I ., o =1 ., 2 , ••• n • 
~ ).I f J 

v =0 

De sf 
Als nu 

zijn 

fl = 
geheel algebraisch., maar niet nor.Jzakelijk in K. 

I-' - - -
det ( ?J' ) . , dan is f v =0, 1, ••• n-1 

p =1, ••• n 
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11 (lY-'lY)/=O 
?\ ft 

1 ~ 7\ "-fo $ n 
(Vandermonde). 

2 Uit dit laatste zien we onmiddellijk dat ~ een geheel rationale, 

symmetrische functie met coefficienten uit Gin de ~ is. Daar de 

elementair symmetrische functies in de~ geheel rationale getal­

len zijn volgt met de hoofdstelling van de symmetrische functies 

dat 6 2 een geheel rationaal getal is. 

Uit (1) verkrijgen we: 

n 
/). r = ; t s V=O, .• • n-1, t geheel algebr. 

y 
f=1 Vf f Vf 

Ii2r 
n 

of = L 6-t s • j,.I 
f =1 Yf f 

We zien nu onmiddellijk dat het rechterlid geheel algebraisch en 
2 het linker lid rationaal is. Dus: A r Y s G. 

We schrijven nu (1) als 
n-1 

so = L IJ. 2r 
J V=O V 

n-1 
s = L D..2r 

Y=O J.) 

i,h.b. 

Dus is Seen ondergroep van de 

{ 
v} n-1 

door de basis ·-%- :; dan 
. b. V =0 

eindige basis. Uit hulpstelling 

f =1, 2, ••• n; 

vrije abelse groep, voortgebracht 

is ook Seen vrije abelse groep met 

1 volgt dat zo 1n basis uit n ele-

menten moet bestaan. Hierbij is gebruik gemaakt van de volgende: 

Stelling B. Een ondergroep van een vrije abelse groep met ein­

dige basis, is een vrije abelse groep met een eindige 
basis. 

Met behulp van deze stelling bewijzen we nu gemakkelijk: 
Stelling 2. Zij Veen vrije abelse groep. 

,, 
Dan geldt: 

In V breekt iedere opstijgende rij van ondergroepen 

af ~ V heeft een eindige basis. 
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Bewijs ::::::::;, Stel V beeft geen eindige basis. Zij dan 

{a1 .,a2 , ••. } een oneindig stelsel lin.onafh. ele­

menten van Ven V de groep., voortgebracht door n 
{a1 .,a2 .9••·an}. Dan breekt de rij { v 1 .9v2 ., ... °"J 
niet af. 

~ Stel
00 

{ H1 .,H2 ., ••• } een opstijgende rij ondergroepen van 

H == U H . Dan heeft H een eindige basis .9 { b1 ., ••• bn} 

Ven 

)-1,=1 fo 

(stelling B). 

Elke b v ligt in een H .,.u.. • Er is dus een m met by G Hm., J.1=1., ••• n. 
Dan moet echter H==Hm=HA- , _,,v~ ~ m. 

Uit stelling 1 en stelling 2 volgt onmiddellijk: 

Stellin~2.~ Elke opstijgende rij van idealen in S breekt af. 
Definitie. Een ideaal -p.,van een commutatieve ring R heet een 

12riemideaal indien ~ ab E:. )<.,, => a s }!- of b E. -p,. ( a, b s R)., 

ofwel als R/~ een integriteitsgebied is. 

Een ideaal ni van een commutatieve ring R heet 

maximaa.:1..9 als m IR en~ m c n c. R=;,, m = 11. of -n. =R., 
waarbij ook n een ideaal van R is., ofwel als R~ een 

lichaam is, als Rook een eenheidselement bevat. 

§iilli~!.. In Sis ieder echt priemideaal dat niet het nul­
ideaal is, maximaal. 

Bewijs. Stel ~ een echt priemideaal van S., 11 f(o). Neem OltG..]2; 

Nu is 

dan voldoet t aan een betrekking 
h h-1 h-2 t + a 1 t + a 2t + ••• +ah== O, 

met ahlo. Dan ah s (t) c =fi dus 

ah~ ~ n G. 

a. 1; G., 
l 

~ ~ Gi(0) een echt priemideaal van G dus een maximaal 
ideaal van G. 

Stel ot een ideaal van S metp.,c CJ(, c S., -p, I ot., •. Neem u Got\~ 

Omdat u een geheel algebraisch getal is., is er i.h.b. een con­
gruentie van laagste graad 

"' 
k k-1 

u +b1u + ••• +bk= 0 (mod 'J2, ) ., bi e- G. 

Ui t het fei t dat ]2, een priemideaal is volgt dat bk 1= 0 (mod "fd, ) • 

Nu is bk E. (u., J?-,-) c Cit , dus bk€. Of.- n G., bk e. Jl ri G.9 dus Cl(., n G=G. · 
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I • h. b. 1 6 Ol dus Ol = S. q. e. d. 

Defini tie. Het product van twee idealen Ol en b van een commu­

tatieve ring R is gedefinieerd als 

{~av b>J I av€ ot, bµE. '6}. 
Het product Ol ti van Cll en tJ is weer een ideaal; pro­

ductvorming is associatief. 

Stelling 5. Bij ieder.ideaal ~t(O) van S z1Jn er priemidealen, 

:e1, "/J2,··• P-r' p,
1

t(O), die a omvatten., met 

72-1 P--2 • • • ll·r c. ot • 

Bewij s: Stel 0t niet priem ( anders tri viaal). Er zijn dus elemen-
ten b.,c c:S met be€.. (J(..., b¢ o-c.., c <-f. ~ • Is de stelling nu 

waar voor 'E =(ot.,b) en-t:=(ot.,c)., dan is de stelling ook 
waar voor Cit • Geldt de stelling dus niet voor 0t ., dan is 

er een_groter ideaal waarvoor hij ook niet geldt (n.l. ~ 

of ,-t: ). In dat geval is er een niet afbrekende, opstijgen­

de rij van idealen (waarvoor de stelling niet geldt)., in 

tegenspraak met stelling 3. 

~~1£Stellin~ 2. Als 01,, en b idealen zijn van een commutatieve ring 

Ren~ een priemideaal van R dan~ 

Ol ti C }i, ---'} ()t,, C J2, of tl C 'fl, • 

Bewijs: Stel noch (I(,, c ¥!- noch 'b c '[J. • Neem dan a E. Cll\~ en be- '&\-p,; 
nu is ab c OE, b c µ, dus a c F, of b s J2.. • Tegenspraak. 

Definitie. Als A en B twee deelverzamelingen van K zijn dan defi­

nieren we het oroduct AB van A en B als volgt: . -
AB = { 2_ avbv l a,,GA., b),,' c B } • 

Deze vermenigvuldiging is associatief. 

Als A uit slechts een enkel element a bestaat dan schrijven 

we ook aB i.p.v. AB. 

Defipitie. Zij µ een priemideaal (t(O)) vans. Dan definieren we: 

~ - 1 
::;, { a E- K j a f1 c. S } • 

Bulpstelling J. Als ~ een priemideaal van Sis (~t(O)) dan is 
-1 

1'~ = s. 
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-1 -1 
Als -'j2-=S dan '.)?, =S en '.)i1J, =S. 

Stel nu :;a ,is. Neem c €- :p, , c;io. Volgens stelling 5 z1Jn 

er nu priemidealen ~f (p=1, ..• r) met i 1 ::rt 2 .•. t1rc:(c). 

Stel r minimaal. Daar ook ~ 1 .:µ.2 ••• ;e,r c ;g. is er een .:P,f 

met ~fc ~ volgens hulpstelling 2 waarbij we mogen veron­

derstellen dat f =1. Nu is .}!, 1= '.}2- daar :}2- 1 maximaal is 

( stelling 4). Daar r minimaal was., is ~ 2 :r,
3 

••• ·t!-r ¢ ( c); 

~eem b c& 122 :p, 3 ••• -72 r \ ( c) • Dan :p, b c. ( c), en ~ €- :p, -1 , 

c 4 S ( daar b ¢. ( c ) ) . 

Nu is :µ f. - 4 een ideaai van -1 
S, en daar 1 E- ~ , 

~ -1 b }Z C. p.:P, c S. I.h.b. C• - = 
-1 C 

:p. .:p. = S, daar .:p_ maximaal . 

-1 
b E. -12 :;z ; maar b ¥, ~ dus 

Stelling 6. Elk ideaal ot;i(o) vans is een product van priemidea­

len van S. 

Bewijs: Stel -72 1 • :p 2 ••• ldr ca, :P.
1 

(stelling 5). 

priem, ;:. :, <Jl 
f 

We gebruiken nu inductie naar r. 

Als r=1 dan o-t = .;e1 of CJl = S. 

Stel nu r > 1. 

, r minimaal 

Nu geldt: Ol C. ll1 

dus -1 -1 
_;?2 1 CIC c, ~ 1 J!. , 

en 

M.b.v. de inductie-onderstelling kunnen 
-1 l ! f 

-1 
w1 nu het ideaal ~ 1 Ol 

schrijven als: }!1 o:, =l!, 1 :p.
2 
... '/L, 

f I S I 
Hierui t volgt ell = .p. 1 .p. 1 ;e 2 ... .;es • 

.22., priem. 
'6' 

q.e.d. 

Stelling 7. Als ~en~ idealen van S 
't I I I t 

CJ = '.¥! 4 '.f2 2 • 0 
• '.)a s ' ~ ' ~(> 

l f 

z i j n en Ol c. tJ , Ol = ~ 1 :P, 2 • • • ~r' 
priem, dan komt iedere 

i ;is minstens even vaak voor in de productvoorstel­
(S' 

ling van CJt, als in die van b . 
I I 

Bewijs: Stel S/- ~ 1 ; daar ~ 1 ~ 2 ••• .:iz r = ett. c. ti c :µ., 1 , is er een 
I 

~f = ~1 (hulpstelling 2, stelling 4); stel y =1. We gebrui-

ken inductie naar s. Voor S=1 is hier de stelling bewezen. 

Stel s > 1. 

Dan ~ 1 -
4 

or., = 
J:) -1 y_ 
,.,1 /J = 

J 2 ••• ~ r ( =S als r=1 ) , 
I I 

'.ll2··· ~8; 
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gebruik nu de inductie-veronderstelling. 
Hieruit volgt nu onmiddellijk: 

Stelling 8 (Fundamentaalstelling). 

De voorstelling van een ideaal a f-( 0) van S als product 

van priemidealen., is eenduidig., afgezien van de volg­

orde en factoren S. 

Stelling_ 9.• Zijn c,.~ en b idealen van S, beide f- ( O)., CJt. c 1,., dan is 

er een ideaal ✓r van S., met m = ti . ✓t: • 

Stellin~ 10. Zijn ~ en h twee idealen van S., beide f- (0)., met 

productvoorstellingen 

met O/ i f- .M'j dan geld t: 

(ot, ti) ='.;:!4 :J22•··:/Zk" 

~18. Invoering -v;an :P, -adische getallen. 

Stelling 1. Is f een priemideaal van S, ~ ,/.S, dan is 
co n r, n ( ) n=1 ~ = o • 

Bewi j s : Ne em a E. S • af-0., 

(a) = ~ ~,. k(µ) , ~ 1 =.:J2. , ::p,i f- -12,J. voor if-j. 
V =1 ' 

(evt. is 1-<:(1)=0 terwijl we i O = S stellen). 
1.,.r 1 )+1 k(1 )+1 

Dan is (c:.) ¢ :µ. '"' en dus a¢:µ. • 

Stelling 2. Zij ~ f-(0) een ideaal vans. Dan is de restklassen­

eindig. 

Bewijs. Neem a 6 o.: :1 af-0. Zij a=a1 ,a2 ., ••• ak de algebraisch gecon­

jugeerden van a (in een uitbreiding van K) .. Dan is 

c=a1a2 ••• ak& G en s=a2 .a
3 

•• ,,akE. K; ook s E:c S daar s geheel 
algebraisch is. Dus c=as E. or.. • 

Nu ge 1 d t : b E. S =::>- be E. ell • 

In de eindig voortgebrachte additieve.groep S/~ heeft 
dus elk element een eindige orde., n.l. een deler van c; 

s/a is dan eindig. 
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Stel_ling 3._ Ieder priemideaal -+!- t0, tS van S bevat juist een 
priemgetal p. 

Bewijs. Volgens stelling 2 bevat ~ een natuurlijk getal; dan be­

vat ~ ook minstens een priemfactor ervan. Aan de andere 
kant kan ~ niet twee priemgetallen bevatten, daar anders 

ook 1 E> :p., dus i =8. 

Definitie. Stel ~ een priemideaal t(O), ,s vans, p het priem-

Nu geldt: 

t 1 e . 1 ge a 6 ~ , p E. ~ , e maximaa • 
Nu definieren we de f. -adische waardertq_g_ van een 
element a~ s, ajo als volgt~ 

als 

1) 

2) 

3) 

s maximaal, dan 
- .s.. 

e en I al = P 
~ 

lo!~= o. 
I a I = O ~ a = o., 

~ 

/ ab I ,, = I a l l b I , ,... .:p. :p. 

I a+b ! 'r.l ,;; max ( l a l , I b J ) • 
.,._, ~ ~ 

We breiden nu deze waardering van Sop de volgende wijze uit tot 
het quotientenlichaam K van S: 
Als a E. S, b €. s, btO dan def inieren we 

l al =~ 
b I~ I bl 

~ 
De eigenschappen 1) t/m 3) gelden nu ook in K. 

Definitie. Door op de bekende manier aequivalentieklassen van 
fundamentaalrijen van K te beschouwen verkrijgen we 

het volledig omhulsel Kt! van K, de ! -adische ge­
tallen. 

K. is een lichaam waarvan de elementen met 
f 

~ -adische waardering a 1 een deelring I~ vormen, 
de ring der gehele ;g,-adische _ _getallen van K -12- • 

Stelling 4. I~ is compact. 

Bewij s. I is de af slui ting van -.1.·· = K n I "* ~. 
We gaan nu aantonen dat I totaal_begrensd is d.w.z. voor 

iedere c > 0 zijn er elementen a1,a2, ••• an~ I met de eigenschap: 
Voor alle b & I is er een i met j b-a. I < e. • 

]. ~ 
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Neem een nat.get._h z6, dat p e 
<. €. • 

Zij a1 ,a2, ••• an een volledig stelsel representanten van de 

eindige restklassenring S/-¥ h (a .E- s c. I). 
b1 - J_I b1 I Stel b1 E.S., b 2 cS., b E. I aus b ~ 1. 

_ s' 2 ~ 2 ~ 

Zij I b1 I ·o = p e , [ b2 I = p e ., st ;; s • 

. ( -.- s+h s :P. s+h Nu is 
I 

b2 , 1 ) = J,2 ; dus is er een c E- S met b 1 -b2 c G. ~ ., daar 
b €..,sc."1:ls 

1 T -r- • 

Nu hebben we 

h Nu is er een a
1
. met c-a. E. _:;:!. dus 

l h 
[ c-ai I ,rd ~ :/?, - e • 

Tenslotte: 

b1 I -b - al . .,, 
2 '-' 

1" 

$ max(l:: - c 
1 

,, 

1 p 

h 
e 

< e .. 



Colloquium 11 P-adische getallen'i 

Voordracht op 21 oktober 1960 

door 

H. de Vries 

Machtreeksen in het lichaam der ~ -adische getallen 

Literatuur: J. de Groot, Bemerkung Uber die analytische Fortsetzung 
in bewerteten Karper, Indag. Math. 4 (1942), 
120-122. 

F. Loonstra, Analytische Untersuchungen Uber bewertete 
Karper. 

IC Mahler., Eine a ri thmetische Eigenschaft der Taylor••· 
koeffizienten rationaler Funktionen, Proc. 
Kon. Ak. van Wet. 38 (1935), 50-60. 

Erratum blz. 42. Het bewijs van ~ 17, hulpstelling 3 is incorrect. 
We bewijzen eerst nog het volgende: 

Lemma. Als b E; KJ 0:/a 6 S en abn geheel algebra:isch voor alle natuur­

lijke n, dan is ook b geheel algebraisch. 

Bewijs. Zij Hn de additieve ondergroep van S voortgebracht door de 

elementen a,ab, ... ,abn (n=1,2J•• .). Dan geldt: Hnc Hn+1(n=1,2, 

Volgens §17 stelling 1 en stelling 2 is er een natuurlijk 

getal n met: Hn+1=Hn. Dan abn+1 
6 Hn,; er zijn dus gehele ra­

tionale getallen k. met: 
]_ 

n+1 -;:--n ·· 
ab = Li=O k 1abJ_ , ofwel b

n+1 _ ~ n i 
- L- i=0 l{i b · 

Hieruit volgt, dat b geheel algebraisch is. 

De laatste drie regels van het bewijs van hulpstelling 3 
dienen nu vervangen te worden door: 

Uit het eerste deel van het bewijs bliJkt, dat ,-1 een 

niet gehee 1 a J.gE. bra Isch element beva t > nl. ~ . Nu is ;ie;t?- 1 ee 

idea a :i_ Vern S, en daa r 1 E;. p -\ ~ c J2, -1 c S. Ware nu :p = f1 J:i­
dan zou ook 'lZ :p-n = :;,g voor alle natuurlijke n> en dus 

i.h.b. ab11 geheel algebra Isch zijn voor alle a E. -;e :; b (. j2 ·- 1 

en alle natuur1iJke getallen n. Volgens het lernma zouden dan 

oak alle elementen van ~ - 1 geheel algebra'isch zijn, wat nie 
h t 1 - 1' -1 e geva j_s. Ui t de maxima li tei t van -/2 volgt nu: ,., :,e = S 

, q.e.d. 
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§ 19. 0ntwikkeling in machtreeksen. 

In deze paragraaf zal !_a j , voor a e. K , steeds d0 .;e -adische :p 
waardering !a I~ van a aanduiden. 

7"' 
Uit het niet-archimedisch zijn van de waardering in K volgt op 

~ 
precies dezelfde wijze als in § 5a d): 

,_....... 00 
Stelling 1. De reeks / 0 u :; met u E.. K ( n=0 5 1, 2.9 ••• ) conve1."-- n= n n :;g 

geert dari en slechts dan als u->0.1 d.w.z. )u \-► 0. n n 
Uit stelling 1 volgt nu gemakkel1jk 2 dat iedere macht-

reeks L ~O a (x--x )n in K.,., een eenduidig bepaalde con---
n- n o ,;::; 

vergentlestraa 1 p heeft met de eigenschappen: 

1°. de reeks convergeert voor alle x 6 K~ 
ft, 

alle xf K met l x-x \ ~ P , en dlvergeert voor 
0 .3 

met 

lX-·X I> D • o· r :; 

2°. f is een gehele mac ht van p e:; 0 of oo • 

Stelling 2. 
..,..-00 

In K.,., geldt: als > 
0 

uY'I convcrgeeL"t, dan: 
-ji1 L- rl= " 

j L oo un J ~ max I un I . 
n=0 n=0,1,2, ... 

In ieder geval bestaat max l un l , daal'.' l un I -+ 0. 
n=0, 1, 2, ... 

Nu geldt: 

l I=:=o u 1 ~ max I un \ .-i: max I un \ , 
n n =0, 1 , 2, ... :, N n=0, 1 , 2, ... 

N l 00 I en d a a r l im I ' 0 u J = Lt"" 0 un oo k: 
1 L..n= n n= 

N---+co 

I z=:o un lt=~~~,2,.,. Jun! 'q.e.d. 

Stelling 3. Als in K..., f(x)= :[
00

0 
a (x-x )n, met convergentie--

~ n= n o 
s t r a a 1 f > 0 , d an is f d if f e rent i e er baa r o l) \ x ·· x 

O 
\ ~ p , 

terwijl f 1 (x) = :L~
1 

nan(x-x
0

)n•- 1 voor \x-x
0
):ff . 

Bewijs: Stel lx-x
0
l~ f . In de eerste plaats convergeert 

L ~~ 1 nan ( x ·-x o ) n -· 1 : I n a n ( x -· x o ) n -1 j ~ I an ( x - x o ) n -1 l -+ 0 . 

Stel nu c een positief reeel getal met: } x--x
0 
l ~ c $ f •' 

A 1 s nu £ > 0, h e. K":> :; 0 < I h I ~ c , I h I ~ ____ _§_ n-2 , 
~ max I a \c 

. 0 3 n n=l-.s :; QC' g. 

dan geldt: 

I f(x+h)-f(x) Loo n-1 J •- na ( x-x ) 
h n=1 n o 



Gevolg:. 

Opmerking. 

Stelling ~-. 

Gevolg. 

Bewijs: 

,, 

Hieruit volgt het gestelde. 

f is 

en 

oneinoig vaak differentieerbaar op ! x-x
0
! ~ f, 

f\nJ(x ) 
an = n ! o ( n=O, 1.9 2, ... ) . 

Het kan voorkomen, dat de convergentiestraal van de 

reeks van de afgeleide groter is dan p. 
Bijv.: neem a =1 als n=pr (r=0.91,2, •.. ), en a =0 anders. 

n ,.........oo n l n 
Dan convergeert L O a x niet als I x = 1, maar wel 

n= n · 1 
als Ix I < 1. Daar nu f een gehele macht van p-e· moet 

- .1 
ziJn, is f = p e. De reeks van de afgeleide heeft echter 

e--1 ----
p e tot convergentiestraal. 

n \ ... oo n 
Als in K~ r(x) = Ln=O an(x-x

0
) , met convergentie-

straal .f>O, en lx1-x I~ f, dan is: 
-:-oo f(B)(x1) n I 

(:,.,.) f(x) = Ln=O n! (x-x1 ) voor) x--x1 ~ f . 

Daar de gebieden l x--x
0 

I~ f en I x--x 1 I$ f samenvallen, 

h<::bben we oak: de convergentiegebieden van beide macht -

reeksen vallen samen, en analytische voortzetting is in 

K.P. nitot mogellJk. 
I, 

,Stcl l x-x
0 

\ 1 f , en c een 11ositief reeel getal met 

f "' c n::: max U x 1 --x 
O 
I , \ x •- x 1 1 } . Ste 1 c ;,- 0, en N z 6 , d a t 

I anj c < E. voor n ~ N. 
_ , . ( n ) ,r "' oo ( D + k ) ! v k Nu is f ( ,.1 ) = L k=O k-! - an+k( x 1 -,,.

0
) , en de waa r-

( ,)(') : dering van de algemenc term van de reeks 
'1· ~ oo ( n + k ) ! a ( x .. x ) k ( x - x ) n \ 

L,c,.::O n!k! n+k 1 o 1 

-:': I (n~k) an+k (x1-xo)k(x-x1)n ( voor zekere k) 

·1 l n+k ~ a . lr c < t n-i- .._ voor n;:: N, 

Hiermede is de convePgentie van de reeks ( *) bewe .. 

zen, 

We bewijzen nu, dat (~)-f(x)=O. 

Nu is: 



I L. CD (L -~o (n~k)' an+1/x1-xo)k(x ·X1 )n .. an(x-xo)n) l 
n=N+1 k-O 

.. I Lk:: ( n;k) an+k( x1 -XO) k( x-x1) n -an ( X··Xo) n I ( voor n ~etre 
~ max { l ( n ~ 1<) an+ k ( x 1 - x o ) k ( x -x 1 ) n l , f an ( x - x o ) n \ } 

(voo1" zekere 

~ max Ji'a 'cn+k 
L n+kl ' 

(
!:1.+k) ( )k( )m l k am+k x-xo x-x1 l; 

( voor ze ke re m) 

s. max [Ian\ en , \ am+ll cm+l, c} (vooJ'." zekere n,l,. N) 

= t, • 

Hieruit volgt het gestelde. 
,;--oo n 

Stelling 5. Als f(x) = L O a (x-x ) , met convergentiestraal f > 0, n= n o 
en f( l 1 )=0, waaebij I) 1 -x

0 
I !:f f (:L=1,2, ... ) en l 1 --+ x

0
, 

Bewijs: 

dan is a =0 (n=0,1,2, ... ), dus f identiek nul op lx-x l'!:f n o 
co n -1 ,oo n 

Daar f(l;o)-a =Oo•·X) L 1 a (~ 0 ·-X) .. :Jen L 1 a (x-xo) 
{1 o ii o n= n li o n= n 

continu is in X=X (zelfs diffeeenti0.erbaar), krijgen we bij 
0 

de limietovergang ~ .. -+ x : 
'· l 0 

0 - a
0 

= O; dus a
0 

= O. 

Als bewezen is, dat am=O (voor m ~ n.1 zckere n .2: 0), dan heeft 

f (Ji) 
---- een limiet als i-+ oo, en 
(I;". -x ) n+1 

{ l 0 

zodat we na de limietovergang ~,-+ X weer krijgen: 
ll o 

q.e.d. 



-50-

Gebruik makende van stelling 4 ~ stelling 5 en § 18, stel-­

ling 4~ krijgen we een bewijs voor: 
oo n 

Stelling 6. Als :Ln K~ de convergentiestraal van f(x)= Ln=O anx 
niet kleiner dan 1 is, en f oneindig veel nulpunten in 

I,? heeft, dan is f identiek nul op zijn convergentie-
7" 

gebJ.ed (dus ook op I_.!!,). 



Colloquium nP-adische getallen" 

Voordracht op 4 november 1960 

door 

H. de Vries en H. Jager 

Een rekenkundige eigenschap der Taylorcoefficienten van rationale 

functies 

§ 20. Het binqmi1_-1m van Newton. 
~00 )) . 

Stelling 1, Als L(z) =1- 0a. z (zc-I-:i,, i=1,2, ... ), en 
l Y= li-' r-' 

Bewijs. 

a.,,-<"" av (i-,,•oo, gelijkmatig in Y)., dan is 
i.,- (X) 

f( z) = L.,, =Oa µ z v convergent voor z e.. I~ , en 

. 1 im f 7 ( z ) = f ( z ) ( z E. I'l::l ) . 
l~OO - 7-

Stel E. > 0., en N z6, dat I a, -a !. < e (i?: N, 
lV Y .,e 

verder M z6., dat l aN I < i ( µ 1:. M); dan: 
).J j2. 

11=1,2., ..• ); 

( aN v•-a µ) If!, < t ( v ::: M), dus av -+ 0 

0ok: 

( zelcere v) 

<. e (voor izN., ze.I 12 ), q.e.d. 
_1_ . 00 

Stelling 2. Zij x,z E-K,1,, Ix l ✓• < p 
.,.., -f 

p-1 l .. I /] " -- ~ (z) µ ., ..., 1:J :':: , , aan is L_ Y x 
~ Y=O 

convergent, en ook te schriJven als een machtreeks in z, 

13ewijs. De priemfactorontbinding van v! bevat hoogstens 

[ i] + [ v2 ] + .•. :'.: P~ 1 factoren p, dus 

Schrijv~n we nu ( ;)xv a ls een polynoom in 
x,v ~).I 0 

L c. zJ , dan zijn de cJ.Y geheel rationaal, en 
v. j=0 Jr' 
vinden we: 

I (~) Ix~ I~ 1-1 
V - l'.'.. 

xf-' I < 
p.:..-l e 

- < Ix I p s p 
,t., - I ),I! l; - t . 1 ~ 

(p e is de grootste waa rder1ng 1) . < 

. _ _ ~ oo (z) v 
Hierm.t volgt de convergent1e va:- Lv =0 v :i:: • • 

, . \ l ( z) y ~l (\- l ) We kunnen nu schriJven: r1 (z)=L,..,=o v x =Lj=0 Lv=OdJti : 
met y _ v 

d . v = ~1 c . v , dus I d . I < p e , 
J' ~. J JY:p -
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Hieruit volgtJ dat aan de voorwaarden van stelling 1 is voldaan, en 
, ,;:;-oo (z) )) _lim f.(z) =L, _

0 
v x op I_ in cen machtreeks naar z is te 

l ~ 00 l y - ~ 

ontwikkelen, 

Stelling 3. 

Bewijs. 

q.e.d. 
,co ~00 

Als A =L_JJ=O av en B =Lv=O bv 

reek.sen zijn in Kl? , en c'fu Ly ~O 

dan convergeert ook C= ~ 
0 

c ;; 
L..µ = j.l 

twee convergente 

ab ,., (n=0,1;;2., ••• ), 
v n- r 

en AB=C. 

z i j e > O, en N z 6, d at l a vlt c , l b,., I~ < €. ( v > N) . 

Dan geldt ook: JA-A j < E., I B-B I < e (n>N), waarbij 
n nin n;ia 

A = ' 0 a J B = ·~ b • n Ly= >-' n L-»=0 Y 
n n n 

Nu geld t : C = L 0 c 1; = L 
0 

a B = A B + \ 
0 

a /?> n v= , -P= >' n- Y n L- v = v n-

met A - B ry - JI -B. Hieruit: 

IAB-C I :5.·max {l(A-A)Bj 
DY.I o-1 n n~ 

7" ))= J 1, ••• ,11 

Is nu M = max { lB Ji J lf.>>'!-;8, j av!~} , dan geldi 
V =0;; 1 3 2, ... 

voor n > 2N: 

I AB-C I.,, ~ e M; hieruit volgt het gestelde. n .,.,, 

Stelling 4. Als L ,_,C:0 (i) x,.,, en L vC:o (~)xv in Kt convergeren, 

dan convergeert ook 'Z. ( c< tf:l)xJJ , en 

) 00 (CX +p'\ V =(\ ct5 =O(<X) ,r v) •(L 00 (/3) l-') 
L)) =0 )) ) X Ly =0 ).) ,,. V =0 )I X • 

Bewijs. Volgt uit stelling J 3 en het feit, dat 

Het 

Stelling 

L 
11 

( ~) ( ~-v) = ( ~ ~/3) . 
JJ=O co 

felt, dat (1+xf =~Y=O(~)x.Y a1s O{. geheel rationaal is, en 

4 geven de rechtvaardiging van de schrijfwijze: 

0( _ ~ 00 (ti() ' µ 
(1+x) -Lv=O J.I x (voor het geval de reeks conver­

geert). 
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S 21. Een a rithrn.etische eigenschap van de Taylorc oeffic ienten van 

rationale functies 

Hoofdstelling. Zij f(z) een, in een omgeving van 0 reguliere, 
oo n 

rationale functie met een ;--:~achtreeksontwikke1ing I:
0 

a z , waarin n= n 
a lle a , 

n (n=0,1, ... ) algebrarsch zijn. 

Wanneer nu onei~dig vele van deze Taylorcoefficienten nul zijn be-

staat er een natuurlijk getal r en een aantal niet negatieve, ge­

heel rationale getallen r 1 ,r2 ,., .r.P met 

ri-=j:.rJ (mod r), if-j, i,j=1,2, ... f 

en z6, dat a11e Taylorcoefficienten an met 

n s r 
1 

( mod r) , n? r.;; 
l 

(1=1,2, ... f) nul zijn. 

( dus f 

Buiten dcze zijn er nog hoogstEns eindig veel andere nul. 

1 r) 

Voor het bewijs van deze stelling leiden we een aantal hulpstellin--

co gen af. 

Hulpstelling 1. Zij f ( z) = L a zn een in een orn.geving van O 
n=0 11 

reguliere, rationale functie met algebraische Taylorcoefficienten. 

Dan bestaat er een aantal algebraische getallen A~,A 0 , •• ,A en een 
I C. m 

aantal polynomen P1(x),P 2 (x), ... Pm(x), alle met ~lgebraische coef-

fic ienten, z6, da t voor vold 02nd grate n a = LA~ P;L ( n) . 
n ✓,U,=1 ,, ,,..-

Bewijs 1°. We trachten f(z) te schrijven als ~tz) , met: 
,J z 

1 
B( z) = L 

'i'\ =0 
b 

?\ 

?,. 
z 

n 
C ( z) = L).J =0 algebraisch 

Hiervoor is hEt voldoende van het volgende stelsel van lineaire ver­
gelijking een algebrarsche oplossing te vinden: 

n --2-. c D - b = 0 
µ =0 1/..1., k-,A k 

waarbij de Sa. , bk de onbekenden zij:1~ letters met niet-optredende 
indices nul gesteld. Nu is dit stelsel voor zekere 1 en n oplosbaar 

in het licl12am der complexe ge'callen. De oplosbaariheid kan uitge•­

drukt worden als volgt: alle (n+l+~) x (n+-1+2) deelmatrices van de 
coefficientenmatrix (die :1+1+2 kolommen heeft) zijn singulier. 

Deze voorwaarde is volledig uitgedrukt in het lichaam ontstaan door 

de a~ aan het lichaam der rationale getallen te adjungeren; ook 

hierin is dus het stelsel oplosbaar voor zekere 1 en nJ en een op­

lossing is dan algebrarsch omdat de av algebraisch zijn. 

20 S, , 'f B(z) 1 Q( ) B*(z) b", ,-,. 1 . Ct'lrlJ CZzT a s: z + c"'("zl- .9 waa r i J '"l een po ynoom, 
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* en gr B < gr C. Als 1).(1 , ... , ix. de verschillende nulpunten zijn var: 

~ (~ )l ~chrijven als: C(z), dan kunnen we 

v':A 
I: 
1=1 

CX) m 
= I: 2= 

V=O fa =1 

,d . algebraisch _ 
_µ. l 

m 1 Y 
dus ay = L (~) Pu (Y), voori Y > graad van Q(z), waarbij de :U. 

.,/41.=1 ft / 

polynomen met algebraische coefficifnten zijn. 

Hulpstell ing 2. . Gegeven een aanta l algebra ische geta llen A1 ,A 2 , •.• ,A 

en een aantal polynomen P1 (x),P2 (x), ••• Pm(x) met algebraische coeffi 

cienten. Zij v een natuurlijk getal., z6., dat BA,= v A.,l<., geheel alge 

bra Isch is en de coeffic ienten in Q,,u ( x )= µ Pa ( x) geheel a lgebraisch 
m n , m 

zijn ~ =1,2, .. ,m). Zij F(n) = L A P (n) en G(n)= L B1~Q:;..u (n). 
,,r.,t., =1 .,a ft .,a =1 .r-

Nu geldt: uit F(n )=0 volgt G(n )=0 en omgekeerd. 
0 0 

Bewijs: triviaal. 

Zij Ot., een ideaal van S., (Jl/(o), (/(1)). Onder 9J(Ol) verstaan we 

nu de orde van de (eindige) groep van eenheden uit de restklassering 

s/ Ol • 

Hulpstelling 3. (Fermat) Zij 01., een idea al van S, ot =I( 0) en zij b 6; 

z6., dat ((b).,OL-) = (1). Dan is b f(Ol)::: 1 (mod Ol). 

Bewijs. Een element b+ Ol ult Sj(J(, is dan en slechts dan een eenheid 

als ((b), OL) = (1). Daar de groep der eenheden van S/CJl, de orde 

<f (a) heeft, geldt: b ((J(vt) = 1 (mod Ol ), als b+t'l een eenheid vm 

s/ 0t. 

Lemma. Gegeven: m algebra ische geta llen A
1 

,A2 , ..• Am en m po~ynomen mE 

algebraische coefficienten P --1(x) ,P 2 (x) ••• P (x). Zij F(n)= L An P (n; 
I m A,=1 ,;(,(, ft 

11=0, 1 J 2 J • • • , 

Wanneer nu F(n) voor oneindig vele n nul wordt, is er een natuurlijk 

getal r en een eindig aantal getallen r('1),r( 2 ), •.. r(P), uit de ver­

zameling 0"1_,2_, .•. r-1, z6, dat F(r(t:)+r v )=0 voor "t'=1.,2, .•. p., 
V=0,1.,2, ... , terwijl er buiten deze punten nag hoogstens een eindig 

aantal is, waar F(n) ook nul wordt. 

Bewijs. Zander beperking der a lgemeenheid mag men aarrnemen, dat zowel 

de A.,,u , ~1, =1, 2, ..• m, a ls de c oeffic ienten van de polynomen 

P.,M, (x), ,M,=1,2, .. . m3 geheel algebraisch zijn (hulpstelling 2). 
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Zij Keen eindige algebraische uitbreiding van het lichaam der ra­

tionale getallen, z6, dat zowel de A.,,u., als de coefficienten van de 

PA (x), .,,a, =1,2, ... m, in K bevat zijn. 

In K kan men nu een priemideaal ~ vinden, dat niet voorkomt in de 
ontbindingen van de hoofdidealen (A.,a L _,./46 =1;2, ... m uit de ring .S 

van de gehele getallen van K. 

We nemen nu zo 1n f en vormen het lichaam K;IB van de -;e -adische getal 
len. 

Is p het rationale priemgetal uit ~, dan kiezen 
p ¢, e+1 . Daarna kiezen we een natuurlijk getal 

ter afkorting r = <p (:,, k). 

we e z6, dat p s;.,, e 

k e h .. > p-1· en SC rlJVE 

Nu geldt, daar uit ((AA), l?,) = (1)volgt dat ook 
-

¾, e 1 ( mod lJ. k) i ,,u., = 1 ., 2, •.• m (hulpstelling 3). 

We kiezen nu nog een Jr; e:p, zodat x: 2 ¥, 72- (dit is mogelijk op grond 

van S 18., st e 11 i ng 1 ) ; du s I ::re; I = p - ½ 
~ 

In K~ kan men nu getallen aft vinden met 
I 

_,,<.,<, =1, 2, ... m 
k 

Ui t :re ka
1

l <S ;e k volgt: I Jt: ka I ~ 
/~ .M, ,, 

peen dus, omdat k > e 
1 p-1 

I %ka I < 
fo ~ 

p 
- p-1 

Hierui t volgt ( § 20, ste lling 2) : 

dus 

Zij 

co V k).) ( z ) L a :re 
V =0 .,,(A, l--' 

convergeert voor alle z € I~ 

(A r ) 2 i's d f. . d lk I nu ge e inieer voor e _e z G ;, 
A ~ 

{n1 } ~ 1 de rij van niet negatieve gehele getallen waarvoor F(n 

nul wordt. We schrijven n.=r.+rz., waarbij elke r. een van de getal-
l l l l 

len 0, 1, 2, ..• r-1 is. De rij { z1t ~1 is weer ~en onbegrensde rij van 
niet negatieve gehele getallen. De rij f r 1 } 1~1 is gevormd uit de 

getallen 0,1,2, ... r-1. Minstens een van deze getallen moet dus in 

{r1~:1 oneindig vaak voorkomen. Stel dat 

r( 1 ), r( 2 ), .... r(J) 1 ~ f s r die getallen onder 

de getallen 0,1,2, ..• ,r-1 zijn die in { r 1}~~1 werkelijk oneindig vaa 
voorkomen. 
Ri 1 Pl~P p(h) hnnPr n~n oon P7; ,nA,00~ 
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(h) ( h) (h) 
i1 , i2 , i3 3 fl O 0 h= 1 , 2., ... f J 

, 
dat r(h) dus zo, r 

i(h) = en 

1;' (h) n . (h) = r + r z 
i(h) 

-c =1.,,2,3, ..• 
l h=1, 2.,, ... f i:: ?: , 

met voor 

De functies 
m (h) ( ) 

fh(z) = L. Ar Arz P (r h +rz) zijn in het bijzonder 
.A- =1 p., ft., 

gedefinieerd voor elke z 6 I , h=1.,, 2, .. . 1,,; zij bezitten steeds in I 
:p, 

een oneindige rij nulpunten.,, n.l. 

2:: b Zn 
n=O n 

( § 20, stelling 2). 

Uit ~19, stelling 6 volgt nu: 

f h ( z) = 0 op I fl J h=1 3 2, ... .f , 

i.h.b. F(r(h)+rn) = 0 voor n=0.,,1,2.,, .... 

Dat we hiermee alle nulpunten van F(n) op hoogstens een eindig aan­

tal uitzonderingen na gevonden hebben volgt uit de definitie van dE 
verzameling getallen r( 1 ) ,r( 2 ) ... r(j). Zouden we n.l. nog een on­

eindig aantal nulpunten overhouden dan zou dit een nieuwe r(~) in 

deze verzameling opleveren. 

Het bewijs van de hoofdstelling volgt nu onmiddellijk uit voorgaand 
lemma en hulpstelling 1. 



Colloquium 11 P-adische getallen 11 

Voordracht op 18 november 

door 
Dr. C.G. Lekkerkerker 

Opmerkingen bij de invoering van K;p (p.43-45) 

Literatuur: H. Weyl., Algebraic Theory of Numbers, Princeton, Third 
printing, 1954. 

We gebruiken de volgende notaties: 

k lichaam der rationale getallen 
K: algebraisch getallenlichaam van graad n over k 

-:;g : priemideaa 1 in K. 

Getallen in K zullen we met griekse letters aangeven. We zullen ;p 
een deler noemen van elk geheel getal p in het ideaal :J:!., en schrij­

ven :p,f fi, of ook /3 :! 0 (mod 1J). Algemener noemen we 72 t een deler 
van oc G K., a ls ot = f., ( f3 , f geheel) en het aanta 1 fac toren ';1? in de 
teller~ tenminste1t meer is dan het aantal in de noemer ,r. 

We gaan eerst even in op de definitie van p-adische getallen en 
beschouwen daartoe willekeurige sommen 

( 1) (h geheel), 

waarbij de at rationaal e~ (lokaal) geheel in p zijn, d.w.z. van de 
volgende vorm zijn: 

b 
at = c: met bt ,ct geheel rationaal en p % ct. 

Zijn alle at gehele getallen uit een gegeven volledig restsysteem L 
bijv. het restsysteem {0.,1., ... ,p-1}, dan noemen we (1) gemakshalve 
een standaardreeks. Twee uitdrukkingen L atpt, L atpt heten gelijk; 
als 

( 2) 

a I in t 

Lt a ps = Lt a 1 ps (mod pt) voor elke t. 
S< S S< S 

Elk getal at= bt/ct is congruent met een en slechts een getal 
L, want er is precies een oplossing van 

(3) ctx = bt (mod p), x e. .L . 
Dan is het duidelijk dat elke uitdrukking (1) gelijk is aan een stan­
daardreeks. De uitdrukkingen (1) geven dus, met bovenstaande definitj 
van gelijkheid, juist het lichaam k van de p-adische getallen. 

p 
Het voordeel van deze invoering is dat optelling en vermenigvul-

diging van p-adische getallen zich op bijzonder eenvoudige en voor de 
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hand liggende wijze laten uitdrukken. 

We gaan nu hetzelfde doen voor K en 7? . De idealen ~ en ~ 2 

zijn niet hetze:i.fde. Er is dus een geheel getal f in K met 
2 

f G-1 J f¢1] · 

We beschouwen uitdrukkingen 

(4) 
OJ t 
L Olt f 
t=h 

(h geheel rationaal; «t e Ken geheel ir 

1:: 
Gelijkheid van twee uitdrukkingen (4) definieren we door 

(5) Lt 0( fs = Lt<X' ps (mod -1:,t) voor elke t. 
S< S S< S '1" 

Desgewenst kan men in Keen volledig restsysteem modulo ~., stel L 
beschouwen (het bestaat uit pf elementen, waarbij f de graad van, 

heet). Dan is elke uitdrukking (4) gelijk aan een standaardreeks 

LOCt pt, ext€. L ;dit komt neer op de eenduidige oplosbaarheid van 
congruenties 

p 
Q!t .Pt = ! : ft = A .Pt + IX t ft ( mod 1 t+1)., 

ofwel (3 t = J' t (A+ 0t..1) (mod 1J ) , z6 dat <X t €. Z:. 

Optelling en vermenigvuldiging worden op de gebruikelijke wijze 

gedefinieerd. Dan ontstaat een lichaam. Dit lichaam is volledig3 voor 

een fundamentaalrij van standaardreeksen L. «(!)ft ~eldt dat bij toe­

nemende i op den duur steeds meer coefficienten cxi 1
) constant blij-

ven: 

voor s ~ t en zekere 

i
0 

= i
0
(t). 

Verder is elke uitdrukking (4) in 1 -adische zin te benaderen door 

getallen uit K. We hebben dus het lichaam K~ van de ~ -adische ge­
.,.., 

tallen gekregen. 

De ring I'.13 van de gehele 71 -adische getallen wordt gegeven 
door de uitdrukkingen (4) met h~ 0. Daar het restsysteem I: eindig is 
is het duidelijk dat r

1 
compact is. 

We willen nog ingaan op de vraag of K:p> te beschouwen is als ee: 

uitbreiding van k. Zij p het priemgetal in~ . Laat de kanonieke p 1--

on t binding van p gegeven worden door 
e 1 e 

(6 ) P=~1 ,e'gg (J1=1), 
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. een geheel getal met i· 1.
2 

(i=1., ... ,g). 
l i i' e. ) 

en zij 
Dan is p= . 1 . , . waarbiJ' geheel is in . (i=1, ... ,g . Dan 

l • 1· i l 
is een uitdrukking (1) in de vorm (4) te schrijven; zijn twee uit-

drukkingen (1) gelijk, dan ook de corresponderende uitdrukkingen. 

Dus is k bevat in K . BiJ"zonder eenvoudig is natuurlijk het ge-
P 

val e
1

=1; dan kunnen we nemen =p. 
Om in het algemene geval een beter inzicht te krijgen beschou­

wen we naast de lichamen k , K-v nog een verzameling KP. Die be­
P f-' 

staat uit uitdrukkingen 

( 7) I: o{ t 
t G h tp ((Xt 6 K en geheel in ':;/2 ) ; 

gelijkheid wordt gedefinieerd door congruentie van partiele sommen 

modulo machten ~ et. Het is duidelijk hoe k ingebed is in K im-
' p p 

mers K is onder meer een vectorruimte over k van dimensie n. Verdi 
p p 

is K een ring. We bewijzen nu (Weyl, p.101) p 
Stelling. K is isomorf met de directe som van deg lichamen p 
K~1 , • , • , K 1J g . 

Bewijs. Een getal A =; o.:tpt uit K is ook een getal uit K ..... 
0 

, 
P e. .,...,. 

voor i=1, ... .,g., als we schrijven p= f· 1 /3.; gelijke uitdrukk!ngen 
l l 

geven weer gelijke uitdrukkingen. Maar nu kunnen verschillende ge-

tallen uit KP corresponderen met hetzelfde getal uit een vaste K
11

. 
In elk geval hebben we een zekere afbeeldingen ..J1.. van K in 

l p 
K "'b ( i=1, ... ., g) . We beschouwen nu een willekeurig stel geta llen 

1"i 
m ( i) t 

Ai = t~i(,)(t P1 e. K~i 

en zullen laten zien dat er een en slechts een getal A=L_ «tpt in Ki;: 

is, z6 dat ..f.LiA=A 1 (i=1, ... .,g). 
We beschouwen de volgende partiele sommen 

At . = ,1 
L ex (i)f.s 

S<.et S l 
( i=1, ... , g), o: ·ps s • 

l 

Verder stellen we 

L 
e.t~s<e.(t+1) 

l - l 

Dan is ;a Ii) geheel in-;: .. Stel eens dat de <X
8 

met s<t z6 bepaald 
. . d t A - A ( ~ 1 0 i t) · z1Jn a t = t,i mod -:pi ., voor 1=1, ... .,g. We bepalen nu °' t z 

dat ~it ook geldt met t vervangen door t+1. We moeten daartoe voldoe: 
aan de volgende congruenties 

A , t (i) t ( t+ cxtp = At,i+ pt p mod 



ofwel e. 
(mod ":/2 i l). 
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De tweede term rechts is geheel in ";/J. i, voor alle i, wegens de in­

ductieonderstelling. Nu geldt in K de chinese reststelling, ook voor 

congruenties modulo priemidealen. Dan is er een at die aan boven­

staande congruenties voldoet, en deze ~tis eenduidig bepaald modulo 
e1 e · ' ' 1 A t A A ( I"'\ ,,.. ) 'f, 1 .. ·'/Jg g = p. Dus is er een geta me ..c..1 = i. En ..i.,,_1 , ... , ~""g 

is de gezochte isomorfie. 

Over de exponenten e. valt nog het volgende op te merken. Met 
l 

behulp van Galoistheorie kan men bewijzen dat ze gelijk zijn. Verder 

zijn ze > 1 dan en slechts dan a ls p een deler is van de discriminant 

van IL 

Er is een vergaande analogie met lichamen van algebraische func­

ties. Dan is k het lichaam van de rationale functies en Keen algebra­

ische uitbreiding. Priemgetallen zijn de lineaire vormen z-a (a een 
willekeurig complex getal). De punten a waar de exponenten e. > 1 zijn 

l 
de vertakkingspunten van het bij K behorende Riemanns oppervlak. De · 

priemidealen -:t 1 corresponderen met de verschillende bladen daarvan, 

en K't· is een lichaam van Laurentreeksen. 
l 



Colloquium 11 P--ad ische get a llen 11 

Voordracht op 2 decembcr 1960 

door 

M.A. Maurice 

Opmerkingen: 1. Deze syllabus bevat het bewijs van de op blz. 32 uit­

gesproken stelling van Mahler. Dit bewijs is afkomstig 

van Prof. Mahler; het zal warden gepubliceerd in 
11 Journal fur die reine und angewandte Mathematikn. 

2. De bladzijden 61 t/m 64 nvervangen 11 de blz ,32 t/m 37 
van de syllabus. 

Lemma _ _::!_: Indien g(x) een continue p-adische functie is van x 

voor lx eNl?,\ zodanig, da;txl;~ l .§r) \p = o, dan is ook 

1 im isl!l = 0 . t X !_ -+ 0 
X!:N X p p 

p 
lxlp➔ O 

Bewijs: Bij elke s > 0 is een t > 0 te vinden, zodanig, dat 

1gix)1 ~p-·S voor x6N, O<.\xlp~P-t. 
p 

Zj_j l een p-adisch getal met g(l ),/0, 0 < J y jp ~ p•-t . 

Op grand van de continuiteit van g(x) bestaat er een 
u > O, zodanig, dat 

clus 
voor I ~ - ! I p ~ P -u. 

Kies ~ =X 6 N, zodanig, dat 

Ix- r. \ p ... min(p -u ¾ I! Ip)· = , 

Dan geldt zowel 

als 

Dan is echter 

Lemma 2: Zij f(x) een 

f ( x) is dan en 
(met afgeleide 

\g(x) \p = jg(t)lp 

\xj = If Ip I o. p 

-s p • 

continue p-adische functie voor x G.. N . p 
slechts dan differentieerbaar in x=O 

f 1 (0)= i\ L indien 



lim 
x~N 

f(x)-f(O) 
X 

Bewijs: a. Uiteraard is de voorwaarde nodig. 

b. Stel de voorwaarde vervuld en zij g(x) = f(x)-f(O) ... 1;.x. 

Dan is l-g(xxll lim 
Xe. N p 

= 0 

lxlp-+-o 

en c1us lim \ gj x) I = 0, 
x~N l x P 

p 
/x!P-->·O 

m.a.w. lim \ f(x);r(o) - 7\}P = o. 
x 6 N p 

lxlp ➔ O 

Zij nu f(x) een continue p-adische functieJ die aan de voorwaarde 
van lemma 2 voldout. 

Op grond van stelling 16, J+ geldt ( x fi:. N ) p 

Stelling: Ind ien f 1 ( O) = ?\ bestaat., dan is lim \ 
811 I = O. 

11-.+00 l1 p 
Bewijs_: 

Definieer: h(O) = 
h(x) = 

0 
f(x)-f(O)-AX = gG:.l 

X X 
voor x=}O. 

Dan is h(x) continu voor x=}O. 

h(x) is ook continu in X=O, daar lim l h(x) \ _ 
X 6 N jJ 

Zij 

Dan is encrzijds 

en andePzijds 
" 

f(x) 

Hierui t volgt 

p 
Ix\ --+O p 

lin le \ = 0 . 
n-i-o.o n P 

a - n ( c +c ) v oo r n ?._ 2 . n - n-1 n ·- ; 



zodat 1 im I ~ n I = 1 im I c . ,,, +c I = 0 . 
n -+ oo n I p n ➔ CD n- ' n p 

Stelling: Zij {an} een p-adische nulrij. 
oo a 

Indien nu 

i\ = lim 
l xl ➔ O ·p 

X €-. N p 

L -E- (x-1) 
n= 1 n n-1 

bestaat, dan is 

lim \ an l = 0 
n-+ oo n P 

(dit is de stelling van 16,6; blz.32). 

Bewijs: volgt onmiddcllijk uit de voorgaande stclling. 

16, 7 r: Stelling: Zij {a~} een p-adische nulrij. Dan bestaat de limiet 

?\ = lim 
x ➔ O 
XE.N 

oo a 
~_E..(X-1), 
L.... n n-1 ' n=O 

en bovendien is 

";\ = 
a n -n 

Bewijs: zie 16,7; blz.J5. 

1. Ind ien 

Z:tj f(x) 
00 ,;;;--

= L 
n=O 
00 

a (x) continu op N, en zij 
n n p 

8 n(y) = L 8 n+k(k) · 
k=O 

1 im 8 n ( Y ) = O , 
11-)-CD n 

dan bestaat f 1 (y) en bovendien is 
oo an(y) 

rr(y) =- L. (-1)n-1 
n=1 

2. Indien f 1 (y) bestaat, dan is 
an(y) 

lim --- = 0. 
n-+ CD 

n 

n 

Bewijs: dit volgt uit de voorgaande stellingen op grond van de 

relatie 

f(x+y)-f(y) = f 8
n(y) (x-1). 

x n= 1 n n-1 

00 X 
16,9 1 : Stelling: Zij f(x)= Y- a ( ) continu op N . Indien nu deaf-

~ n n p 
geleide f 1 (x) bes ta at ·en continu is voor alle x E. N , dan geldt 

p 



co 
1) de reeksen a~= L (-1)k- 1 

k=1 

2) {a~} is een nulrij 

a k+n -7c- zijn convergent 

( n=O., 1 ., 2., 3 ., . , . ) • 

00 r 

3) f 1 
( x) = L a 1 (1'") voor x ~ N . 

n=O n n P 

Bewijs: zie 16.,9 (blz.36). 


