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De stelling van Cauchy uit de functiethcorie,

In deze voordracht zullen enige opmerkingen worden gemaakt over de to-
pologische begrippen en eigenschappen die cen rol spelen bij] de funda-
mentele stelling van Cauchy uilt de functiethecorie, We willen laten

zien, hoe en waar de topologische kwesties te voorschijn komen, e¢n hoe
men ze kan aanpakken, We zullen meestal nicet op bewljzen kunnen ingaan,

daarvoor kan worden verwezen naar de volgende boeken:

Knopp, The theory of functions, I, New York, 1945;
Saks-Zygmund, Analytic functions, Warszawa-Wroclaw 1952;
Ahlfors, Complex analysis, New York, 1953;

Newman, Topology of plane sets of polints, Cambridge, 1939,

Eerst cen aantal begrippen die we nodip hebben,

Kromme kK in verzameling G van het complexe vlak: continue functie k(t),
gedefiniecrd op 0«4t <1, met complexe waarden k(t) €G. k(0) = begin-
punt van k, k(1)= cindpunt van k. k heet gesloten als k(0) = k(1).

Regelmatige kromme in G: k heeft een afocleide, dic continu is behalve

in eindig veel punten, waar nicitemin de afgeleide links- en rechts-
continu is. Voorbeeld: gebroken lijnscpment, d.i. kromme waarblj k bij
gedeelten lineair 1is.

Gebled in het complexe vlak: open verzameling met de eigenschap, dat
bij leder paar 2,0 € G «en gebroken l1ijnscgment te vinden is met begln-
punt a en c¢indpunt b.

Holomorfe functie in cen gebled G: functlc maet complexe waarden, gede-

finieerd in G, dic diffcerenticerbaar 1s (als complexe functie) in icder
punt van G.
Wanneer G cen gebled is en £ cen holomorfe functie in G, dan definiecert

men voor iederce regelmatige kromme k in G de integraal van £ langs k
/[

j r(z) dz -_-j P(k(t)) k' (t) dt.
L

O

door

De stelling van Cauchy beweert nu dat voor zekere gesloten kromme k

(1) j £(z) dz = 0.
e




De veronderstellingen dic bij cen algemene formulering over G en (of)

u

k gemaakt moeten worden zijn von topologische aard,

Het bewljs van deze stelling valt meestal ulteen in een analytisch en
cen topologlasch deel, Hor annlytische deel is hoet bewijs voor het ge-
val dat k cen drichock is (d.w.z., .en gesloten gebroken 1ijnscgment
dat uit 3 stukken bestant) on dat G deze drichoek en zijn inwendige
bevat, Het standasrdbewijs 1s van Goursat on berust op achtereenvol-
gende vicrendeling van Jdo drichock (zic Knopp, p.%9, voor cen recht-
hoek in plants van cen drichock zio Ahlfors, p.88). Hierover willen
we hot echter nlct hebben,
We vermelden nog een toupnssing van (1) voor het geval van een drie-
hoek k. Stel dat G cen sebiod is on k cen willoekourige kromme in G,
Men kan dan voor ledere holomorfe £ in G definicren cen integraal
f£(z)dz, Neem nl. _en aantal 2ctallen O=t <t ,<.. <t =1 De ty be-
balen (n+1) punten k(ti) in G (1=0,1,...,n), ¢n deze bepalen cen veel-
hock (gesloten gebroken lijgnscpment) k'. k' 1s, onnauwkeurig gezegd,
een ingeschreven veelhock van k. Men kon dan bewijzen met (1) voor het
geval in cen drichock k, dat als |t1+1“t1‘ klciner 18 dan cen alleen
van G en k afhankelijk zetal, do inLu%rnﬁlJ‘ £(z)dz nict van k' afhangt

(N
ke
maar 2llcen van k. Men definicert dﬂhh[ t(z)dz =Vy f(z) dz. (Newman,
<

p.151). k!

Men moct nu uiltgaande ven de stollling van Cauchy voor het cenvoudige

geval cen bewls goven voor 2loemencre situatles, Hicrblj komen topo-

logische kwestles te voorschijn, Allcercerst bl doe veronderstellingen

dic moeten worden gemankt over G on k, opdat (1) geldt. We noemen cr

enkele:

(I) G is willckeurig, k ts samcentrekbaar in G,

(IT) ¢ is enkelvoudig samenhargend, k willekeuripy in G,

(ITI) k is cen Jordankromme, G is cen gebled dat k en het binnengebied
van k bevat,

Definitics van de gebrulkte begrippen:

Samentrekibare kromme in cen gebicd G, Laat A Jde drichock zijn in het

x,y-vlak, gedcfinlcerd door x 30, y2,3,>uq154. Men kan dan de rand

van A continue afbeclden op hot lijnsesment O£t «1 door OB, BA, AO

lineair af te beclden op 0 LT é; s :1;(*5,;: s ;i’;_gt s’l}/

in de goode velgorde., Neem dic afbeelding N

De pgesloten kromme K in G hect somentrokbaor A
in G, als er een continuc afbeelding F van A
in G 18 zo dat voor punten x op de rand van A o X

B
geldt F(x) = £(\w(x)). Onnauwkeurig ultgedrukt: k is de rand van een
kromme driehocek in G. Door die driehoek te laten inkrimpen kan men die
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rand in G latcen samentrekken op een punt.
Enkclvoudig samcnhangend gebied, Men kan dit op verschillende manieren

definieren,

(a) G heet enkelvoudiy samenhangend, als icdere gesloten kromme in G
samentrekbaar is,

(b) G heet enkelvoudig samenhangend, als het complement van G, d.i.
de verzameling der punten van het complexe vlak die niet tot G

behoren, samcenhangend is,

Deze cdefinities blijken cquivalent te zijn., Een topologisch bewijs
van die eguivalentie staat in Newman, Ch.VI, het kan ook analytisch
worden bewezen (Ahlfors, p.22o), Do bewiljzen zijn overigens verre van

triviaal.

Jordankromme, Do krommoe k in het complexe vlak heet cen Jordankromme,

als k cen &Indénduidige functic is, d.w.z. dat k(t)#k(u) voor t#u.

De stelling van Jordan zegt dan, dat het complement van k bestaat uilt

2 gebileden., Een van de twee gebicden bevat de punten die ver weg lig-
gen, in het complexe vlak, dat heet het bultungebied van k. Het andere

heet het binnungcbiud van k. De bewijzen van de stelling van Jordan

zijn geen van alle cenvoudip, vr moet al dan niet explicict van alge-
braIsche topologie gebruik worden gemnakt. Men kan een vri] cenvoudig
bewljs vinden in Newman (p.104). Daarbij worden roosters in het com-
plexe vlak gebrulkt, vorkregen door lijnen evenwijdig aan de assen te
trekken, wcigenschappen van k worden in verband gebracht met cigen-
schappen van gebroken 1ijnscgmenten, opgebouwd ult horizontale en ver-

ticale 1lijntjes van zo'n rooster.

Al naar gzolang van do verondoerstellinzen dic men maakt over G en k,
zal in het bewljs van (1) meer of minder topologle mocten worden ge-
brulkt. Wanncer men by. veronderstelling (III) maakt, heeft men de
stelling van Jordan nodis, Bovendicn kan men nog in meerdere of min-
dere mate van funceoictheoretische cigenschappen gebruik maken,

We zullen nu enkele bowijzen van (1) zcer kort bespreken,

(a) Onder de veronderstelling (I) (G willekeuriy, k samentrekbaar in
G¢) kan men cen cenvoudipg boewijs geven op de volgende manicr. k is de
rand van cen kromme drichoek., Voor dic drichock kan men het bewijs
van Goursat voor het geval van cen "rochte" drichock imiteren, wat
geen moeilijkhiéden oplevert. Men heeft dan meteen cen bewijs van ge-
val (II), terminste met definitie (a) van ¢nkelvoudige samenhang,

Ook geval (III) kan dan worden bewcezen, maar met zwaardere topologi-
sche hulpmiddelen. Men moct nl., gebruiken de cquivalentie van de twee
definitics van c¢nkelvoudige samenhang, ¢n bovendien dat het binnenge-
bicd van k e¢n k zelf bevat zijn in cen e¢nkelvoudig samenhangend deel-
gebied van G (Newman, p.154).



(b) Vaak wordt cen bewijs van (II) gegeven op de volgende manier, Men
gaat uit van (1) voor het geval van een rechte drichoek, Daarna be-
kijkt men een veelhock k, en men laat zien, dat men de integraal

‘j f(z)dz kan schrijvcn nls dc som van cen eindig santal integralen
k

vr f(z)dz, waarin k' cen drichock is, die met zi)n inwendige in G ligt
¥éiu b.v. Knopp, ?ﬂ}). Daarult volgt dan gemakkellijk het algemene ge-
val (I1).
De mogelijkheld van de splitsing in drichocken moct natuurlijk bewezen
worden, ¢n vergt nogal wat woerk, hierbij speelt de enkelvoudige samen-
hang natuurlijk ook <un rol,
(¢) Een gemoderniscerde versic van dit bewijs wordt gegeven in Ahl-
fors (p.116)., Daartij wordt gebruik gemaakt van rechthoeken met zijden
cvenwljdig aan de asscn in plaats van drichocken, Esscntidel is hier
verder het topologische bogrip index 1 van ¢en punt a t.o,v, een
kromme k dic nict door a paat. Dit is eon geheel getal dat analytisch

wordt gedcefinicerd, nl, door i= — \y gz . Dat het een geheel ge-
K
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tal is kan cenvoudiy worden bewczen (Ahlfors, p.93), men kan het op-
vatten als het algebraische aantal malen dat k om a loopt.
Het gebruik van dit begrlp maskt het mozclijk cen velj eenvoudilg be-
wijs te geven van (I1) (met definitic (b) van enkelvoudige samenhang).
(d) In geval (TIT) kan cen nog meer an=lytisch bewijs worden gegeven
(Saks-Zygmund, p.177), mct definitic (b) van c¢nkelvoudige samenhang.
Eerst wordt cen algemene functictheorctische stelling (van Runge) be-
wezun, waaruit volpt, 42t men in cen bepgrensd enkelvoudiyg samenhangend
gebled G bl1J coen holomorfe functic £ cen rij veeltermen fn kan vinden
dle op icdere compacte deelverzameling van G gelljkmetig naar £ conver-
zeert. Daarult volst dwtjﬂ f(z)dz = 1lim fn(z)dz. Nu is voor veel-

K N~y
termen de stelling van Cauchy heel cenvoudlg te bewljzen, daarult
volgt dan (1).

Nopg enkcele opmerkingen nanr annleiding van deze bewd jsmethodens

(1) Mcn zict, 42t men topologische mouilijkheden kan vermijden door
mcer analytische hulpmiddelen toe cebruiken: bewijs (d), on ook (c).
Dat dit mogelijk is, 1s nict virwonderlijk nls men denkt aan de stel-
lingen van de Rhem uit do topologile.

(2) Ecn bewijs waarbij triangulotickwesties nodig zijn, zoals (b) en

in veel mindere mate (c¢), gecft nogal wat details, die waarbij geen
triangulaties worden gebruikt, zijn soms eenvoudiger ((2)). Vergelijk
dit met de tendensg om in de theorie van de Riemann oppervlakken metho-.
den te gebrulken, waarbij de triangulatie van het Riemann-oppervlak |
wordt vermeden (zie b.v. de inleiding van H. Weyl, Die Idee der Ri&w,.»¥i
mannschen Fl#iche, 3¢ druk, Stuttgart, 1955). :




