
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA VESTRAA T 49 

AMSTERDAM 

zw 1956-004 

De stelling van Cauchy uit de functietheorie 

Voordracht in de serie 

"Elementaire onderwePpen van hoger standpunt belicht". 

Dr. T.A. Springer 

1956 



The ·Mathematical Centre at Amsterdam. founded the 11th -of February 1946: is a non-profit 
institution aiming al the promotion of pure mothematics anrl its applications, and is 
sponsored by the Netherlor.ds Government though the Netherlands Organization for 
Pure Research (Z.W.0.) and the Central Nctionol C9uncil ior Applied Scientific Research 
in the Netherlands (T.N.0.}, by the Municipality of Amsterdam and by several industries. 



zw 19:6-004 

Voordracht in d0 s0rie 

I J 
11 Elementair2 ond12rwErpt.·n van hoger .s·tandpunt belic9t'1 

door 

Dr T.A. Springer 

28 fe brua ri 1956 

De stelling van Cauchy uit de functieth0oric. 

In deze voordracht zullen enige opmcrkingen worden gemaakt over de to­
pologische b2grippen en eigenschappcn die cen rol spelen bij de funda­

mentele stelling van Cauchy uit de functieth0orie. We willen laten 
zien, ho~ en waar d8 topologische kwesti~s te voorschijn komen, en hoe 

men ze kan aanpakken, We zullen meestal niet op bewijzan kunnen ingaan, 

daarvoor kan warden Vi.:::rwezen naar de volgende boeken: 

Knopp, The theory of functions, I, New York, 1945; 
Saks-Zygmund, Analytic functions, Warszawa-Wroclaw 1952; 
Ahlfors, Complex analysis, New York, 1953; 
Newman, Topology of plane s2ts of points, Cambridge, 1939. 

Eerst een aantal bcgrippen die we nodic h~bben. 
Kromme k in verzc1mc:ling G van hc:t complr.jxc.:; vlnk: continue functie k(t)., 

gedefinieerd op O~t ~1, met complcxe wc:1:-:irden k(t) €G. k(O) = begin­

punt van k, k(1)= eindpunt v8n k. k hc.:et ~~sloten als k(O) = k(1). 

Regelmatigs kromme in G: k heeft t::en :::if(:;clr;idc., die contlnu is b8halve 
in e:indig veel pun·::-,c.:n, wasr ni,~ttcmin ck, afgeleidc links- 12n r2chts­

continu is. Voorb(:;el<i: gt:brokvn lijnS(:,Q;Jm.:nt, d .1. kron1me waa rbij k bij 

gedeelten lin8air is. 

Gebied in het complexe vlak: op,:n Vc.;rzmnt:ling m~:t de cigC:nschap, dat 
bij ieder pc1a r a, b € G t::en gcbrokt;n lijns,.:gmi.:nt tt: vinden is mc.;t begin­

punt a en eindpunt b. 

Holomorfe functie in c.:on gebit::d G: functi~ m2t complex~ waard0n, g~db­

finieerd in G, dil: differentieerbaar is (als compl~xe functie) in ied~r 
punt van G. 

Wanneer G cen g~bicd is 8!1 f ucln holomorf~ functit: in G, dan defini~ert 

men voor it:deru rege,lmntigc krornme k in G dr; integraal van f langs k 

door 1 J k f ( z) d'z = J f ( k ( t) ) k 1 ( t) d t. 
0 

D8 stelling van Cauchy beweert nu dat voor zekere ge:slott:n kromme k 

(1) f(z) dz = O. 
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rand in G latun sam~ntrekken op ecn punt. 

Enkalvoudis samcnhangcnd gcbied. Men kan dit op verschillende manieren 

definiercn. 

(a) G h~et cnkelvoud smnt;nh1ng,.:nc:l, n ls icdere: gesloten kromm(;; in G 

samentrekbaar is, 

(b) G h~ct cnkelvoudig samcnhangcnd, als h~t compl0m~nt van G, d.i. 

du verzamcling der puntcn van hot complex0 vlak die ni0t tot G 

behor~n, samanhangcnd is. 

Deze dcfinities blijkcn ~quivalLnt t2 zijn. Een topologisch bewijs 

van die <::quivalc-mt st-=iat in N~:wman, Ch.VI, het kan ook analytisch 

warden bewczen (Ahlfors, p.220). DG bLwijz0n zijn ov~rigens verre van 

triviaal. 

Jordankrornm2. Do krommc k in h0t comph:X(, vlak hcct ~en Jordcinkrommt:, 

als k ben J~nlJnduidigc functi~ is, d.w.z. dat k(t)/k(U) voor tfu. 

D~ stLlling van J rdan zegt dan, dat hc:t compl~mdnt van k bestaat uit 

2 g,~bi~d0n. Ecn van a~ twLe gcbi~dcn b~vat dl: punten die vc:r weg lig­

gc:n., in h0t compL:xs: vl::ik, c1at hcet hcc<t buits..:ng<::bh:d van k. Het anch.:ri2 

heet hct binnungcbiLd van k. De bewijz~n van de st~lling van Jordan 

zijn geen van allc Lenvoudis, ur moet al dan niet expliciet van alge­

br3!schL topologie gebruik wordun gcmaakt. M~n kan ~en vrij cenvoudig 

bowijs vinch.:n in N,~w1m1n (p.1O4). Dac1rbij worc.~lcn roosters in hl;t com­

plex~ vlak gLbruikt, v~rkr en joor lijnLn evcnwijdig aan de assen tc 
trekkcn, ~lgcnsch~ppcn van k warden in VLrband gebracht m~t eigen-

schappcn van brnktn 13jns grn.n'i.,.::n, o t;bouwd uit horizontall: en ver-

ticalc 11Jntj,,s vcrn 7,o'n r'oos:,.,r. 

Al nanr :s'-' ni;; van ck v, ronckrst,:llin::1::;:n cJL.:: rnc:n mnakt OVc'r G en k:-

znl in h 1c:t b'--·wijs vrn (1) mc<:::r of mincJ, r topologi~: mo,.:tE;n warden ge­

bruikt. Wnnnc:er mGn bv. v0rondc:rst~lling (III) msakt, h2eft mends 

st(.;llinf~ v;=:n JorcJrn1 n i,;. Bovi.cnc! l,.Ti knn m,;n nog 111 m,::ordere: of min­

ckrc: m::it.:.: v;:rn func'ci,:thcor".:tlschi..: cigic.n:3chnpps;r1 g,.bruik makcm. 

Wl: zull(;n nu cnkc:10 b~wijzc:n vsn (1) z'--2r kort bespr~ken. 

(a) OndEr de vcrondcrstLlling (I) (G willc:k~ur , k sam~ntrekbaar in 

G) knn m~n cun Lcnvoudig bc:wijs g~vc:n op de volgc:nd0 mani~r. k is de 

rand van s::en k:ror.unc.: drichock. Voor cJie c1rid10-:::k k::in men hct bE.:wijs 

van Goursnt voor hc,t 1:1:c:val van (:),.:n 11 r(:chtc 11 dri,:hoi;:;k imit"-'rt.:n., wat 

geen mo0ilijkhCd~n oplevort. Me:n hc:cft dan ml:tc:0n ~en bE;wijs van ge­

val (II), tc::nminstc met d,:.:finitic (a) van ,:nk::lvoudigc samt:nhang. 

Ook ge:v8l (III) kRn clan word,~,n bcw,:z2n, ma;:ir mc:t zwaardere topologi­

sche hulpmidd~lLn. M~n mo~t nl. gdbruik~n d~ cquival0ntie van de twee 

definitics van (::Dk~lvoudig~ sam~nhc1ng, ~n bovcndien dat hat binnenge­

bi8d van k 2n k zt:lf bcvat z:tjn in 0en c:nk"ilvoudig ssmenhangend deel­

g e b i c: d v 8 n G ( Ne:: wm8 n J p • 151.~ ) • 
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