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Colloquium "Topologie" ( 1966-1967) 

1e bijeenkomst: 21 september 1966 

Spreker: M.A. Maurice 

1. Inleiding. We zullen trachten in deze paragraaf een intuitieve 

inleiding te geven tot enkele van de achtergronden die aanleiding 

hebben gegeven tot de ontwikkeling van de algemene topologie. DaarbiJ 

zullen sommige formuleringen noodzakelijkerwijs ietwat vaag en onscherp 

zijn. In de volgende paragraaf zullen we dan met de strenge opbouw van 

de theorie beginnen. 

De topologie onderzoekt eigenschappen (de z.g. topologische eigen

schappen) van "figuren" ( topologische ruimten) *) die behouden bliJven 

onder de z.g. topologische transformaties (topologische afbeeldingen, 

homeomorfieen). Dit zijn, ruwweg gezegd, transformaties waarbij niet 

gescheurd en niet geplakt wordt. Twee figuren die d.m.v. een topologi

sche transformatie in elkaar zijn over te voeren zullen topologisch 

aequivalent of homeomorf heten. Twee homeomorfe figuren mogen dan op 

grond van andere, niet-topologische, eigenschappen nog zoveel ver

schillen, voor een topoloog zijn ze hetzelfde. 

Voorbeeld: 

B.schouw de volgende figuren 

I. de rand van een vierkan"t 

II. een cirkelrand 

III. een lijnsegment 

Ten II zijn topologisch aequivalent (ze kunnen zonder plakken of 

scheuren in elkaar warden overgevoerd) maar III is topologisch een 

andere figuur (om II in III over te voeren zal men moeten scheuren 

of plakken, en om III in II over te voeren zal men moeten plakken). 

Om in het algemeen te bepalen of twee figuren homeomorf zijn 

moet men een topologische transformatie construeren die de ene figuur 

in de andere overvoert. En om te laten zien dat twee figuren niet 

homeomorf zijn, dient men te laten zien, dat zo'n topologische trans-

~) de precieze definitie volgt later; voorlopig kan men denken aan fi
guren in het platte vlak, maar bet algemene geval kan veel abstrac-
ter zijn. 
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formatie niet bestaat; meestal doet men di t door een topologische 

eigenschap op te sporen, die de ene figuur wel, en die de andere niet 

heef't. 

Al vorens de bier weergegeven gedachten wat nader te concreti seren, 

herinneren we aan een paar definities, 

Een functie (afbeelding) f van een verzameling X naar (in) een 

verzameling y ( f: X ➔ y) voegt aan elke x EX een y E Y toe. y is door 

x en door f volledig bepaald; we schrijven y = f(x), 

Een functie f: X ➔ Y beet 1-1-duidig indien uit x 1 * x 2 steeds 
-1 

volgt dat f(x 1 ) * f(x2 ). De functie f : Y -,. X die gedefinieerd word"t 

door: r- 1(yJ = x dan en dan slechts als f(x) = y, beet de inverse 

functie van f. f- 1 is dan oak 1-1-duidig. 

Een functie f: X -,. Y beet (afbeelding-) .£I2. indien bij elke y e..Y 

een x E:.X is te vinden zodanig dat y = f (x) . 

We kunnen nu zeggen dat een topologiscbe transformatie van een 

figuur X in een figuur Y in ieder geval een functie van X ou Y zal ziJn 

(immers, er mag niet warden gescheurd, d.w.z. geen punt x<EX mag in 

meer dan een punt y E:.Y worden overgevoerd) - en zelfs een ·1 -1-duidige 

functie (immers, er mag niet warden geplakt, d.w.z. geen twee ver

schillende punten x 1 ,x2 ex mogen in hetzelfde punt yE:.Y warden over

gevoerd). 

De eis dat bij een topologische transformatie f: X-,. Y niet 

gescbeurd mag warden, houdt echter nog meer in. Hij zal oak betekenen 

dat voor elke x0 €:.X geldt dat f(x) dichter biJ f(x0 ) ligt naarma-ce 

x dicbter ligt bij x0 ; nauwkeuriger gezegd: voor elke x0 E:X geldt, dat 

bij iedere E > O, een 6 > 0 is te vinden zodanig dat de afstand tussen 

f(x) en f(x0 ) kleiner is dan E voor alle x EX waarvan de afstand tot 

x0 kleiner is dan 6. (We zullen dan zeggen dat de functie f continu is.) 

En iets dergelijks moet gelden voor de functie f-l: y -,. X. 

Voor de formuJ.ering van deze eis is dus nodig dat zowel in X als 

in Y een afstand tussen de punten is gedefinieerd.. Vandaar dat we de 

opbouw van de theorie beginnen met het begri:p metriscbe ruimte, Het al

gemenere begrip to:pologiscbe ru.imte zullen we dan daarna definieren. 
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We eind1gen deze 1nle1ding nu met twee los van het voorgaande 

staande opmerkingen. 

(1) Als X en Y verza:-:elrngen z1Jn, dan wordt X , Y gedef1nieerd 

door 

X ' 'f = ! \ X ,y) IX€ X en ye. y \. 

H:ierin 1s (x,y) een geordend paar met le coordinaat (compo

nent) x en 2e coord1naat (component) y. 

((x,y) = ty,x) dan en slechts dan als x = y.) 

(ii) Als f: X .... Y een functie is, en A ex, BC.Y dan definieren we 

r[Aj = /r(x/ I xE..A\ 

en 

-1 --(Als f: X .... Y 1-1-duidig en op is, dan heeft f L~ formeel 

twee betekenissen; deze komen echter op hetzelfde neer.) 

2. Zij X een verzameling, en ziJ R+ de verzameling der niet-negatieve 

reele getallen. 

Een functie 

.... R + 

heet een metriek voor X, indien voor alle x,y,ze..X geldt dat 

(i) o(x,y) = 0 <-=.> X = y 

( ii) p(x,y) = o(y,x) 

(iii) P (x, z) "' P(x,y) + p(y,z) (driehoeksongeliJkheid) 

Het paar ( X,p) 

tussen x en y. 

De verzameling 

heet dan een metrische ruimte, p(x,y) 

B (pJ = {x I p(x,p) ' r) r 
(r > 0) 

beet de (open) bol, met straal r en middelpunt p. 

heet de afstand 
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Voorbeelden : 

I. Voor een willekeurige verzarneling X kunnen we definieren 

[
p(x,y) =O 

p(x,y) = 1 

als x = y 

als x-:/- y 
(x,y ~X) 

Dan is (X,p) een metrische ruimte. 

II. Zij R de verzarneling der reele getallen. 

Indien p(x,y) = fx-y[ (x,y.e,R) dan is (R,p) een metrische ruimte. 

III. (generalisatie van II). Zij 

Indien x 

definieren we 

• • • ' X ) n 

P (x,y) = 
n 
\ 

l I. 

i=1 

x, E. R voor i = l , 2, ••• , n J 
l. 

n 
en y = (y 1 ,y2 , ••• ,yn)E.R dan 

(=) 

n We zullen bewijzen dat peen metriek 1.s voor R. Eerst tonen we 

echter aan de volgende 

Hul;e_stellin5: Indien p1 ,q_i tR voor 1. = 1,2, .•. ,n dan geldt 

BewiJ s : 

Voor alle reele t geldt 

0 < 

n 
\ 
L 

i=7 

n 
\ 
l 

i=l 

n n 
\ 2) • ( ) L p, '-

i=1 1. i=l 

p~ + 2t 
l 

n 
\ 
L 

i=l 

2 
q.) 

l 

n 
\ 
I. 

i=7 

2 q_. 
l 

Maar dan is de discriminant van de kwadratische vorm in het rechter

lid :::_ O; d.w.z. 

of 
n 
\ 
I. 

i=l 

2 p, q_.) < 
l. l 

2 
q.) 

l. 

2 q_,) 
l 

< 0 



TH 
- V • 

liJkheid te bew:Jzen. ~.w.z. we moeten aantonen dat 

n 
( r •1 

>. + 
' I.. 

oftewel, als men stelt X -V 
1 ' 1 

= C (zodat X -z = n +a) 
·1 1 : l:' 1 -1 " 

n 

1.e. 

n n 
2 

·, 
·, 2 

a~+ 1\ 
·1 C. 

i=1 

ma.ar dlt vclgt onrrnddellljk ult de hul.pstellrng. 

'!") 

tR·" ,c) heet de n-d1mens1onale E\.1.cl:.d1sche rui:T.te ( voor n = 

is dit de recht.e lit1n, voor n = :2 het platte vlak) f 

L 

") 
'--

X. 
1 

Indien voor alle x = (x 1 ,x2 ,x3 , ... )€,H en y = (y 1 ,y2 ,y3 , ... )E:H 

olx,y) wordt gedefinieerd door 

dan ku.nnen ~1 e 1-.rt:e?" aan:onen dat een metr1ek 1s voor H, (H,p) 

heet de Hilbert ruimte. 

3. Laat nu lX,p) en lY,0) metrische ruimten ziJn. 

Een funct ie f : X -• Y he et cont inu in xr, E: X ind:.en bi,1 1edere t: 0 

een 6 , 0 :.s te vinden zodanlg dat 0(!'(x) ,nx0;; , t: voor al.le xEX 

die voldoen aan olx,x0; ~ 5. 
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Opmerkrng : Hetis duideliJk dat deze definitie een veralgemening is van 

de bekende defin1t1e van continuiteit voor een functie f: R -+ R (waar

bij R de gewone "absolute-waarde-metriek" heeft) • 

We kunnen de definitie ook nog wel anders formuleren. Daartoe voeren 

we het volgende begrip in. 

Zij (M,d) een metrische ruimte. Zij p e.M. Een verzameling O cM heet 

een omgeving van p, indien er een bol Br(p) bestaat zodanig dat 

B (u) c;.O. r ~ 

I .h.b. is elke bol B (p) zelf een omgeving van p. r 

Indien weer (X,p) en (Y,a) metrische ruimten zijn, dan kunnen we de 

bovenstaande definitie nu ook als volgt onder woorden brengen : 

Een functie f : X ➔ Y heet continu in x~ indien bij iedere omgeving 

V ( ) (van f(x0 ) in Y) een omgeving U (van x0 in X) is te vinden 
f x0 x0 

met de eigenschap dat f [u j c.V f( ;· • 
XO XO 

Een functie f: X ➔ Y heet continu, indien f continu is in iedere x ex. 

Ook deze definitie kunnen we op een andere wijze formuleren. 

Daartoe hebben we het volgende begrip nodig. 

Zij (M,d) een metrische ruimte. Een niet-lege verzameling G CM heet 

open, indien bij elke y E. G een bol B (y) is t e vinden, zodanig da t 
r 

Br (y) CG. (Anders gezegd : G is juist dan open als G een omgeving 

bevat van elk van zijn punten.) 

Elke bol Br(x) is een open verzameling. M zelf is open. De lege 

verzameling ¢ is per definitie open. 

Merk op dat een verzameling O CM juist dan omgeving is van een punt 

P EM indien er een open verzameling G bestaat zodanig dat pc G co. 

Bewering: Als (X,p) en (Y,o) metrische ruimten zijn, dan is een functie 

f: X -+ Y continu, dan en slechts dan indien voor iedere open verzameling 

G in Y geldt dat f- 1 [G] open is in X, 



bestaat er een a~gev1ng (¥aarvoor we zcnder beperk1ng der 

(ii) We bew1J zen nu het omgekeerde. V. ies daartoe x,., Es X en een wille
v 

}teurige ( zonde:r beperk1ng der a.::.gen.eenheid : open; omgev:::.ng 

\1 f'' l f'' \ van ,x0 ,.. 
, \ X,._; 

u 

't"'\_ ,f .. - t Gr . ,...., . ..., ""!"I. 1";,... .. ~ . '"°an 1 s " ;...~ ,, 1 . , .l ee,, ope.i o.,.ge, __ 1g , an x,,, 
.L ._X_,..,j V 

i,.) 

f' ,-f- j I\' : : ,, . 
"'"L.; ~v.;-. 1 \...;_.; cv,,,. 1 , d .. ""w.z. f 1s contint: 

- ixo1 , \Xo; 
terwiJl bovendien 1n 

Jaar x 0 echter w1llek.eurig 1s 1n X, volgt dat. f cont.1nu ::.s. 

4. We bewi.7 zen nu twee fundamentele eigenschappen van open verz.ame

lingen in een metr1sche ruimte. Deze eigenschappen zullen we gebru1ken 

in de definitie van het begrip topologisehe ru1mte - welk begrip dan 

als een generalisatie van het begrip metrische ruimte kan worden 

opgeva"t. 

Bewering: ZiJ (:X,p) een rr.etrische ru1mte. 

(i) De verenig1ng van een willekeurige famil1.e -van open verzamelingen 

is een open verzamel1ng. 

( ii) De doorsnede van een e1nd1ge 1'amil1e van open verza.1r1elingen is 

een open verzameling. 

Bewi1.7s : 

( We kunnen ons beperken tot n1et-lege fan11l1es van niet-iege ver za.'Yte

lingen). 

( i) is on.cuddell1Jk duideliJk, 

Wat 1i::.) bet.reft :r:erken w·e allereerst op, dat het voldoende is aan te 

tonen dat de doorsnede van twee open verza'!lelingen weer open 1s, en 

Yervolgens, dat de bewering dan onmiddellijk volgt uit o.e volgende 

propositie : 
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Indien y6.B (n) (\B (q_) dan bestaat er een t > 0 zodanig dat 
r · s 

B (y)C.B \u)()B (q_). 
t r ~ s 

Dit laatste tonen we nu aldus aan. 

Z1J t = min(r-p(p,y), s-p(q,y)); dan is t > 0. 

I ndien nu x Ei Bt ly) dan volgt 

p(p,x) 2.. p(p,y) + p(y,x) <- p(p,y) + t <- r, i.e. xe.Br(p), 

Op dezelfde manier x E:.B8 ( q_) • Dus x-E Br (p) () Bs ( q) • Daar x een willekeurig 

element E:: Bt (y) was, vol gt bet gestelde. 

5. Zij X een verzameling. Een familie "'3 van deelverzamelingen van X heet 

een topologie voor X indien 

( i / ¢ e:.. "J en X E 'J 
(ii) de vereniging van elke deelfamilie van ":ff tot 'J behoort 

(iii) de doorsnede van elke eindige deelfamilie van 'J tot 'J behoort 

Het paar lX,"j) heet dan een topologische ruimte. 

De verza.melingen Oe.J he'ten (":!-) open. 

Voorbeelden 

I . ZiJ X een verzameling. I ndien "J de familie van alle deel verzame

lingen van Xis, dan is (X/':J) een topologiscbe ruimte. "J beet 

dan de discrete topologie voor X. 

11. Zij X een verzameling. lndien "J= {¢,X} dan is (X/:1) een topolo

giscbe ruimte. '"J beet de indiscrete topologie voor X. 

Opmerking : lndien 'J 1 en J2 twee topologieen zijn voor X, zodanig 

da,:,j7c.':J2 , dan heet1 1 kleiner (grover) dan~ 2 ; 'J2 beet grater 

(fijner) dan ~,. De indiscrete topologie is de grofste en de 

discrete topologie is de fijnste topologie voor X. 

III. Zij X een verzameling. Zij 

"J = ;A I ACX, X \A is eindigy u{cpy. 

Dan is (X;'j) een topologische ruimte. 1 beet de eindig-complement 

topologie. 
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IV. Zij (X,p) een me-crische ruimte. Indien ':J de familie van alle 

open verzamelingen (zoals gedefinieerd in §3) is, dan is (X,JJ 

een topologische ruim-ce. J hee-c de metrische topolog1e (geindu

ceerd door de me-criek p). 

Indien (X,1) een t.opologische ruimte is, en indien er een :metriek 

P voor X best.aa-c, zodanig dat de door p geinduceerde metrische 

topologie juist 'J is, dan beet (X,":/) met.rizeerbaar. 

(We zullen zien dat nie-c elke topologische ruimte me-crizeerbaar 

is.) 

V. Onder een geordende verzameling zullen we in het volgende verstaan 

een paar (X,<), waarin X een verzameling is en< een relatie 

("kleiner dan") tussen de elementen van X zodanig dat 

(i) voor elk tweetal elementen x en y van X geldt juist een van 

de betrekkingen 

X <. J , y < X , X = J 

(ii) voor elk driet.al elementen x, yen z uit X geldt 

(x < y en y c z) => x < z 

Onder een (open) interval in (X,<) zullen we verstaan een verza

meling van de vorm {x I a< x, b\, en als X een kleinste element 

p (resp. een groot.ste element q) heeft ook elke verzameling van 

de vorm { x [ p < x , b} (resp. { x [ a < x .:_ q P . 

Zij nu ( X, <) een geordende verzameling. Zij :J < de familie bestaande 

uit ¢ en alle deelverzamelingen G van X met de eigenschap dater 

voor elke g E G een (open) interval I bestaat, zodanig dat 

g E:I c.G. Dan is (X, 'J ) een topologische ruimt.e. "'J heet de 
<. <. 

orde-topologie. 

VI. De reele rechte R is zowel een metrische ruimte als een geordende 

verzameling. De metrische topologie valt samen met de orde-topologie. 

Men spreekt van de gewone topologie voor R. 



10 

6, Zij X een topologische ruimte (de aanduiding 111:1'' voor de topologie 

wordt bijna altijd weggelaten). 

Een verzameling U heet omgeving van een punt pe.X, indien er een open 

verzameling G bestaat zodanig dat p eG c:.U. 

Merk op dat een verzameling juist dan open is als hij een om.geving 

bevat van al zijn punten. 

Laat (x,"J1) en (Y,'J2) topologische ruimten zijn. 

Een functie f: X + Y heet continu in x0~ indien 

omgeving Vf(xo) (van f(x0) in Y) een omgeving ux0 

te vinden met de eigenschap dat f [u ] c. Vf( ) • 
XO XO 

bij iedere 'J. -
1 

(van x0 in X) is 

Een functie f: X ? Y heet continu, indien f continu is in iedere x E.X. 

Bewering: Als (X,'j1) en (Y,':t2) topologische ruimten Zl.Jn, dan is een 

functie f : X + Y continu, dan en slechts dan indien voor iedere 

'12-open verzameling G (in Y) geldt dat f- 1 [a] -:'.11-open is (in X). 

Bewijs : 

Volkomen analoog aan het bewijs van de analoge bewering in §3. 

Twee topologische ruimten (X, 'J1) en (Y, -,2) heten topologisch aequi valent 

of homeomorf indien er een 1-1-duidige functie van X op Y bestaat, zo

danig dat fen f- 1 beide continu zijn. 

f heet dan een topologische afbeelding of een homeomorfie van X op Y. 

Onder f warden de ~1-open verzamelingen dan op de '12-open verzamelingen 

en onder f- 1 de "'12-open verzamelingen op de 'J 1-open verzamelingen 

afgebeeld. 
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Colloquium "Topologie" 

5 oktober 1966 

7, Zij (X,J) een topologische ruimte. 

Een deelfamilie '.Bc.'J heet een basis voor de topologie J indien iedere 

0 E:..'J de vereniging is van elementen van ~-

Bewering: Een deelfamilie 93van 'J is dan en slechts dan een basis voor 

'J indien 

X6BC.0 

Bewijs: duideliJk, 

Stelling 1: Laat ":11 en 'J2 topologieen zijn voor de verzameling X, 

Zij ~ een basis voor 'J1 en zij 'J32 een basis voor lj2 . 

Dan is "J1 = ')2 dan en slechts dan indien 

\1B 1 6'B, 'lfx 1cB 1 3B2 6']2 x1£B2 c.B1 (7) 

en \1B2 e ~ 'vx2 G.B2 3B1c i, (2) 

Bewijs: 

(i) Indien 'J7 = 'J2 dan volgen ( 1) en (2) direct uit de voorafgaande 

bewering. 

(ii) Ui t ( 1 ) volgt dat iedere B1 6 ~ de verem.ging 1s van element en 

B2 E ~- Dan is ook iedere o1E ":11 de vereniging van elementen 

B2c'132 ; d.w.z. o1€.'J2 • 

Ergo : 'J 1 C. ':12 • 

Op dezelfde wij ze volgt ui t ( 2) dat 12 c. 71 • 

Maar dan is ':11 =t4]2 • 

In de volgende stelling is de topologie niet van te voren gegeven. 

Stelling 2: Zij X een verzameling, en zij 13 een niet-lege familie van 

deelverzamelingen van X, met de eigenschap dat U1'= X. 

Dan is ~een basis voor een topologie, dan en slechts dan als 

xE:.WCUCW 
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BewiJS: 

( i) Indien 1> een basis is voor een topologie ":J, dan geldt voor alle 

U,Ve$ dat U/\Vl!:'J, De res-c volgt dan onmiddellijk uit de boven

staande bewering. 

(ii) Om het omgekeerde te bewijzen definieren we 'J als de familie van 

die verzamelingen van X, die de vereniging zijn van elementen 

van~- We tonen aan dat t;J een topologie is voor X ( dan is !8 een 

basis voor ~). In de eerste plaats is het duidelijk dat de vere

niging van elke deelfamilie van ;;/weer tot 'J behoort. Laat ver

volgens u1 en u2 willekeurige element en €. ';/ zijn en zij x E:.U 1 ("I u2 ; 

daar zowel x 6.U1 als x ~u2 volgt het bestaan van B1 , B2c ~ zodanig 

dat x ~B, cu,, x 6.B2 cU2 en dus x eB, /lB2 cu, ('\U2. Op grond van 

het gegeven bestaat er nu een B3E:.~ zodanig dat x E.B3 c.B1 flB 2c u1 riu2 • 

Daar dit geldt voor alle x eu1 ('I u2 volgt dat u1 f'\U2 de vereniging is 

van elementen Be.~, d.w.z. u1 f\U2e ':J. Hieruit concludeert men 

onmiddellijk dat de doorsnede van elke eindige deelfamilie van ";J 

weer tot l'J behoort. 

Zij (X,1) een topologische ru1mte. 

Een deelfamilie 8 C '1 heet een sub basis voor de topologie "J indien de 

familie 13van alle eindige doorsneden van elementen van if een basis 

is voor "J. 

Uit stelling 2 volgt dan onmiddellijk 

Stelling 3: Iedere niet-lege familie -!van deelverzamelingen van een 

verzameling X met de eigenschap dat U 8 = X is de subbasis van een 

topologie -"J. 
( t;J is natuurlijk eenduidig door -:f bepaald. ':1 is de kleinste topologie 

:>f voor X.) 

Voorbeelden: 

I. Zij (X,p) een metrische ruimte. De familie der open bollen is een 

basis voor de metrische topologie. 
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II. Zij (X, <) een geordende verzameling. De familie der open intervallen 

(als gedefinieerd in voorbeeld V op blz. 9) is een basis voor de 

orde-topologie. De familie der verzamelingen van de vorm 

{x Ix> a}, {x Ix< by (a,beX) is een subbasis voor de orde

topologie. 

o z1.· J. R2 I ( ) I t pgave: = L x 1 ,x2 x1 ,x2cRJ. 

Als x = (x1 ,x2 ) en y = (y 1 ,y2 ) zij dan 
" 2 2 l 

P(x,y) = {(x1-y1 ) + (x2-y2 ) !~ en o(x,y) = lx1-y 1 I+ [x2-y2 j. 

Dan zijn (R2 ,P) en (R2 ,o) metrische ruimten met dezelfde metrische 

topologie. 

8. Men zegt dat een topologische ruimte X aan het 2e aftelbaarheids

ax1.oma voldoet, indien er een aftelbare basis bestaat voor de topologie 

in X. 

Voorbeeld: De metrische ruimten (Rn ,P) van voorbeeld III op blz. 4 

(en dus i.h.b. de reele rechte) voldoen aan het 2e aftelbaarheids

ax1.oma. 

Zij X een verzameling en zij Ac.X. Een familie 'j(van deelverzamelingen 

van X heet een overdekking van A, indien A c.U'X; men zegt dan ook dat 

JC A overdekt . 

Indien 1f.c ~ en indi en ook '1f een overdekking 1. s van A, dan heet 1f een 

deeloverdekking van '1'C voor A. 

Als (X,';) een topologische ruimte is, en A ex dan heet een overdekking 

Xvan A een open overdekking indien ieder element vanJ(.7-open is. 

Stelling 4 (Lindelof): Zij (X,'J) een topologische ruimte die aan het 

2e aft el baarheidsaxioma voldoet. Zij A c.X. Dan geldt: Iedere open 

overdekking ')( van A heeft een aftelbare deeloverdekking 1f. 

Bewijs: 

Zij © een aft el bare basis voor 'J. 
'tlaeA 3oc:X :iBE.~ a a 

a £B C. 0 • a a 
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Zij 1; = {Ba}a~ (c.P.,), i 1 is aftelbaar en dus begtaan er aftelbaar 

vele a. E.A (i = 1,2,3,, •• ) zodanig dat !IN = {B } • Daar ~, een 
l ai i=1oo 

overdekking is van A, geldt hetzelfde voor ":If= { 0 } (c."':tl), 
ai i=1 

Een Lindelof-ruimte is een topologische ruimte met de eigenschap dat 

iedere open overdekking van de ruimte een aftelbare deeloverdekking 

heeft. 

Als bijzonder geval van stelling 4 hebben we dus 

Stelling 4a: Een topologische ruimte die aan het 2e aftelbaarheids

axioma voldoet is een Lindelof-ruimte. 

Het omgekeerde van deze stelling is niet juist, We laten dit zien in 

• een 

Opgave: Indien a een ordinaalgetal is, dan definieren we 

W(a) = {µ µ ordinaalgetal < a}, W' (a) = W(a) u{a} 

en we maken deze geordende verzamelingen tot topologische ruimten 

d.m.v. de orde-topologie. 

Zij dan Q het kleinste niet-aftelbare ordinaalgetal, Dan is W'(O) 

een Lindelof-ruimte, maar W'(Q) heeft geen aftelbare basis. 

CAanwij zing: ( i) Zij 'X een open overdekk.ing. Er is dan een O E:'3{ zodanig 

dat Q e.o; zij I een open interval met Q E.I c.O. Als a = inf I, dan wordt 

de aftelbare verzameling W'(a) zeker overdekt door een aftelbare deel

familie 'Jf, van X 1f = 'Jf, U { 0} is nu een aft el bare deeloverdekking 

van 'Jf voor W' ( Q). 

(ii) Dat W'(O) niet aan bet 2e aftelbaarheidsaxioma voldoet 

ziet men, na bestudering van de volgende paragraaf het gemakkelijkst in 

door op te merken dat W'(O) niet aan het 1e aftelbaarheidsaxioma vol

doet: er is geen aftelbare locale basis in n]. 

9, Zij X een topologische ruimte. 

Zij x E.X, Een locale basis in x, of een basis voor het omgevingensysteem 

in x is een familie 9.J van omgevingen van x met de eigenschap dat er 
X 

bij iedere omgeving U van x een B e. ~ bestaat zodanig dat x E:.B c. U , 
X X X X X 
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Merk op dat de familie van de open omgevingen van x een locale basis 

lS in X. 

Men zegt dat een topologische ruimte X aan het le aftelbaarheidsaxioma 

voldoet, indien er een aftelbare locale basis is in elk punt xex. 

Voorbeeld: Elke metrische ruimte voldoet aan bet 1e aftelbaarheids

axioma. 

Stelling 5: Een topologische ruimte X die aan het 2e aftelbaarheids

axioma voldoet, voldoet oak aan het 1e aftelbaarheidsaxioma. 

Bewijs: 

Zij ~een aft el bare basis van X. Zij x &.X. Laat ~ de deelfamilie van 
X 

~ zijn die bestaat uit alle verza.melingen waartoe x behoort. Dan is ~ 
X 

een aftelbare locale basis in x. 

Het omgekeerde van deze stelling is niet juist, zeals aangetoond wordt 

door het volgende 

Voorbeeld: Als X een overaftelbare discrete ruimte is, dan voldoet X 

niet aan het 2e maar wel aan het 1e aftelbaarheidsaxioma. 

10. Zij (X,".1) een topologische ruimte. 

Een verzameling F c.X heet ("J-)gesloten indien X \ F 'J-open is. 

Voorbeelden: 

I. X en$ zijn gesloten. 

II. In elke metrische ruimte (X,p) is de verzameling 

S (p) = {x I p(x,p) ~ r} 
r 

gesloten ("gesloten bol") (r > 0). 

Bovendien is elke verzameling die uit een punt bestaat gesloten. 

III. In de reele rechte is de verzameling {0,1,i,l, ••• } gesloten; de 

verzameling {1,~,l, ••• } echter niet. 
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Stelling 6: Zij (X,~) een topologische ruimte. 

(i) De doorsnede van een willekeurige familie van gesloten verzame

lingen is weer een gesloten verzameling. 

(ii) De vereniging van een eindige familie van gesloten verzamelingen 

is weer een gesloten verzameling. 

Bewijs: 

Volgt onmiddellijk uit de overeenkomstige eigenschappen van open 

verzamelingen, de definitie van een gesloten verzameling, en het feit 

dat 

{) (X\O.) = 
l 

iE.I 
X\ LJ 

i~I 
0.' 

l 

n 
u 
i=l 

n 
(X'-.0.) 

l 
= X\ n 

i=l 

Als nu A een verza.meling is in een topologische ruimte X, dan is de 

doorsnede van alle gesloten verzamelingen -:)A kennelijk de kleinste 

gesloten verza.meling "'JA. Men noemt deze verzameling het gesloten 

omhulsel of de afsluiting van A; notatie: A. 

Merk op dat uit A c.B volgt dat A cB. 

Bewering: A is dan en slechts dan gesloten als A= A. 

Bewijs: duidelijk. 

Opmerking: Voor open verzamelingen heeft men iets analoogs: 

(i) De vereniging van alle open verzamelingen CA is de grootste 

open verzameling c.A. Men noemt deze verzameling het inwendige 
A • 0 van ; notatie: A. 

(ii) A is dan en slechts dan open als A= Ao. 

Een verzameling A in een topologische ruimte X heet (overal)dicht als 

A= X. Een topologische ruimte heet separabel, indien er een aftelbare 

verzameling dicht in ligt. 

11. We zullen in deze paragraaf enkele andere karakteriseringen van de 

begrippen 11gesloten verzameling" en "afsluiting" geven. 
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Zij A een verzameling in de topologische ruimte x. 
Een punt p e:X heet verdicht ingsnunt van A, 1ndien voor iedere 

UP van p geldt dat UP{) (A\ (Pl) t: :p. 

Merk op dat een verdichtingspunt van A al dan tot Akan behoren. 

Voorbeeld: In de reele rechte is O verdichtingspunt zowel van de 

verzameling {o,La, ... ! als van de verzamelinp: {LL ... }. 

De verzameling van alle verdichtingspunten van A heet de afgeleide 

verzameling van A; notatie: A'. 

Stelling 7: A is dan en slechts dan gesloten als A'c.A. 

Bewijs: 

(i) Zij A'c.A. 

Laat peen punt zijn EX'\A. Dan is zeker p f=.A' en dus is p 

geen verdichtingspunt van A. D.w.z. er 1s een omgeving Up van p 

zodanig dat Up()(A,{p~) = ¢, oftewel, daar p f=.A, Upl')A = ill; 

d.w.z. U CX\..A. Daar peen willekeurig punt uit X'-A is, volgt 
p 

dat X \A open is; A is dus gesloten. 

(ii) Zij A gesloten. 

Laat p een punt zijn €.X \. A. Daar X \ A open is volgt dat er een 

omgeving U van p 
p 

is zodanig dat U CX'\A, oftewel U ()A=¢, d.w.z. 
p p 

UP ll(A \{p}) = cp. Dus volgt dat p ti=: A'. Daar p een willekeurig punt 

is van X \ A volgt dat A' CA. 

Bewering: (i) Als A C.B dan is A' c B'. 

(ii) (AUB)' = A'VB'. 

Bewijs: 

( i) Zij p E.A' • Voor iedere o~.geving U van p geldt dat U n(A '\(P p p • 

maar dan is zeker, daar Ac.B, U n(B ,{p}) # ¢,. D.w.z. pE.B'. 
p 

(ii) Daar A,Bc.(AuB) volgt A',B'C.(Al)B)'; dus A' \JB'C.(AUB)'. 

Indien p (/;A' UB', d.w.z. p f/=.A 1 en p $: B', dan volgt het bestaan 

van twee omgevingen U en V van p, zodanig dat U n. (A \ {p ~) = ¢ 
p p p 

en V ('I ( B \. {pl) = ¢,. Maar dan geldt voor de omgeving W = U (l V 
p J " p p p 

van p dat W /\( (A VB) \ tP J) = ¢. Dus p ~ (A VB)'. Daar p willekeurig 
p 

is volgt dat (A UB)' CA' U B'. 
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(i) We tonen eerst aan dat A \JA' gesloten is - waarui t dan onmiddellijk 

volgt dat AC.A \JA'. 

Aldus: Zij pE:X \(AUA'). I.h.b. is dan p '1::A' en dus bestaat er 

een open omgeving OP. van p zodanig dat OP" (A \ {p}) = OP nA = qi. 

Daar O open is gekozen volgt dat O omgeving is van elke q E.0 ; p p p 
maar dan is geen enkele qE:.0 verdichtingspunt van A. Hieruit volgt p 
dat O C.X \ (A UA'). Daar p willekeurig is volgt het gestelde. 

p - _, - -
(ii) Voorts volgt uit Ac.A dat A'c. A e,_A, en dus AI.JA'C.. A. 

Gevolg: pE:.A dan en slechts dan als voor iedere omgeving U van p geldt 
p 

dat U f\A i cp. p 

Stelling 9: A UB = AVE. 

Bewijs: AUB =(AUB)U(AUB)'= (AUB)U(A'UB') = (AUA') U(BUB') = AUB. 

Voorbeelden: 

I. In een metrische ruimte is de gesloten bol S (p) niet noodzakelijk 
r 

de afsluiting van de open bol B (p). r 
II. Indien Q de verza.meling der rationale getallen is in de reele rechte 

R, dan is Q = R, R is dus een separabele ruimte. 

{ 1 1 }' • • - { 1 1 . III. Als A= 1,2,li,••• in R, dan is A= 0,1, 2 , 4 , ••• }. 

12. Voor het speciale geval van metrische ruimten kunnen we de begrippen 

"afgeleide verzameling" en "afsluiting" nog op andere wijze karakterise

ren. Dat zullen we in deze paragraaf doen. 

Zij (X,p) een metrische ruimte. 

Indien A en B deelverza.melingen van X zijn, dan definieren we de afstand 

van A en B als 

p(A,B) = inf p(a,b). 
aEA 
b6B 
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Als A ui t een t b t t d A J l ~ pun es aa, us = laJ, dan schriJven we o(a,B) 
I . . 

p(lar,B). 

Als A en B beide uit een punt bestaan, A= {ay en B = {b), dan is 

P(A,B) = p(a,b). 

Stelling 70: Zij A een verza.meling in de metr1sche ruimte (X,p), 

Dan geldt: ( i' ). A' J ( A , J , ) t = LX P X, , lXJ = Q J 

(ii) A = {x p(x,A) = o}. 

i.p.v. 

Bewijs: ( i) X 4i=.A 1 <==> iedere B (x) ( e: > 0) bevat een punt a<1=.A\ {x} E: 

<==> 'tlr:: > o3a&A\{x} p(a,x) < e: 

<==> p(x,A\{xt) = 0 

(ii) volgt uit stelling 8 en uit ( i) . 

13, Stelling 11: Een topologische ruimte (X,-::J) die aan het 2e aftel

baarheidsaxioma voldoet is separabel. 

BewiJs: Zij :B= 5LB. (~ een aftelbare basis vanlJ. Kies voor elke 
- l J 1=1 

i = 1,2,3, .•• een punt aiE:.Bi. De aftelbare verzameling A= {ai}:=1 

is overal die ht in X ( indien p ¢ As dan vol8;t ui t het fei t dat elke 

omgeving U van peen basis-element B. , en dus een punt a. , bevat, 
P io io 

dat U t1A # </); d.w.z. pEA';. 
p 

Het omgekeerde van stelling 11 geldt niet: 

Voorbeeld: Zij X een overaftelbare verzameling, en zij 'J de eindig

complement topologie voor X. 

Iedere oneindige deelverzameling, en dus i.h.b. iedere aftelbaar

oneindige deelverzameling is dicht in X, De ruimte (X,':J) is dus separabel. 

Dat (X, ';J) geen aft el bare basis heeft, ziet men aldus: indien 13 
een basis is, dan volgt gemakkelijk, voor een punt x0 e.x, dat 

- Ix .} . 
- l Q , 

indien ~aftelbaar zou zijn, dan volgt dat het complement van {x0 } 

een aftelbare vereniging van eindige verzamelingen, dat is een aftelbare 

verzameling is; maar dit is een contradictie. 
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Voor metrische ruimten geldt het omgekeerde van stelling 11 wel: 

Stelling 12: Zij (X,P) een separabele metrische ruimte. Dan voldoet X 

aan het 2e aftelbaarheidsaxioma. 

J . 00 

Bewijs: Zij A= lai~i=l een overal dichte aftelbare verzameling, 

We tonen aan dat de aftelbare verzameling 

1'= J B ( a . ) } , 
l r l r ratlonaal > O; i=1,2,3,,,. 

een basis is voor de metrische topologie. 

Aldus: Zij O een open verzameling en zij pe.O. Er bestaat dan een bol 

B (p) c.O. Laat dan r een rationaal getal < ;s zijn. Omdat A overal 
s 

die ht is bestaat er een a. i=:: B (p). Dan is ook p E. B (a. ) • Bovendien 
lQ r r lQ 

is B (a. )CB (p) [want als xe.B (a. ) dan volgt p(x,p) ~ p(x,a. ) + 
r lQ S r lQ - lO 

+ p(a1 ,p) < r + r <sen dus xE:Bs(p)]. 

Dit be~ekent p E:.B (a. ) C..O. ~is dan een basis op grand van de bewering 
r lQ 

in §T. 
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Colloquium "Topologie"( 1966-1967) 

19 oktober 1966 

Spreker: Jo Vodo Sloto 

14a Inwendise 1 uitwendige en rand van een verza.meling, 

Stel Teen topologische ruimteo 

Met 1\.0 noteren we het inwendige van een deelverza.meline; A. Het com

plement van een deelverzameling A noteren weals Ac 

B · 0 c-c ewer1.ng~ A = A 

B · • C C • eWJ.JS: Omdat EC.A <-> A CE merken we op dat de open verzamel1.ngen 

E CA precies de complementen zijn van gesloten verzameline;en "'::JAc. 

Dus A0 = V {FcjF is gesloten &F::>Ac} = (r'\{F is gesloten &F:)Ac})c = 
= Ac-c~ 

Definitieo Is A een willekeurige deelverzameling van een topologische 

ruimte X dan valt 
(a) Ac-c = Ao 

(b) A-c = Aco 

( c ) ( Ac V A c-c ) c 

X uitecn in drie disjuncte deelverzamelinccn: 

het inwendiee van A 

het ui twendige van A 

de rand van .1\ 1 · notatie b (A) 

Punten van het inwendige • uitwendige of de rand van A heten respectie

velijk inwendige punten, uitwendir;e punten en randpunten van A. 

Voorbeelden:I. Stel,.J\C.E2 , A= {(x,y)j x2 + y2 ~ 1}. 

Het inwendige van 
' 2 2 

A is {(x,y)j x + y < 1}; hetuitwendige van A is 

{ 2 2 
(x,y)I x + y > 1}; de rand van A is {(x,y)j x2 + y2 = 1}. 

Hoe vreemd de rand van een verzrmeling er i.hoa• uit kan zien getuige 

het volgende voorbeeldo 

IIo Stel Q de deelverzameling van R bestaande uit de rationale getallen, 

Het inwendice van Q is~. het uitwendige van Q is~ en de rand van Q 

is Ro 
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0pgave, Stel A een deelverzameling van een topo ruimte X. p€ X is 

randpunt van A<=> Iedere omgeving van p bevat zowel van A als van 
C 

A punteno 

Bewijs dat A = A\Jb(A) o 

Als A open is in X toon dan aan dat b(A)OA = ~-

150 Deelruinten van een topologische ruimte 

Stel (X,j) een topologische ruimte, Een deelverzameling Y van X maken 

we tot een topologische ruimte door als stelsel open verzamelingen te 

nemen 3' = jru*\ (Y,~') heet een deelruimte van (X,"~)o De topologie 

op Y heet de relatieve topologieo 

Wanneer we dus nu een willekeurige deelverzameling Y van een topologi

sche nrinteX bekijken, dan is Y blijkbaar open en gesloten in de deel

ruimte Y, doch niet noodzakelijk open in X. Hieruit blijkt weer duide

lijk dat het begrip open geen absolute betekenis heefto We moeten expli

ciet de ruimte vermelden waar we de topologi.e van bedoelen. 

Bewering: Stel (X,~) een topologische ruimte en (Y,~1 ) een deelruimte. 

(1) Als {u !a.E.A} een basis (subbasis) voor ~ is, dan is {Ynu la.EA} 
O'. O'. 

een basis ( sub basis) voor ':l' o 

(2) Een deelverzameling A van Y is ~ 1 - gesloten d.eosod. wanneer er een 

~ - gesloten verzameling F van X is met Ff\ Y = A, 

(3) Stel ACY. Dan is de afslui ting van A in de deelruimte Y ( notatie 

Ay) gelijk aan A f\ Yo 

(de analoge uitspraak voor het inwendige van een verzameling A is on

juist) 

Bewijs: (1) 1s triviaal 

(2) Stel A gesloten in Y, dan is A = Y\W met W open in Yo Dan W = Y()V 

met V open in X, en we vinden A = Y\ff. /)V) = Yn (X\V) 0 

Is omgekeerd A = YnF met F gesloten in X, dan Y\A = Yn (X\F) en dit 

toont aan dat Y\A open is in Y dow,z. A is gesloten in Y. 

*) 
Met ~rw bedoelen we {Uf\YIUE:~} 
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(3) Yr\A is een gesloten verzB.I!leling van de deelruir:1te Y,die A omvat. 

Dus AYC A()Yo 

-Y Anderzijds is A gesloten in Y, dus er bestaat volgens (2) een gesloten 

verzameling G van X met Ay = G/"'\Y. Blijkbaar ACG en ook ACG. 
- -Y Dus A()YC GnY =A. 

Voorbeelden: 

I. Een segment [a, b] is een deelruimte van de reele rechte R. Een 

subbasis voor de open verzamelingen van de deelruimte [a, b] wordt 

gevormd door de verzamelingen van het type [a, x) en (y, b] 
(a< X J y < b)o 

II. De verzameling Q der rationale getallen is een deelruimte van de 

reele rechte R, De deel verzamelingen { x E QI a < x < b a, b irra

tionaal} zijn zowel open als gesloten deelverza.melingen van de 

deelruimte Q. (maar niet van R). 

IIIo De verzameling der natuurlijke getallen is met de relat~ topolo

gie (geinduceerd door R) een discrete topologische ruimte. 

IV. Beschouw E2 met gewone topologie en hierin de deelverza.r.ieling Y = 

= { ( x, y) E E2 i y = 0} • Y is als deelruimte van E2 homeomorf met R. 

Vo Elke rechte lijn in de~ is als deelruimte homeomorf met R. 

Stel nu (X, p) een metrische ruimte. Xis dus een topologische ruimte 

d,m.v. de metrische topologie. 

Een deelverza.meling Y van X 1s op natuurlijke wijze een metrische ruim

te (Y, p 1 ) als we afspreken dat de afstand p'(y, z) tussen twee punten 

y, z van Y gelijk is aan p(y, z). 

De (open) bollen van (Y, p') zijn nu alle verza.melingen Br(p)nY met 

pGY en deze vormen een basis voor de metrische topologie op (Y, p'). 

Een basis voor de relatieve topologie op Y geinduceerd door de topolo

gische ruimte X wordt gevormd door alle verzamelingen Br(p)f"'\ Y net pE.X. 

(zie de bewering in §15). 

Bewerin_g: De metrische topologie van (Y, p') is dezelfde als de rela

tieve topologie op Yo 
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Bewijs:Stel ?B1 = {Br(p)nYlr > o, pEX} en 6¼2 = {Br(p)nYlr > o, 
p€.Y} o ~ 1 en -re2 zijn bases voor de relatieve topologie en metrische 

topologie op Y, We gebruiken de Stelling 1 om te bewijzen dat de topo

logieen dezelfde zijno 

Stel B e:1P. en y sB o Dus yE::B (p)n Y met r > 0 en p €.Xo 
1 u.i 1 r 

Stel s = r - p(p, y) o Als we B2 = B/y)f"\ Y stellen dan is B2 E. ~ 2 

en geldt y€B2cB1 (want y'EB2 -> p(y, y') < r - P(p, y) -> P(p, y') 

< P(y, y') + p(:p, y) < r •> y'EB (p)f'\Y). 
r 

Aan de eerste eis van Stelling 1 is dus voldaan. Er is ook aan de twee-

de eis voldaan, want 1'P 2~ 1 • 

Gevolg: Een deelruimte van een metrizeerbare ruimte is metrizeerbaar. 

Stel nu dat (X, <) een geordende verza.meling is. Op natuurlijke wijze 

is een deelverza.meling Y van X geordend (m.bov. de ordening op X). 

Als {1 1 de relatieve topologie is op Yen ~ 2 de ordetopologie op Y, 

dan is gemakkelijk in te zien dat ~ 2 C ~ 1 maar nu geldt ~ i .h.a., 

~, = ti 2 o Om het laatste in te zien nemen we X = R en voor < de na

tuurlijke ordening op R. Kies Y = [o, 1) \) {2}. Stel -t:f 1 en t! 2 zijn 

respectievelijk de relatieve to~ologie en de ordetopologie op Y. 

Nu geldt !::f 1 'f !J 2! Immers de e~npuntige verzameling {2} is !1,- open 

maar niet !:1 2 - open, want iedere 1:J 2 - open verzameling die het punt 

2 bevat, bevat ook een segment (t, 1) (0 ~ £ < 1). 

Merkwaardig is dat het punt 2 in de ordetopologie t:l 1 op Y een verdich

tingspunt is van de verzameling [o g 1 ) • 

Verschillende eigenschappen van topologische ruimten warden overgedragen 

op hun deelruimteno Zulke eigenschappen heten erfelijk. We hebben al 

opgemerkt dat metrizeerbaarheid een erfelijke eigenschap is. Ook geldt: 

Stelling 12: Iedere,deelruimte van een ruimte die aari het tweede af

telbaarheidsaxioma voldoet, voldoet aan het 'tweede afjtelbaarheids
axioma. 
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Bewijs: Stel {uil i = 1, 2, .• } een aftelbare basis vm cie ruimte X. 

,Us YCX, dan is {u.nYji = 1, 2, •.. ,} een aftelbare basis voor de 
l 

deelruimte Yo 

Het is in het algemeen niet waar dat een deelruimte van een separabele 

ruimte weer separabel is. 

Om dat te illustreren behandelen we het volgende voorbeeld. 
2 Beschouw het gesloten bovenvlak P van E gegeven door de voorvaarde 

y ~ o. 
Beschouw het volgende stelsel deelverzamelingen van P 

1° alle open bollen van E2 voor zover deze in P liggen 

2° alle open bollen van E2 , die in P liggen en de x-as raken 

ender toevoeging van het betreffende raakpunt. 

Dit stelsel is een basis van een topoloe;ie!:I op de verza.meling P. (P,~) 

is een separabele ruimteo Imoers de verzameling Q = {(x,y)€Eflx, y 

rationaal, y ~ o} is een aftelbare overal dicht liBeende deelverzam~ling 

van (P,ll). De deelruimte R = {(x, y)EPjy= o} van (P,!j) is discreet 

en niet separabel, omdat R overaftelbaar is. (nerk op dat een discrete 

ruimte met overaftelbaar veel punten nooit separabel is). 

16. Enkele scheidingsaxioma's 

Definitie: 1-len noemt een topologische ruinte Teen ,!1-ruinte wanneer 

aan het volgende axioma voldaan is (T1 - axiom.a) 

(T1) Bij ieder paar verschillende punten van T bezit elk een omgeving 

die het andere punt vermijdto 

Stelling 13: Een topologische ruimte Tis een ,!1-ruimte d.e.s.d. wanneer 

iedere deelverzameling van T die uit een punt bestaat, gesloten is. 

Bewijs: Stel T een T1-ruimte. Als pE,T kies dan van elk punt q f p een 

open omgeving U(q) die p vermijdt. T\{p} = V{U(q)lq f p en deze verza

meling is open als vereniging van open verzamelingen. {p} is dus een 

gesloten verzameling van T. 

Als omgekeerd elke punt van T gesloten is en pen q zijn twee verschil-
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lende punten van T, dan is T\{q_} een omgeving van p die q vermijdt en 

T\{p} is een omgeving van q_ die p vermijdt. Tis dus een T1-ruimte. 

Defini tie: Hen noemt een topologische ruimte een Hausdorffruimte wan

neer aan het volgende axioma voldaan is (T2•of Hausdorffaxioma). 

(T2 ) Iedere twee verschillende punten bezitten disjuncte omgevingen. 

Eet is duidelijk dat iedere Hausdorffruimte een T 1-ruimte 1 s, Het om

gekeerde geldt niet o Een voorbeeld van een topologische ruimte die een 

T 1-ruir.1te is doch geen Hausdorffruimte is een oneindige verzameling X 

teza.men met de eindig complement topologie (zie blz. 19) 

Een voorbeeld van een topologische ruimte die noch een T1-ruimte noch 

een Hausdorffruimte is, is een verzameling X met indiscrete topoloi:;ie. 

De meeste van de ruimten die in deze syllabus als voorbeeld gegeven zijn, 

zijn Hausdorffruimten. 

Een discrete ruimte is een Hausdorffruimte; iedere metrische ruim

te (X,P) met de metrische topologie is een Hausdorffruimte (als p, q<;,X; 

pf q en r = ~p(p, q_) dan z1Jn B (p) en B (q) disjuncte omgevingen van 
r r 

p en q_). 

Verder is iedere deelruimte van een Hausd6rffruimte een Hausdorffruimte 

(ga di t na). 

In de topologie, vooral als bet toepassingen in de Analyse betreft, be

perken we ons meestal tot Hausdorffruimten, zelfs wel tot nog kleinere 

klassen ruimten. 

17. Sanenhangende topologische ruiroten 

Definitie: Een topologische ruimte X heet samenhangend wanneer <Ji en X 

de enige zowel open als gesloten deelverzrunelingen zijn. 

Een deelverzameling A van een topologische ruimte X heet samenhangend 

wanneer A als deelruimte samenhangend is. 

Voor het gemak zullen we een zowel open als gesloten deelverzameling 

van een topologische ruimte opgesloten noemen. 



Voorbeelden: 

I 

II. 

Een ruimte bestaande ui t een t · ' pur: J. s Sa.Llenr:anc;<!nd a 

De reele rechte R• r.01et r,,,, -1- , • • • _...., c:e·Kone vopo.J.og.1e 1 s sarr.en!u.1ngcnd. 

Bewijs: Veronderstel dater tech een niet leee, echte opgesloten 

deelverzar.eline A van R bestond. 

Stel B = R\A. Kies a~A en bE :, we r::ogen veronderstellen dat a ·< b. 

Zij P = sup (A() [a, b] ) p behoort tot A, want p is een punt van 

A of een verdichtincspunt van A en A is besloten {St,D). Iedere 

(rechter) ongeving van :r bevat punten van R\A = :3, dus A is niet 

open, Tee;enspraakt O:p dezelfde r-,anier bevij st r::en dat ieder 

segment sa.nerhangend is. 

IIL De i1 (n > 1) !:!et gewone topoloc;ie is sar.::enhangend.. 3ewijs dit zel:', 

IV, Stel AC R gegeven door A = ( 0, 1) V ( 1 ,2). Dan is A niet sa":2enhan

gend ((0,1) is een echte niet lege opgesloten deelverzaneling), 

V, Een discrete ruimte is niet sac.enhangend, Irrners ~ deelverza

meling is opgesloten. 

VL De deelverzamelinc; Q van R bestaande uit alle rationale eetallen 

is niet samenhanc;end ( als a, b irrationale get all en zijn, a < 1::.,, 

dan is {xe. QI a < x < b} een echte niet lec;e opgesloten deelver

zameling van Q) , 

Bewering: Een topoloc;ische ruimte X is dan en slechts dan niet saz,en

hane;end wanneer er twee deel verza:r.ielingen A en B besta.a.11. r.iet 

1 e C A f </; ' B f ~ 
2eo AVB = x, Af1:3 = i, 

3e. A en J3 gesloten in x. 

Bewijs: Stel Xis niet sanenhangend, er bestaat dus een echte niet 

lee;e opgesloten deelverza.melinc; Y. Als A= Yen B = X\Y dmi voldoen A 

en B aan 1e. t/m 3e, 

Bestaan omgekeerd in X twee verzamelinc;en A en B die voldoen aa."l 1 e. 

t/m 3e., dan is A een echte niet lee;e opgesloten deelverzaneling van X 

en Xis dus niet samenhangend. 
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Het is gebruikelijk om een niet samenhangende ruimte X splitsbaar te 

noenen. Als X = AVB terwijl A en B aan 1e. t/m 3e van de vorige bewe

ring voldoen, dan beet (A, B) een splitsing van Xo 

Een ruimte is dus dan en slechts dan samenhangend wanneer er geen split

sing bestaat. 

Stelling 14: Stel X een topologische ruimte en A een samenharrgende 

deelverzameling van X. 

Dan is A samenhangend. 

Bewijs: Stel C een opgesloten deelverzamellng van A, we moeten aantonen dat 

C ={>of C = A. 
en A is een opgesloten deelverza.meling van A en omdat A samenhangend 

is, geldt blijkbaar C()A::: </; of CnA = A. 

en A= </; impliceert AC A\C. Omdat A\C gesloten is in A (want C is open 

in A) en dus in X, vol gt AC A\ C d. w. z • C = <I>. 

De tweede onderstelling cnA = A impliceert dat ACC en omdat C gesloten 

is in A { en dus in X) ook AC C d • w. z • C = A. 

Stelling 15: (generalisatie van stelling 14). 

Zij A een sarn.enhangende deelverzameling van een topologische ruimte X. 

Als ACBCA, dan is B samenhangend. 

Bewijs: A is een samenhangende deelverzarneling van de deelruimte B. 

De afsluiting van A in Bis volgens de eerste bewering uit §15 gelijk 

aan Krrn = Bo 

Bis dus samenhangend volgens de vorige stelling. 

Stelling 16: Zij { Aa Io. E: I} een familie samenhangende verzamelingen van een 

topologische ruimte en veronderstel dat voor elk paar (a,S) geldt 

A f")A 0 f </>. Dan is A =U{A la €I} samenhanc;end. a µ a 

Bewijs: Stel C een opgesloten verzameling van de deelruimte A. 

We moeten weer aantonen dat C =¢of C = A. 

Elke A is samenhangend dus geldt A C.C of AC A\C (merk op dat Cf'\A 
a a a a 

opgesloten is in A). 
a 
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!:et is on:nogelijk dat voor verschillende indices a en B uit I c;eldt 

!\,.CC en A6CA\C, want A0 ()A3 'f di voorVa,S€.I 

Dus celdt f, CC voorVo., d.w.z A= v{A la.EI}= C of A CA\C voor 
a a a 

Yo., d W,Z C = ~ 

Toepassin4 van stellin4 1 6 

De deelverzaneling A van de E2 ~edefinieerd door A= {(x,y)6Efly/x is 

rationaal} is sa.nenhanr.;end, (nerk op da.t A = u{ A I a rationaal} met 
a 

A = {(x,y)ly = ax} en pas de vorige stelline toe). 
a 

Stelline 17: Stel f een continue afbeelding van de ruir.ite X op de rui~

te Y 

Als X sa.menhangend is, dan is ook Y sanenhangend. 

Kortwec; eezegd: "samenhanc is een continue invariant". 

Bewijs: Stel C een opgesloten deelverzanelinc; van Y. Volgens de bewe

rinc van §6 is f- 1(c} opgesloten in X. 

Xis sru:ienhanr,end, dus f- 1(C) = r/i of f- 1(c) = X. Bli,ikbaar C = r/i of C = Y, 

Voorbeelden en toepassin4en 

I. Er bestaan :net uitzonderinr, van de constante functies geen continue 

reele functies die slechts rationale waarden aannanen, 

I~.mers bestond zo'n functie f wcl, dan is f ; R + Q een continue afbeel

dinc van de sancnhanr,ende ruinte R op de slitsbare deelrui:ntc fQ van de 

rationale getallen Q, in tegenspraak met de vorige stelline (merk op 

dat elke meerpuntige deelruinte van Q splitsbaar is). 

IL A= { (x,y)ly = sin 1/x, ·o < x < 
f') 

1} C. E'- is sa.ncnhan13end als continue 

bceld van d.e sar.,enhangendc ruinte (0, 1]" 
Uit stelling 15 volgt dat A= AU{(0,y)l-1 ~ y .'.:. 1} samenhanc;end is. 

i,ierk op dat zelfs met weglatine van een of andere deelverzameling van 

{(O,y)!-1 ~ y ~ 1} de overblijvende verzaneling sanenhan13end is. 

Een niet sa.nenhangende topoloeische ruimte kunnen we verdelen in sa

menhangende "conponenten", bet aantal componenten geeft dan een ruwe 

indicatie hoe onsamenhangend een ruimte is. 
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Definitie: Stel X een topologische ruimte en xEX. De component C(x) 

van x in Xis de vereniging van alle samenhangende deelverza.melingen 

van X die x bevatten. 

Direkt volgt uit Stelling 16 dat een component samenhangend is; 

een component van een punt is dus de "grootste" samenhangende verza

meling die dat punt bevat. 

De componenten van een ruimte X zijn paarsgew1Js disjunct 

(C(x)n X(y) f r/J ==> C = C(x) UC(y) is samenhangend (St. 16) -> CCC(x) 

& CCC(y) -> C(x) = C(y)) en hun vereniging is X. 

De componenten van een ruimte X zijn gesloten deelverzamelingen 

van X ( als x E: X dan is cfxT samenhangend vole;ens St. 15 en dus geldt 

cTxTcc(x) d,w.z. C(x) is gesloten). 

Definitie: Een ruimte waarin iedere component uit een punt bestaat heet 

totaal onsamenhangend. 

Voorbeelden: 

I. Stel X een samenhangende topologische ruimte. Voor ieder punt x EX 

gEldt C(x) = X. Een samenhangende ruimte bestaat dus uit slechts een 

conponento 

II. Stel AC R gegeven door A = ( 0, 1) U ( 1 ,2). De deelruimte A bestaat 

ui t twee component en : ( 0, 1) en ( 1 ,2). Deze component en zijn zelfs 

opgesloten verzamelingen van A. 

III. Zij Q de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen,Q 

is totaal onsamenhangend (merk op dat iedere samenhangende deel

verzameling van R die uit meer dan een punt bestaat, een open in

terval van R moet bevatten). 
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Colloquium "Topologie 11 

23 november 1966 

18. Compacte topologische ruimten 

Definitie. Een topologische ruimte X heet compact (of bicompact), 

wanneer iedere open overdekking van X een eindige deeloverdekking bezit. 

Een deelverzameling Y van een topologische ruimte X heet compact, 

wanneer Y als deelruimte compact is. 

Het is duidelijk dat: Y C.X is compact <==> Iedere overdekking van Y 

met open verzamelingen van X heeft een eindige deeloverdekking. 

Voorbeelden 

1. De reele rechte is niet compact, want de overdekking van R bestaande 

uit alle open intervallen (-n,n) (n = 1, 2, .•. ) bezit geen eindige 

deeloverdekking. 

_s, Een segment [a,b] is een compacte verzameling van R. 

Bewij s. Stel U een open overdekking van [a, b] (met open verzamelingen 

van R). Stel c het supremum van alle getallen x van u,,, b] met de eigen

schap dat [a,x} door een eindige deelcollectie van ,11., wordt overdekt. 

Kies Ue.U z6 dat ce , .. (merk op dat c t:[a,b]) en kies een open interval 

(d,c) z6 dat [d,c]c,.u. Er bestaat nu een eindige deelcollectie van 'll 
die [a,d] overdekt en deze familie tezamen met U overdekt Tu,,c]. 

Nu is c = b want anders verkrijgen we zo een eindige deelcollectie 

van 11. die een interval [a,c '] overdekt met b > c' > c, wat in tegen

spraak is met de definitie van c. 

Stelling ·18. Stel Y een gesloten deel verzarneling van de compacte 

ruimte X. Dan is Y compact. 

Bewij s. Stel 'U.. een willekeurige open overdekking van Y (met open 

verzamelingen van X). Omdat X compact is bezit de open overdekking 

1J.U {X \ Y~ van X een eindige deeloverdekkinga{. 1-l\{x \Yr is het 

gevraagde eindige deelstelsel van Udat Y overdekt. 



Stelling •J· Sr,e1 C een compacte deelverzamel1.ng van een Hausdorff

ru1mte X. Dan is C gesl0ten 1n X. 

BewiJS· Stel p een vast punt 4:. C. Kies voor 1.eder punt c 6.C een open 

omgevrng U van c en een omgeving U van p met U (\U = 0. 
C p C p 

Omdat C compact 1s, bez1t de overdekking f U I c E:C t van C een eindige 
C 

deeloverdekking {u Ii= ,, .•. ,n}. n{u Ii= 1, ... ,n} is nu een 
Ci pl 

\.Open) omgev1ng van p die C verm1Jdt. Uit de willekeur1.gheid van p 

volgt dat X \ C open is in X, dus C 1s f:eeloten in X, 

O;pgaven 

2• (generalisatie van stelling 18). BewiJs dat de doorsnede van een 

compacte deelverzameling en een gesloten deelverzameling van een 

topologische ruimte compact is. 

_g. Bew1Js dat de doorsnede van willekeurig 

een Hausdorffruimte weer compact is. Toon 

JUlst is in een willekeurige topologische 

veel compacte verzarnelingen van 

aan dat deze uitspraak niet 

ruimte X. (Stel A = {a ln=1,2, ..• } n 
een aftelbare verzameling en p en q_ twee vaste punten (/;:..A. Kies de 

volgende topologie~ op X =AU{p,q_}: 'J= {a 1 }, {a2 ~, ••• , {p}U{bijna 

alle a J, {q_~LJ{bijna alle a J• AU{p} en AU{q_t zijn twee compacte n n 
verzamel1ngen van (X,"J) en hun doorsnede is niet compact,) 

Stelling 20, Zij f een continue afbeelding van de compacte ruimte X 

op de ruimte Y. Dan is Y compact. 

Anders gezegd: compactheid is een continue invariant. 

Bewi,J s. Kies een w1llekeurige open overdekking '1,,l van Y. Het st els el 

{r-\U) I U~U) is een open overdekking van X en uit de compactheid 

van X volgt dat voor eindig veel U.i1:.'l1.(i = 1,2, .•. ,n) reeds geldt 
1 

- VJ -1 .. - . I I . X - . J (U) I 1-1, ... ,nj. ,U. i=1, .•. ,n} is nu de gevraagde 
l 1 

eind1ge deeloverdekking van1Jl. 

T_oepassing van stelling 20. Er bestaat geen continue afbeelding van een 

segment [a, b] op de reele rechte R (anders zou R als continu beeld van 

de compacte ruimte [_a:, b] compact zijn en dat is :' 1 c:: .::'.t"..r ·'. 



Stelling 2 ·1 • Een 1- 1 continue afbeelding f van een compacte ruimte X 

op een Hausdorffruimte Y is een homeomorfisme. 

Bew1Js. We zullen aantonen dat f gesloten verzamelingen van X op gesloten 
-1 

verza.melingen van Y afbeeldt. Dan volgt dat f continu is. 

Stel A een gesloten verzameling vanX. Dan.is A compact volgens stelling 

18. f(A) is compact volgens stell1ng 20 en gesloten in Y volgens stelling 

19. 

19. Compactheid in de Euclidis~he ruimte 

Definitie. Een deelverzameling. A van Rm heet begrensd wanneer er een 

positief getal Mis met de eigenschap:p(::~0)'-M voorVxE:A. 

m J cc m 
Een punt aE:R heet limiet van een rij punten Lanrn=l van R wanneer 

voor iedere omgeving U van a in Rm voor bijna alle indices n geldt 

an ,E. U (of eq_ui valent, wanneer voor iedere E > 0 een index n0 ( E.) bestaat 

met p \ r1, fli'l ) ' £ VOO r n , n0 ( E ) ) • 

Een rij punten van If die een limiet .heeft.,. heet convergent (de limiet 

is eenduidig bepaald). 

Lemma. Iedere begrensde rij punten van Rm bezit een convergente deelrij. 

Bewijs. Voor m =, is dit een bekende eigenschap van de reele getallen. 

Stel m > 1 en veronderstel de eigenschap al bewezen voor k '- m. Stel 
J (n)l"" .. ~m (n) . ( (n) (n)) ,a _ 1 een begrensde riJ ! ~~ , · a = a 1 , ••• , a 

n= . . J ( n) · "" _ J ( ( n) ( n ))L 00 • m voor n- 1,2, •••• De riJ lb J _1 - L a 1 , ••• , a 1 1 _ 1 is een n- m- n-. m-1 , , . 
begrensde rij punten van R en betht.)dus volgens de inductie-onder-

stelling et~.5onvergente ~ge1riJ {b J \~=l' fie:~ ook een(i~~vergente 
f J cc J J 00 _J f( J J ). deelriJ ta I ._1 van ta t _1 • Dan is L a 1 , ••• , a J een 

m J- m( ) J- . m 
convergente deelrij van {an ~n=l, 

Stelling 22. (: (' l!'c-Borel). Voor een deel verzameling A van If geldt: 

A is compact <-==> A is begrensd en gesloten. 

Bewijs. ==> Stel A een compacte deelverzameling van Rm. Uit stelling 19 

volgt dat A gesloten is in Rm. A is ook begrensd want anders zou de over

dekking van A bestaande uit alle open bollen van Rm met middelpunt Oen 

straal n (n = 1 ,2, ••• ) geen eindige deeloverdekking bezitten, wat in 

te.genspraak is met de compactheid van A. 



m 
-- Stel A een begrensde gesloten deel verzameling van R • Met betrekking 

tot d-= stelling van Lindelof ( stelling 4) is het voldoende te bewij zen 

dat 1edere aftelbare open overdekking van A een eindige deeloverdekking 

beut. 

Z1J !on I n = 1,2, ••• J een aftelbe,re open overdekking van A (met open 

verzamelingen van Rm) en veronderstel dat hier geen eindig deelstelsel 

u1t te selecteren is dat A overdekt, We mogen aannemen dat alle ver

zamelrngen Ont.A met leeg ziJn, Met volledige inductie naar n 

construeren we een r1j punten {anr:=l uit A zo dat voor elke n=l ,2, ••• 

geldt an E:.Ok als k < n. a 1 kiezen we willekeurig uit 0 1 r1A, Stel ak 

voor k < n reeds gedefinieerd. Volgens onderstelling is { Ok I k "- n J 

geen overdekklng van A; dus er bestaat een zeker punt van A dat tot geen 

enkele Ok met k " n behoort. Noem dit punt an. Volgens het vorige lemma 

bezit de rlJ [a t_ 1 een convergente deelrij {a }00 met limiet a ERm. 
n n- nk k=1 

BliJkbaar a,E:A want A 1s gesloten (gebruik stelling 10). Nu bestaat er 

een index s met a cO • 0 is een omgeving van a, dus a ~ O voor k > ko 
s s nk s 

I.h.b. is er nu een natuurlijk getal 1 > s met a1 E.O (kies b.v. k > s 
s 0 

en neem l = nk + 1), Dit is echter in tegenspraak met het feit dat p 
a1 Et.OJ voor alle J, l. H1emee is de s"C.elling bew·ez.en. 

Opgave. BewiJs dat de compacte samenhangende deelverzamelingen van R 

Ju1st de gesloten intervallen [§,,b] zijn (al of niet ontaard). 
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Colloquium "Topologie" t 1966-196"7) 

7 december 1966 

Spreker: A.B. Paalman-de Miranda. 

20. Compactheid in metr1sche ruimten 

Stelling 1. Als M een metrische ruimte is en x een verdichtingspunt 
J 00 van een -verzameling A c.M, dan is er een riJ x ~ te vinden met 
l nJn=1 

X iE:.A, X ,. X terwijl X ... x. 
n n n 

Bewijs. 
1 

Kies voor 1edere - een punt .x. ~ B1 (x) AA, x :;. x. Dan x ~ x. 
n n n n 

n 
Stelling 2. In een compacte ruimte heeft iedere oneindige deelverzameling 

minstens een verdichtingspunt. 

BewiJs·. 

Zij A een one1nd1ge deelverzamel1ng van X en stel dat A geen verdichtings

punt in X bezit. Dan is er bij ieder, x EX een open amgeving U(x) zo dat 

U(x) met A hoogstens een punt gemeen heeft. 

;U(x) I XE=.X} is een open overdekking van X welke een eindige deelover

dekking [ U(xi) }~=l bezi t. A zou nu hoogstens n punt en bevatten, hetgeen 

een tegenspraak oplevert. 

Gevolg. In een compacte metrische ruimte heef't iedere rij een convergen

te deelrij. 

BewiJ s. 

Als de riJ·· 1Lx. ·1 ~ _ eindig veel verschillende elementen bevat, dan is 
1l1=l 

er een deelrij 1x. ) 00 zo dat x. = x voor alle j. 
' lJ J=l 1, lJ 

Bevat {xi} oneindig veel verschillende elementen, dan is er een punt 

xcM zo dat x verdichtingspunt is van {xi} en volgens st. ·1 is dat punt 
J . 

dan limietpunt van een deelrij van ,xit• 

Definitie 1. Een compacte metrische ruimte heet een compactum. 

J . n 
Definitie 2. Als E > 0 en als Lxi}i=1 een eindige verzameling is van een 

metrische ruimte M met metr1ek P, met de eigenschap dat bij 1eder punt 
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f ln 
pE.M een k te v1nden is met 1 < k < n en p(p,xk) <- s, dan hee't lxiJi=l 

een s-net van M. 

M heet totaal-begrensd als M voor iedere s > 0 een s-net heeft. 

Opmerk1ng. Het is duidel1jk dat iedere totaal-begrensde met.rische ruimte 

M begrensd is (d.w.z. er bestaat een reeel getal C > 0 zo dat p(x,y) < C 

voor alle x.,y.e..M), 

Stelling 3. Iedere totaal begrensde metrische ruimte M vol do et aan 

het 2e aftelbaarheidsaxioma. 

BewiJS, 
00 

Zij A een - -net. Dan ligt de aftelbare verza.rneling 
n n u A overal 

n 
dicht in M. 

n=1 

M 1s dus separabel en ui t stell1ng 12 volgt dan dat M a.an het 2e aft el-

baarheidsaxioma voldoe-c. 

Lemma, Als in een metr1sche ruimte M iedere riJ een convergente deelrij 

bezit, dan 1.s M totaal begrensd. ( Ieder compactum is dus tots.al begrensd). 

Bewijs. 

Stel voor zekere s , 0 geen s-net te vinden. Dan is er een rij van ver

schillende punten {x.t 1 vanMmet p(xa,x.) ~s, i #:, J, Deze riJ kan 
1 1.= 1 J 

echter geen convergente deelrij hebben, daar voor een convergente rij 

~x t geldt lim (x ,x. ) = O. 
1 J j,k-,..:x, 1 j J.k 

Stelling 

1 ) 

2) 

3) 

Bewijs. 

1 ) -+ 2) • 

2) ..,. 3). 

3) ~ 1 ) • 

4. In een metrische ruimte zijn equivalent 

M is compact; 

led.ere one1nd1.ge deelverzameling heeft, een verdichtingspunt; 

Iedere riJ heeft een convergente deelriJ, 

Z1.e stelling 2. 

Z:.e bewi ,7 s p:evolg stelling 2. 

Uit het bovens-caande lemma volgt dat M totaal begrensd l. s 

en dus aan het 2e aftelbaarheidsaxioma voldoet. Uit de stelling 

van Lindelof" ( stelling 4 van para/J'raaf 8) volgt dat het voldoen

de is te bewijzen dat iedere aftelbare open overdekking van M 

een eindige deeloverdekking bezit. 
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ZiJ M = 
i=l 

0., O. open, en stel dater geen eindige deeloverdekking 
l. l. 

n 
is, dan is voor iedere n, U 0, ,;. M en 

i=1 1 

n 
er is dus een punt a fE. U 

n i=l 
f ' 00 

De zo gekozen riJ ,aiti=l heeft een convergente deelrij /a (JO 
nk k=l a ~ a. 

!\ -

0,. 
l. 

Daar a ~M is er een n :zo dat a e..O ...-. Verder 
n 

a en is er dus een 1 zo dat a E. O - al s k 
~ ~ n 

is a limietpunt van de rij 

> 1. Kies nu k zo groat 
nk 

...-
dat nk > n , Dan a £ 0 ..... , in tegenspraak met 

n n het feit data 4-!,I!- U 0 .• 
nk 1=1 1 

Voorbeeld. Zij H de Hilbertruimte en F de deelruimte van H bestaande 

Qit alle x = (x 1 , x2 , •.. ) waarvoor geldt lxnl ~ ~, n = 1,2, ••• , 

De ruimte F hee-c de funda.rnen-caalbalk van Hilbert.Fis een compactum, 

daar iedere rij ui't F een convergente deelrij bezit (Ga na!). 

His niet compact, daar de rij {pn~:=, met pn = 

geen convergente deelriJ bezit. 

Dpmerking. 

l O , 0 , •• d. ~1 , 0, O , • • J 
n e coordinaat 

He"t begrip "compact" in de zin van "iedere oneindige deelverzameling 

heeft een verdichtingspunt" is in de literatuur eerder opgetreden dan 

he"t begrip "bicompact" (iedere open overdekking een eindige deelover

dekkingJ. Dit laatste is vaak belangrijker gebleken dan het eerste 

begrip "compact". Vandaar dat vele schrijvers het eerst gedef'inieerde 

compactheidsbegrip niet rneer invoeren en het woord "bicompact" door 

"compact" vervangen. 

Een ruimte waarin iedere rij een convergen-c~ deelrij heeft wordt wel een 

"rij-compacte" ruimte genoemd. 

Zoals uit stelling 4 blijkt vallen in metrische ruimten al deze compact

heidsbegrippen samen. 

Een andere karakterizering van de (b¼ompactheid van een topologische 

ruimte wordt gegeven door: 

Stelling 5. Een topologische ruimte Xis (bi}compact als van ieder stelsel 

gesloten verza.melingen van X met lege doorsnede een eindig deelstelsel 

te vinden is .waarvan de doorsnede ook reeds leeg is. 



~t,.,i J;r , een stelsel gesloten deelverzamel:i.ngen van X met 
~ ·-- ~ ... Q j Cl A 

jF' u 1!:.A) .: f/;, 
J( 

= Y \ Ii" dan 1s o open voor iedere c., en het stelsel 
. .o. ... (t' (). 

een open overdekking van X welke dus een e1nd1ge 

' ,, ~ n, 0 bezit. 
(), 

1 n n ~-X volgt F = 
Cl 

1=1 l 

2 1 , Volledige metrische ruimten 

· "' · · J ·i"" van een metrische ruimte M met Def1n1t1e • ~en r1J punten 1xi i=l 

metriek p heet een fundarnentaalriJ als bij iedere E: > 0 een natuurli,jk 

n te vinden is met de volgende eigenschap: als i > n en J ~ n 

dan p t x . , x ) , s , 
1 J 

Opmerking. Het. 1s duidelijk dat iedere convergente riJ u1 t M een funda

mer.taalriJ is, Tevens 1s iedere deelrij van een fundamentaalriJ weer 

een fundamentaalr1J. 

Deflmtie 2. Een metrische ruimte M heet volledig als :i.edere fundamen-
. J ··, c,; 

u:tt :,J naar een nunt van M convergeert. M.a.w.: Als Lx. '. 1 ~ ' 1J1.= 

een f'undamentaa.lriJ is uit M, dan is er een punt xt:.M z6 dat 

x = lim x. 
l 1 -+«, 

Voorbeelq • De reele rechte R is volledig, zoals bekend uit de analyse. 

2. De verzamel1ng Q der rationale getallen met de gewone 

metriek is niet volledig. 

3- Rn 1s volledig evenals de Hilbertruimte H. 

4. Het interval (0,1) met de gewone metriek is niet volledig. 

Opmerking. Zoals u1t voorbeeld 1 en 4 blijkt 1s volledigheid een eigen

schap van een metriek en p;een topologisch begrip. De reele rechte R 1s 

topologisch equi val em me,: l O, 1 ) , terwijl R volledig is en ( O, 1 ) niet. 

WiJ zullen een topologische ruimte T topologisch volledig noemen als T 

homeomorf is met een volledige metrische ruimte. Het interval (0, 1) is 

dus topologisch volledig. 
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Stelling 1. Een compacte met.rische ruimte M me-i; metriek p 1s een volledige 

metrische ruimte. 

BewiJs, 
, " J . "" 

Z:l.J ,xi j i=i een fundamentaalrij uh M. Als de rij slechts eindig veel 

verschillende elementen bevat, dan is er een natuurl1Jk getal n te 

vinden met x. = x 
1 n 

1lx, \ ~ . convergeert 
1 J 1= I 

voor i , n. 

dus naa.r· x • 
n 

J Jt, Stel nu dat x., j 1 ' 1 1= 
one1nd1g veel verschillende elementen bevat. Dan heeft 

. J ·. oc, 

de rij een verdichtingspu.nt x en is er een deel.r1J ,xijk=l welke naar x 
,,. k . 

convergeert. Stel nut. >O, dan is er een n zo dat p(x. ,x) , t../2 als 
1 J 

i > n, j ~ n en P lx, X. ) ' t./2 als ik > n. 
. lk 

Dan is P lx,x,) , p(x,x, ) + p~x, ,x,) <. t. voor i > n. J X j oo convergeert 
1 - 1 lk 1 l i i=1 

dus M. k naar 

Stelling 2. Een gesloten deelverzameling A van een volledige metrisc:he 

ruimte Mis als metrische deelruimte weer volledig. 

Is omgekeerd A een volledige metrische deelruimte van een metrische 

ruimte M dan is A gesloten 1n M. 

Bewijs. 
J ,oo I -oo 

1 e) ZiJ , xi ti= .1 een f'undamentaalriJ ui t, A. Dan 1s , xi Ji= 1 een fundamen-

taalriJ ui t M en convergeert dus naar x ~M. 

Maar x e. .,.-:---r"L. x , L .. == > x G. A. 
. 1 J l= I 

2e) Stel XE.A, dan is er een rij {a tin A z6 data • x. De rij {a~ 
n n n 

is een fundamentaalrij in A en convergeert dus naar een punt a e:.A ==> 
0 

==> x = a 0 E. A. Dus A 1s gesloten. 

Definitie 3. Een mei:rische rllimte M met metriek p heet isometrisch 

ingebed in een metrische ruimte M.,.. met metriek P.,,.. als er een afbeelding 

<Pis van Min M,.... zo dat p(x,y) = p"'"'(q,(x), q,~y)) voor alle x,yEM. 

Opmerking. Uit de definitie volgt onmiddellijk, dat de afbeelding 

een topologische afbeelding i~ van Min M ....... 

Stelling 3. Iedere metrische ruimte M met metriek P is isometrisch 

in te bedden in een volledige metrische ruimt.e Men wel zo, dat <Pt M) = ~ 

als q, de iribeddingsafbeelding is. 
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BewiJ s. ( sc hets) 
00 J •00 

Twee fundamentaalriJ'en llx.L. en tY·J· zu.llen wiJ equivalent noemen, 
1 J 1=1 1 1=1 

als llm p(x. ,y.) = O. 
1 l 

+- -NO 

ZiJ M de verzameling der aldus verkregen equivalentie klassen. In M 
J ' (X) ' 

voeren w1J nu een metriek pin als volgt: Als ;,nE.M en Lxiri=1 E.~, 
J . 00 

Ly i t i = 1-£ n , dan is 

p(~,n) = lim P ( X. ,y · ) • 
. 1 1 
1-r<Xl 

Men kan dan bewiJzen dat (M,p) een volledige metrische ruimte is. 

M kan nu isometrisch ingebed worden in M door te definieren ~(x) = ~, 

waarbiJ ~ de equivalentie klasse uit Mis waartoe {xir:=1 met xi = x 

behoort. Tenslotte ligt iptM) dicht in M, daar als {xi}:=,e~~M, dan is 

de riJ ~1, ~2 , ••• met ~i = ~(xi) een rij uit ~(M) die naar ~ convergeert. 

Opmerking. 

Zij Q de ruimte van de rationale getallen met de gewone metriek. Zoals 

bekend kan men de reele getallen 1nvoeren door middel van equivalentie 

klassen van fundamentaal rijen uit Q: Q = R. 

De bovenstaande constructie van Mis een generalisatie van dit procede. 

Als M een volledige metrische ruimte is, dan is iedere fundamentaalrij 

convergent en dus equivalent met de rij {x, x, x, ... }, waarbij x de 

limiet is van de gegeven fundamentaalrij. Er volgt dan onmiddellijk dat 

in dit geval M homeomorf is met M. 

Stelling 4 (Stelling van Cantor). ZiJ M een volledige metrische ruimte 
J . 00 

en lF1}1=1 een rij niet-lege gesloten verzamelingen van M met F1+1c.Fi' 

(i = 1,2, ••• ), terwijl voor de diameters van F geldt o(F.) + O 
1 

als i + ""• 
0:, 

Dan bestaat n F. 
1 i=1 

ui t een punt • 

Bewijs. 

Neem xi 4-.Fi (i = 1,2, .•• ). Dan is {xJ~=1 een fundamentaalrij welke dus 

convergeert naar een punt xrc:M, Daar de F. gesloten zijn en x e. F., n > i, 
1 n 1 

moet x E F. ( i = 1 , 2, ••• ) • 
OOJ. 

Dus x E. () F. • Daar cS ( F. ) + 0 kan deze doorsnede niet meer dan een punt 
i=1 1 1 

bevatten. 



Opmerking. Een toepassing van deze stelling is de 11 Stelling van de 

intervalschakeling 11 • A.ls een riJ gesloten intervallen in R 1nkr1mpt 

tot O, dan hebben deze intervallen een en slechts een getal gemeen

schappelijk. 

Stelling 5. Een metr ische ruimt e M is dan en slechts dan compact als 

M totaal begrensd en volled1g is. 

Bew1Js. 

Als M compact is, d.an is M totaal begrensd (lemma §20) en M is volled.ig 

\_Stelling 1). 

ZiJ nu omgekeerd M totaal begrensd en volledig. Uit s20 stelling 4 en 

§21 def'ini tie 2 volgt dat het voor de compact he id van M voldoende is 

te bewiJzen dat iedere r1J een fundamentaalrij tot d.eelriJ hee:ft, 

ZiJ {x, )~ 7 een rij u1t Men A een l -net. Dan is er een p 1,e.A 1 te 
1 1= n n 

J 1 00 J ex, 

vinden z6 dat B-i,p 1 ) een deelriJ ,x;:)i=l van ,x1 \ 1=1 omvat. Er is dan 
~ J 2-oc J 1 ~ 

een punt Pr€A2 te v1nden zo dat B,,(p2 ) een deelriJ Lx ) _ 1 van ,x.) .. _ 1 ~ (,,, l l- l l-

OIDV8. t. Met induct ie kan men de riJ en { x: \ := 1 definieren voor n = ·1 ,2, ••• 

D . l 2 3 . d d l ... J ,"" . . ~ d e rlJ x 1 , x 2 , x 3 , ••• is an een ee riJ van ,x J. =l wel.ke een fun a-
. . . k . 11 k l 2 

mentaalrij is, immers voor k ,l. 'n geldt x. ~ B ,p ) d.us p ,xk. , x 1 ) , -
- k n n -n 

Gevolg. Een deelru1.mte A van een volledige metrische ruimte M is d.an 

en alleen dan compact als A totaal begrensd en geslo't,en is. 

22. Stelling van Baire voor volledig metrische ruimten 

Definitie 1. Een deelverzameling A van een topologische ruimte X heet 

nergens dicht in X als het inwend1ge van de afslu.1.t1.ng A van A de lege 

verzameling is, dus als tJ - 0. 

Opmerking. Uit de defin1t1es van afsJ.uiting en inwendige volgt onmiddel

lijk dat A nergens dicht is in X, als 1.edere niet-lege open verzameling 

O<e:X een niet-lege open verzameling O' omvat met O' r,,A = (/J. 

Def1.nit1.e 2. X heet van de eerste categorie als er Qergens dichte ver

zamelingen A. (i = 1,2, ••• ) van X bestaan met X = U A .• X heet van de 
l ... i=1 1. 

tweede categorie als X niet van de eerste ca,tegor1.e is. 



42 

Voorbeeld. De verza.meling Q der rationale getalle~ met de 

topolog1e is van de eerste ca1;egor1e irnmers Q = U {r. J, 
i=l 1 

Ir. t~ een aftell1ng 1s van Q. 
1 1 1=1 

Ieder nunt r 1s nergens dicht in Q. • 1 

gewone 

waarbij 

Zoals u1 t de volgende stelling bliJkt is R van de tweede categorie. 

Stelling 1. (Stelling van BaireJ. Zij M een volledige niet-lege 

metr1sche ru1mte en fl A 1t 
00 een aftelbaar stelsel nergens d1chte 

1 1=1 00 co 00 

verzamel.ingenvanM. Danis 1M\U A;)=Mi.h.b, is Mt- U A .• 
\; 1 . . l 

1=1 1=i 

BeWlJS, 

ZiJ O een willekeur1ge n1et-lege open verzameling uit X. Daar A I nergens 

dicht 1s, is er een open verzameling 07 zo dat O~e,O, O~()A.1 = (jJ. Daar M 

.matrisch is, kan men binnen 0~ een open verzameling vinden zo dat 

OC.O~ en diameter 0 1 = 6(0 1 ) , 1. 0~:)0 1 'f 9). 

Er geldt dus o1 c.o, o.
1

riA1 = 0 en 6(0 1) <- 1. 

Kies nu een niet-lege open verzameling o2 zo dat o2 C.0 1 , o2 AA2 = 0 

en o(02 ) < L 
Met induct1e definieren w1j zo de riJ 0 7 , 

0 co 1 n n-
0 n A = 0 en 

n n 

o2 , ••• ,met de eigenschap 

8 ( 0 ) <- .l. 
n n 

00 

Volgens de stelling van Cantor is er 

voor alle n ==> x ¢. A voor alle n 
n 

een punt XE.{) 0 ==> XE:.0 
~ n noo 

==> X 'f,:. un=l_ ==> X e.M \ U A • 
n=l n n=1 n 

Daar xE~, heeft iedere niet ledige 

met M \ LJ A ==> (M \ L/ A J= M. 
n=1 n n=1 n 

open verzameling dus een niet-lege doorsnede 

Opmerking. Deze Stelling geldt niet alleen voor vo~ledig metrische 

ruimten, maar zelfs voor iedere topologisch volledige ruimte. 

Met behulp van deze stelling kan men b, v. bewij zen dat Q niet to polo-

gisch volledig is. Immers Q is van de eerste categorie en is dus de 

vereniging van aftelbaar vele nergens dichte verzamelingen. 

De ru1mte I van alle irrationale getallen is van de tweede categor1e. 

Di t volgt o. a. uh het fei t dat de vereniging van twee ruimt en van de 

1e categorie weer van de eerste categorie is, en R = I UQ is van de 

2e categorie. 
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Voorbeeld. ZiJ D de verzameling van alle reele getallen van de vorm 

Dis dan de doorsnede van alle D. (i 
1 

( 6 = o of 2 J. 
k 

= 1 , 2, ••• ) , waarbij D 1 = [o, 1] 
en D. 1 uit D. verkregen 

1+ 1 

, 3k-2 3k- l ;· ( k _ 

wordt door weglating van de open intervallen 

i-1 2, .•• , 3 ). ' • ' , - I , 
31 31 

De machtigheid van Dis.£_ (de machtigheid van het continuum): Iedere 

riJ { 6k} := 1 , 6k = 0 of 2 levert een element van D op, terwijl twee 

verschillende riJen, twee verschillende elementen geven. 

D heet de verzameling van Cantor.Dis een gesloten deelverzameling 

van [o, 1] en is dus compact. D is nergens dicht in [o, ·1] daar iedere 
1 · 1 open interval ter lengte k een open interval ter lengte ~ bevat, 
3 3 

dat niets met D gemeen heeft. 

Uit de stelling van Baire volgt nu dat het Cantordiscontinuum D iso-

metrisch ingebed kan worden in de ruimte van alle irrationale getallen. 

Stel nl. voor ieder rationaal getal r, D = {x + r I x e.D}. Daar D r 
nergens dicht is in R is ook D nergens dicht in R. R is volledig metrisch, 

r 
dus R f:. U D • Daar Q c. L) D is er dus een irrationaal getal o. z6 da t 

ct <i='. D r 

r~ r r~Q r 
voor alle r 4:,Q. 

De verzameling o. - D bevat dan geen enkel ra"tionaal punt en de afbe_el-

ding D? a - D gedefinieerd door d ~ o - dis dan een isometrische 

afbeelding van Din de ruimte van alle irrationale getallen. 

Definitie 3. Een verzameling V van een topologische ruimte X heet een 

.9: 6-verzameling van X, als V de doorsnede is van aftelbaar veel open 

verzamelingen. 

V heet een F -verzameling van X, als V de veren1ging is van aftelbaar· 
-0-----....:.:.. 

v-eel gesloten verzamelingen. 

Stelling 2. In een metrische ruimte Mis iedere gesloten ve:rzameling 

F een G0-verzameling. 



F = 
' pE.F 

''/oo!~beeld. 

~~ :s een 

Q 1s een F ~' v 

R, maa.r geen G6• 

daar Q = U { r } • 
re::Q "" 

Stel Q een dan was Q = n 
i=l 

Da.ar Q = R en Q C..0 1s ook 0. 
l 1 1 

d..icht 1n Ro 

44· 

o", o. open in R, 
l l 

dicht in R ==> 
. C 

(0") = R \0. nergens 
l l 

Ook de verzameling \ = R \ {r J r rationaal is nergens die ht in R, 

Er nu 0 = (\ 0 (\ (l A ==> 
- l l ,_r,, r 
1= r~ 

.c u J l \0.Jv LrJ, 
l r~ 

Dit 1s 1~ tegenspraak met het feit dat R volledig metrisch is. 



Colloquium "To:pologie 11 ( 1966-1 96 7) 

15 februari 19670 

Spreker~ J. van de Luneo 

210 Indien X een compacte ruimte is en de funktie f; X + R is contirtu, 

dan is, zoals bekend 9het beeld f(X) oak compact; omdat in ens geval 

f(X) een deelverzameling van R is kunnen we zeggen dat f(X) begrensd 

en gesloten is. Een direct gevolg hiervan is dat een reeelwaardige 

continue funktie fop een compacte ruimte X zowel zijn kleinste als 

zijn grootste waarde aanneemt. 

Aangezien met f en g ook de funktie J f-g I , welke als volgt gedefini

eerd wordt 

I f-g I ( x) = I f ( x) - g ( x) I voor alle XEX » 

continu is, kunnen we definieren 

P ( f , g ) = max I f ( x ) - g ( x ) I ; 
XEX 

men gaat gemakkelijk na dat voor continue funkties f, gen h geldt 

(i) p(f, g) = 0 <-> f = g (d.w.z. f(x) = g(x) voor alle xE:X) 

(ii) P(f, g) = P(g, f) 

(iii) p(f, h) ~ p(f~ g) + p(g, h). 

Duiden we de verzameling van alle reeelwaardige continue funkties op 

een compacte ruimte X aan met C(X) dan kunnen we dus zeggen dat C(X) 

een metrische ruimte is, metals metriek 

p(f, g) = max J f(x) - g(x)l. 
xeX 

De door deze metriek voortgebrachte topologie heet "de topologie van 

de uniforme convergentie". 

Stelling 1. Met bovengenoemde metriek is C(X) een volledige metrische 

ruimte. 

Bewij s : Zij { f n} := 1 een Cauchy-rij ( = fundamentaal-rij ) in C ( X) : 

p(f 9 f) =max Ir (x) - f (x)J < e zodram, n> N(d~ 
m n xEX m n 
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Voor elk vast punt xEX eeldt 

If (xl - ( f f ) < e: zodra m, n > N ( d , 
m, n m 

metals 6evolg dat een Cauchy-rij is in IR, 

Aa.ngezien iR volledig 1s bestaat voor elke vaste xex dus lim f 0 ( x), 
n-+oo 

deze limi et duiden we aan met f( x) , 

We tonen nog aan dat f continu is en dat li:r.i P ( fn ~ f) = 0 ° 

Voor elke xfii:X. geldt 

lr,,,(x) - f tx) I ~ p(fm' fn) < e: zodra m, n > N(£), 
•'• n 

daa.r lim f (x) best~at~ volgt hieruit dat 
n 

!rm(x) - flx)I ~ e: voor alle x~X, als m > n ( £) " 

Het is duidelijk dat voor elk natuurlijk getal n geldt 

lrtx0 ) - f(x)I ~ lr(x0 ) ~- fn(x0 )1 + lrn(x0 ) - f 0 (x)I + lrn(x) - f(x)I, 

i;even wen de vaste waarde N = N(e:) + 1 dan 1s 

lr(x) - fr/x)I ~ e: voor alle xEX, 

wegens de continuiteit van fN is er bij elke E: > 0 een omgev1ne Oe: van 

x0 te vinden zodanig dat 

jfN(x0 ) - fN(x) I < E zodra xEOE.• 

Voor alle xEC\ geldt dus lr(x0 ) - f(x) I < 3t:, waaruit volgt dat f 

continu is in x0EX, Daar x0 een willekeurig punt van Xis, is f con

tinu op X, 

Uit Ir (x) - f(x)I ~ 
n 

P(f I f)~ E zodra n n 

£ voor alle xEX, als n > N( £), volgt 

> n(e:), zodat lim p(f, f) = o. 
n-i.<X> n 

tenslotte dat 

.9J:?6P~..J.c Zij X een compacte topologische ruimte, ( Y, p) een volledige 

:rn.etrische ruimte en C(X, Y) de verzameling van alle continue afbeeldingen 

van X in Y" 

Definieren we voor f, gE c(x, Y) 

o(r, g) = max P(f(x), g(x)) 
.xE:X 

dan is cr een metriek op C(X, Y), terwijl C(X, Y) met deze metriek een 

volledige metrische ruimte is, 
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In de volgende stelling bespreken we een voor de toepassingen belang

r:ijk. aspect van volledige metrische ruimteno 

Stelling 2o (S~ BANACH). Indien (X, p) een volledige metrische ruimte 

is en <I> is een afbeelding van X in zichzelf zodanig dat 

p(<j>(x1 ), <j>(x2 )) ~ ke p(x1 , x2 ) waarbij O ~ k < 1 

(<j> heet dan een contraherende afbeelding of een contractie operator), 

dan bestaat er in X ~~n en slechts ~~n punt x met de eigenschap 

x = <J>(x) 

(een punt met deze eigenschap heet een dekpunt van <j>)c 

Bewijs~ Zij x0 een willekeurig doch vast punt van X; definieer 

x 1 = <j>(x0 ), x2 = <j>(x 1), x3 = <j>(x2) 1 ~•• o 

Wegens 

en p(xn+p' 

geldt voor de rij 

xn) ~ p(xn+p 1 xn+p-1) + ••• + p(xn+1• xn), 

{xn}:=1 

metals gevolg dat p(x , x) < £ als n maar voldoende groat gekozen 
n+p n 

wordt. 
De rij {x }= is dus een Cauchy-rij in X; daar X volledig is, is 

n n=1 
{x }= convergent metals limiet xe:xQ 

n n=1 
Voor elk natuurlijk getal n geldt 

P (x, H x) ) ~ P ( x, xn) + P (x • n 

= p(x, X ) + P (<j>{xn-1) • <1>(x)) < 
n -

< P (x, X ) +kop(x 1 , x); - n n-

<I> ( x)) = 

Wegens 1· (A ) = O kunnen we hieruit concluderen dat ~ p x, xn 
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p(x, ¢(x)) = o 

of x=¢(x), 

X bevat dus zeker een dekpunt van ¢0 
Veronderstel dat x1 en x2 dekpunten zijn van ¢, dan geldt 

p(x1 , x2 ) = p(¢(x 1), ¢(x2 ));;. k. p(x,_ x2 ) 

maar dit is alleen mogelijk als x1 = x2 o 

Er is dus slechts een dekpunta 

0p1;1ave 2, Is (X, p) een metrische ruimte en ¢ een afbeelding van X 

in zichzelf zodanig dat 

(i) ¢(X) pre-compact is (d.,w.z. de afsluiting van cp(X) is 

compact) 

dan bevat X precies een punt x met de eigenschap 

x = ¢ (x). 

Aanwijzing: Beschouw de funktie p(x, ¢(x))o 

_Toepassing 1. Is ¢ een differentieerbare afbeelding van het interval 

[o 11 1] in zichzelf I terwijl voor alle xE( 0, 1) geldt 

l¢ 1 (x)! ,:;. k < 1, 

dan heeft de vergelijking x = ¢(x) precies een oplossing op [O, '.]. 

Bewij s: Het interval [o • U is, met de gewone metriek, een volledige 

metrische ruimte. Met behulp van de eerste middelwaardestelling uit 

de differentiaal rekening vinden we 

l<P(x1) - ¢(x2 )1 = lx1 - x2 ! o l<1> 1 (dl (x1 < 1;; < x2 ) 

~ k , I x1 - x2 1 , 

zodat ¢ een contractie operator is op [o, 1] • 
Volgens stelling 2 heeft ~ dus precies een dekpunt, 



_Qpgave 3, Tracht de bevering in Toepassing, te verscherpen m.b.v 0 

Opgave 2. 

Toepassing 2o We beschouwen de gewone differentiaal vergelijking (d.v,) 

y 1 = f(x, y) 

waarbij gegeven is 

( i) f( x, y) is reeel en continu op de rechthoek 

R={(x,y)J Ix Y0 1 ~ b} 

(ii) a. M ~ b waarbij t.1 = max 
(.x,y)E.R 

x, y) I 

(iii) ( Lipschitz v-oorwaarde) er bestaat een constante N 

zodanig data. N < 1 en 

We zullen aantonen dat er op het interval \ x-x0 1 ;:;_ a precies een funktie 

y bestaat die aan de d,ITo voldoet en in x0 de waarde y 0 aanneemtc 

Het is gemakkelijk in te zien dat elke oplossing y van de d.v, met 

y( x 0 ) = y O ook voldoet aan de integraal vergelijking ( L v.) in y 
rx 

y(x) = y + I f(tl) y(t)) dt 
0 J 

XO 
terwijl elke (continu~ oplossine; van deze i. v, tevens oplossing 1s van 

de d.v. met y(x0 ) = Yo• 

De d •. v. en de i.v, zijn dus acqui 1•alent. 

Zij Y de verzameling van alle reeeJwaardige continue funkties y op 

I x-x0 l ~ a met 

y( x 0 ) = y O en max I y( x) - y O I ~ b. 
lx-x l<a 

0'""' 
Deze verzameling Y voorzien we van de volgende metriek 

p(yp y 2 ) = max ly1(x) - Yri(x)I; 
I x-xo 1.~a cc . 

men gaat gemakkelijk na dat Y met deze metriek een volledige metrische 

ruimte is (Y is een gesloten deelruimte van C([x0-a,x0+~ ))• 

Op Y definieren we de operator ¢ als volgt 
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¢(y) (x) ::: yO + r f(t, y(t)) dt; 
XO 

we gaan na of voor elke y€.Y ook ¢(y)eY. 

Uit de definitie van¢ volgt direct dat 

¢(y) (x0 ) = y0 , terwijl 

!Hy) (x) -y01 == ljx f(ti y(t)) a.ti~ 
XO 

~ I x-x0 I , M ~ a • M .:;;, b voor alle x die voldoen aan I x-x0 I 

zodat inderdaad ¢ (y lE.Y. 
Vervolgens tonen we aan dat ¢ een contractie operator is: 

max l¢(y1 ) (x) 
lx-x0 l~a 

< a ..., 

= maxl{yo + r f(t, y,(t)) dt} {yo+ fx f(t, Y2(t)) dt}I = 
X x0 x0 

rx 
= maxi j {r(t, y,(t)) - f(t, y2(t) )}a.ti ~ 

X J X 
0 

,!, maxlfx I f(t, y 1(t)) - f(t, y 2(t))ja.tl 
X X 

0 
f'X , 

~ max I J N • I y 1 ( t) - y 2 ( t) I dt I ~ 
X X 

0 

~ a• N. p ( y 1 1 y 2 ) = k. p ( y 1 , y 2 ) met O ~ k = a N < 1 • 

Op de volledige metrische ruimte Y hebben we a.us een contractie ope

rator¢, metals gevolg dater in Y precies een punt(= funktie) y 
bestaat met de eigenschap ¢(y) = y. Y bevat dus precies een punt y dat 

voldoet aan de betrekking 

y(x) =Yo+ jx f(t, y(t)) dt. 
XO 

Het een en ander betekent dat deze funktie y op I x-xOj ! a de enige 

oplossing is van de doVo y' = f(x, y) met y{x0 ) = Yo• 
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Opgave 4 o Bewijs dat het volgende stelsel differentiaa.l vergelijkingen 

y' = f 1 (x, Yp Y2t c, 0 fl f yn) 1 

y~ = r2(x, Yp Y2, ~ O C t yn) 2 
0Cl!I000Q0000QIZ0COOOCC(ll30&000 

y' = f (x, Yp Y2• (. 0 Q , yn) n n 

precies een oplossing (y1~ Y2, ooo, yn) heeft met yi(xo) = Yi• 
Hierbij mag worden aangenomen dat 

(i) de funkties f. reeelwaardig en continu zijn op het blok 
l. 

B = {(x, Y,, o~o, yn)llx-xol ~ a, IYi-Yil ! bi, i = ,, 2, .co, nt 

(ii) er constanten N. bestaan zodanig dat 
l 

lri(x, Y1»0001Yn) - fi(x. s,-,,0,,0,yn)l~Ni(ly,-J,l+ooo+lyn-,nl) 
n 

voor alle x met I x-x0 I ~ a, terwijl a. 1 N. < l 
i=1 1 

(iii) a Mi~ bi voor i = 1, 2 1 ••• , n, 

waarbij M1. = max I f,(x, y 1, Q••• Y )Io 
B i n 

Opgave Sa Bewijs dat de volgende d~v. 

y(n) = r{x, y, y 1 , ceo, Y ( n-1 ) ) 

metals randvoorwaarden y(r)(x0 ) = yr eenduidig oplosbaar is. 

Gegeven is dat 

( i) f reeelwaardig en continu is op het blok 

B = {(x, y 1 , ••• , y0 _ 1 )1 lx-x0 1 ~ a, IY1-Yil < b.} 
- l 

(ii) er een constante N is zodanig dat 
n-1 

1:r(x, Y,,uo,Yn_,) - f(x, Yp 0 oo.J'n-1)1 !. N. I 
i=1 

voor alle x met I x-x0 1.:S. a, terwijl a N < 

(iii) a M < b. waarbij M = max jf(x, y1, •• 0 , Y0 _ 1)1 • 
- l B 

IY•-Y· I l l 
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Een gevolg hiervan is dat de lineaire d.v. 

y(n) + P1(x) y(n-1) + oo• + pn(x) y = q(x) 

waarbij de reele funkties p. en q continu zijn op een gesloten interval I, 
1 

precies een oplossing y heeft die voldoet aan 

,,. ( ) - - ... , ( ) - - .. ( n-1) ( ) - -
Y xo - Yo • Y xo - Y 1 ' o • o !I Y xo - Y n- 1 • 

Toepassing 3. Gevraagd wordt aan te tonen dat de lineaire integraal 

vergelijking in h rb 

h(x) = g(x) + A j K(x, t) h(t) dt 
a 

voor voldoend k.leine waarden van IAI eenduidig oplosbaar is. 

Aangenomen mag warden dat h en g contil\U zijn op [a, ~ en dat de kern 

K continu is op het vierkant a~ x, t ~ b. 

Oplossing, Zij X de verzameling van alle reele continue :funkties fop 

het interval [a, 12) ; nemen we 

p(f, g) = max I f(x) - g(x) I 
xe[a, b] 

als metriek op X, dan is X volledig volgens stelling 10 

Definieer $ : X ~ X volgens 
rb 

$(f) (x) = g(x) + A j K(x, t) f(t) dt. 
a 

We gaan na of er waarden van A zijn waarvoor <I> een contractie operator 
is op x. 
Uit 

P($(f1), Hr2 )) = max l$(f1 ) (x) - <!>(f2 ) (x)I = 
X 

=~I~ J: K(x, t)(r1(t) - r2(t)) dtl ~ 

!.!Al.max Jb!K(x 1 t)ldt. p(r1, r 2) 
X a 

volgt dat $ contraherend is voor !Al .max Jb IK(x, t)ldt < 1~ 
X a 

Volgens stelling 2 is de integraal vergelijking voor deze waarden van 
A dus eenduidig oplosbaar. 
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Opgave 60 Laat zien dat de niet lineaire integraal vergelijking in h 

h(x) = g(x) + A Jb K(x, t, h(t)) dt 
a 

voor voldoend kleine waarden van I >- I eenduidig oplosbaar 
Hierbij mag verondersteld warden dat 
(i) h en g continu zijn op a ~ x~b 

(ii) de kern K(x, t, h) continu is op a! x1> 

(iii) er een constante N bestaat zodanig dat 

IK(x~ t, h 1 ) - K(x, t, h 2 )1 ! ll0lh1-h2 1 

voor alle x, t met a~ x, t ~ b, 

t ~ b, 

lS, 

22, In paragraaf 21 hebben we gezien dat, indien X een compacte ruimte 

1s, de verzameling C(X) van alle reeelwaardige continue funk.ties op X van 

een metriek P kan warden voorzien zodanig dat C(X) een volledige metri

sche ruimte wordt. 

In deze paragraaf zullen we, met het oog op de toepassingen in de appro

ximatie theorie:1 de overal dichte deelverza.melingen van C(X) wat nader 

bekijkeno 

Uit de analyse is bekend dat elke reele continue funktfo op een ge

sloten interval [a, b] uniform willekeurig dicht benaderd kan worden 

door polynomen; duiden we de verza.meling van alle reele continue 

funkties op [a, b] aan met C [a, b] en voorzien we deze funktie klasse 

van de topologie der uniforme convergentie, dan kunnen we de zojuist 

genoemde approximatiestelling ook als volgt formuleren~ 

in de metrische ruimte C [a, 1-J ligt de klasse van alle polynomen (met 

[?., b] als definitie gebied) overal dichto 

Het doel van deze paragraaf is een generalisatie te geven van boven

staande stelling van WEIERSTRASS. We beginnen met een aantal hulpbe

grippen en lennna's te behandelen. 

Definitie. Indien fen g reeelwaardige funkties zijn op zekere verza

meling X dan definieren we de funkties f v g en f /\ g door 
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(f v g)(x) = max {r(x) 1 g(x)} 

(f /\ g)(x) = min {f(x), g(x)}. 

Men gaat gemakkelijk na dat deze definitie aequivalent is met de vol

gende 

(f V g)(x) = f(x)+g(x) + lr(x)-g{x)I 
2 2 

Definitieo Zij X een verz8Jlleling en Been stelsel reeelwaardige 

funkties op X, dan heet Been gaas (een tralie) indien 

f, g€B -> f V g€B en f /\ gel3. 

Lemma 1. Voor het geval dat X compact is en het gaas Bc.C(X) is ku.nnen 

we de afsluiting n van B (in de topologie van de uniforme convergentie) 

als volgt karakteriseren. 

lf(p) - g(p)I < £ enl 
lr(q) - e(q)I < £ J 

- * Bewijs: Aangezien het zonder meer duidelijk is dat BCB behoeven we 
# -slechts aan te tonen dat B CB. 

Zij fE:B*; we zullen aantonen dat voor elke £ > 0 er in Been funktie 

h bestaat zodanig dat p(h, f) < £, zodat we kunnen zeggen dat f tot 

B behoort, 

* Omdat fE.B is er bij elk paar p 9 qex een continue funktie h €B te 
p,q 

vinden zodanig dat 

lhp,q(p) - r(p) I < e: 

en lhp,q_(q) - r< q) I < £. 

Definieren we U = {xEXI h (x) < r{x) + d p,q p,q 

dan is U een open verza.meling in X, die p (en q) als punt bevat. p,q 
Fixeren we q en laten we p geheel X doorlopen dan krijgen we een stel-

sel open verza.melingen in X dat X overdekt 

X= Vvu . p<:::.A p,q 
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Wegens de compactheid van X kan deze overdekking worden gereduceerd tot 
een eindige deeloverdekkine;c 

k 
X = V 

i=1 
Definieer h = h /\ h h q p q p q /\ , , , /\ (.c B) • 

P 2~ Pk,q ,c:;. • 

hq(x) ~ hp (x) voor alle xE.X, . pq 
zodat 

Elke x€X ligt in zekere U ~ zodat volgens de definities van h en 
Pi,q q 

h (x) < h (x) < f(x) + E, 
q "" Ppq 

Conclusie: hq(x) < f(x) + ., voor alle xEX. 

Voor elke p. geldt; h (q) > f(q) - £ zodat 
J. pi ,q 

h (q) = min {h (a)}> f(q) - t,, 
q i Pi,q ~ 

We hebben nu dus aangetoond dater bij elke q€.X een funktie h eB te 
q 

vinden is zodanig dat 

(i) h (x)" f(x) + £ voor alle Xf.:..X 
q 

(ii) hq(q) > f(q) - £ 

Definieren we nu 

dan is V 
q 

Bijgevolg 

een open verza.meling die q als punt bevat, 

is bet stelsel {v} X een open overdekking van X; wegens 
q qE 

de compactheid van X kunnen we weer met een eindige deeloverdekking 

volstaan 

dan geldt 

is h (x) 
qj 

1 
X = U 

j=1 

(EB) 

h(x) < f(x) + £ voor alle XEX want volgens het bovenstaande 

< f(x) + £ voor alle xeX zodat 

h(x) = nax 
j 

{ h ( X) } < f( X) + £ • 
q. 

J 



Elke zekere Y zodat 
Cl, ., 

,J 

h (x) 
q. 

> f(x) - q 

daar h x) - na..x (x)} moet ook 
J 

gelden 
j 

h( x) > x) - E voor alle .x.E.,X. 

Samenvattend kunnen we nu schrijven 

x) - e: < h(x) < f(x) + e: voor a.lle x€X 5 met als gevolg 

p(f, h) = max lf(x) - h(x)j < e:. 
:x.E..X 

Definitie. Zij X een topologische ruir.:i.te en B een stelsel reeelwaar

dige continue funkties op X; we zeggen dat B de punten van X scheidt 

indien bij elk paar verschillende punten p, qEX er in Been funktie 

f bestaat zodanig dat f(p) :/- f(q), 

Lemma 2, Is X een co:r.:ipacte Hausdorffruimte en BcC(X) zodanig dat 

i) B 1s een gaas; f, gQ3 -> f v gEB ~n f /\ gEB 

(ii) Bis een vectorruirn.te overlR: f, s~ ""'>a,,f + $.gE:B 

voor alle a, eE~. 

(iii) 1EJ3, 

dan e;eldt; B = C(X) < ... > B scheidt de punten van X, 

Bewijs; 11'""> 1'. Op iedere compacte Hausdorff ruimte kan men bij twee 

verschillende punten p, qSX altijd een reeelwaardige continue funktie 

f construeren die de punten pen q scheidt, doWoZo waarvoor f(p) 'f f(q), 

Van deze bewering zullen wij hier geen bewijs geven; wij volstaan met 

een verwijzing naar de literatuur: W,J, Pervin, Foundations of general 

topology. 

Voor netrische ruimten (niet noodzakelijk compact) is bovenstaande be

werine kennelijk juist; men neme f zodanig dat f(x) = p(x 9 q) voor 

alle xEX. Wegens B = C(X) weten we nu dus dat B een f bevat zodanig 

dat f(p) # f(q), Daar B de afsluiting is van B, bevat B dan ook wel een 

funktie die pen q scheidt, 
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Het is zonder meer duidelijk dat BcC(X) • zodat alleen nag aa.11.getoond 

moet warden dat C (X)c.B, 

Zij fls.C(X); we zullen aantonen dat dan ook ftD, 

Volgens lemma 1 is het voldoende aan te tonen dat er voor elke i:: > 0 

bij elk paar punten Pi qEX een funktie f EB te vinden is zodanig dat 
p,q 

/f ( p) ,_ r(p) I ' C . p,q 

en I fp11q_ ( q) - r( q) I < e: • 

Is p = q dan nemen we f zodanig dat f (x) = f(p) = f(q) voor alle xE:.'Xc 
p,q 

Omdat B de 1 be vat en bovendien een lineaire ruimte is j) kunnen we zeg-

gen dat deze f tot B behoort, 
p~ 

Is p :/- qi, dan bevat B een funktie g zodanig dat c(p) -:f. [;(g_). 

We lossen Cl. en S op uit 

Cl. 
l 

g(p) + B = f(p) 

l 
Cl g( q_) + 13 = f( q) 

en nemen voor f de funktie a ,g + BE: B, Deze funktie voldoet ten 
!liq 

duidelijkste aan de gestelde eisen. 

Lemma 3. Is X een compacte ruimte en Been deelverzaneling van C(X) 

zodanig dat 

(i) B 1s gesloten 

(ii) B is een lineaire ruimte over IR ; f $ gEB ""'> a f + SgEB 

(iii) met f en g behoort ook de funktie f.e; met (Lg)(x) = 

= f(x),g(x) tot B 

dan is Been e;aas, 

Bewijs~ Wegens f v g = r~e + lr~&I 
~ '-

= r+_e, _ lr-el en f I\ g 2 2 

en het gegeven dat B een lineaire ruimte is behoeven we slechts aan 

te tonen dat met f ook I rl tot B behoort o 

Uit de klassieke analyse is bekend dat 



') 1. 
!ti = (t~)~ = \1 -

= 1 - (~)(1-t2 ) 
1 

- + ••• voor 

terwijl deze reeks op ltl ~ 1 uniform convergent is. 

Kies e: > O en kies daarbij H zo groat dat 

waarbij 

" . I I itl - Sl'T(t)I < e: voor alle It! ,;;. 1 

TT 

SN(t) = L 
n=O 

') 

11-t<:.I ;;, 1 

Zij nu PN(t) = sn(t) - SIJ(O); is fE.B nu zodanig dat Jr(x)I ~ 1 voor 

alle xEX dan eeldt 

I lr(x)I - PH(f(x))\ ! I Jr(x)I - sN(f(x))I + isn(o)j < 

< e: + e: = 2e: voor alle xEX, 

terwijl PN in de volgende vorm geschreven kan warden 

2 2N( PN(f(x)) = A1 f(x) + A2 f (x) + ooo + >- 2N f x). 

Uit deze gedaante van PN(f(x)) blijkt dat PN(f(x)) tot B behoort. 

Conclusie lrleB(= B)o 

Stelling. (STONE-WEIERSTRASS). 

Is X een compacte Hausdorff ruimte en BC.C(X) zodanig dat 

( i) B is een lineaire ruimt e over IR 

( ii ) f , gE:.B ""> f , gEB 

(iii) 1EJ3 

(iv) Bis gesloten 

dan geldt: 

B = C(X) <•> B scheidt de punten van X. 

Bewijs; Volgens lemma 3 is Been gaasi zodat volgens lemma 2 geldt 

(B =)B = C(X) <-> B scheidt de punten van X. 

Als toepassing van deze stelling bewijzen we de bekende approximatie

stelling van WEIERS'rRASS 0 
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Neem voor X het interval [a, b] met de gewone topologie a 

B0 zij de verzameling van alle polynomen op ui, b] met reele coefficien

ten en zij B = B0, Bis dus de verzameline van alle continue funkties 

die uniform willekeurig dicht benaderd kunnen worden door funkties 

uit B0 s We tonen aan dat B = C(X), d.w.z, elke continue fUnktie op 

[a, b] kan uniform willekeurig dicht benaderd worden met polynomeno 

Men gaat gemakkelijk na dat ( i) met B0 ook B een lineaire ruimte over 

~ is terwijl met fen gook f.g tot B behoort, (ii) 1EB 9 (iii) B = B0 
gesloten iso 

Omdat B de funktie f met f(x) = x bevat, en dus de punten van X scheidt, 

mogen we concluderen; B = C(X). 

Opgave lo Toon aan dat elke reele continue funktie op [o 1 1] uniform 

wil.lekeurig dicht benaderd kan warden door polynomen waarin alle voor

komende exponenten van x deelbaar zijn door n; hierbij is n een vast 

natuurlijk getaL 

Opgave 2. Is f een reele continue funktie op de rechthoek 

[a, b] x [c, d] in het platte vlak, dan geldt 

fb dx. Jd f(x, y)dy = Jd dy Jb f(x, y)dx_ 
a c c a 

Bewijs dit met behulp van de stelling van STONE-WEIERSTRASS0 



Colloquium "Topologie" (1966-1967) 

Spreker: P. van Emde Boas 

§23. Topologische producten 

In de inleiding is gedefinieerd het begrip product van twee verzame

lingen X en Y. De daar gegeven definitie laat zich zonder enige moeite 

generaliseren voor ieder eindi~ stelsel verzame1· 1·ngen X X 
F, ' 1' • · ·' ·n· 

Definitie: Onder het (Cartesisch) 

X1 , ••• , Xn (notatie x1 

product van de verzamelingen 
n 

x x2 x ••• x X of oak wel IT X) 
n . n 

1=1 
wordt verstaan de verzameling van alle geordende n-tupels 

( x 1 , ••• , xn) waarbij voor iedere 1 geldt x 1 2 X1 , 

in formule ui tgedrukt 

n 
IT 

i=l 

Bedenk hierbij dat twee n-t upels (x 1, ••• , xn) en (y1 , • , • , y n) 

dan en slechts dan geliJk ziJ·n als voor iedere ix.= y .. 
l ' l 

Het zal vaak nodig blijken ook producten van een stelsel van oneindig 

vele verza.melingen te beschouwen. DergeliJke stelsels zullen wi,J vaak 

aangeven met de notatie {xa}a cI waarbij I een verzamelinp is die de 

naarn indexverzameling draagt. Bij iedere index a GI is er een verzameling 

X gegeven. 
a 

Als I aftelbaar oneindig is mogen we voor I de natuurl ijke getallen nemen. 

In dit geval kunnen we de boven gegeven definitie generaliseren door in 

plaats van n-tupels te bekijken rijtjes (x1 , ••• , xn, ..• ) waarbi,J xk cXk 

voor iedere k. 

Deze oplossing 1s niet meer mogelijk als I overaftelbaar wordt. Wij 

zullen dan ook voor het product van het stelsel {x J I een algemene 
Cl: a E 

definitie opstellen waarvan de boven gegeven definities speciale inter-

pretaties ziJn, 
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Defin1tie: Onder het lCartesisch) product van het stelsel. verzamelin~er:. 

~la e 1 verstaan we de collectie van afbeeldingen qi van I 

in de vereniging lJ X die voldoen aan de voorwaarde: voor 
o.el 0. 

iedere o. EI is <Pl o.) een element van X • 
0. 

In formule: 

X = [<P 
C. <P 

Het verband met de eerder gegeven definities wordt gelegd door de 

functie <P te noteren als ( <P ) I. 
C. C. e. 

Definitie: X heet de ae-coordinaat ruimte van 
a IT 

aE-I 
x. 

(). 

Onder de projectie n 13 van het product op de Se-coordinaat 

ruimte verstaan we de afbeelding na: IT X ~ X 
µ c.6I o. i3 

gedefinieerd door 

Indien de verzamelingen X allen geliJk zijn aan een vaste verzamel1ng a 
I X dan noteren we het product ook wel als: IT X = X • 

o.6I 0. 

I X bestaat uit alle afbeeldingen van I in x. 

Beschouw thans het voorbeeld van het Euclidische vlak E2 

E2 = { tx,y) I x 1: R en ytE .ffi) met de gebruikelijke metrische topolop.:1e . 

.Ais verza.meling is E2 het product van de reele rechte met zichzelve. 

E2 = mi ,, IR2 • .m., = m2 = m. 

De reele rechte heeft een topologische structuur. 

We willen nu op een of andere manier met behulp van de topologische 

structuur van lR een topolop:ische structuur op IR 1 x m2 definieren. 

Liefst zouden we natuurlijk oak nog willen zien dat de aldus gedefini

eerde topologische structuur sa.menvalt met de "natuurlijke" Euclidische 

structuur van E2 zoals we die van ouds kennen. 
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Aan het voorbeeld van het Euclidische vlak kunnen we het volgende 

opmerken. 

le) De verzamelingen van de vorm o1 x o2 waarbiJ o1 open is inlR 1 en o2 
· ' 1"n E2 • Deze fa.mi11·e vormt een basis voor de open in 1R2 z1jn open 

Euclidische topologie want de open rechthoeken {(x 1 ,x2 ) j a 1 , x 1 , b 1 , 

a2 '- x2 '- b2} zijn in de familie opgenomen. 

- 1 -1 2e) De verzamelingen van de vorm n 1 (01 ) of rr 2 (02 ), o1 open in lR 1 en o2 

open in.IR2 ziJn open in E2 • Dit stelsel vormt een subbasis voor de 

Euclidische topologie want de stroken { (x 1 ,x2 ) I a 1 <.. x 1 , b 1 J en 

{ tx 1 ,x2 ) I a2 '- x2 '- b2 } zijn in het stelsel opgenomen. 

Deze bevindingen laten zich rechtstreeks generaliseren voor eindige 

product en. 

Zij { x1 , -~ } , ••• , : Xn, ~ J een eindig st el topologi sche ruimt en. We 

kunnen een product-topolop:ie op de verzameling x1 A x2 A ••• x Xn 

definieren op twee manieren die voor dit eindige geval geli,ikwaardig 

zijn: 

1e) De producttopologie"' is de topologie die gegenereerd wordt door 

de basis 1, die als volgt is p:edefinieerd: 

13= {BIB= o1 , o2 " ••• A On' Oicff1 voor iedere i = 1, ••• , n 1• 

Aangezien in het algemeen geldt voor productverzamelingen: 

IT A{) J1 B = J1 A (\B 
a~I a ae;I a a~I a a 

kan men uit de definitie van ~direct afleiden dat de doorsnede 

van twee element en uit P> weer in f> is bevat. ~ is dus inderdaad 

een basis. 

2e) De producttopologie ti is de topologie die gegenereerd wordt door de 

subbasi s -$ die als volgt is gedefinieerd: 

~ = {s I 3 
\) 

-1 ( S = rr O ) , 0 Et!' , v = 1 , 
V \) V V 

... , n} . 



We merKen op dat de definities gel1Jkwaard1g z1.m aangez1en het 

stelsel eindige doorsneden van verzamel1ngen ult f _orec1es ,,id.1,1k 

is a.an de basis 'J). 

Beide definities laten z1ch zonder meer general1seren vour one1tct1ge 

producten maar houden dan op equivalent te ziJn, 

Als definitie van de producttopolog1e 1s de 2e def1nit1e geKuzen 

waarbij de topologie gedefini~erd wordt door m1ddel van de subbas1s 

S. 

Def1n1tie Topologisch product: 

ZlJ voor iedere a c:l X een tonolo,1usche ruimte met topolo1<1ecY. 
0, 0. 

Het topologisch product van het stelsel 1x ~ 1 bestaat dan ult 
' o,\).E:, 

de verza.mel1ng: 

n 
o,EJ 

X 
0, 

met daarop de topolo~ie c,'die ~egenereerd wordt door de volgende 

sub basis ,8. 

S = TI - ·i ( 0 ) en O '=- 6' ) . 
Ci, 0, 0, 

Allereerst kunnen we bek1jken welke basis door J wordt gegenereerd. 

Dit 1s juist de .familie van alle verzamel1ngen van de vorm: 

o = n o , 
o.6.I a 

0 = X voor alle a: c::I op eind1g vele u1tzonderingen na 
a a: 

waarvoor O t:;:t:Y. 
(), 0, 

De verzamelin@'.'en van de vorm ll O waarbiJ de O voor one1ndip; vele 0. 
0, 0, 

0. dlil 
ech,:,e open deel verzamelingen z1Jn van X zijn dus niet open in de 

0, 

producttopologie; ziJ hebben zelfs een .Leeg inwend1ge • 

Het is zeer goed denkbaar om bet stelsel verzarnel1np.:en 

'J> = J n O I o E.C7 voor 1edere o. cl) op te vat ten als ba.s1s voor een 
l (), I); 0, 

topo18t±e l zoals we di t ook gedaan hebben voor erndip;e p:roducten J • 
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De topologie die we dan kriJgen 1s bekend als de doosproduct-tooologie 

en 1s sterker dan de boven ingevoerde producttopologie. ZiJ bezit 

enkele onaangename e1genschap:nen. Zo is het doosproduct van compact e 

(resp. sa.menhangende) verza.rnelingen niet noodzakelijk weer compact 

lresp. samenhangend). Wij zullen ons niet met deze topologie bezighouden. 

Een eenvoudige eigenschap van het topologisch product is de volgende: 

Prop. : De afbeeld1ngen n S: IT Xo. ..,. 
" o."=I 

XS zicin continu en het beeld van 

een open verzamel1ng 1s weer open. 

-1 
Bewijs: Zij OS open 1n XS dan is n13 (OS) per def'initie open 1n het 

product. 

Zij (x ) 1 be vat in O, 0 open in het product, dan 1s 
0. Ct E.. 

(x ) I bevat in een open basisverzameling van de vorm: 
0. 0, €. 

B = IT O • 
o.1:::I o. 

Dus (xa\:tc-I E 11 
a"1 

0 C. 0 
a 

nS(O) 1s dus omgeving van ieder van ziJn punten, dus open. 

O_pm. : Een afbeelding die iedere open verzameling overvoert in een open 

verzameling heet een open afbeelding. 

OJ?m,: Het is mogeliJk de producttopologie te karakteriseren als volgt: 

De producttopologie is de zwakste topolog1e op 

alle project1es n 8 continu zijn. 

Een belangriJke eigenschap is de volgende: 

X waarvoor 
0, 

Stelling 1: Zij f een afbeelding van een topologische ruimte Y.' in het 

to:pologisch product X. Dan is f continu dan en slechts 
Ct 

dan als voor iedere Ct E.l de samenstelling TT o f: Y + X 
a Ct 

continu is. 
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Bewi,j s: == ' Zl,J f continu.. Voor iedere o. 6.l 1s n continu dus O f 
o. a 

•·== 

1s als samens te..Ll1ng van continue afbeeldingen veer continu. 

ZiJ 0 open in IT X . 
o.el 0. 

p €:. n X en p€0, 
0. 

Dan is er een bas1sverzamel1ng 
o.bl 

B = n 0 met 0 = X voor alle o.~ I op 
o.€.l 

(): 0. 0. 

0 f::.C:J' voor iedere o. zodarng da t n. 6.. B C-0. a a 
Noem de o. waarvoor O :j:: X o. , ••• , o. • 

e1nd1p 

• 1 o. o. .. 1 k 
- - I - I Dan volgt B = 11 \ 0 ) {'\ n (. 0 J (\ ••• r,. n ( O ) • 
o.l o.1 o.2 o.2 o,k o.k 

Nu is f'-\ B) = f- \ ?\ n - \ 0 ) ) • 
1=1 ai o.i 

veel na en 

Men kan gemakkeli,jk nap:aan dat bet totaal or1p-:1neel van de 

doorsnede van een stelsel verzamelingen gel1,Jk 1s aan de 

doorsnede van de totale or1ginelen van dit stelsel verza

melingen. 

-1 
Dus f ( B) 

k 
= n 

i=l 
( 11 

Maar voor iedere o.. 
1 

0. 
1 

-1 
n \0 )) = 

0.. 0.. 
1 l 

-·1 
of) \0 J. 

a 
1 

1s ( n o f) continu dus 
0. 

1 
- ·1 

\rr of) \,0 
0. 0, 

1 1 

-i 
1s open in 'f, H1eru1t volgt dat f \BJ 

de doorsnede is van eindig veel open verzamelingen dus 

open. 
-1 

Hieru1 t volgt dat f \ 0) omgevrnp: 1s van 1eder van zi,m 
-1 

pu.nten dus f \0) is open. 

Aangezien O w1llekeur1g was pekozen 1s f cont1nu. 



Colloq_uiurn "Topologie" ( 1966-1967) 

24. Voorbeelden van topologische producten 

I. De n-dimensionale Euclidische ruimte En is homeomorf met bet 

topologisch product van n copieen van de reele rechte. 

Dit is een generalisatie van bet voorbeeld van bet platte vlak 

bebandeld in de vorige paragraaf. Gana dat de n-dimensionale 

blokken van de vorm { (x 1, ••• , xn) I a 1 ~ 

een basis voor En vormen, 

x. < b., i 
l l 

= 1, ••• , n) 

II. Het eindige topologiscbe product van discrete ruimten is weer 

discreet. 

(Iedere verza.meling bestaande uit een punt is als product van 

open eenpuntsverzamelingen uit de coordinaatruimten weer open.) 

III. De torus is homeomorf met het topologisch product van twee 

cirkels. 

We kunnen dit het eenvoudigste inzien door bet product van twee 

cirkels te schrijven als: 

{(¢,n) I O _:_ ¢ < 2n, O < n , 2nl 

en de torus voor te stellen door de volgende parameter voorstelling. 

T2 = { ( x,y, z) E:E3 x = cos q,( 1 +} cos n), y =sin¢( 1 + 1 cos n), 

1 . • z = 3 sin n 1 • 

Men gaat nu gemakkeliJk na dat de afbeelding 

(¢,n).,. (x(¢,n), Y\¢,ri), z(q.,,n)) e:1::n ho:neomorfie 1s. 

We kunnen nu bet begrip torus generaliseren voor hogere dimensies. 

Definitie: De n-dimensionale torus T is het topologisch product van 
n 

n cirkels. 

Noemen we de discrete ruimte bestaande uit twee punten: 

[ 0 ,21 een doublet dan kunnen we bewij zen. 

Stelling 2: Het Cantordiscontinuum D ( zie voor de definitie blz • 43) 

is homeomorf met het topologisch product van aftelbaar 

oneindig veel doubletten, 



Bewijs: Merk allere~rsjc op dat vos,r }wee punten 1n het Cantord1sconti-

nuum .. X = \ k -- \ k 0 
1- k en Y L k xk,yk = of 2 geldt: 

k=l 3 k=l 3 

a) Ix y I < 3-N ==> x = y. voor 1 ,, i 
l l 

N. 

b) x = y. voor 1 
l l 

We beelden nu het 

het getal ¢, ( x) = 

, i < N 

punt x 

~ xk 
L k. 

k=1 3 

==::, Ix - y I -N 
< 3 • 

Dit is inderdaad een afbeelding van Pin het Cantordisconti

nuum. We bewiJzen dat deze afbeeld1ng ¢ een homeomorfie is. 

¢, is eeneenduidig: Stel (xk\e..m '/: lyk\e-lN dan volgt dat er een kle1nste 

index N is met xN :f: yN zodat l4>tx) - ¢,(y) I _: 3-N ~ 0 dus 

¢, ( X) 'f ¢, (y ) • 

cp is oE: Uit de mogelijkheid om een willekeurig getal uit het Cantor-
"' ~ 

discontinuum te schrijven als de som van een reeks : k met 
k=l 3 ¾ = 0 of ak = 2 volgt dat ¢ op is. 

cp is continu: Stel x GP en laat e: , 0 gegeven zijn. Neem N zo groot dat 
-N 3 < £. Dan geldt voor iedere y P met xk = yk voor 1 " k " N 

\¢(x) - cp(y) I ..'.:.. 3-N , fr Hieruit volp;t dat het beeld van de 

open verzameling O = r,i 11;\/xk}) = ;(yk)kt:m' I Yi= x1 voor 
k=1 

1 ~ i , N) geheel bevat is in de open i-cmgeving van ¢,(x). 

Hieruit volgt de continuiteit van qi in x. Aangezien x wille

keurig gekozen was in P volgt dat ~ continu is. 

-1 - l . p is continu: cp is een afbeelding van een ruimte in een topologisch 

product waarop stelling 1 van toepassing is. Neem een kllN 

en stel nk o ¢,- 1 = ~k- We moeten bewijzen dat ~k continu is. 

Nu is './.1-l ( {2 ) ) = /x&D I xk = 2) = ~- Neem y E:~ vast. Stel 
k k -k . 

zE.D en \y - zl ~ 3 dan volgt yk = zk = ~ dus Z6~• ¾_ 1s 

dus omgeving van ieder van z1Jn punten dus open. Analoog bewijst 
-1 r 

men dat ~k ( j Ok) ) open is, dus t/ik is continu. 

Uit deze vier eigenschappen volgt per definitie dat (p een homeo

morfie is. 
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Stelling 3: De fu.ndarnentaalbalk van Hilbert F (zie voor een definitie 

blz. 37) is homeomorf met het aftelbaar oneindige product 

van gesloten intervallen. 

Bewijs: De fundamentaalbalk Fis een metrische ruimte waarvan de 

verza.meling beschouwd mag warden als het Cart·esisch product 
r 1 1::-r van de gesloten intervallen L- k' + icJ, 

CX) 

F = { IT [- °f' + f], p} • 
k=1 

We kunnen F dus ook opvatten als topologisch product met 

behulp van de producttopologie die in §23 is ingevoerd. We 

zullen stelling 3 bewijzen door te laten zien dat de metrische 

topologie en de product topologie gelijk zijn. Dit bewijzen 

we met bebulp van stelling 1 uit §7. 

( 1) Stel x e F en x =- O, 0 een basisomgeving van de producttopologie. 

Dan omvat O een verzameling O' van de vorm: 

O' = 
N . °" 1 1 
IT I X IT ~ -, + -J 

k=1 k k=N+1 k k 

b · · I · · . 1 1 1] ( waar lJ keen open interval is in L- k' + k dat xk omvat. Let 

op dat open hier bedoeld is in de zin van open in de relatieve 

topologie.) Er is dus voor iedere k, 1 <. k < N een Ek > 0 met 

UE (xk)Cik, 
k 

Stel nu Min Ek= 1:.. Dan gaat men gemakkelijk na dat de verza.me
k=l ••• N 

ling U (x) uit de metrische topologie geheel bevat is binnen O'. 
E 

We hebben dus binnen de productbasisomgeving een basisomgeving uit 

de metrische topologie gevonden die x omvat. 
00 4 €2 

(2) Stel xGF en E > O. Kies een N met L 2 <- 2. Stel verder voor 
E k~N+1 k l l 

k = 1 , •• N: Ik = (xk - ,r:::::-, xk + ~) (\ [- k' + k]. Stel tenslotte 
N 00 1 v2N1 V2N _. 

0 = IT Ik x IT [- k' + kJ. Men gaat nu gemakkeliJk na dat O een 
k=1 k=N+1 

open basisverzameling is uit de producttopologie met x-6 Oc:. U (x). 
E 

We hebben dus binnen de metrische basisomgeving een product basis-

omgeving gevonden die x omvat. 
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Uit (1J en (2) volgt dat de metrische topologie en de 

aan elkaar gelijk zijn. 

Opgave: BewiJs de volgende generalisatie van stelling 3, 

Stelling 4: Het topologisch product van aftelbaar veel metrische 

ruimten is metriseerbaar. (Er is dus een metriek te 

definieren zodanig dat de producttopologie en de metrische 

topologie geliJk ziJn. Zie ook blz. 9.J 

AanwiJzing: Stel p(x,y) is een metriek op X. Dan 1s ook de functie 

p' (x,y) = Min ( 1, p(x,y)) een metriek op X die dezelfde 

topologie bepaalt. De metriek p'(x,y) 1s echter begrensd. 

Definieer nu u.i tgaande van deze begrensde metrieken op 

bet product een metriek analoog aan het voorbeeld uit 

stelling 3. 

0;2merking: Het topologisch product van aftelbaar veel open intervallen 

is homeomorf met de Hilbert-ruimte (zie blz. 5), Deze 

stelling is pas omstreeks 1965/66 bewezen door R.D. Anderson, 

nadat het sinds 1928 een onopgelost probleem was geweest. 

Stellin!s 5: De ruimte der irrationale getallen is homeomorf met bet 

product van aftel baar veel cop1een van de natuurlijke 

getallen. 

Bewijsgang: 
r I 00 

Voeg aan het rijtje (antn=l a 4:-lN voor iedere ne l?I het 
n 

irrationale getal toe dat de limiet is van de 

k , . b , l 1 
ett1ng reuK: a 1 + -

a2 + a3 + a4 + 

Men gaat nu gemakkeliJk na dat deze afbeelding een homec-

morfie is van het product op de ruimte der positieve 

irrationale getallen. 
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25, Eigenschappen en toepassingen van topologische producten._ 

Stelling 6: Het topologische product van Hausdorff-ruimten 1s weer een 

Hausdorff-ruimte. 

Bewijs: Stel (x) EI en (y) ~T punten uit ~~ 
Cl. Cl. - Cl. Cl.t:..1. u,'<::.L 

x. 
Cl. 

Als (x) rT 1 (y) 1 is er 
a Cl.t..1. Cl. CI.E 

een index a0 met Xa, i Y Cl. • 
O 0 

In Xa bezitten x 
0 Cl. 

en ya disjuncte omgevingen Ua,0 en Va.0 • 

Dan zijn n;~(Uo.0 ) en n~~(va0 ) disjuncte omgevingen van (xa)a£I 

en (ya)aEI' 

Opgave: Bewijs dat het product van T 1-ruimten weer een T 1-ruimte is. 

Stelling 7: Het product van sarnenhangende ruimten is weer samenhangend. 

Bewijs: We bewijzen de stelling achtereenvolgens voor het product van 

twee ruimten, voor eindige producten en voor willekeurige 

product en. 

We gebruiken hierbij wezenlijk de volgende eigenschap. 

Stel X = II X en JcI. 
aEI a 

Stel voor iedere aEI\J p een vast punt uit X. 
Cl. Cl. 

Dan is de verzameling a~J Xa x a~I\J {pa} als deelruimte 

homeomorf met het topologisch product IIJ X. 
aE a 

In het bijzonder is Xa x S~a {pS} homeomorf met Xa.. 

Stel nu dat x1 en x2 twee samenhangende ruimten zijn. 

Neem p1 vast in x1• De verza.meling {p1 } x x2 is homeomorf met 

x2 dus samenhangend. 

Voor iedere p2~x2 is de ruimte x1 x {p2} samenhangend. 

Verder is {p1 } x x2n x1 x {p2} = [(p1 , p2 )} niet leeg dus 

{p 1} x x2vx1 x {p2} 1s samenhangend. 

Als we p2 de ruimte x2 laten doorlopen vinden we een stelsel 

samenhangende verzamelingen die onderling een niet lege door

snede hebben ( {p 1} x x2 zit in allemaal) waarvan de vereniging 

gelijk is aan x1 x x2. 

Volgens §17 st. 16 is x1 x x2 dus samenhangend. 



Neem nu aan dat we reeds bewezen hebben dat het product van k sa.men

hangende ruimten weer samenhangend is (kE: fN). Aangez1en 
k+1 k 

TI Xn = n~l Xn )( Xk+ 1 is ook het product van k+ 1 samenhanr:ende ru1mten 
n=1 
samenhangend. 

Op deze wij ze bewiJ zen we met volledige rnduct1e de invariantie van 

samenhang voor eindige producten. 

Stelling 7 laat zich nu als volgt bewijzen: 

ZiJ. ( ) TT p = pa a~I een vast punt uit de verza.meling X = aeI Xa. 

Zij AP= {(ya)aEI I Ya= Pa voor alle a op eindig veel na.} 

Men gaat nu gemakkeliJk na dat A de vereniging 1s van het stelsel ver
p 

zamelingen 
11 X X TI JP l 

aEJ a ~1\J la 

als J het stelsel eindige deelverzamelingen van I doorloopt. Al deze 

verzamelingen bevatten het punt pen ze zijn homeomorf met een eindig 

product van samenhangende ruimten. H1erui t volgt met st 16, § 17 

dat A samenhangend is. p 
Tevens kan men gemakkeliJk nagaan dat A d1cht ligt in X. 

p 

Uit st 14, §17 volgt nu dat AP= X same~hangend is, hetgeen te bewijzen 

viel. 

Zander bewijs vermelden we de zeer belangriJke stelling van Tychonoff: 

Stelling 8: Het topologisch product van compacte ruimten is compact. 

Deze stelling is niet elementair te bewijzen; men moet bet keuze-ax1oma 

gebruiken. Sterker nag: de stelling van Tychonoff is geliJkwaardig met 

het keuze-a..xioma. 

Zie voor bewijs: J.L. Kelley: General topology. blz. 143. 

J.L. Kelley: The Tychonoff product theorem implies the 

axiom of choice, Fund Math 37 (1959) 

blz. 75-76, 
W.J. Pervin: Foundations of General Topology, blz. 142. 

Bij de toepassing van topologische producten treedt het product van 

gesloten intervallen op de voorgrond; wij zullen het daarom een eigen 

naam geven: 
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Definitie: Een kubus is het topologisch product van intervallen. 

Notatie: CI= [o, 1]I. 

Veronderstel dat we op een ruimte X een stelsel continue 

functies {f} I gegeven hebben van de ruimte X in het inter-
a a.e:. 

val [o, 1]. We kunnen dan de volgende afbeelding e : X + [o, 1] I 

die bekend is als de "evaluatie afbeelding" bekijken: 

e(x) ~ (X) rT met X = f (x), 
a a<:..J. a a 

We zeggen dat het stelsel {f} punten scheidt als er bij a. 
ieder paar punt en p, q_ E. X een functie f is met f ( p) "f- f ( q_) 

a a a 
(Vgl. blz. 56). 

We zeggen dat het stelsel {f} punten en gesloten verzamelingen 
a. 

scheidt als er bij ieder punt pEX en bij iedere gesloten 

verzameling G C X die p niet omvat een functie f is met 

f (x) ¢ f (G). 
(l (l 

We kunnen nu de volgende stelling bewijzen: 

Stelling 9: a) De evaluatie-afbeelding e : X + [o, 1] is continu. 

b) Als {f} rT punten en gesloten verzamelingen scheidt is 
a Clt::....1. 

e een open afbeelding van X op e ( X) CC.I. 

c) Als {fa}aEI punten scheidt is e een eeneenduidige afbeel

ding. 

Bewijs: a) De afbeelding e is een afbeelding in het product. Aangezien 

nao e = fa voor iedere a.€.I continu is is volgens stelling 1 

e zelf continu. 

b) Stel O open in X en :x.GO. Xi\O is een gesloten verzameling die 

x niet bevat dus er is een functie fa. E:{f } zodanig 
0 a. aEI 

dat fa (x) ¢. fa (X\O). 
0 0 

Er is dus een omgeving Ua c [o, 1]a0 van fa0(x) die fa. (X\O) 
. . . . 0 0 

miJdt. Hieruit volgt dat: 

-1 ( -1 Tia. Ua. ) () Tia (fa. (X\O)) = (/J. 
0 0 0 O 

-1 
Tia. (Ua) 0 e(X) is een open verzameling in e(X) die e(x) omvat 

0 0 
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en de verzameling e(X\0) die geheel bevat 1s 1n TI: 1(r (X\O)) 
'·O ao 

mijdt. 

Hieruit volgt dat e(O) in e(X) een omgeving is van ieder van 

zijn punten dus e(O) is open 1n e(X). 

c) Stel x ~ y. Dan 1s er een fa met fa (x) ¥ fa (y) dus xa #Ya. 
0 0 0 0 O 

Hieruit volgt e(x) # e(y). 

Ui t stelling 9 volgt direct de volgende inbeddingsstell ing: 

Stelling 10: [Inbeddings-lemma]. Als er op een ruimte X een stelsel 

continue functies van X naar [o, D te vinden 1s da.t nunten scheidt 

en punten en gesloten verzamelingen scheidt dan is X homeomorf 

met een deelru1mte van een kubus. 

Een ruimte waarvoor een stelsel functies {r f als bedoeld in stelling 
a 

10 te vinden is heet een volledig regul1ere ruimte. 

De klasse van volledig reguliere ruimten is dus precies gelijk aan de 

klasse van deelruimten van kubussen. 

Als we een volledig reguliere ruimte hebben ingebed in een kubus en we 

bekijken de afsluiting van het beeld in de kubus dan is dat een geslo

ten deel van een compacte ruimte (Stelling 8) dus compact. 

We hebben hier dus de situatie dat een ruimte Xis ingebed in een com

pacte ruimte e(X) zodanig dat het beeld e(X) er d1cht in ligt. In deze 

situatie spreken we van een compactificatie van X. 

Een ander soort toepassingen hebben we in het geval dat het stelsel 

functies {f} uit stelling 10 aftelbaar is. 
a r, ffl 

We hebben al bewezen dat bet aftelbare product van intervallen LO, 1 l 

metriseerbaar is (stelling 3). Een deelruimte v11n ~11 is dus ook metri

seerbaar (Zie blz. 23), 

We kunnen dus aan stelling 10 toevoegen: 

Als het stelsel {r} aftelbaar te kiezen 1s dan 1s de ruimte X metr1seer
a 

baar. 
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Colloauium 
e 

II • If Topologie (1966- 167) 

1J en mei 1 

M.A. Maurice 

• Scheidingsaxioma.'s 

vooraf: In het volgende zullen we diverse malen een 

bewering uitspreken, zonder er een bewijs van te geven; zulke 

zijn bedoeld als opgaven. 

! 1-ruimten. Zie §16. 

• I • ) Bewer1ng: , 1 Het product van T1-ruimten is weer een T1-ruimte. 

(ii) Een deelruimte van een T1-ruimte is weer een 

T1-ruimte. 

2. ! 2-ruimte = Hausdorff-ruimte. Zie § 16. 

Bewering: (i) Het product van T2-ruimten 1s weer een T2-ruimte. 

(ii) Een deelruimte van een T2-ruimte is weer een 

T2-ruimte. 

Bewering: (i) Een T2-ruimte 1s een T1-ruimte. 

(ii) Er zijn T1-ruimten, die geen T2-ruimte zijn. 

3. Een topologische ruimte X heet regulier, indien V gesloten F: 

Vx ¢ F : 3 open Ox, OF : [x6: Ox' F cOF en Ox/\ OF = 0]. 

Le!l'L.'118.: X is regulier <==> 'r/ open U : 't/p eU : 3 open 0 

peOcOcU. 

Een T3-ruimte 1s een reguliere T1-ruimte. 

Bewering: (i) Het product van reguliere ruimten (resp. T3-ruimten) 

is weer een reguliere ruimte (resp. T3-ruimte). 

(ii)Een deelruimte van een reguliere ruimte (resp. 

T3-ruimte) is weer een reguliere ruimte (resp. T3-

ruimte). 
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Bewering: (i) Een T3-ruimte is een T2-ruimte. 

(ii) Er zijn T2-rui::nten die geen T3-ruir.:te :zi,1n. 

Bewijs: 

(ii) zie bijv. Dugundji, blz. 141. 

4. Een topologische ruimte X heet volledig regulier, indien bij s .. U~: 

x <ii: X en alle omgevingen O van x een continue functie ¢: 
X 

X .,. 

bestaat zodanig dat: q;,(x) = 0 en ¢(y) = : voor yt:: X \'Jx. 

Een Tychonoff-ruimte is een volledig reguliere T,-ruimte. 

N. B. Ga na dat de definitie van een volledig reguliere ruimte zoals 

die op blz. 73 is gegeven overeenstemt met de defir.itie van een 

Tychonoff-rui::nte zoals we die bier coven gaven. 

Bewering: ( i) Het product van volledig regul.iere ruimt.en '. res1:. 

Bewijs: 

Tyc:::or.o:~f-ruimten) is weer een volle:l.iF rep:ul iere 

ruimte ,,resp. 1ychoncff-ruinte). 

(ii) Een deelruimte van eec vollejiF :eg~liere ruicte 

(resp. rrychoncff-ruinrte) is weer een "l:~;lledi8' 

ti) Laat Xi volledig regulier :n~:n voor i € I er: 

X = x .. 
l 

Zij x E:.X en zij U een o::ngev1ng •,;ar~ x 1r1 X; zonder ber:,er

king der algemeenheid mogen we aanner.1en dat 

u = TI. u. ' 
i&I 1 

b .. 1 7 ge"!rin~ ;s "an X ·,11 y t,,i---.ar....,·i.~.!: s.:echts waarlJlJ~eenom .. ,-•5-'- ,, i ... ,.;, --"--

eindig vele U. ~ x. zi~n; bijv. l . l V • 

Er bestaan nu continue functies 

zodanig dat 

X. _,. [0,1] 
7{_ 

alleen •; 
i...,1.; ' 

... '\ 
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(k=l,2, ••• ,n) 

Men gaat nu gemakkelijk na dat de functie f: X ➔ [o, 1] 

die gedefinieerd wordt door 

f = sup fk o TI'. 
k=1,2, ••• ,n 1 k 

een continue functie is, die voldoet aan 

f f(x) = 0 

f(y) = i voor Y'-X'\ U. 

Bewering: (i) Een Tychonoff-ruimte is een T3-ruimte. 

Bewijs: 

(ii) Er bestaan T3-ruimten, die geen Tychonoff-ruimte 

zijn. 

(i) Zij U open en zij pE.U. 

Er bestaat dan een continue functie ¢: X ➔ @, 1], 

zodanig dat ¢(p) = 0 en ¢(q) = 1 voor q6.X '\U. 

Dan volgt O = f-l [[o,;)J is open, F = f-l [[o,;JJ is 

gesloten, en p ~O cQ(c:: F) c. U. 

(ii) zie bijv. Dugundji, blz. 154. 

5. Een topologische ruimte X heet normaal, indien ~ gesloten F, G: 

FllG = ¢ ==> '3 open OF' OG: [Fc:::oF' GcOG' OF"OG = qJJ. 
Lemma: X is normaal <==> V open U : 'v gesloten Ge. U : 3 open O 

G GO c.O c..U. 

Een Z+-ruimte is een normale T1-ruimte. 

6. Stelling: Een metrische ruimte is een T4-ruimte. 

Bewijs: 

Laat Fen H disjuncte gesloten verzamelingen zijn in de 

metrische ruimte (X,p). 
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Zij nu E: = ;p(p,H) voor pE:F p 

n = ;p(q,F) voor q~H; 
q 

dan is E: > 0 en nq > o. p 
We schriJven 

u = u B (p) V = u B ( q). 
p~F E: q~ n p q 

Dan zijn U en V open, en F c..u, H c.v. 
We behoeven nog slechts aan te tonen dat U~V = 0. 
Aldus: indien x 4'. U f\ V dan volgt 

".3pc.F: p(p,x) < e: 
p 

1qE.H: p(q,x) <- n 
q 

en dus 

.:i(p,q) < Ptp,x) + P(q,x) ~ £ + n < 2 max(£ ,n ) biJV. 2£ • 
- p q - p q - p, 

echter: p(p,H) = 2£ • Tegenspra.ak. 
p 

Stelling: Een compacte T2-ruimte Xis een T4-ru1mte. 

Bew1J s: 

Laat A en B disjuncte gesloten verzamelingen ziJn in X, 

A en 

( i ) 

( ii ) 

B zijn dan ook compact. 

Zij p ,t. B. 't/b &!5. B bestaan er disjuncte open orngevingen 

O~b) en Ob van p resp. b. {obtl:l.B is een open overdek

king van B, die dus een ei~d1g~b~jelove~dekkin~ 

{ob.l~ heeft. Dan zijn {\ 0 1 en U ob. disJuncte 
l 1=1 1=1 p 1=1 l 

open omgevin~en van p resp. B. 

Dus: Va E.A bestaan er disjuncte open omgevingen O en 
a 

O~a) van a resp. B. Dan is {oataE.A een open overdekking 

van A, die dus een eindige deeloverdekking {o tm heeft. 
m m (a.) ai i=1 

Dan zijn U O en n OB 1 disjuncte open omgevingen 
i=l ai i=1 

van A resp. B. 
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1 . Lemma van Urysohn: Zij X normaal • .Als A en B disjuncte gesloten 

verzamelingen zijn in X, dan bestaat er een continue functie 

f: X + [o, 1], zodanig dat f(a) = 0 voor alle a €::.A en f(b) = ·1 

voor alle be B. 

Bewij_s: 

(a) Zij D ={£._I k,n geheel..::.. Or. 
2n 

Elke d E-D, d t= 0, is eenduidig te schrijven als 

d = 2m+ 7 m = m(d) en n = n(d) geheel. 
n ' 

2 
Voorts ligt D dicht in de verzameling der niet-nega-

tieve reele getallen. 

(b) We zullen nu voor alle tE:. D een open verzameling Ut c. X 

definieren, zodanig dat 

U8 c.Ut als s < t 

en A c. U , U f\ B = 0 ( r < 1 ) • 
r r 

Aldus: 

(i) Voor d > zij Ud = x. 

(ii) ZijU1 =X\B. 

Voorts: Daar X normaal is, bestaan er disju.ncte open 

verzamelingen u0 en o0 zo dat Ac. u0 , B c.o0 . 

(iii) Men verifieert gemakkelijk dat voor de tot hiertoe 

gevonden U' s (nl. Ud voor d = 0 en d > 1) aan de voor

waarde (*) is voldaan. 

Voor de overige waarden van d gebruiken we inductie 

naar n = n(d). 

Laat dus Ud gevonden ziJn voor alle de.D met O < d , l 

en n(d) .::_ n-1. 

Zij dan teD, 0 < t 
2m+1 . 

t = --. Indien nu 
2n 

is 

< l, zodanig dat n(t) = n; zeg 

d, = 2m = m en d = 2m+2= m+7 
. 2n 2n-1 2 2n 2n-1 dan 
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Op grand van de 1nduct1e-aannrune n en s,1 
2 

geconstrueerd, terwiJl voldaan 1s a.an U - c 
Cl ·1 

Dan zijn Ud en X \U 
1 d2 

disjuncte gesloten verza.'!ielingen 

in X. Omdat X normaal is, bestaan er dus uncte 

open verzamelingen Ut en Ot zodanig dat U, c. 
0.1 

X \ U d c Ot. Dan volgt ook da't 1\ c. , X \ ot c. 
2 

d 1 en d2 zijn opvolgende elementen in de verza.."lle1 

D der indices s E:.D waarvoor U reeds 
n-1 s 

werd verondersteld en waarvoor aan ( .... ) is voldaan. 

Is dan D de verzameling der indices die uit D 1 ontstaat 
n n-• 

door toevoeging van alle t E:a.D, 0 < t < 1, met n( t = n, 

dan volgt onmiddelliJk dat ook alle U met s GD a.an s n 
voldoen. 

Hierdoor is de constructie van alle U , s ~D, door 
s 

inductie voltooid. 

( c) Elke x e.X behoort tot ten minste een Ut, t 4= D. 

nu een reeelwaardige functie ¢ op X door 

¢(x) = inf/te.D I XtU..._J. 
\, 

Dan geldt 

0 .:_ ¢(x) < 1 

¢(a)= 0 

¢ ( b) = 

voor all e x 6.X 

voor alle a 6A 

voor alle b t B. 

(d) Een subbasis voor de (gewone) topologie in [9,1] wordt 

gevormd door de familie "j van alle verza..."llelingen van 

de vorm 

L = { z € [ 0, 1] I z < P} 
p 

Men gaat nu gemakkelijk na dat 

¢- 1 [1 l = U ut 
p-' tE:D 

t<p 

R = { z c [o, 1] 
p 

z > Pr. 
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en 

() ut, 
t'-D 
t >p 

waaruit volgt dat het inverse beeld onder <P van elk element 

van de subbasis 1 open in Xis. Dit houdt in dat <P continu 

is. 

Bewering: (i) Een T4-ruimte is een Tychonoff-ruimte. 

BewiJs: 

(ii) Er bestaan Tychonoff-ruimten, die geen T4-ruimte zijn. 

( i) Zij V een omgeving van p. Dan zijn {p} en X\.VO disjuncte 
p p 

gesloten verzamelingen. 

Op grand van het lemma van Urysohn bestaat er dus een 

continue functie <j): X -+ @, 1] zodanig dat f(p) = 0 en 
0 f(q) = 1 voorqt-X\V. 
p 

(ii) Zij whet kleinste niet-eindige ordinaalgetal, en zij 

n het kleinste niet-aftelbare ordinaalgetal. Laat X 
w 

(resp. XQ) de verzameling van alle ordinaalgetallen 

.:_ w (resp • .:_ n) zijn. Maak Xw en XQ tot topologische 

ruimten d.m.v. de orde-topologie. Xw en XQ zijn dan 

compacte T2-ruimten. Ook het topologisch product T 

van Xw en Xn ( de z. g • "Tychono ff-plank" ) is dan compact 

T2 • Tis dan ook een T4-ruimte en dus zeker een 

Tychonoff-ruimte. Beschouw de deelruimte Y = T \{(w,n)}. 

Deze is zeker een Tychonoff-ruimte. Men kan echter be

wijzen dat Y geen norm.ale ruimte is. 

8. Voortzettingsstelling van Tietze: Zij X normaal. Als A een gesloten 

deelverza.meling is van X, en f: A -+lR is een continue functie, dan 

bestaat er een continue voortzetting <P: X -+ 1R van f. 

Bovendien geldt: Als [f(a)I < c voor alle ae::A, dan kan men <P zo 

kiezen dat ook [<P(x) I < c voor alle xE:.X. 



Bewijs: 

( i) Als g: A +IR continu is, en jg(a j , ,~ v-ocr 

dan bestaat er een continue h: X 

{ 
lh(x) I .: } c 

\g(a) - h(a) .::.1 c 

voor alle x<=-X 

voor alle a eA. 

Immers: 

P = { a l::.A I g (a) > .l cl en Q = - 3 J ga. .::_-7c 

zijn gesloten in A - en dus oak in X 

is in X) • Bovendien is P f'I Q = al. 

Lemma van Urysohn 

zodanig dat 

==> 

f(p) = + 1 C 

= - 3 C f(q) 

1 con"t1nu.e h: 

voor p tP, en 

voor q 6Q, 

his de gezochte functie. 

.; 

daar 

X .,,. - 1 
- ~ c, 

5 

1 -, 

+ --.. , 

( ii ) Zi j I f ( a ) I < c op A. 

Past men ( i) toe op f dan volgt de existent ie van een 

continue functie ho: X ➔ IR z6, dat 

f lho(x) I 
1 x EX < - C voor 

-3 

h0 (a) i 2 Ir( a) - < - C voor a EA. 
-3 

Vervolgens past men (i) toe op f -

functie h : X 48, zo, dat 
1 1 2 

1 - 3 3 
voor x ~X f lh (x) \ < - • - c 

I f ( a ) - h 0 ( a ) - h 1 ( a ) I 
2 2 

< ~ » ~ C voor a E.-A. 
- .) j 

Daarna passen we (i) toe op f - h0 - h 1 ; enz. 

Enzovoort. 

Voor alle n = 0, 1 , 2, • • • vi nden we zo co::t ir,w::: 

funct ies h : X -+ IR zodanig dat 
n l lh (x) <.l (_g,)nc 

n -3 3 

If (a) - h 0 (a) - • • • -

Yoor X«::.X 

(al I 2 
<. -- ·~ 

r a E.A. 



Dan geldt: 00 

De reeks L 
n=O 

00 
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h (x) convergeert uniform op X, en dus 
n 

is cp(x) = I hn (x) een continue functie. 
n=O 

Voorts volgt uit de eerste ongelijkheid dat 

en uit de tweede ongelijkheid dat 

¢(a) = f(a) voor a E.A 

- zodat ¢ een voortzetting is van f. 

(iii) Zij lf(a) I < c op A. 

Volgens (ii) bestaat er in ieder geval een continue 

voortzetting ¢: X + R van f die voldoet aan l¢(x) I < c 

voor x6X. 

Zij dan B = {x I l¢(x) I = c}; B is gesloten in X, 

en A f'\ B = 0. Lemma van Urysohn ==> :l cont inu 1/J: 

X + [o, 1] zodanig dat iµ(a) = 1 voor ae A en iµ(b) = 0 

voor b I:. B. 

Men verifieert onmiddellijk dat nu¢=¢ • 1/J een continue 

voortzetting is van f, die voldoet aan l~(x) I < c voor 

X cX, 

(iv) Zij f niet noodzakelijk begrensd. 

Laat x een homeomorfie zijn van ]R op (-1,+1). Op grand 

van (iii) heeft x•f: A+ (-1,+1) een continue voort

zetting ¢: X ➔ (-7,+1 ). 
-1 

Dan is x a f: X ➔ IR een continue voortzetting van f. 

9, Bewering: (i) Het product van twee T4-ruimten is niet noodzakelijk 

weer een T4-ruimte. 

(ii) Een deelruimte van een T4-ruimte is niet noodzakelijk 

weer een T4-ruimte. 
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(i) Zij S de verzameling der reele getallen. We topologi

seren S door middel van de half-open-interval-topologie; 

d.w.z. we kiezen als basis voor de topologie in S de 

familie van alle half-open intervallen van de vorm 

[a,b) = {x I a 2_ x < b}. Men gaat gemakkelijk na dat S 

een T4-ruimte is. 

S x Sis echter niet normaal. Men kan dit direct aantonen. 

Wij schetsen een bewijs dat gebruik maakt van de stelling 

van Tietze: 

a. De aftelbare verzameling N van alle punten (s,t) 

waarvan beide coordinaten rationaal zijn, ligt 

dicht in S x S. 

Een continue functie f: S x S ➔ lR is dan volledig 

bepaald door Zl.Jn waarden op N. Hieruit volgt dat er 
~o ~ . . ten hoogste A = h van zulke continue functies 

bestaan. 

13. De deelruimte A = { ( s, t) I s+t = 0} van S x S is 

discreet, Elke functie ¢: A ➔ JR is dus continu. 
t f 

Er zijn l = 2 van zulke functies. 

y. Tenslotte is A gesloten in S x S. 

6. Dan volgt onrniddellijk uit de stelling van Tietze 

dat S x S niet normaal kan zijn. 

(ii) We gebruiken het al eerder gegeven voorbeeld van de 

Tychonoff-plank T ( zie punt 7): T is normaal, maar 

de deelruimte Y is niet normaal. 



Literatuur 

T.O. Moore 

W. Franz 

W.J. Pervin 

J.L. Kelley 

84 

"Elementary general topology" 

(Prentice Hall) 

"Topologie I" 

(Sammlung Goschen) 

"Foundations of general topology" 

(Academic Press) 

"General topology" 

(Van Nostrand) 

Hocking-Young: "Topology" 

(Addison-Wesley) 

J. Dugundji "Topology" 

(Allyn and Bacon) 



Colloqui urn ''Topologie 11 

18 januari 1967 

1 Z. ' - J • l ,J X - L 1 , 2 , 3}. 

a) Zi j 'J = { ip, X, { 1 , 2}, { 2, 3}} . 
Is 'J een topologie voor X? 

b) Zij 'j = J 
l i/l, X, { 1 ' 2}}. 

Is 'J een topologie voor X"? 

Is 3 verdichtingspunt van 

Wat is [3f? 
Wat lS J 1 

l , 2} ? 

Wat lS N? 

2. Zij A een verzameling. 

Definieer P (x,y) = 

p(x,y) = 0 

{ 1 , 

Bewijs dat peen metriek op A is. 

2J? 

X 'f y 

X = V 

x,yf:.A 

Stel peen vast punt van A. Hoe ziet voor r = 2, 1, i B (p) eruit? r 

3, Beschouw Rn met de gewone metrische topologie (n vast). 

Bewijs dat de afsluiting van een open bol Br(p) = {xe:Rn p(x,p), r) 

gelijk is aan de gesloten bol Sr(p) = {x~Rn I p(x,pJ :::._ r}. 
Geef een voorbeeld van een metrische ruimte waarin bovenstaande ei

genschap niet geldt. 

4. Bewijs dat de deelruimte van R bestaande uit alle natuurliJke getal

len discreet is. 

Is de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen discreet? 

5. ZiJ Q de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen. 

Stel a een willekeurig irrationaal getal. 

Bewijs dat de verzamelingen {xc.Q Ix> a} en {xl!:'.Q x < CtJ zowel 

open als gesloten in Q zijn. 



6. Beschouw de verzamelin~ R met gewone topologie. 

Wat zi J n de inwendip:e pun ten van he t segment [o, 1 j? 

Wat is de rand van [o, 1j in R'? 

Dezelfde vragen als men [o, 1 j vervangt door [o, 1] \ /; \. 

7, Bestaat er een homeomorfisme van een open interval op een gesloten 

interval? ( Beschouw topologische eigenschappen.) 

8. Bewijs dat de ruimte der rationale getallen van [o,1j niet compact 1.s, 

BewiJ s oak dat de ruimte der irrationale getallen van [o, 1] niet com

pact is. 

9, Stel R de verzameling der reele getallen. 

a) Beschouw alle verzam.elingen (a,b] met a,b£R; a< b. 

Bewijs dat dit een basis is voor een topologie op R. 

Toon aan dat de verkregen ruimte aan het eerste aftelbaarheids

axioma voldoet. Is de topologie verschillend van de gewone topologie 

op R? 

b) Beschouw alle deelverzamelingen van R van de vorm [a,b); (a,bj met 

a,b 6.-R; a '- b. 

Bewijs dat dit een subbasis is voor een topologie op R die geen 

basis is. Is de topologie verschillend van de gewone topolog1.e op 

Ren de topolog1.e in la) beschreven? 

10. ZiJ Q de deelruimte van R bestaande uit alle pos1.tieve rationale 

getallen en -, de deelruimte van R bestaande uit alle irrationale 

getallen. 

Kies een vaste aftell ing van Q; dus Q === r 1 , r 2 , • • , , 

Voor elk punt x ~ I zij i het natuurlijke getal met de eigenschap 

i-1 < x '- i en f(x) = r,, 
l 

Bewij s dat f een continue afbeelding is van I op Q. 



11 • Zi,7 C de familie van alle functies die p:edefin1eerd 

vaste verzamelinp, A met waarden 1n [o, ]. 
n op een 

Definieer P(f,g) = sup ( lf(x) - g(x) I I xc:A} voor f,R:e.C, 

BewiJs dat CC,p) een metrische ru1mte is. 

12 • Zij ( X, T ) het pla tte vlak met de gewone !!letrische 

Zij V(a,b,c,d) met a< b; c <- d de verzamelin~ van alle pun ten 
(x,y) met a<- x < b enc< y < d, 

Bewijs dat .13= {V(a,b,c,d) a<- b; c <- d\ u{\il) een basis 1s Yan 

de topologische ruimte (X,,). 

Zij U(a,b) = {(x,y) a< x < bJ 

en u ( C 'd) = { ( X 'y) C < y < d J • 

Bewijs nu dat S= {U(a,b) I a< b}u 1 -(c,d) 

een subbasis is voor de topologische ruimte 

I 

I C < dt 
X,:) • 

13. Beschouw de deelruimte C van het. platte vlak gep:even d.0or 

C = { (x,y) I O ...:::_ x .::._ 1, 0 _::. v ::_ 1 j. 

Stel D de deelruimte van C gegeven door 

D= {(x,y) I ~..:_x.:::_1, ~_::.y.::._ j, 

Wat zijn de inwendige punten van de verza.'llellng D .in de ruimte C? 

Wat is de rand van de verzameling Din de ru1mte C? 

14. St.el X een topologische ruimte. 

Bewij s: 1 ) Als O 1 en o2 n1et lege d1sJ uncte open verzamelrnge:1 z " 

van X, dan is de deelruimte o1 V o2 van X niet samenhangend. 

2) Als S en S? disJuJ1cte f:1:esloten verza.-nel1n/7.en z1 n van X, 
1 -

dan 1s de deelruimte S 1 ru s2 van X n::.et samenhangend. 

15. a) Zij (X, 1) een Hausdorffruimte waar1n een echte oren deel.verzan:e.l 

bestaat die compact is, 

Bewijs dat (X,1) onsamenhangend is. 

b) Zij (X, -r) een compacte onsamenhanp:ende nu:r.te. 

Bewijs dater een compacte echte open deelverzameling in deze ruimte ::.s. 

c) Toon aan dat het gegeven "compact," 1n b) noodzakel k is. 



16. Stel X een overaftelbare verzameling met de eindig complement 

topologie. 

Bewijs dat X niet aan het eerste en niet aan het tweede aftelbaar

heidsaxioma voldoet, doch wel separabel is. 

Bewijs dat iedere deelverzameling van X compact is, 

17, Stel X een overaftelbare verzameling met de aftelbaar complement 

topologie (d.w.z, een deelverzameling A van Xis open d.e.s.d. 

wanneer X \ A aft el baar is). 

Bewijs dat X niet aan het eerste en niet aan het tweede aftelbaar

heidsaxioma voldoet; Xis ook niet senarabel. 

Bewijs dat iedere open overdekking van een deelverzameling van X 

een aftelbare deeloverdekking bezit. 

18. Stel X een vaste verzameling, 

Stel 13een familie van deelverzamelingen van X met de eigenschap 

dat iedere doorsnede van eindig veel elementen van ffiweer tot 13 
behoort. 

Als U §)= X bewiJs dan dat 1}een basis voor een topologie op X lS, 


