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Colloguium "Topologie" (1966-1967)

le bijeenkomst: 21 september 1966

Spreker: M.A. Maurice

1. Inleiding. We zullen trachten in deze paragraaf een intuitleve
inleiding te geven tot enkele van de achtergronden die aanleiding
hebben gegeven tot de ontwikkeling van de algemene topologie. Daarbig
zullen sommige formuleringen noodzakelijkerwijs ietwat vaag en onscherp
zijn. In de volgende paragraaf zullen we dan met de strenge opbouw van

de theorie beginnen.

De topologie onderzoekt eigenschappen (de z.g. topologische eigen-
schappen) van "figuren' (topologische ruimten) ™) die behouden bligven
onder de z.g. topologische transformaties (topologische afbeeldingen,
homeomorfie&n). Dit zijn, ruwweg gezegd, transformaties waarbij niet
gescheurd en niet geplakt wordt. Twee figuren die d.m.v. een topologi-
sche transformatie in elkaar zijn over te voeren zullen topologisch
aequivalent of homeomorf heten. Twee homeomorfe figuren mogen dan op
grond van andere, niet-topologische, eigenschappen nog zoveel ver-

schillen, voor een topolocg zijn ze hetzelfde.

Voorbeeld:
P schouw de volgende figuren

I. de rand van een vierkant

II. een cirkelrand

III. een lijnsegment

T en II zijn topologisch aequivalent (ze kunnen zonder plakken of
scheuren in elkaar worden overgevoerd) maar III is topologisch een
andere figuur (om II in III over te voeren zal men moeten scheuren
of plakken, en om III in II over te voeren zal men moeten plakken).

Om in het algemeen te bepalen of twee figuren homeomorf zijn
moet men een topologische transformatie construeren die de ene figuur

in de andere overvoert. En om te laten zien dat twee figuren niet

homeomorf zijn, dient men te laten zlen, dat zo'n topologische trans-

) de precieze definitie volgt later; voorlopig kan men denken aan fi-
guren in het platte vlak, maar het algemene geval kan veel abstrac-

ter zijn.



formatie niet bestaat; meestal doet men dit door een topologische

elgenschap op te sporen, die de ene figuur wel, en die de andere niet
heeft.
Alvorens de hier weergegeven gedachten wat nader te concretlseren,

herinneren we aan een paar definitiles.

Fen functie (afbeelding) f van een verzameling X naar (in) een

verzameling Y (f: X -+ Y) voegt aan elke xeX een y€Y toe. y 1is door
x en door f volledig bepaald; we schrijven y = f(x).

Een functie f: X - Y heet 1-1-duldig indien ult X, # X, steeds
volgt dat f(x1) # f(xg). De functie f—]: Y + X die gedefiniéerd wordt
door: f’_](y) = x dan en dan slechts als f(x) = y, heet de inverse
functie van f. £~ is dan ook 1-1-duidig.

Een functie f: X - Y heet (afbeelding-) op indien bij elke y &Y

een x&X is te vinden zodanig dat y = f(x).

We kunnen nu zeggen dat een topologische transformatie van een
figuur X in een figuur Y in ieder geval een functie van X op Y zal zign
(immers, er mag niet worden gescheurd, d.w.z. geen punt xeX mag 1n
meer dan één punt y &Y worden overgevoerd) -~ en zelfs een 1-1-duidige
functie (immers, er mag niet worden geplakt, d.w.z. geen twee ver-—
schillende punten x

, X, €X mogen in hetzelfde punt y&Y worden over-
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gevoerd ).

De eis dat bij een topologische transformatie f: X - Y niet
gescheurd mag worden, houdt echter nog meer in. Hij zal ook betekenen
dat voor elke erX geldt dat f(x) dichter bij f(xo) ligt naarmate

x dichter ligt bilj X3 nauwkeuriger gezegd: voor elke x.&X geldt, dat

bij iedere € > 0, een 6 > 0 is te vinden zodanig dat deoafstand tussen
f(x) en f(xo) kleiner 1s dan € voor alle x&€X waarvan de afstand tot
X, kleiner 1s dan §. (We zullen dan zeggen dat de functie f continu is.)
En iets dergelijks moet gelden voor de functie f—1: Y -+ X.

Voor de formulering van deze eis i1s dus nodig dat zowel in X als
in Y een afstand tussen de punten is gedefiniéerd. Vandaar dat we de
opbouw van de theorie beginnen met het begrip metrische ruimte. Het al-

gemenere begrip topologische ruimte zullen we dan daarna definidren.
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We eindigen deze inleiding nu met twee los van het voorgaande
staande cpmerkingen.
(1) Als ¥ en Y verzamelingen zisn, dan wordt X - Y gedefiniderd

door
X = V= (x,y)lxeX enyaVt.

Hierin 1s {(x.,v) een geordend paar met le codrdinaat {compo-

nent) x en 2e colrdinaat {(comnonent) v.

{({x,y) = (y,x) dan en slechts dan als x = y.)

(11) Als f: X + Y een functie is, en ACX, BCY dan definiéren we

t‘LA] = If(x) | xeA}
en
27 E] = x| f(x)est.
(Als f: X - ¥ 1-i-duidig en op is, dan heeft f_§[53 formeel

twee betekenissen; deze komen echter op hetzelfde neer.)

.. , . + ; . .
2. Z1] X een verzameling, en z1] R de verzameling der niet-negatieve
reéle getallen.

Een functie
p:rX ~ X - R
heet een metriek voor X, indien voor alle Xx,y,z &X geldt dat

0 «==> x =y

(1) o(x,y)
(11) pix,y) = oly,x)

(ii1) olx,z) plx,y) + oly,z) (driehoekscngelijkheid)

} ~

et paar (X,p) heet dan een metrische ruimte., p(x,y) heet de afstand

tussen X en y.
De verzameling
| .
B (p) = (x | elx,0) < ry (r-0)

heet de (open) bol, met straal r en middelpunt D.



Voorbeelden :

1. Voor een willekeurige verzameling X kunnen we definleren

o (x,y)
o(x,y)

Dan is (X,0) een metrische ruimte.

0 als x =y (x,y €X)

1 als x #y

I1. Zij R de verzameling der reéle getallen.

Indien p(x,y) = Ix-y[ (x,y €R) dan is (R,p) een metrische ruimte.

II1. (generalisatie van I11). Zi]

RY = {(X], Xps wees X ) I x; &R voor 1 =1, 2, ..., n}

. n n
Indien x (xq,xe,...,xn)eR eny = (y1,y2,...,yn)eR dan

definiéren we

p(x,y) =/ }é (=)

i

(s ta]

1

., . . n
We zullen bewijzen dat p een metriek is voor R . Eerst tonen we

echter aan de volgende

Hulpstelling : Indien pi,qié.R voor i = 1,2,...,n dan geldt

Bewigs :
Voor alle reéle t geldt

2 2

n n
Pi +2t | P;a; * [ a
1= =

(@]
N
T

2 )
(pit T q_i) =T i
1 i

IHe—as

i

Maar dan is de discriminant van de kwadratische vorm in het rechter—
lid < 0; d.w.z.

i=1 i=1 i=1 * =
n . n n
T 2 2 2
of (“L. piqi) < (Z Pi)(.z q_i)
1=1 1=1 1=
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Bewering : (=} 1s een metriek voor

SeW1lg8 o

Van de drie eilsen, dle aan een metriek zign gesteld, zijn de
eerste twee evident. We behoeven dus slechts de driehoeksonge-

ligkheid te bewijzen. D.w.z. we moeten aantonen dat

o2 24 2 > ) a >}
U (k=27 oo 0 xmy )Tt e ) (ya-zl) T
. 171 -l & 11 ‘ 1

1=1 1=1 1=

oftewel, als men stelt x ~y. = p_ , y. -2 = q_ (zodat x -2 = p.+
1 12 Y1 T2 1 11 1

n ) n ) n - n ) n

o+ )2K N :3*_ N 7£+‘( N ‘?xqu-f 2%

o APy T Lo 9y T o=b e By o %)
1= 1=1 1=1 1i=] 1=1
l.e.
B I S
o ‘\ jo} Ll ' e} < ' { -

v Alql o { o 1.’ \ . q_l/ )

1= 1= 1=]
maar dit volgt onmiddellijgk uilt de hulpstelling.

n . )

(R7,0) heet de n-dimensionale Fuclidische ruimte (voor n = 1
1s dit de rechte lijn, voor n = 2 het platte vlak).

R . . ¢ 2

IV, 215 K = L(x], Xps eee) | xlsaR voor i = 1,2,...5 X, o« <,
2 o

Indien voor alle x = (Xw’xg’x:g"")éﬂ eny = (yw,yg,ys,...)éﬁ

o(x,y) wordt gedefinieerd door

, 2.4
olx,y) = | (x =y,) }

1

Wer-—#

dan kunnen we weer aantonen dat o een metriek is voor H, (H,p)

heet de Hilbert ruimte.

3. Laat nu (X,0) en (Y,0) metrische ruimten zign.

Een functie f£:X - Y heet continu in x.eX indien bij 1edere ¢ - O
A

een § > 0 1s te vinden zodanig dat o(f(x),f(x < € voor alle x&X

o))
die voldcen aan p(x,xo) N



Opmerking : Hetis duideligk dat deze definitie een veralgemening 1s van
de bekende definitie van continuiteit voor een functie f:R - R (waar-

bij R de gewone "gbsolute-waarde-metriek' heeft).

We kunnen de definitie ook nog wel anders formuleren. Daartoe voeren

we het volgende begrip 1n.

zij (M,4) een metrische ruimte. 7ij p&M. Een verzameling OcM heet

een omgeving van p, indlen er een bol Br(p) bestaat zodanig dat
Br(p) c.O.
I.h.b. is elke bol Br(p) zelf een omgeving van p.

Indien weer (X,p) en (Y,0) metrische ruimten zijn, dan kunnen we de

bovenstaande definitie nu ook als volgt onder woorden brengen :

Fen functie f: X > ¥ heet continu in x,&X indien bij iedere omgeving

V., ) (van f(xo) in Y) een omgeving Ux (van x. in X) is te vinden

f(xo 0

met de eigenschap dat f[UX ] cV
0

0
f(xo)
Een functie f: X - Y heet continu, indien f continu 1s in iedere x&X.

Ock deze definitie kunnen we op een andere wijze formuleren.

Daartoe hebben we het volgende begrip nodig.

zij (M,d) een metrische ruimte. Een niet-lege verzameling G CM heet
open, indien bij elke y &G een bol Br(y) is te vinden, zodanig dat
Br(y) C€G. (Anders gezegd : G is juist dan open als G een omgeving

bevat van elk van zijn punten.)

Elke bol Br(x) 1s een open verzameling. M zelf is open. De lege

verzameling ¢ 1s per definitie open.

Merk op dat een verzameling O<M juist dan omgeving is van een punt

p €M indien er een open verzameling G bestaat zodanig dat p&€GcO.

Bewering : Als (X,p) en (Y,0) metrische ruimten zijn, dan is een functie

f:X -~ Y continu, dan en slechts dan indien voor iedere open verzameling
. PR Bl . .

G in Y geldt dat f [G] open is in X.



Bewigs :
(1) Ziy f continu.

Laat dan G een niet-lege open verzameling zijn in Y. Zi]

[®

..}-s-—-

{Gl. Dan 1s fnxO?eﬁh Daar G een omgeving 1s van f(x

o -

Xoéf O)

bestaatl er een omgeving (waarvoor we zonder beverking der

algemeenheid een bol kunnen nemen) Br(xO) van X zodanig dat

O’
)ef |G|. Daar X, een willekeurig

_'.Jdt

1B (x )] . a s B

f LBr(xo)_lch, maar dan 1is ‘r(xO 1
punt in f [G] was, volgt dat f |G| open 1is.

(11) We bewigzen nu het omgekeerde. Xies daartoe xoe}<en een wille=-

keurige (zonder beperking der algemeenheid : open) omgeving

1= - .
\Y va . f V., | ngev 1
f(xo) n f(xo) Dan 1s A foo)A een open omgeving van X,
. . = -1 - . N .
terwljl bovendien f f |V, <V, ; daw.z. f 1s continu 1n X..
- ‘(XO)H ;(xo) 0
Daar x, echter willekeurig is in X, volgt dat f continu is.

0

L. We bewijzen nu twee fundamentele eigenschappen van open verzame-
lingen in een metrische ruimte. Deze eigenschappen zullen we gebruiken
in de definitie van het begrip topologische ruimte - welk begrip dan
als een generalisatie van het begrip metrische ruimte kan worden

opgevat.

Bewering : Zij (X,0) een metrische ruimte.
(1) De vereniging van een willekeurige familie van open verzamelingen
is een oven verzameling.
(ii) De doorsnede van een eindige familie van open verzamelingen is

een open verzameling.

Bewiljs :
(We kunnen ons beperken tot niet-lege families van nlet-lege verzame-
lingen).

(1) is onmiddellijk duidelijk.

Wat (i1) betreft merken we allereerst op, dat het voldoende is aan te
tonen dat de doorsnede van twee open verzamellngen weer open 1s, en
vervolgens, dat de bewering dan onmiddellijk volgt ult ae volgende

propositie :



Indien y&B_(p) AB_(q) dan bestaat er een t > 0 zodanig dat
r= s -
JOY B .
Bt(y)CBrﬂp) s(q)
Dit laatste tonen we nu aldus aan.
213 © = min(r-p(D,y), s-0(q,y)); dan is t > O.
Indien nu xéBt(y) dan volgt

D(PaX) }_p(p,y) + ply,x) < p(p,y) +1t <r, l.e. XEBr(P).

Op dezelfde manier xe_Bs(q) . Dus xeBr(p) (\Bs(q) . Daar x een willekeurig
element &Bt(y) was, volgt het gestelde.

5. 7ij X een verzameling. Een familie “) van deelverzamelingen van X heet
een topologie voor X indien
(i) o€J en xe

(i1) de vereniging van elke deelfamilie vand tot ¥ behoort

(iii) de doorsnede van elke eindige deelfamilie van J tot J behoort

Het paar (X,’J) heet dan een topologische ruimte.

De verzamelingen 0&% heten (J-)open.

Voorbeelden
I. 7ij X een verzameling. Indien J de familie van alle deelverzame-
lingen van X is, dan is (X,%) een topologische ruimte. ) heet

dan de discrete topologle voor X.

I1. Z1j X een verzameling. Indien J= {¢,X} dan is (X,Y) een topolo-

gische ruimte. J heet de indiscrete topologie voor X.

Opmerking :Indien".)'1 en 372 twee topologieén zljn voor X, zodanig
dat 714;']2, dan heet 7’] kleiner (grover) danJ2; 'jz heet groter

(fijner) dan U]. De indiscrete topologie is de grofste en de

discrete topologie is de fijnste topologie voor X.
III. Zij X een verzameling. Zi]
T= A | acX, X\A is eindigiule).

Dan is (X,7J) een topologische ruimte. 7 heet de eindig-complement
topologie.




Iv.

Z1ij) (X,p) een metrische ruimte. Indien % de familie van alle
open verzamelingen (zoals gedefiniéerd in §3) is, dan is (X,3)

een topologische ruimte. "J heet de metrische topologie (gelndu-

ceerd door de metriek p).

Indien (X,%) een topologische ruimte is, en indien er een metriek
p voor X bestaat, zodanig dat de door p gelnduceerde metrische

topologie juist %) is, dan heet (X,Y) metrizeerbaar.

(We zullen zien dat niet elke topologische ruimte metrizeerbaar
is.)

Onder een geordende verzameling zullen we in het volgende verstaan

een paar (X,<), waarin X een verzameling 1s en < een relatie
("kleiner dan') tussen de elementen van X zodanig dat
(i) voor elk tweetal elementen x en y van X geldt juist &&n van

de betrekkingen
X<y ¥y <X, X=Y

(ii) voor elk drietal elementen x, y en z uit X geldt
(x <y en y < z) =>Xx <2

Onder een (open) interval in (X,<) zullen we verstaan een verza-

meling van de vorm {x | 2 < x < b}, en als X een kleinste element
p (resp. een grootste element q) heeft ook elke verzameling van

)
de vorm {x | p < x < b} (resp. {x | a < x < q}).

7Zij nu (X,<) een geordende verzameling. Zij‘j( de familie bestaande
uit ¢ en alle deelverzamelingen G van X met de eigenschap dat er
voor elke geG een (open) interval 1 bestaat, zodanig dat

gel cG. Dan is (X,'j() een topologische ruimte. ’j( heet de

orde-topologie.

De reéle rechte R is zowel een metrische ruimte als een geordende
verzameling. De metrische topologie valt samen met de orde-topologie.

Men spreekt van de gewone topologie voor R.
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6. 2ij X een topologische ruimte (de aanduiding "J" voor de topologie
wordt bijna altijd weggelaten).

Een verzameling U heet omgeving van een punt p €X, indien er een open
verzameling G bestaat zodanig dat p &G cU.

Merk op dat een verzameling Jjuist dan open is als hij een omgeving

bevat van al zijn punten.

Laat (X,'71) en (Y,'JQ) topologische ruimten zijn.

Een functie f: X - Y heet continu in x. €X indien bij iledere ':71—

omgeving V (van f(x.) in Y) een omgeving U, (van Xy in X) 1is

f(xo) 0 0

te vinden met de elgenschap dat f[U jcV .

X5 f(xo)
Een functie f: X - Y heet continu, indien f continu is in iedere x&X.
Bewering : Als (X’l) en (Y,’.‘]E) topologische ruimten zijn, dan is een
functie £ :X -~ Y continu, dan en slechts dan indien voor iedere

”.]2-open verzameling G (in Y) geldt dat f-1 [Gj /jropen is (in X).

Bewijs :
Volkomen analoog aan het bewijs van de analoge bewering in §3.

Twee topologische ruimten (X,"]q) en (Y,’Je) heten topologisch aequivalent

of homeomorf indien er een 1-1-duidige functie van X op Y bestaat, zo~
danig dat f en £ beide continu zijn.

f heet dan een topologische afbeelding of een homeomorfie van X op Y.

Onder f worden de /:71.-open verzamelingen dan op de /:72-open verzamelingen —

-1 . .
en onder £  de qe-open verzamelingen op de ﬁropen verzamelingen
afgebeeld.
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Colloguium "Topologie"

5 oktober 1966

7. 715 (X,7) een topologische ruimte.
Een deelfamilie 55(.'.7 heet een basis voor de topologieff indien iedere

o0& de vereniging is van elementen van P.

Bewering: Een deelfamilie A van 7 is dan en slechts dan een basis voor

7] indien
VOE:/:] Ver 1BeB : xe&BcO
Bewijs: duidelijk.

Stelling 1: Laat ’:71 en '.72 topologieén zijn voor de verzameling X.
Zij Q een basis voor 71 en zij ‘332 een basis voor ':72.

Dan is ’71 = ':]2 dan en slechts dan indien

VB1e€51 Vx1éB1 3}32e$2 i x €B,CB, (1)
en VBZeﬁZ nge.B2 aBlé ‘31 : xgéB1CBg (2)
Bewijs:

(i) Indien /31 = ':72 dan volgen (1) en (2) direct uit de voorafgaande
bewering.

(ii) Uit (1) volgt dat iedere B 6931 de vereniging is van elementen

1
Bgé ‘)’.}2 Dan is ook iedere 016 ':71 de vereniging van elementen
B2é.‘ﬁ; dW.z. 016’32.

Ergo: ’j1 6’72.

Op dezelfde wijze volgt uit (2) dat '72 C_'71.

Maar dan is ’71 =':7'2.
In de volgende stelling is de topologie niet van te voren gegeven.

Stelling 2: Zij X een verzameling, en zi] Been niet-lege familie van
deelverzamelingen van X, met de eigenschap dat U= x.

Dan is Been basis voor een topologie, dan en slechts dan als

Vu,ve® Vreunv JweB : xewcuav
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Bewigs:

(i) Indien Deen basis is voor een topologie 2J, dan geldt voor alle
U,ve B dat UnVe’. De rest volgt dan onmiddellijk uit de boven-
staande bewering.

(ii) Om het omgekeerde te bewijzen definiéren we Jals de familie van
die verzamelingen van X, die de vereniging zijn van elementen
van D. We tonen aan dat /Jeen topologie is voor X (dan is Been
basis voor %J). In de eerste plaats is het duldelijk dat de vere-
niging van elke deelfamilie van /] weer tot %] behoort. Laat ver-

volgens U1 en U, willekeurige elementen €% zijn en 2z1i] xe.U_I nUQ;

2

daar zowel xéU1 als x&U, volgt het bestaan van B_I,Bzé% zodanig

2
CU2 en dus xé.B1 (l'Bch,l (\U2. Op grond van

CU_l (alv)

dat xéB1 CU1, xeB2

het gegeven bestaat er nu een B3693 zodanig dat x é.B3c_131 NB

Daar dit geldt voor alle x 45.U1 NU

2
volgt dat U1 nU2 de vereniging 1s

2

2
van elementen BB, d.w.z. u, nu,e J. Hieruit concludeert men

onmiddellijk dat de doorsnede van elke eindige deelfamilie van “J

weer tot ’:7 behoort.

zij (X,7)) een topologische ruimte.
Een deelfamilie Sc 7 heet een subbasis voor de topologie J indien de
familie 95van alle eindige doorsneden van elementen van f een basis

is voor 7).
Uit stelling 2 volgt dan onmiddellijk

Stelling 3: Iedere niet-lege familie & van deelverzamelingen van een
verzameling X met de eigenschap dat U= 1 is de subbasis van een
topologie J.

(Jis natuurlijk eenduidig door & bepaald. % is de kleinste topologie
Df voor X.)

Voorbeelden:

I. zij (X,p) een metrische ruimte. De familie der open bollen is een

basis voor de metrische topologie.
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II. Z13 (X,<) een geordende verzameling. De familie der open intervallen
(als gedefinierd in voorbeeld V op blz. 9) is een basis voor de
orde-topologie. De familie der verzamelingen van de vorm
{x | x > al, {x | x < b} (a,beX) is een subbasis voor de orde-
topologie.

Opgave: 7Zij R2 = {(x1,x2) | X, ,xgeR}.
AMls x = (x.,x,) eny = (y,,y,) zij dan
-
p(x,y) = {(x,-y)7 + (x,-y,)}% en o(x,y) = |x.=y. | + |x,-v,].
o 5 197 2 V2 1 Y1 272
Dan zijn (R%,p) en (R",0) metrische ruimten met dezelfde metrische

topologie.

8. Men zegt dat een topologische ruimte X aan het 2e aftelbaarheids-

axioma voldoet, indien er een aftelbare basis bestaat voor de topologie

in X.

Voorbeeld: De metrische ruimten (Rn,p) van voorbeeld III op blz. 4
(en dus i.h.b. de reéle rechte) voldoen aan het 2e aftelbaarheids-

axioma.

Zij X een verzameling en zij A cX. Een familie Hvan deelverzamelingen
van X heet een overdekking van A, indien ACUY( men zegt dan ook dat
H A overdekt.

Indien 7[C7f, en indien ook ’Yeen overdekking is van A, dan heet H een

deeloverdekking van M voor A.

Als (X,”]) een topologische ruimte is, en AcX dan heet een overdekking

Hvan A een open overdekking indien ieder element van' K 7—open is.

Stelling 4 (Lindeldf): zij (X,%) een topologische ruimte die aan het
2e aftelbaarheidsaxioma voldoet. Zij A<X. Dan geldt: Iedere open
overdekking ‘N van A heeft een aftelbare deeloverdekking'?f.

Bewijs:
7ij Deen aftelbare basis voor J.
Veear Jo e I3 eB : aeB co,.
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7ij W = {Ba}aeA cB). @' is aftelbaar en dus begtaan er aftelbaar

vele aieA (i =1,2,3,.+.) zodanig dat B = {Ba } . Daar B' een
1 i=1e
overdekking is van A, geldt hetzelfde voor w= {oa | ().
1 1=1
Fen Lindeldf-ruimte is een topologische ruimte met de eigenschap dat

iedere open overdekking van de ruimte een aftelbare deeloverdekking

heeft.
M's bijzonder geval van stelling L4 hebben we dus

Stelling lLa: Een topologische ruimte die aan het 2e aftelbaarheids-

axioma voldoet is een Lindeldf-ruimte.

Het omgekeerde van deze stelling is niet juist. We laten dit zien in

een
Opgave: Indien o een ordinaalgetal is, dan definiéren we
W(a) = {p | u ordinaalgetal < a}, W'(a) = W(a) u-{a}

en we maken deze geordende verzamelingen tot topologische ruimten
d.m.v. de orde-topologie.
7Zij dan Q het kleinste niet-aftelbare ordinaalgetal. Dan is W'(Q)

een Lindeldf-ruimte, maar W'(Q) heeft geen aftelbare basis.

[Aanwijzing: (i) Zij H een open overdekking. Er is dan een O&)f zodanig
dat Q€03 z1j I een open interval met Q€I 0. Als o = inf I, dan wordt
de aftelbare verzameling W'(a) zeker overdekt door een aftelbare deel-
familie'?ﬁ van W K = '74 Ulo} is nu een aftelbare deeloverdekking
van 'vaoor w(Q).

(i1) Dat W'(Q) niet aan het 2e aftelbaarheidsaxioma voldoet
ziet men, na bestudering van de volgende paragraaf het gemakkelijkst in
door op te merken dat W'(Q) niet aan het le aftelbaarheidsaxioma vol-

doet: er is geen aftelbare locale basis in Q]

9. Zij X een topologische ruimte.

Zij x€X. Een locale basis in x, of een basis voor het omgevingensysteem

in x is een familie 55}{ van omgevingen van X met de eigenschap dat er

bij iedere omgeving Ux van x een Bxe‘ﬁx bestaat zodanig dat xeBxcUx.
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Merk op dat de familie van de open omgevingen van x een locale basis
1s 1n X.

Men zegt dat een topologische ruimte X san het le aftelbaarheidsaxioms

voldoet, indien er een aftelbare locale basis is in elk punt x€X.

Voorbeeld: Elke metrische ruimte voldoet aan het le aftelbaarheids-

axioma .

Stelling 5: Een topologische ruimte X die aan het 2e aftelbaarheids-

axioma voldoet, voldoet ock asan het Te aftelbaarheidsaxioma.

Bew1gs:
Zig Deen aftelbare basis van X. Zij x&X. Laat ‘3}( de deelfamilie van
ﬁ5zijn die bestaat uit alle verzamelingen waartoe x behoort. Dan is ﬁa

een aftelbare locale basis in Xx.

Het omgekeerde van deze stelling is niet juist, zoals aangetoond wordt

door het volgende

Voorbeeld: Als X een overaftelbare discrete ruimte is, dan voldoet X

niet aan het 2e maar wel aan het le aftelbaarheidsaxioma.

10. Zij (X,7) een topologische ruimte.
Een verzameling F<X heet (7—)5esloten indien X\ F “J-open is.

Voorbeelden:
I. X en ¢ zijn gesloten.

II. In elke metrische ruimte (X,p) is de verzameling

Sr(P) = {x | o(x,p) = 1}

gesloten ("gesloten bol") (r > 0).
Bovendien is elke verzameling die uit é&n punt bestaat gesloten.
III. In de reéle rechte is de verzameling {0,1,%,%,...} gesloten; de

verzameling {1,%,%,...} echter niet.
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Stelling 6: Zij (X,VY) een topologische ruimte.
(i) De doorsnede van een willekeurige familie van gesloten verzame-
lingen is weer een gesloten verzameling.
(ii) De vereniging van een eindige familie van gesloten verzamelingen

is weer een gesloten verzameling.

Bewijs:
Volgt onmiddellijk uit de overeenkomstige eigenschappen van open

verzamelingen, de definitie van een gesloten verzameling, en het feit

dat

O..
1

n
N xvo) =xv U o, U (xN0y) = x\
iel . i€l i=1

Y

1

Als nu A een verzameling is in een topolbgische ruimte X, dan is de
doorsnede van alle gesloten verzamelingen DA kennelijk de kleinste
gesloten verzameling DA. Men noemt deze verzameling het gesloten

omhulsel of de afsluiting van A; notatie: A.

Merk op dat uit A cB volgt dat A <B.

Bewering: A is dan en slechts dan gesloten als A = A.
Bewijs: duidelijk.

Opmerking: Voor open verzamelingen heeft men iets analoogs:
(i) De vereniging van alle open verzamelingen C A is de grootste

open verzameling c A. Men noemt deze verzameling het inwendige
van A; notatie: AO.

(ii) A is dan en slechts dan open als A = A%,

Een verzameling A in een topologische ruimte X heet (overal)dicht als

A = X. Een topologische ruimte heet separabel, indien er een aftelbare
verzameling dicht in ligt.

11. We zullen in deze paragraaf enkele andere karakteriseringen van de
1

begrippen "gesloten verzameling" en "afsluiting" geven.
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Zi) A een verzameling in de topologische ruimte X.

Een punt p eX heet verdichtingspunt van A, indien voor iedere omgeving

Up van p geldt dat Upﬂ (ax {p}) # ¢.

Merk op dat een verdichtingspunt van A al dan niet tot A kan behoren.

Voorbeeld: In de reéle rechte is 0 verdichtingspunt zowel van de

. 19 . r
verzameling [0,3,%,...} als van de verzameling {3,8,...1.

De verzameling van alle verdichtingspunten van A heet de afgeleide
verzameling van Aj; notatie: A'.

Stelling T: A is dan en slechts dan gesloten als A'C A.

Bewijs:

(i) zij A'cCA.
Laat p een punt zijn €X\NA. Dan is zeker p € A' en dus is p
geen verdichtingspunt van A. D.w.z. er is een omgeving Up van p
zodanig dat Upf\(A\{p}) = ¢, oftewel, daar p €4, U NA = 03
d.w.z. UPCX\A. Daar p een willekeurig punt uit X \A is, volgt
dat X \A open is; A is dus gesloten.

(ii) 2zij A gesloten.
Laat p een punt zijn €X\A. Daar X \ A open is volgt dat er een
omgeving U van p is zodanig dat UPC X\ A, oftewel UPOA = ¢, d.W.2.
Up N(A \lp}) = ¢. Dus volgt dat p &€ A'. Daar p een willekeurig punt
is van X VA volgt dat A'CA.

Bewering: (i) Als ACB dan is A'CB'.
(i1) (AUB)' = A'UB'.

Bewijs:
(i) zij peA'. Voor iedere omgeving U_ van p geldt dat Upn(A \{p}) # ¢

maar dan is zeker, daar ACB, Upﬂ(B \{p}) # ¢. D.w.z. pEB"'.

(ii) Daar A,B c(A UB) volgt A',B'C(AUB)'; dus A’ UB'C (AUB)'.
Indien p € A'UB', d.v.z. p €A' en p €& B', dan volgt het bestaen
van twee omgevingen Up en Vp van p, zodanig dat Upn(A \{p}) = ¢
en V._N(B\ {p}) = ¢. Maar dan geldt voor de omgeving Wp = Up(ﬂlp

van p dat Wp N((A UB) \{p}) = ¢. Dus p € (A UB)'. Daar p willekeurig

is volgt dat (AUB)'CA'UB'.
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Stelling 8: A = AUA'.

(i) We tonen eerst aan dat AUA' gesloten is - waaruit dan onmiddellijk
volgt dat ACAVA'.
Aldus: Zij peX \(AUA'). I.h.b. is dan p €A' en dus bestaat er
een open omgeving Op.van p zodanig dat Opf\(A\ {p}) = OPﬂA = ¢.
Daar OP open is gekozen volgt dat Op omgeving is van elke qeaop;
maar dan is geen enkele qeOp verdichtingspunt van A. Hieruit volgt
dat Opc:X \(AUA'). Eéar ho) wilifkegfig is volgt het‘gestelde.

(i1i) Voorts volgt uit AcA dat A'Cc A c_ A, en dus AUA'C A.

Gevolg: peh dan en slechts dan als voor iedere omgeving Up van p geldt
dat Up NA # ¢.

Stelling 9: AUB = A UB.
Bewijs: AUB =(AUB)U (A UB)'= (AUB)U(A'UB') = (AVA') U(BUB') = AUB.

Voorbeelden:
I. In een metrische ruimte is de gesloten bol Sr(p) niet noodzakelijk
de afsluiting van de open bol Br(p)'
II. Indien Q de verzameling der rationale getallen is in de reé&le rechte
R, dan is § = R. R is dus een separabele ruimte.

III. Als A = {1,},4,...} in R, dan is & = {0,1,3,%,...}.

12. Voor het speciale geval van metrische ruimten kunnen we de begrippen
"afgeleide verzameling" en "afsluiting" nog op andere wijze karakterise-

ren. Dat zullen we in deze paragraaf doen.

Zij (X,0) een metrische ruimte.

Indien A en B deelverzamelingen van X zijn, dan definidren we de afstand
van A en B als

o(A,B) = inf p(a,b).
ach
beB
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Mls A uit é&n punt bestaat, dus A = {a}, dan schrijven we p(&,B) i.p.v.
p({a},B).

Als A en B beide uit &&n punt bestaan, A = {a} en B = {b}, dan is
°(A,B) = p(a,b).

Stelling 10: Zij A een verzameling in de metrische ruimte (X,p).
Dan geldt: (i) A' = {x | o(x,A N {x}) = o}
(1i) & {x | o(x,4) = 0}.

Bewijs: (1) xe&A' <==> jedere Be(x) (e > 0) bevat een punt aeh\ {x}
<==> Ve > 0JaeaN{x} : o(a,x) < ¢
<==> O(X,A\{X}) =0

(ii) volgt uit stelling 8 en uit (i).

13. Stelling 11: Een topologische ruimte (X,J) die aan het 2e aftel-

baarheidsaxioma voldoet is separabel.

een aftelbare basis van’J. Kies voor elke

Bewigs: Zi] B= {Bi}:ﬂ
i=1,2,3,... een punt aié-.Bi. De aftelbare verzameling 4 = {ai}:fl
is overal dicht in X (indien p © A, dan volgt uit het feit dat elke
omgeving Up van p een basis-element Bi , en dus een punt a; bevat,

dat UP(\A £ 93 dew.ez. peA'). 0 0
Het omgekeerde van stelling 11 geldt niet:

Voorbeeld: Zij X een overaftelbare verzameling, en zij ‘Jde eindig-
complement topologie voor X.
Tedere oneindige deelverzameling, en dus 1.h.b. iedere aftelbasr-
oneindige deelverzameling is dicht in X. De ruimte (X,%)) is dus separabel.
Dat (X,%)) geen aftelbare basis heeft, ziet men aldus: indien B

een basis is, dan volgt gemakkelijk, voor een punt x,&X, dat
n B = {xo};
erB
Bef
indien B aftelbaar zou zijn, dan volgt dat het complement van {xo}

een aftelbare vereniging van eindige verzamelingen, dat is een aftelbare

verzameling is; maar dit is een contradictie.



20

Voor metrische ruimten geldt het omgekeerde van stelling 171 wel:

Stelling 12: 7Zij (X,p) een separabele metrische ruimte. Dan voldoet X

aan het 2e aftelbaarheidsaxioma.

- 0

Bewljs: Zij A = {ai}i=1 een overal dichte aftelbare verzameling.

We tonen aan dat de aftelbare verzameling

$- {Br(ai)}r rationaal > 0; i=1,2,3,...

een basis 1s voor de metrische topologie.

AMldus: Zij O een open verzameling en zij p &€0. Er bestaat dan een bol
Bs(p)c.o. Laat dan r een rationaal getal < 3s zijn. Omdat A overal
dicht is bestaat er een a, & Br(p). Dan is ook peBr(e.i ). Bovendien
is Br(ai )CBS(p) ]:ws.nt a1l xé:Br(a:.L ) dan volgt p(x,p)O; p(x,ai ) +
+ p(ai ,P) <r +1r < s en dus xeBS(B)]. 0

Dit begekent peBr(aiO) c0. Dis dan een vasis op grond van de bewering
in §7.
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Colloguium "Topologie"(1966-1967)

19 oktober 1966

Spreker: J. v.d. Slot.

14, Invendipge, uitwendige en rand van een verzameling.

Stel T een topologische ruimte.
Met A° noteren  we het inwendige van een deelverzameling A. Het com-
plement van een deelverzameling A noteren we als AS

c=C

Bevering: A° = a

Bewijs: Omdat ECA <=> A°c £ merken we op dat de open verzamelingen
ECA precies de complementen zijn van gesloten verzamelingen 2%,
Dus A® = U {FCIF is gesloten &F DA} = (N{F is gesloten &FDA°})C =

C=C
= A .

Definitie. Is A een willekeurige deelverzameling van een topologische
ruimte ¥ dan valt X uiteen in drie disjuncte deelverzamelingen:
(a) A% = 2° het inwendipge van A

(b) A~ = p°©
(¢) (A% a°~C)©

Punten van het inwendige, uitwendige of de rand van A heten respectie-

het uitwendige van A

= Ana®” de rand van A, notatie b(A)

velijk inwendige punten, uitwendige punten en randpunten van A.

VoorbeeldentI. Stel ACEZ, A = {(x,y)] x° + y° < 1}.
Het inwendige van A is {(x,y)l x2 + y2 < 1}; hetuitwendige van A is

{(X.Y)l X2 + y2 > 1}; de rand van A is {(x,y)l x2 + y2 =1},

Hoe vreemd de rand van een verzemeling er i.h.a., uit kan zien getuige
het volgende voorbeeld.

IT. Stel Q de deelverzameling van R bestaande uit de rationale getallen.
Het inwendige van Q is @, het uitwendige van Q is ¢ en de rand van Q

is R
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Opgave. Stel A een deelverzameling van een topo ruimte X. p€X is
randpunt van A <=> Iedere omgeving van p bevat zowel van A als van
AS punten.

Bewijs dat A = AUDb(A),

Als A open is in X toon dan aan dat b(A)AA = 4.

15. Deelruimten van een topologische ruimte

Stel (X,4) een topologische ruimte. Een deelverzameling Y van X maken
we tot een topologische ruimte door als stelsel open verzamelingen te
nemen 3' = an*)a (Y,1') heet een deelruimte van (X,”3). De topologie
op Y heet de relatieve topologie,

Wanneer we dus nu een willekeurige deelverzameling Y van een topologi-
sche ruitte X bekijken, dan is Y blijkbaar open en gesloten in de deel-
ruimte Y, doch niet noodzakelijk open in X. Hieruit blijkt weer duide-
1ijk dat het begrip open geen absolute betekenis heeft. We moeteh expli-

ciet de ruimte vermelden waar we de topologie van bedoelen.

Bewering: Stel (X,J) een topologische ruimte en (Y,3') een deelruimte.

(1) A1s {U |acA} een basis (subbasis) voor A is, dan is {YﬂUala e A}
een basis (subbasis) voor A'.

(2) Een deelverzameling A van Y is M' - gesloten d.e.s.d. wanneer er een
N - geslotén verzameling F van X is met FOY = A,

(3) Stel ACY. Dan is de afsluiting van A in de deelruimte Y (notatie
Z&Y) gelijk aan ANY,
(de analoge uitsprask voor het inwendige van een verzameling A is on-
juist)

Bewijs: (1) is triviaal

(2) Stel A gesloten in Y, dan is A = Y\W met W open in Y, Dan W = YOV

met V open in X, en we vinden A = Y\¥NV)= YN (X\V).

Is omgekeerd A = YNTF met F gesloten in X, dan Y\A = YN (X\F) en dit

toont aan dat Y\A open is in Y d.w.z. A is gesloten in Y.

*)

Met UMY bedoelen we {UnY|U€z}



(3) YNE is een gesloten verzameling van de deelruimte Y, die A omvat.
Dus A°C AAY.

.. . =Y .
Anderzijds 1s A" gesloten in Y, dus er bestaat volgens (2) een gesloten

. Y -
verzameling G van X met A~ = GNY. Blijkbaar ACG en ook ACG,
pus ANYC 6NY = &Y,

Voorbeelden:

I, Een segment [?, tﬂ is een deelruimte van de re8&le rechte R. Een
subbasis voor de open verzamelingen van de deelruimte [a, tﬂ wordt
gevormd door de verzamelingen van het type [ﬁ, x) en (y, ﬁ]

(a < x93y <b)e

II. De verzameling Q der rationale getallen is een deelruimte van de
reéle rechte R. De deelverzamelingen {x€Q| a < x <b a, b irra-
tionaal} zijn zowel open als gesloten deelverzamelingen van de
deelruimte Q. (maar niet van R).

III. De verzameling der natuurlijke getallen is met de relatise topolo-
gie (geinduceerd door R) een discrete topologische ruimte.

IV. Beschouw E2 met gewone topologie en hierin de deelverzameling Y =
= {(x, y)EEEzly = 0}. Y is als deelruimte van E2 homeomorf met R.

V. Elke rechte lijn in de E' is als deelruimte homeomorf met R.

Stel nu (X, p) een metrische ruimte. X is dus een topologische ruimte
d.m.v. de metrische topologie.

Een deelverzameling Y van X is op natuurlijke wijze een metrische ruim-
te (Y, p') als we afspreken dat de afstand p'(y, z) tussen twee punten
v, z van Y gelijk is aan p(y, 2z).

De (open) bollen van (Y, p') zijn nu alle verzamelingen Br(P)f\Y met
peY en deze vormen een basis voor de metrische topologie op (Y, p').
Een basis voor de relatieve topologie op Y geinduceerd door de topolo-
gische ruimte X wordt gevormd door alle verzamelingen Br(p)f\Y net peX.

(zie de bewering in §15).

Bewering: De metrische topologie van (Y, p') is dezelfde als de rela-

tieve topologie op Y.
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Bewig's:Stel'()}’1 = {Br(p)f\er >0, pEX} en 132 = {Br(P)nY]r > 0,
pEY}e '(B] en '032 zijn bases voor de relatieve topologie en metrische
topologie op Y. We gebruiken de Stelling 1 om te bewijzen dat de topo=-
logieen dezelfde zijn.

Stel Bje'z& en y&B,. Dus yéBr(p)ﬂY met r > 0 en peXo

Stel s = r - p(p, ¥) Als we B, = Bs(y)f\Y stellen dan is B, (=4 BQ

en geldt yE€ B,CB, (want y'éB2 => o(y, v') <r - p(p, y) = eo(ps, ¥")
<oly, y') +elp, y) <r=>y'€ BI_(p)rH{)c

Aan de eerste els van Stelling 1 is dus voldaan. Er is ook aan de twee-

de eis voldaan, want 'Mgdﬁl1°

Gevolg: Een deelruimte van een metrizeerbare ruimte is metrizeerbaar.

Stel nu dat (X, <) een geordende verzameling is. Op natuurlijke wijze
is een deelverzameling Y van X geordend (m.b.v. de ordening op X).
Als ’-31 de relatieve topologie is op Y en {12 de ordetopologie op Y,
dan is gemakkelijk in te zien dat &&2 Cﬁ1 maar nu geldt niet i.h.a.
f:(1 = ﬂeo Om het laatste in te zien nemen we X = R en voor < de na-
tuurlijke ordening op R. Kies Y = [0,1)U{2}. stel {‘11 en f;{z zijn
respectievelijk de relatieve topologie en de ordetopologie op Y.

u geldt ,’11 # i{el Immers de eénpuntige verzameling {2} is ﬁ1- open
maar niet !:{2 - open, want iedere .ﬂz - open verzameling die het punt
2 bevat, bevat ook een segment (e, 1) (0 < e < 1),

Merkwaardig is dat het punt 2 in de ordetopologie .’211 op Y een verdich-
tingspunt is van de verzameling [0, 1).

Verschillende eigenschappen van topologische ruimten worden overgedragen
op hun deelruimten. Zulke eigenschappen heten erfelijk. We hebben al

opgemerkt dat metrizeerbaarheid een erfelijke eigenschap is. Ook geldt:

Stelling 12: Tedere deelruimte van een ruimte die aan het tweede af-

telbaarheidsaxioma voldoet, voldoet aan het tweede aftelbaarheids-
axioma.



Bewijs: Stel {Uili =1, 2, ...} een aftelbare basis van de ruimte X.
Als YCX, dan is {Ui(\Yli = 1, 2,...} een aftelbare basis voor de
deelrulnte Y.
Het 1s in het algemeen niet waar dat een deelruimte van een separabele
ruimte weer separabel is.
Om dat te 1llustreren behandelen we het volgende voorbeeld.
Beschouw het gesloten bovenvlak P van E2 gegeven door de voorwasrde
y 2 0.
Beschouw het volgende stelsel deelverzamelingen van P

1°  alle open bollen van E2 voor zover deze in P liggen

2°  alle open bollen van EE, die in P liggen en de x-as raken

onder toevoeging van het betreffende raakpunt.

Dit stelsel is een basis van een topologied op de verzameling P. (P, %)
is een separabele ruimte. Immers de verzameling Q = {(x,y)é;Eglx, ¥
rationaal, y > 0} is een aftelbare overal dicht liggende deelverzameling
van (P, M). De deelruimte R = {(x, y)€P|y = 0} van (P,X) is aiscreet
en niet separabel, omdat R overaftelbaar is. (merk op dat een discrete

ruinte met overaftelbaar veel punten nooit separabel is).

16. Enkele scheidingsaxioma's

Definitie: Men noemt een topologische ruimte T een Eq-ruimte wanneer

aan het volgende axioma voldaan 1s (T1 ~ axioma)
(Tl) Bij ieder paar verschillende punten van T bezit elk een omgeving

die het andere punt vermijdt.

Stelling 13: Een topologische ruimte T is een gq-ruimte d.e.s.d. wanneer

iedere deelverzameling van T die uit €&n punt bestaat, gesloten is.

Bewijs: Stel T een T1-ruimte. Als peT kies dan van elk punt g ¥ p een
open omgeving U(q) die p vermijdt. T\{p} = V{U(q)|q ¥ p en deze verza-
meling is open als vereniging van open verzamelingen. {p} is dus een
gesloten verzameling van T.

Als omgekeerd elke punt van T gesloten is en p en q zijn twee verschil-
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lende punten van T, dan 1is T\{q} een omgeving van p die q vermijdt en

T\{p} is een omgeving van q die p vermijdt. T is dus een T1—ruimtee

Definitie: Men noemt een topologische ruimte een Hausdorffruimte wan-

neer aan het volgende axioma voldaan 1is (Tg’of Hausdorffaxioma).

(T.) Iedere twee verschillende punten bezitten disjuncte omgevingen.

5)
Het is duidelijk dat iedere Hausdorffruimte een T1—ruimte is. Het om~
gekeerde geldt niet. Een voorbeeld van een topologische ruimte die een
T1-ruimte is doch geen Hausdorffruimte is een oneindige verzameling X
tezamen met de eindig complement topologie (zie blz. 19)

Een voorbeeld van een topologische ruimte die noch een T1—ruimte noch

een Hausdorffruimte is, 1s een verzameling X met indiscrete topologie.

De meeste van de ruimten die in deze syllabus als voorbeeld gegeven zijn,
zijn Hausdorffruimten.

Een discrete ruimte is een Hausdorffruimte; iedere metrische ruim-
te (X,p) met de metrische topologie is een Hausdorffruimte (als p, q&X;
p¥agenr=1p(p, q) dan zijn Br(P) en Br(q) disjuncte omgevingen van
penaq.
Verder is iedere deelruimte van een Hausdorffruimte een Hausdorffruimte

(ga dit na).

In de topologie, vooral als het toepassingen in de Analyse betreft, be-
perken we ons meestal tot Hausdorffruimten, zelfs wel tot nog kleinere

klassen ruimten.

17. Samenhangende topologische ruimten

Definitie: Een topologische ruimte X heet samenhangend wanneer ¢ en X

de enige zowel open als gesloten deelverzamelingen zijn.
Een deelverzameling A van een topologische ruimte X heet samenhangend

wanneer A als deelruimte samenhangend is.

Voor het gemak zullen we een zowel open als gesloten deelverzameling

van een topologische ruimte opgesloten noemen.



n
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Voorbeelden:

I‘ .u 1 5é 1
Een ruimte bestaande uit &én punt 1s samenhangend.

II. De re€le rechte R met de gewone topologie is samenhangend.

Bewijs: Veronderstel dat er toch een niet lege, echte opgesloten
deelverzameling A van R bestond.
Stel B = R\Aa Kies a€ A en b€ 3, we mogen veronderstellen dat a < b.
Zij p = sup (AN [a, tﬂ) p behoort tot A, want p is een punt van
A of een verdichtingspunt van A en A is gesloten (St.8). Iedere
(rechter) omgeving van p bevat punten van R\A = 3, dus A is niet
open. Tegenspraak! Op dezelfde manier bewijst men dat ieder
segment sanerhangend is.

III. De E° (n > 1) met gewone topologie is samenhangend. Bewijs dit zelf.

IV. Stel ACR gegeven door A = (0,1)U(1,2). Dan is A niet samenhan-
gend ((0,1) is een echte niet lege opgesloten deelverzameling).

V. Een discrete ruimte is niet samenhangend. Immers elke deelverza-
meling is opgesloten.

VI. De deelverzameling Q van R bestaande uit alle rationale getallen
is niet samenhangend (als a,b irrationale getallen zijn, a < D,
dan is {x6£Q|a < x < b} een echte niet lege opgesloten deelver-

zameling van Q).

Bewering: Een topologische ruimte X 1s dan en slechts dan niet samen-—
hangend wanneer er twee deelverzamelingen A en B bestaan net

le. A + ¢ s B # é

2e. AUB =X, ANB = ¢

3e. A en B gesloten in X,

Bewijs: Stel X is niet samenhangend, er bestaat dus een echte niet
lege opgesloten deelverzameling Y. Als A = Y en B = X\Y dan voldoen A
en B aan le. t/m 3e:

Bestaan omgekeerd in X twee verzamelingen A en B die voldoen aan le.
t/m 3e., dan is A een echte niet lege opgesloten deelverzameling van X

en X is dus niet samenhangend.
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Het is gebruikelijk om een niet samenhangende ruimte X splitsbaar te
noenen. Als X = AUB"terwijl A en B aan le. t/m 3e van de vorige bewe-
ring voldoen, dan heet (A, B) een splitsing van X.

Een ruimte is dus dan en slechts dan samenhangend wanneer er geen split-

sing bestaat.

Stelling 14: Stel X een topologische ruimte en A een samenhangende
deelverzameling van X.

Dan is A samenhangend.

Bewijs: Stel C een opgesloten deelverzameling van A, wve moeten aantonen dat
C=g¢of C=KL,

CNA is een opgesloten deelverzameling van A en omdat A samenhangend

is, geldt blijkbaar CNA = g of CNA = A,

CNA = ¢ impliceert AC E\C. Omdat E\C gesloten is in A (want C is open
in &) en dus in X, volgt ACA\C d.w.z. C = 4.

De tweede onderstelling CNA = A impliceert dat ACC en omdat C gesloten
is in A (en dus in X) ook AC.C d.w.z. C = A,

Stelling 15: (generalisatie van stelling 14).
Zij A een samenhangende deelverzameling van een topologische ruimte X,
Als ACBCH, dan is B samenhangend.

Bevijs: A is een samenhangende deelverzameling van de deelruimte B.
De afsluiting van A in B is volgens de eerste bewering uit §15 gelijk
aan ANB = B,

B is dus samenhangend volgens de vorige stelling.

Stelling 16: 21j {Aa]aeI} een familie samenhangende verzamelingen van een

topologische ruimte en veronderstel dat voor elk paar (a,B) geldt
AanAB =]= é. Dan is A =U{Aa|a eI} samenhangend.

Bewi js: Stel C een opgesloten verzameling van de deelruimte A.

We moeten weer aantonen dat C = ¢ of C = A,

Elke Aa is samenhangend dus geldt AOLC_C of Aac A\C (merk op dat CNA
o
opgesloten is in Aq)n



Yet is onmogelijk dat voor verschillende indices a en g uit I geldt
A, CCen AC A\C, want N £ ¢ voor Ya,3€T

Dus reldt A CC voor Yo, dv.z A= u{,&uga €1} =C of AC A\C voor
Yo, dwz C=¢

Toepassing van stelling 16

. 2 .. 2 .
De deelverzameling A van de I ~edefinieerd door A = {(x,y)€E"|y/x is

rationaal} is sarenhangend. (merk op dat A =\J{Aalu rationaal} met

A = {{(x,¥)]y = ax} en pas de vorige stelling toe).

Stelling 17: Stel f een continue afbeelding van de ruimte X op de ruin-
te Y.
Als X samenhangend is, dan is ook Y samenhangend.

Kortwer gezegd: "samenhang 1s een continue invariant”.

Bewijs: Stel C een opgesloten deelverzameling van Y. Volpens de bewe-

. . -1 .
ring van §6 is £ (C) oppesloten in X.

1

. -1 - : ..
¥ is samenhangend, dus f (C) = g of £ (C) = ¥. Blijkbaar C = ¢ of C = Y.

Voorbeelden en toepassingen

I. Er bestaan net uitzondering van de constante functies geen continue
redle functies die slechts rationale waarden aanncmen.

mmers bestond zo'n functie f wel, dan is f : R » Q een continue afbeel-
ding van de samenhanrende ruinte R op de slitsbare deelruinte £Q van de
rationale getallen Q , in tegenspraak met de vorige stelling (merk op

dat elke meerpuntige deelruimte van Q splitsbaar is).

II. & = {(x,y)]y = sin 1/x, 0 < x < 1}(;22 is samenhangend als continue
beeld van de samenhangende ruinte (O,!]u

Uit stelling 15 volgt dat A = AU{(0,y)|-1 < ¥ < 1} semenhangend is.
lerk op dat zelfs met weglating van een of andere deelverzameling van
{(0,3)]= <V < 1} de overblijvende verzameling samenhangend is.

Een niet samenhangende topologische ruimte kunnen we verdelen in sa-
menhangende 'componenten"”, het aantal componenten geeft dan een ruwe

indicatie hoe onsamenhangend een ruimte is.
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Definitie: Stel X een topologische ruimte en x&X. De component c(x)
van x in X is de vereniging van alle samenhangende deelverzamelingen

van X die x bevatten.

Direkt volgt uit Stelling 16 dat een component samenhangend is;
een component van een punt is dus de "grootste" samenhangende verza-
meling die dat punt bevat. '

De componenten van een ruimte X zijn paarsgewiis disjunct
(c(x)NX(y) ¥ ¢ = ¢ = c(x)ucC(y) is samenhangend (St. 16) => CCC(x)
& CCC(y) = C(x) = C(y)) en hun vereniging is X.

De componenten van een ruimte X zijn gesloten deelverzamelingen
van X (als x€X dan is ETET samenhangend volgens St. 15 en dus geldt
T(x)cc(x) dew.z. C(x) is gesloten).

Definitie: Een ruimte waarin iedere component uit &&n punt bestaat heet

totaal onsamenhangend.

Voorbeelden:

I. Stel X een samenhangende topologische rulmte. Voor ieder punt x&€X
geldt C(x) = X. Een samenhangende ruimte bestaat dus uit slechts é&n
conponent,

II. Stel ACR gegeven door A = (0,1)U(1,2). De deelruimte A bestaat
uit twee componenten : (0,1) en (1,2). Deze componenten zijn zelfs
opgesloten verzamelingen van A. ,

III. Zij Q de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen.Q
is totaal onsamenhangend (merk op dat iedere samenhangende deel-
verzameling van R die uit meer dan een punt bestaat, een open in-

terval van R moet bevatten).
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23 november 1966

18. Compacte topologische ruimten

Definitile. Een topologische ruimte X heet compact (of bicompact),
wanneer iedere open overdekking van X een eindige deeloverdekking bezit.
Een deelverzameling Y van een topologische ruimte X heet compact,
wanneer Y als deelruimte compact is.

Het is duidelijk dat: Y <X is compact <==> Iedere overdekking van Y

met open verzamelingen van X heeft een eindige deeloverdekking.

Voorbeelden

1. De re€le rechte 1s niet compact, want de overdekking van R bestaande
uit alle open intervallen (-n,n) (n = 1, 2, ...) bezit geen eindige
deeloverdekking.

2. Een segment [a,b_l is een compacte verzameling van R.

Bewijs. Stel U een open overdekking van E:L,bj (met open verzamelingen
van R). Stel c het supremum van alle getallen x van ]:a,b] met de eigen-
schap dat Ea,xj door een eindige deelcollectie vanU wordt overdekt.
Kies Ue 28 dat ce i (merk op dat ¢ é[a,bj) en kies een open interval
(d,c) 26 dat ]:d,c:[c_U. Er bestaat nu een eindige deelcollectie van U
die ]:a,d] overdekt en deze familie tezamen met U overdekt [a,c].

Nu is ¢ = b want anders verkrijgen we zo een eindige deelcollectie
van ‘U die een interval [a,c'] overdekt met b > ¢' > ¢, wat in tegen-

spraak 1s met de definitie van c.

Stelling 18. Stel Y een gesloten deelverzameling van de compacte

ruimte X. Dan is Y compact.

Bewijs. Stel U een willekeurige open overdekking van Y (met open
verzamelingen van X). Omdat X compact is bezit de open overdekking
UV IX\ Y} van X een eindige deeloverdekking &f. }{\{X \Y} is het
gevraagde eindige deelstelsel van Udat Y overdekt.



Stelling '9. SrelL C een compacte deelverzameling van een Hausdorff-

ruimte X, Dan 1s C gesloten 1in X.

Bewijs. Stel p een vast punt €& C. Kies voor 1eder punt c &C een open
omgeving Uc van ¢ en een omgeving U_ van p met Uc(’\Up = 0.
Omdat C compact 1s, bezit de overdekking {Uc ]c:éiﬂ van C een eindige
deeloverdekking {Uc | 1 = 1,...,n}. /W{Up | i=1,...,n}] 15 nu een

1 1
(open) omgeving van p die C vermijdt. Uit de willekeurigheld van p

volgt dat X \C open is in X, dus C 1s gesloten 1in X,

Opgaven

1. (generalisatie van stelling 18). Bewigs dat de doorsnede van een

compacte deelverzameling en een gesloten deelverzameling van een

topologische ruimte compact 1s.

2. Bewigs dat de doorsnede van willekeurig veel compacte verzamelingen van
een Hausdorffruimte weer compact is. Toon aan dat deze uitspraak niet

Julst 1s 1n een willekeurige topologische ruimte X. (Stel A = {an|n=1,2,.,.}
een aftelbare verzameling en p en g twee vaste punten &.A. Kies de

volgende topologie o op X = AU{p,q}: )= {aj‘}, {aek, cens IpyUibijna

alle a i, 'qatUlbijna alle an}. AUIlp} en AU!g} zijn twee compacte

verzamelingen van (X,7) en hun doorsnede is niet compact .)

Stelling 20. Zij f een continue afbeelding van de compacte ruimte X
op de ruimte Y. Dan 1s Y compact.

Anders gezegd: compactheid is een continue invariant.

Bewijs. Kies een willekeurige open overdekking Z{van Y. Het stelsel

-1 o v ,
{f (U) lIJéZ& 1s een open overdekking van X en uit de compactheid
van X volgt dat voor eindig veel Uié.@i(i = 1,2,...,0) reeds geldt
-1 ; . N B
X = [}{f (Ui) | i=1,...,0]. {Ui | i=1,...,n} is nu de gevraagde

eindige deeloverdekking vanl.

Toepassing van stelling 20. Er bestaat geen continue afbeelding van een

segment, E%bﬂ op de reéle rechte R (anders zou R als continu beeld van

de compacte ruimte [;,b] compact zijn en dat is it oo

M



Stelling 2. Een 1-' continue afbeelding f van een compacte ruimte X

op een Hausdorffrulmte Y 1s een homeomorfisme.

Bewigs. We zullen aantonen dat f gesloten verzamelingen van X op gesloten
verzamelingen van Y afbeeldt. Dan volgt dat f—] continu is.

Stel A een gesloten verzameling van X. Dan is A compact volgens stelling
18, f(A) is compact volgens stelling 20 en gesloten in Y volgens stelling
9.

19. Compactheid in de Fuelidische ruimte

C . m
Definitle. Een deelverzameling A van R~ heet begrensd wanneer er een

positief getal M 1s met de eigenschap:p(:2,0)<M voor Wx EA.

m o .. ®
Een punt a €R™ heet limiet van een rij punten {an}n—T van R wanneer
voor ledere omgeving U van a 1in R" voor bijna alle indices n geldt

aﬂétl(of equlvalent, wanneer voor iedere € > O een index n.(e) bestaat

o
met ;(a, “w) < € voor n - no(e)).
Een rij punten van R" die een limiet heeft,.heet convergent (de limiet

is eenduidig bepaald).
Lemma. Iedere begrensde rij punten van R" bezit een convergente deelrij.

Bewijs. Voor m = 1 1s dit een bekende eigenschap van de re&le getallen.

Stel m > 1 en veronderstel de eigenschap al bewezen voor k < m. Stel

{s.(n)j::_,l cen begrensde rij o 1 - (n) = ( (n) ey a(n))
_ (n) -

voor n = 1,2,... . De rij Ib1 n=1 = J( cees a )n _y is een

begrensde rij punten van R en be%lt dus volgens de inductie-onder-

stelling efﬁ 3onvergente gee%rlg Jb J

J J J J
a }J=1 m(n)jé_1. Dan 1s (a
convergente deelrij van {a kn=1’

%%eﬁ ook een %o§vergente

deelriy van la ceey @ )} een

1 2 m

Stelling 22. (:cino—Borel). Voor een deelverzameling A van " geldt:

A is compact <==> A is begrensd en gesloten.

Bewijgs. ==> Stel A een compacte deelverzameling van R". Uit stelling 19
volgt dat A gesloten 1s 1in Rm. A i1s ook begrensd want anders zou de over-
dekking van A bestaande uit alle open bollen van R met middelpunt O en
straal n (n = 1,2,...) geen eindige deeloverdekking bezitten, wat in

tegenspraak is met de compactheid van A.



tel A een begrensde gesloten deelverzameling van R . Met betrekking

it
L]
o5}

de stelling van Lindeldf (stelling 4) is het voldoende te bewljzen

P
Lo
pury
je3

dat 1edere aftelbare open overdekking van A een eindige deeloverdekking
bezit,

Zig ‘0 | n= 1,2,...} een aftelbere open overdekking van A (met open
verzamr;lmgen van RV) en veronderstel dat hier geen eindig deelstelsel
uit te selecteren 1s dat A overdekt. We mogen aannemen dat alle ver-
zamelingen On(}A niet leeg zign. Met volledige inductie naar n

o, uit A z6 dat voor elke n=1,2,...
geldt &, é.Ok als k < n. a, kiezen we willekeurig uit O] AA. Stel a

o0
construeren we een rij punten {an}n

k
voor k < n reeds gedefiniéerd. Volgens onderstelling is {Ok | k < nj

geen overdekking van A; dus er bestaat een zeker punt van A dat tot geen

enkele Ok met k <« n behoort. Noem dit punt a . Volgens het vorige lemma

bezit de rig fanr: een convergente deelriy {an }w met limiet a €R".
k k=1

Bligkbaar a&A want A 1s gesloten (gebruik stelling 10). Nu bestaat er

=1

een 1index s met aeos. Os 1s een omgeving van a, dus a & OS voor k > k
k

I.h.b. is er nu een natuurlijk getal 1 > s met aleos (kies b.v. ky > s

en neem 1 = nko + 1). Dit 1s echter in tegenspraak met het feit dat

0

&y €& 0 voor &lle j <« L. Hiermee 1s de stelling bewezen,
7

Upgave. Bewl)s dat de compacte samenhangende deelverzamelingen van R

Juist de gesloten ilntervallen Ea,b:[ zijn (al of niet ontaard).
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Colloquium "Topologie" (1966~1967)

7 december 1966

Spreker: A.B. Paalman-de Miranda.

20. Compactheid in metrische ruimten

Stelling 1. Als M een metrische ruimte is en x een verdichtingspunt

van een verzameling AcM, dan is er een rig 1

- w
X ] te vinden met
n-'n=1

X eh, x iy > X,
Ile s X # x terwigl X, X

Bewijs.
Kies voor 1edere-& een punt xne:_B1 (x)AA, X # x. Dan X, 7 X.
o
Stelling 2. In een compacte ruimte heef't iedere oneindige deelverzameling
minstens é&n verdichtingspunt.
Bewigs:.

21j A een oneindige deelverzameling van X en stel dat A geen verdichtings-
punt in X bezit. Dan is er bij iedere x €X een open omgeving U(x) z8 dat
U(x) met A hoogstens &&n punt gemeen heeft.

fU(x) | xeX} 1s een open overdekking van X welke een eindige deelover-
dekking {U(xi)}gzi bezit. A zou nu hoogstens n punten bevatten, hetgeen

een tegenspraak oplevert.

Gevolg. In een compacte metrische ruimte heeft 1edere rij een convergen-

te deelriy.

Bewlgs.

Als de riy {xi};_1 elndig veel verschillende elementen bevat, dan 1s
er een deelrij {xi }w zo dat x, =X  voor alle J.

, 1
J J= 1 J
Bevat {xi} oneindig veel verschillende elementen, dan 1s er een punt

xeM 28 dat x verdichtingspunt 1s van {xi} en volgens st. 1 is dat punt

dan limietpunt van een deelrij van {xi}.

Definitie 1. Een compacte metrische ruimte heet een compactum.

. . in C s ; .
Definitie 2. Als ¢ » 0 en als {Xiii=1 een eindige verzameling 1s van een

metrische ruimte M met metriek p, met de eigenschap dat bij i1eder punt
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n
peM een k te vinden 1s met 1 <k <nen o(p,xk) < g€, dan heet {Xiji=1

een €-net van M,

M heet totaal-begrensd als M voor 1edere € > O een e-net heeft.

Opmerking. Het 1s duideligk dat 1edere totaal-begrensde metrische rulmte
M begrensd is (d.w.z. er bestaat een re€el getal C > 0 zo dat o(x,y) < C

voor alle x,yeM).

Stelling 3. Iedere totaal begrensde metrische ruimte M voldoet aan

het 2e aftelbaarheidsaxioma.

Bewijs. -

Zig An een %--net. Dan ligt de aftelbare verzameling LJ) An overal
) n=1
daicht in M.

M 1s dus separabel en uit stelling 12 volgt dan dat M aan het 2e aftel-

baarheidsaxioma voldoet.

Lemma. Als in een metrische ruimte M ledere ri] een convergente deelri]

bezit, dan is M totaal begrensd. (Ieder compactum 1s dus totaal begrensd).

Bewijs.
Stel voor zekere € > 0 geen e-net te vinden. Dan 1s er een riJ van ver-
schillende punten {xi}:=1 van M met p(xi,xj) > e, 1 # j. Deze rij kan
echter geen convergente deelri] hebben, daar voor een convergente rij
Ix I geldt lim (x. ,x. ) = 0.
1j 3 ks 1j 1

Stelling 4. In een metrische ruimte zijn equivalent

1) M 1s compact; |

2) Iedere oneindige deelverzameling heeft een verdichtingspunt;

3) Iedere rij heeft een convergente deelrij.

Bewijs.

1) » 2). Zie stelling 2.

2) » 3). Zre bewiils gevolg stelling 2.

3) = 1). Uit het bovenstaande lemma volgt dat M totaal begrensd is
en dus aan het 2e aftelbaarheidsaxioma voldoet. Uit de stelling
van Lindel8f (stelling 4 van paraecraaf 8) volgt dat het voldoen-
de 1s te bewijzen dat iedere aftelbare open overdekking van M

een eindige deeloverdekking bezit.
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Zig M = L} 01’ Ol open, en stel dat er geen eindige deeloverdekking

i=] n n
is, dan 1s voor ledere n, L] Oi # M en er 1s dus een punt a, & LJ Oi'
1= 1=
De zo gekozen rij {ai]1=1 heeft een convergente deelri] {an §
k k=]

a_ > a.
ol

. ko " . - R

Daar a &M 1s er een n zo dat ae.On*-a Verder 1s a limietpunt van de ri]

a en 1s er dus een 1 z§ dat &, e0 —eals k > 1. Kies nu k 20 grgot
k k

n
k
dat n, > n . Dan a_&€0_~, in tegenspraak met het feit dat a & U 0..

k n n nK 1= 1

Voorbeeld. Zij H de Hilbertruimte en F de deelruimte van H bestaande

. . . ; 1
uit alle x = (x,, X, ...) waarvoor geldt |xn] <7
De ruimte F heet de fundamentaalbalk van Hilbert. F 1s een compactum,

s L= 1,2,000 o

daar iedere rij uit F een convergente deelrij bezit (Ga nal).

(<)

H 1s niet compact, daar de ri] {pnﬁn‘1

nmet p, = (0, O, "dg’ 1, 0, O,¢44

o n *codrdinaat
geen convergente deelri) bezit.

Opmerking.

Het begrip "compact" in de zin van "iedere oneindige deelverzameling
heeft een verdichtingspunt'" is in de literatuur eerder opgetreden dan
het begrip "bicompact'" (ledere open overdekking een eindige deelover-
dekking ). Dit laatste 1s vaak belangrijker gebleken'dan het eerste
begrip "compact'". Vandaar dat vele schrijvers het eerst gedefiniéerde
compactheidsbegrip niet meer invoeren en het woord "bicompact" door
"compact" vervangen.

Een ruimte waarin ledere rij een convergente deelri] heeft wordt wel een
"rij-compacte" ruimte genoemd.

Zoals uit stelling 4 bligkt vallen in metrische ruimven al deze compact-

heldsbegrippen samen.

Fen andere karakterizering van de &ﬁkom@actheid van een topologische

ruilmte wordt gegeven door:

Stelling 5. Een topologische ruimte X 1s(bﬂcompact als van ieder stelsel
gesloten verzamelingen van X met lege doorsnede een eindig deelstelsel

te vinden is waarvan de doorsnede ook reeds leeg 1s.
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Bewigs.

Stel 'F y A een stelsel gesloten deelverzamelingen van X met
At

/\{Fa | aght = 0.
Zig nu 0 = Xx\F , dan is OQ open voor ledere o, en het stelsel
a a

Jo | aeht 1s een open overdekking van X welke dus een eindige
fO

deelovgrdekklng, 0 Y Oa bezit.
. n _
Daar “[J 0, =X volgt N F o= 0.
i=1 1 =1 1

21, Volledige metrische ruimten

3 i . .
Definitie '. Een rij punten {xi}i_] van een metrische ruimte M met

metriek p heet een fundamentaalrij als bij iedere € > 0 een natuurlijk

getal n te vinden is met de volgende eigenschap: als 1 >nen J > n

dan p(xi,xJ) < E,

Opmerking. Het 1is duidelijk dat ledere convergente rij uit M een funda-
mentaelrij is. Tevens 1s iledere deelrij van een fundamentaalrij weer

een fundamentaalri].

Definitie 2., Een metrische ruimte M heet volledig als iedere fundamen-

taalri) uit M naar een punt van M convergeert. M.a.w.: Als {xiki-l
een fundamentaalri] 1s uit M, dan 1s er een punt x&M 28 dat

x = lim X..
e

Voorbeeld !. De reé€le rechte R 1is volledig, zoals bekend uit de analyse.
2. De verzameling Q der rationale getallen met de gewone
metriek 1s niet volledig.
3. R is volledig evenals de Hilbertruimte H.

4. Het interval (0,1) met de gewone metriek is niet volledig.

Opmerking. Zoals uit voorbeeld 1 en L blijkt is volledigheid een eigeﬁ—
schap van een metriek en geen topologisch begrip. De re&le rechte R 1s
topologisch equivalent met (0,1), terwijl R volledig is en (0,1) niet.
Wij zullen een topologische ruimte T topologisch volledig noemen als T

homeomorf is met een volledige metrische ruimte. Het interval (0,1) is
dus topologisch volledig.




39

Stelling '. Fen compacte metrische ruimte M met metriek p 1s een volledige

metrische ruimte.

Bewigs.
Z1] {xi}i=1 een fundamentaalrij ult M. Als de ri) slechts eindig veel

verschillende elementen bevat, dan is er een natuurlljk getval n te

vinden met xi = x  voor i > n.

"

X 0. .

¢ 1j1=1

Stel nu dat <x._j
101

convergeert dus naar xr.

1
= oneindilg veel verschillende elementen bevat. Dan heeft
de rij een verdichtingspunt x en is er een deelriy {xi}

O
k=1
convergeert. Stel au ¢ >0, dan is er een n z8 dat p(xi,xJ) < £/2 als

welke naar x

1>n, jJ > nenp(x, xi ) <~ &£/2 als iK > 1.

el

) K, o “
Dan 1s p\x,xi) Soelx,x ) r oolxy »X ) < € voor 1 - n. Ix 521

k k

J

1 convergeert

dus naar M.
Stelling 2. Een gesloten deelverzameling A van een volledige metrische
ruimte M 1s als metrische deelruimte weer volledig.

Is omgekeerd A een volledige metrische deelruimte van een metrische

ruimte M dan 1s A gesloten in M.

Bewigs.

le) 21y {Xij1=! een fundamentaalrij uiv A. Dan 1s {X1}§=? een fundamen-
taalrij uit M en convergeert dus naar Xx€M.

Maar xe-{gc—i‘}'zm ==> x&l.

2e) Stel x= A, dan 1s er een rij {an] in A 28 dat a 7 X. De rij {an}
1s een fundamentaslri) 1n A en convergeert dus naar een punt aoeaA ==>

==> x = g & A. Dus A 1s gesloten.

0
Definitie 3. Een metrische ruimte M met metriek p heet isometrisch
ingebed in een metrische ruimte M met metriek o als er een afbeelding
¢ is van M 1n M 28 dat olx,y) = o (0(x), o\y)) voor alie x,y&€M.
Opmerking. Uit de definitie volgt ormiddelligk, dat de afbeelding

een topologische afbeelding is van M in M.

Stelling 3. Iedere metrische rulmte M met metriek p 1s isometrisch
in te bedden in een volledige metrische ruimte Men wel 26, dat o(M) = M,

als ¢ de inbeddingsafbeelding is.
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Bewijs. {schets)

Twee fundamentaalrijen {xi&iﬂ n {yi}ifi zullen wij eguivalent noemen,

als if p«xi,yi) = 0. '

713 M de verzameling der aldus verkregen equivalentie klassen. In M

)
voeren wiJ nu een metriek p in als volgt: Als &,neM en {xi iz €&,

J R+

Wyl

i .« n, dan 1is

i=1
plg,n) = Lim o(x,,y;)-
1>
Men kan dan bewijzen dat (M,b} een volledige metrische ruimte 1s.
M kan nu isometrisch ingebed worden in M door te definiéren o(x) = €&,
waarbij £ de equivalentie klasse ult M is waartoe {Xi}1=1 met X, =X
behoort. Tenslotte ligt ¢(M) dicht in f/l, daar als {xiji:,legé.l\/l, dan is

de rij &, &2, eo. met gi = cp(xi) een rij uit ¢(M) die naar £ convergeert.

Opmerking.

71 Q de ruimte van de rationale getallen met de gewone metriek. Zoals
bekend kan men de reéle getallen invoeren door middel van equivalentie
klassen van fundamentaal rijen uit Q: Q = R,

De bovenstaande constructie van M is een generalisatie van dit procédé.
Mls M een volledige metrische ruimte is, dan is iedere fundamentaalri]
convergent en dus equivalent met de rij {x, X, X, ...}, waarbij x de
limiet is van de gegeven fundamentaalrij. Er volgt dan ommiddellijk dat

in dit geval M homeomorf 1s met M.

Stelling 4 (Stelling van Cantor). Zij M een volledige metrische ruimte

en {Fi}:ﬂ een ri) niet-lege gesloten verzamelingen van M met Fi+1CFi’
(i =1,2,...), terwijl voor de diameters van F geldt G(Fi) > 0

als 1 » =,
=]

Dan bestaat [ ) F. uit één punt.

1=1
Bewijs.
Neem xieF.l (i = 1,2,.0.) Dan is {xi}:ﬂ een fundamentaalri] welke dus

convergeert naar een punt xgM. Daar de Fi gesloten zijn en xne Fi’ n>1i,
moet x&F. (1 = 1,2,...).
Sl

Dus x € ) F.. Daar G(Fi) +~ O kan deze doorsnede niet meer dan é&n punt

beva,‘c.‘te%i?1
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Opmerking. Een toepassing van deze stelling is de "Stelling van de
intervalschakeling". Als een ri) gesioten intervallen in R inkrimpt
tot 0, dan hebben deze intervallen &&n en slechts 8én getal gemeen-
schappeliljk.

Stelling 5. Een metrische ruimte M 1s dan en slechts dan compact als

M totaal begrensd en volledig 1is.

BewiJs.

Als M compact 1s, dan 1s M totaal begrensd (lemma 320) en M 1s volledig
(stelling ).

213 nu omgekeerd M totaal begrensd en volledig. Uit 320 stelling 4 en
821 definitie 2 volgt dat het voor de compactheid van M voldoende 1s

te bewijzen dat iedere rij een fundamentaalri] tot deelrij heeft.
| .

. .. i .
: X 1. y — —-net. S
21y | 111=1 een rij uit M en An eem]ncm net. Dan 12 er een p]eA1 te
vinden 28 dat B}(p]) een deelriy] {Xi}1=1 van {xlji_] omvat. Er 1s dan
. » - I 27 i T, =

een ; )

punt pgeaAg te vinden 20 dat Be(pg)rezn deelriy ‘X1T1=1 van kxljp,l
omvat. Met inductie kan men de rijen {x{ji_] definiéren voor n = i,2,...

. . v . ) o -
De rij x], xg, xg, ..o 1s dan een deelrij van {xlji_1 welke een funda-
mentaalrij 1s, immers voor k,lL-n geldt xk(‘B (p_ ) dus p&xk xl) 2

J ’ R k= "n'Py k> "1’ —n °

Gevolg. Een deelruimte A van een volledige metrische ruimte M is dan

en alleen dan compact als A totaal begrensd en gesloten 1s.

22. Stelling van Balre voor volledig metrische ruimten

Definitie 1. Een deelverzameling A van een topologische ruimte X heet

nergens dicht in X als het inwendige van de afsluiting A van A de lege

verzameling is, dus als KO = @,

Opmerking. Uit de definities van afsluiting en inwendige volgt onmiddel-
lijk dat A nergens dicht is in X, als 1edere niet-lege open verzameling

O¢X een niet-lege open verzameling O' omvat met 0' QA = Q.

Definitie 2. X heet van de eerste categorie als er nergens dichte ver-

zamelingen Ai (1 =1,2,...) van X bestaan met X = kJ Ai' X heet van de

. . : L1=]
tweede categorie als X nilet van de eerste categorié 1is.
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Voorbeeld. De verzameling Q der rationale getallen met de gewone

topologle 1s van de eerste categorie immers Q = U {ri}, waarbi]
i=1

lr.{._. eenaftelling 1s van Q.
1°1=1
Ieder punt r is nergens dicht in Q.

7oals uit de volgende stelling blijkt is R van de tweede categorie.

Stelling 1. (Stelling van Baire). Zij M een volledige niet-lege
metrische ruimte en {Al}l_]

een gftelbaar stelsel nergens dichte
verzamelingen van M. Dan is(M\ U Ai\= M i.h.b. is M #
1=1

AVQ
- 1

1=1
Bew1gs.

7Zij 0 een willekeurige niet-lege open verzameling uit X. Daar A, nergens
dicht is, 1s er een open verzameling OT zo dat OTc.O, OT(N)A1 = @, Daar M
metrisch is, kan men bilnnen OT een open verzameling vinden 2zd dat

.(-)TCOT en diameter O1 = 6(01') < 1. OT:)O1 £ 0.

Er geldt dus 0, €0, 0. N4, =B en 6(0) < 1.

Kies nu een niet-lege open verzameling O2 zo dat 02C.O1, O, NA, =0

en 8(0,) < 3.

Met inductie definiren wij zo de rij 01, 02, ...,met de eigenschap

— — _ . 1
Oncon-—l R OnnAn = P en c(On) <o
Volgens de stelling van Cantor is er een punt x € [ O—n_ ==> xe-(-):;oo
voor alle n ==> X &An voor alle n ==> x & Un=An ==> xeM )\ U An.
n=1 n=1

Daar x€ Q, heeft iedere niet ledige open verzameling dus een niet-lege doorsnede
e

met M\ U An ==> (M\ U1 An\.: M.
n=

n=1
Opmerking. Deze stelling geldt niet alleen voor volledig metrische
ruimten, maar zelfs voor iedere topologisch volledige ruimte.
Met behulp van deze stelling kan men b.v. bewijzen dat Q niet topolo-
gisch volledig is. Immers Q is van de eerste categorie en is dus de
vereniging van aftelbaar vele nergens dichte verzamelingen.
De ruimte I van alle lrrationale getallen is van de tweede categorie.
Dit volgt o.a. ult het feit dat de vereniging van twee ruimten van de

le categorie weer van de eerste categorie is, en R = IUQ is van de

2e categorie.
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Voorbeeld. Zij D de verzameling van alle re&le getallen van de vorm

8

T %k ]
= v X = o
X = L (SK 0 of 2).
k=1 3
D 1is dan de doorsnede van alle Dy (1 = 1,2,e0.), wWwaarbij D, = [b,1j
en DiH uit Di verkregen wordt door weglating van de open intervallen
3k-2 3k~1 11
( — > T ) (K= 1, 2, s04s 3 ).
3 3

De machtigheld van D is ¢ (de machtigheid van het continuum): Iedere
rij {ék}:=1’ Gk = 0 of 2 levert een element van D op, terwijl twee

verschillende rijen, twee verschillende elementen geven.

D heet de verzameling van Cantor. D is een gesloten deelverzameling

van [0,1.] en is dus compact. D is nergens dicht in [O,'tj daar iedere

. . : |
open 1nterval ter lengte lE een open 1interval ter lengte e bevat,
3 3

dat nlets met D gemeen heeft.

Uit de stelling van Baire volgt nu dat het Cantordiscontinuum D iso-

metrisch ingebed kan worden in de ruimte van alle irrationale getallen.
Stel nl. voor leder rationaal getal r, Dr = {x +r | xeDj. Daar D
nergens dicht is in R is ook Dr nergens dicht in R. R is volledig metrisch,

dus R # LJ Dr' Daar Q& Lj Dr is er dus een irrationaal getal o 28 dat

req r€Q
o éDr voor alle r &Q.

De verzameling o - D bevat dan geen enkel rationaal punt en de afbeel-
ding D » o = D gedefiniéerd door d - o - 4 is dan een isometrische

afbeelding van D in de ruimte van alle irrationale getallen.

Definitie 3. Een verzameling V van een topologische ruimte X heet een

g%—verzameling van X, als V de doorsnede 1s van aftelbaar veel open

verzamelingen.

V heet een E%—verzameling van X, als V de vereniging is van aftelbaar’

veel gesloten verzamelingen.

Stelling 2. In een metrische ruimte M is iedere gesloten verzameling

F een Gs—verzameling.



Bew1)s.

F=m ilJ B}/n(p)k‘
n=1 p&fF
Voorbeeld.
Q 15 een F_ in R, maar geen G_.
b J
Q 1s een Fo’ daar Q = U {r}
réeq

o

Stel Q een GS’ dan was Q = Q Oi’ Oi open 1

Daar Q = R en Q, €0, 1s ook O, dicht in R

dicht 1n R.

Oox de verzameling A =R \!r} r rationaal

Ergelevmu 0= (N 0. n (N4 ==
i=1 req r

r= U w0)b U i
req

i=)

. .c
==> (Oi) = R\Oi nergens

is nergens dicht in R,

Ditv 1s 1n tegenspraak met het feit dat R volledig metrisch is.



Colloquium "Topologie" (1966=1967)

15 februari 1967,

Spreker: J. van de Lune.

21, Indien X een compacte ruimte is en de funktie £ : X + R is continu,
dan is, zoals bekend,het beeld f(X) ook compact; omdat in ons geval
£(X) een deelverzameling van R is kunnen we zeggen dat f(X) begrensd

en gesloten is. Een direct gevolg hiervan is dat een redelwaardige
continue funktie f op een compacte ruimte X zowel zijn kleinste als
zijn grootste waarde aanneemt,

Aangezien met f en g ook de funktie |f-g|, welke als volgt gedefini-

eerd wordt
=gl (x) = |£(x) - g(x)| voor alle xeX,
continu is, kunnen we definiéren

p(f, g) = max |[f(x) - g(x)]}
xeX

men gaat gemakkelijk na dat voor continue funkties f, g en h geldt

(i) p(f, g) =0 <= £ = g (d.woz. f(x) = g(x) voor alle xeX)

D(Es, f)

(ii) »o(f, g)

(iii) o(f, h) < p(f, g) + p(g, h)e

[ 1Y

Duiden we de verzameling van alle re€elwaardige continue funkties op
een compacte ruimte X aan met C(X) dan kunnen we dus zeggen dat C(X)

een metrische ruimte is, met als metriek

p(f, g) = max | £(x) - g(x)].
xeX

De door deze metriek voortgebrachte topologie heet "de topologie van

de uniforme convergentie".

Stelling 1. Met bovengenoemde metriek is C(X) een volledige metrische

ruimte.

Bewijs: ZiJ {fn};=1 een Cauchy-rij (= fundamentaal-rij) in C(X):

p(f , £ ) =max |T

me Tp) = DX (%) = fn(x)l < ¢ zodra my, n > l(e).
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Voor elk vast punt x€X geldt
!fm(x) - fn(x)| s (£, £,) < € zodra m, n > W(e),

met als gevolg dat {fn(x)}n=1 een Cauchy=-rij is in R-

Asngezien R volledig 1s bestaat voor elke vaste x&X dus ;Ll-:f: fn(x);
deze limiet duiden we aan met f(x).
We tonen nog aan dat f continu is en dat lim p(:i‘na f) = 0.

n»e
Voor elke xeX geldt
lfm(x) - fn(X)l g D(f’m, fn) < ¢ godra m, n > N(g);

daar lim fn(x) bestaat, volgt hieruit dat
n‘)’“)

lfm(x) - £(x)| s & voor alle x€X, als m > Ii{e).
Het is duidelijk dat voor elk natuurlijk getal n geldt
|£(2) = £(x)]| g [£(xy) = £ (xg)| + l£ (x5) = £ (x)] + |, (x) - £(x)|s
geven we n de vaste waarde N = Me) + 1 dan is

[f(x) = fm(x)] < € voor alle x€X;

wegens de continulteit van fI’ is er bij elke ¢ > O een omgeving Oe van
N

X4 te vinden zodanig dat

I (xg) = fN(x)l < € zodra x€0_,

Voor alle x€0_ geldt dus if(xo) - f(x)| < 3¢, waaruit volgt dat f

continu is in xOEX@ Daar X, een willekeurig punt van X is, is f con-
tinu op X,
Uit Ifn(x) - £(x)| g € voor alle xeX, als n > N(e), volgt tenslotte dat

p(f f) & € zodra n > l(e), zodat lim D(fn, £) = 0,

n-re

Opgeve 1. Zij X een compacte topologische ruimte, (Y, p) een volledige

metrische ruimte en C(X, ¥) de verzameling van alle continue afbeeldingen
van X in Y.

Definiéren we voor f, g€C(X, Y)

o(f, g) = max p(f(x), g(x))
x€X

den 1s 0 een metriek op C(X, Y), terwijl C(X, Y) met deze metriek een
volledige metrische ruimte is.
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In de volgende stelling bespreken we een voor de toepassingen belang-

rijk aspect van volledige metrische ruimten,

Stelling 2. (S. BANACH). Indien (X, p) een volledige metrische ruimte

is en ¢ is een afbeelding van X in zichzelf zodanig dat
D(¢(X1). ¢(X2)) < ke p(x1, x2) waarbij 0 < k < 1

(¢ heet dan een contraherende afbeelding of een contractie operator),

dan bestaat er in X &&n en slechts &&n punt % met de eigenschap
% = ¢(%)
(een punt met deze eigenschap heet een dekpunt van 6)e

Bewijs: Zij x. een willekeurig doch vast punt van X; definiger

x, = ¢(xo), XZ = ¢(x1), Xy = ¢(x2), sos o
Wegens
P(x_4qs xn) = p(olx ), ¢(xnw1)) <
Skeolx, x ) Seee Ko plxys %g)s
en o(xn+p9 x ) & p(xn+p, xn+p~1) * e F0(x L1y x s

geldt voor de rij {xn}n=1

n+p=1

n
n k
p(x . xn) < (x + o0 + k) oop(x, xo) i1y - plxys xo)

n+p

met als gevolg dat o(xn+ R xn) < ¢ als n maar voldoende groot gekozen

P

wordt.

De rij {Xn}n=1 is dus een Cauchy~-rij in X; daar X volledig is, is
o

{xn}n=1 convergent met als limiet XeX.

Voor elk natuurlijk getal n geldt

p(%, ¢(%)) 2 0(X%, xn) +olx , $(%)) =

p(%, x ) +ololx 1), 0(%)) 2

EA

p (%, xn) + ko p(x s %)

Wegens lim o (%, xn) = 0 kunnen we hieruit concluderen dat
rr)'m
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(%, 6(%)) =0
of = ¢(X)e

X bevat dus zeker eén dekpunt van ¢.

Veronderstel dat 521 en 5?2 dekpunten zijn van ¢; den geldt
p(i‘!’ iej = D(¢(§1)s ¢(§2)) i ke p(i,‘, ?{2)

mear dit is alleen mogelijk als 5?1 = 5‘?20

Er is dus slechts &&n dekpunt.

Opgave 2. Is (X, p) een metrische ruimte en ¢ een afbeelding van X

in zichzelf zodanig dat

(i) ¢(X) pre-compact is (d,w.z. de afsluiting van ¢ (X) is

compact )
(ii) p(0(x,), ¢(x,)) < plxyy x5) als %, # %,

dan bevat X precies eén punt % met de eigenschap

Aanwijzing: Beschouw de funktie p(x, ¢(x)).

Toepassing 1. Is ¢ een differentieerbare afbeelding van het interval

[:0, 't] in zichzelf, terwijl voor alle x€{(0, 1) geldt
[o7(x)]

dan heeft de vergelijking x = ¢(x) precies &&n oplossing op [0, T].

k<1,

<
=

Bewijs: Het interval [O, 1_] is, met de gewone metriek, een volledige
metrische ruimte. Met behulp van de eerste middelwaardestelling uit
de differentiaal rekening vinden we

[8Cx) = olx) =[xy = %] o (67 (2)] (% < ¢ < x,)

ko |X1=»le,

zodat ¢ een contractie operator is op [0, ‘l:] o

Volgens stelling 2 heeft ¢ dus precies eén dekpunt.
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Opgave 3. Tracht de bewering in Toepassing ' te verscherpen m.b.v.
Opgave 2.

Toepassing 2. We beschouwen de gewone differentiaal vergelijking (d.v.)

v' = flx, y)

waarbij gegeven is

(i) f(x, y) is re&el en continu op de rechthoek

R={(xs y)l ix"xol = 8 !Y"yoi f.b}
(ii) ac M g b waarbij M= max |f(x, y)|
(XsY)GR

(1ii) (Lipschitz voorwaarde) er bestaat een constante N

zodanig dat a . N < 1 en

| £(x, y1)~f(x,yé)liuwly]—y2] voor alle x met |x-x,|<a.

We zullen aantonen dat er op het interval ]x-xol < a precies één funktie

v bestaat die aan de d.v. voldoet en in x. de waarde Yo aanneemt .

0
et is gemakkelijk in te zien dat elke oplossing y van de d.v. met

y(xo) = ¥ ook voldoet aan de integraal vergelijking (i.v.) in ¥y

X
y(x) =y ¥ [ flt, y(t)) at
X

0
terwijl elke (continue) oplossing van deze i.v. tevens oplossing is van

de d.v. met y(xo) = Ve
De d.vs. en de i,v. zijn dus aeguivalent.
7Zij Y de verzameling van alle retelwaardige continue funkties y op
lxwxol X a met
y(xo) =y, en max |y(x) = yol < b
| x-x | <a
O -
Deze verzameling Y voorzien we van de volgende metriek
p(yys vp) = max [y, (x) - (x| s
X=X, |28
men gaat gemakkelijk na dat Y met deze metriek een volledige metrische
ruimte is (Y is een gesloten deelruimte van Cﬂ}oaa,x0+€]))n

Op Y defini&ren we de operator ¢ als volgt
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x
o(y) (x) = Yo * J £(t, y(t)) at;
*0
we gean na of voor elke yeY ook ¢(y)eY.
Uit de definitie van ¢ volgt direct dat
¢(y) (XO) = ¥ps terwijl

il

X
o) () =yl = 1 2te, wie)) el <
%0

. M<a.MZgb voor alle x die voldoen aan lx-xoi 2 a

- lx-xo
zodat inderdaad ¢(y)EY.

Vervolgens tonen we aan dat ¢ een contractie operator 1is:

p(o(yy), ¢(yy)) = max [¢(yy) (x) = ¢(yy) (x)] =
X—XO i&
X X ’
<mexl(yg + [ eo, m®)) ash - frg + | (e, wye) et =
X Xy Xg
rx ‘
= max]| } {£(t, vy, (t)) = £(t, y2(t))}dtl <
X xo
s mexl [ | £(e, 3,(00) = s(e, vy ae]
X Jx
0
Fx : 4
< maxIJ ¥ |y, (t) - yg(t)|dt[ <
X xO

fin

a. o p(y1, ye) = k. p(y1, yz) met 0 < k=all <1,

Op de volledige metrische ruimte Y hebben we dus een contractie ope-
rator ¢, met als gevolg dat er in Y precies &&n punt (= funktie) §
bestaat met de eigenschap ¢(y) = y. Y bevat dus precies &&n punt ¥ dat

voldoet aan de betrekking

X
§(x) = Yo * [ f(t, §(t)) at.
X

0
Het een en ander betekent dat deze funktie ¥ op lx~xo| X a de enige

oplossing is van de d.v. y' = f(x, y) met y(xo) = yqe
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Opgave L. Bewijs dat het volgende stelsel differentiaal vergelijkingen
y; = f](xs y1s y2’ cooy yn)

"= P (x . s
y2 2( 3 y]» Yea R yn)
CCOO00090CTOIOGTOLTO0COLO2OEEIDC

y; = fn(X, yﬁi y29 Yooy yn)

precies €én oplossing (y19 Fos oo yn) heeft met yi(xo) =¥

HierbiJ mag worden aangenomen dat
(i) de funkties fi reéelvaardig en continu zijn op het blok

B = {(x, Ty ooos V) |x~x0[ < a, !yi~§ii <b.y1=1,2, ccop n}

ii

(ii) er constanten Ni bestaan zodanig dat

!fi(x‘ y19aoagyn) - fi(X’ ypcaagyn)tgni(iy1‘?1|+oen+|yn”ynl)
voor alle x met ‘x-xol s a, terwijl a. z Ni < 1
i=1

(iii) a M; &b voor i =1, 2, coey 1,

waarbij M; = mgx |fi(x, Tqs cocs yn)la

Opgave 5. Bewijs dat de volgende d.v.

y(n) (n~1))

= f(xs Vs ¥'s coes ¥

met als randvoorwaarden y(r)(xo) = §r eenduidig oplosbaar is,

Gegeven 1is dat

(i) £ re&elwaardig en continu is op het blok
B = {(xs Tqs 2ccs yn_1) |x°xoi = 8 ‘yi‘yil = bi}

(ii) er een constante Il is zodanig dat

n=1
T

If(X3 y1$°aosynu1> - f(x, ?1soaa,yn—1)[ é M, ii1 lyiayi‘
voor alle x met !x-xolﬁ_a,terwijl all <1

)

a

(iii) a M 5 b, waarbij M = max |f(x, ¥ys ccos ¥

B n-1
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Een gevolg hiervan is dat de lineaire d.vV.

(n)

v+ py(x) y(n'1)

+oo.0 + pn(x) v = alx)

waarbij de reéle funkties p; en q continu zijn op een gesloten interval I,
precies &én oplossing ¥ heeft die voldoet aan

> R ot A ot A(n"“* ) —

F(xy) = ¥y F(xy) =¥qs 0055 F (x5) = ¥y_q
Toepassing 3. Gevraagd wordt aan te tonen dat de lineaire integraal
vergelijking in h b

f
h(x) = g(x) + 1 J K(x, t) h(t) dt
a
voor voldoend kleine waarden van |A| eenduidig oplosbaar is.

Aangenomen mag worden dat h en g continu zijn op Ea,, b:] en dat de kern

K continu is op het vierkant a < x, t < bo

Oplossing. Zij X de verzameling van alle re&le continue funkties f op

het interval [a, b]; nemen we

o(f, g) = max_ [£(x) - g(x)]
xe[a., b
als metriek op X, dan is X volledig volgens stelling 1.
Definiéer ¢ : X » X volgens
tb
o(f) (x) = g(x) + A J K(x, t) £(t) at.
a
We gaan na of er wearden van A zijn waarvoor ¢ een contractie operator
is op X.
Uit
plo(£), ¢(£,)) = max [¢(£)) (x) = o(2£,) (x)]| =
1 2 % 1 2

b
= max R Ia Klx, £)(£,(t) = £5(t)) at| g

b
<[A] . max J |k(x, t)]at. p(fys £,)
X Jg

b
volgt dat ¢ contraherend is voor H‘ max j lK(x, t)‘dt <1,
X ‘a
Volgens stelling 2 is de integraal vergelijking voor deze waarden van

A dus eenduidig oplosbaar.
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Opgave 6. Laat zien dat de niet lineaire integraal vergelijking in h

‘b
h(x) = g(x) + & J K{x, t, h(t)) dt
a
voor voldoend kleine waarden van |A| eenduidig oplosbaar is.
Hierbij mag verondersteld worden dat

(i) h en g continu zijn op a Zx 2D

(ii) de kern K(x, t, h) continu is op & < x, t < b.

2
(iii) er een constante I bestaat zodanig dat

lx(x, ©, h) - K(x, t, h2)l H@|h1~h21

<
voor alle x, t met a £ x, t 5 b,

22, In paragraaf 21 hebben we gezien dat, indien X een compacte ruimte
is, de verzameling C(X) van alle re8elwaardige continue funkties op X van
een metriek p kan worden voorzien zodanig dat C(X) een volledige metri-
sche ruimte wordt,

In deze paragraaf zullen we, met het ocog op de toepassingen in de appro=-
ximatie theorie, de overal dichte deelverzamelingen van C(X) wat nader
bekijken,

Uit de analyse is bekend dat elke reéle continue funktie op een ge-
sloten interval [é, ﬁ] uniform willekeurig dicht benaderd kan worden
door polynomen; duiden we de verzameling van alle reé&le continue
funkties op [é, b] aan met Cl[a, b] en voorzien we deze funktie klasse
van de topologie der uniforme convergentie, dan kunnen we de zojuist
genoemde approximatiestelling ook als volgt formuleren:

in de metrische ruimte C[a, b] ligt de klasse van alle polynomen (met
[a, b] als definitie gebied) overal dicht.

Het doel van deze paragraaf is een generalisatie te geven van boven-
staande stelling van WEIERSTRASS. Ve beginnen met een aantal hulpbe-

grippen en lemma's te behandelen.

Definitie, Indien f en g re&elwaardige funkties zijn op zekere verza-

meling X dan definiéren we de funkties fv g en f A g door
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(f v g)(x) = max {£(x), g(x)}

(3

(f A g)ix) = min {£(x), g(x)},

Men gaat gemakkelijk na dat deze definitie aequivalent is met de vol-

gende
(fvegllx)= f(x);g(x) + lf(x);ﬁ(&)l
y _ f)+g(x)  |f(x)=g(x)]
(f A g)lx) = x;gx - ngx

Definitie. Zij X een verzameling en B een stelsel reéelwaardige

funkties op X; dan heet B een gaas (een tralie) indien
f, geB=>f Vv g&B én f A geB.

Lemma 1. Voor het geval dat X compact is en het gaas BC.C(X) is kunnen
we de afsluiting B van B (in de topologie van de uniforme convergentie)
als volgt karakteriseren.

B = 88" {£ec(X)|Vp, aX en Ve > 0 JgeB ¢ [£(p) - g(p)] < ¢ en}

|£(q) = gla)]| < ¢

Bewijs: Aangezien het zonder meer duidelijk is dat BcB” behoeven wve
slechts aan te tonen dat B%CZEQ

Zij feB*; we zullen aantonen dat voor elke ¢ > 0 er in B een funktie
h bestaat zodanig dat p(h, f) < £, zodat we kunnen zeggen dat f tot
B vehoort,

*
Omdat f€B 1is er bij elk paar p, qeX een continue funktie h éEB te
1]
vinden zodanig dat

lh (p) = f(p)l < €

Dsq
en |h - T < €,
| p’q(q) (a)]
Defini&ren we U_ = {xeX| h_(x) < f(x) + ¢}
Dsq PsQ

dan is Up q een open verzameling in X, die p (en gq) als punt bevat.
®

Fixeren we q en laten we p geheel X doorlopen dan krijgen we een stel-

sel open verzamelingen in X dat X overdekt

x=\Ju .
PEX "p,q
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Wegens de compactheid van X kan deze overdekking worden gereduceerd tot
een eindige deeloverdekking.

X =
= 8] B
i=1 P;sQ
Definiéer h = h A h A soo AN
Q. Pysd T T posd Pysa (€ B),
zodat h (x) < ‘ S
qQ ) < hp q(x) voor alle xEX.

ii
Elke x€X ligt in zekere Up T zodat volgens de definities van hq en
. )
U i

Piaq

h (x) < n < f + 5.
q < Pi»q(X) (x) + ¢

Conclusie: hq(x) < f(x) + & voor alle x€X.

Voor elke p; geldt: hp Cl(q) > f(q) - ¢ zodat

il
h (q) = min {n ()} > £flq) = €.

a mn p;1a o)l (a)

We hebben nu dus aangetoond dat er bij elke geX een funktie thB te
vinden is zodanig dat

(i) hq(x) < f(x) + ¢ voor alle x&X
(ii) h {q) » flq) - ¢

q
Definiéren we nu

Vq = {xex hq(X) > £(x) - €}

dan is Vq een open verzameling die q als punt bevat.

Bijgevolg 1is het stelsel {V een open overdekking van X; wegens

1
' qex
de compactheid van ¥ kunnen we weer met een eindige deeloverdekking

volstaan

Definiéer, h=h V h ces Vh (€ B)
? 9 o v 9

dan geldt h{(x) < f(x) + ¢ voor alle xcX want volgens het bovenstaande
is hCl (x) < f(x) + € voor alle xeX zodat

n(x) = max {h_(x)} < £f(x) + e
i
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Elke x¢X ligt in zekere Vq zodat h(l (x) > £f(x) = €3
3 J
daar h(x) = max {hq (x)} moet ook gelden
] 3

4]
h(x) > f(x) - ¢ voor alle xeX,
Cemenvattend kunnen we nu schrijven

f(x) = ¢ < h(x) < f(x) + ¢ voor alle x€X, met als gevolg

o(f, h) = max |[f(x) - h(x)| < €.
xeX

Definitie. Zij X een topologische ruimte en B een stelsel reéelwaar-

dige continue funkties op X; we zeggen dat B de punten van X scheidt

indien bij elk paar verschillende punten p, q€X er in B een funktie
f bestaat zodanig dat f(p) # fla)-

Lerma 2. Is ¥ een compacte Hausdorffruimte en BcC(X) zodanig dat
(i) B is een gaas: f, g€B =>f V geB én f A geB

(ii) B is een vectorruimte over R : f, g€B =>a.f + B.gEB

voor alle o, BER.
(iii) 1eB,
dan geldt: B = C(X) <=> B scheidt de punten van X.

Bewijs: "=>"., Op iedere compacte Hausdorff ruimte kan men bi] twee
verschillende punten p, g&€X altijd een reéelwaardige continue funktie

T construeren die de punten p en q scheidt, d.w.z. waarvoor f(p) # flq).
Van deze bewering zullen wij hier geen bewijs geven; wij volstaan met
een verwijzing naar de literatuur: W.J. Pervin, Foundations of general
topology.

Voor metrische ruimten (niet noodzakelijk compact) is bovenstaande be-
wering kennelijk juist; men neme f zodanig dat f(x) = p(x, q) voor

alle x€X. Wegens B = C(X) weten we nu dus dat B een f bevat zodanig

dat f(p) # £(q). Daar § de afsluiting is van B, bevat B dan ook wel een
funktie die p en q scheidt,
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e 11 . <. -
>" Het 1s zonder meer duidelijk dat BcC(X), zodat alleen nog aangetoond

moet vorden dat C(X)cE.
Z1j feC(X); we zullen aantonen dat dan ook feB.
Volgens lemma 1 is het voldoende aan te tonen det er voor elke ¢ > 0

bij elk paar punten p, q€X een funktie fbﬁsB te vinden is zodanig dat

£ (p) = £( < £

1T (P D)l

en |f ( - f < €,

£, (@) = £l < e

Is p = q dan nemen we f zodanig dat qu'(x) = f(p) = £(q) voor alle x&X.
o

Omdat B de 1 bevat en bovendien een lineaire ruimte is, kunnen we zeg-
gen dat deze ﬁgﬂ tot B behoort.

Is p # g, dan bevat B een funktie g zodanig dat g(p) # gla).

Ve lossen o en B op uit

1}

o glp) + 8 = £(p)
{

a glg) + 8

£(q)

en nemen voor f de funktie a.g + BE B, Deze funktie voldoet ten

duidelijkste aan de gestelde eisens,

Lemma 3. Is X een compacte ruimte en B een deelverzameling van c(x)

zodanig dat
(i) B is gesloten
(ii) B is een lineaire ruimte over R : f, g€B => of + ggeB

(iii) met f en g behoort ook de funktie f.g met (f.g)(x) =
= f(x).g(x) tot B

dan 1s B een gaas-.

Bewijs: Vegens fvVv g

en f A g

"

NE N
§
E 4

en het gegeven dat B een lineaire ruimte is behoeven we slechts aan
te tonen dat met f ook |f| tot B behoort.
Uit de klassieke analyse is bekend dat
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Pl

= {1~ (1-t9)}? =

1 ‘ 24
) (1-67) + (5)(1=89)% = + ... voor |1=tT| g1

lt] = (£9)*

1= (5

-t Pl

terwijl deze reeks op {t| < 1 uniform convergent is.

Kies € > 0 en kies daarbij N zo groot dat

Iltl - SN(t) < e voor alle |t| < 1

waarbl] N )

s,(t) = § (=1 (1=t5)%,

zij nu Py(t) = Sy(t) - §,(0); is fEB nu zodanig dat |£(x)| £ 1 voor
alle xeX dan geldt

|f(x)| - f(x

| 2(x)| - S, (£(x))

+

Sy (0)

<

< g + e =2 voor alle x&€X,

terwijl PN in de volgende vorm geschreven kan worden

PN(f(x)) =\, flx) + Mg f2(x) * e + Aoy fEH(x)¢

Uit deze gedaante van P (f (x)) blijkt dat P ( f(x)) tot B behoort.
Conclusie |f|eB(= B).

Stelling. (STONE-WEIERSTRASS).
Is X een compacte Hausdorff ruimte en BcC(X) zodanig dat
(i) B is een lineaire ruimte over R
(ii) f, g€B=> f.peB
(iii) 1€B
(iv) B is gesloten
dan geldt:

B = C(X) <=> B scheidt de punten van X.

Bewijs: Volgens lemma 3 is B een gaasy zodat volgens lemms 2 geldt

(B =)B = C(X) <=> B scheidt de punten van X.

Als toepassing van deze stelling bewijzen we de bekende approximatie-
stelling van WEIERSTRASS.,
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Neem voor X het interwval [?, ﬁ] met de gewone topologie.

B, zij de verzameling van alle polynomen op [a, b| met re8le coéfficidn-
ten en zi] B = §0° B is dus de verzameling van alle continue funkties
die uniform willekeurig dicht benaderd kunnen worden door funkties

uit BO° We tonen aan dat B = C(X), d.w.z. elke continue funktie op

[a, 5] kan uniform willekeurig dicht benaderd worden met polynomen-

Men gaat gemakkelijk na dat (i) met By ook B een lineaire ruimte over

R is terwijl met f en g ook f.g tot B behoort, (ii) 1€B, (iii) B = §O
gesloten is.

Omdat B de funktie f met f(x) = x bevat, en dus de punten van X scheidt,

mogen we concluderen: B = C(X).

Opgave 1. Toon aan dat elke re&le continue funktie op [b, {] uniform
willekeurig dicht benaderd kan worden door polynomen waarin alle voor-
komende exponenten van x deelbaar zijn door nj hierbij is n een vast

natuurlijk getal.

Opgave 2. Is f een reéle continue funktie op de rechthoek
[a, b] x [c, d:] in het platte vlak, dan geldt

b | a \

J dx j f(x, yldy = ( dy | flx, y)éx.

a c ‘e ‘a

Bewijs dit met behulp van de stelling van STONE-WEIERSTRASS.



Colloguium "Topologie" (1966-1967)

Spreker: P. van Emde Boas

§23. Topologische producten

In de inleiding is gedefiniéerd het begrip product van twee verzame-
lingen X en Y. De daar gegeven definitie laat zich zonder enige moeite

generaliseren voor ieder eindig stelsel verzamelingen X1, eees X o
n

Definitie: Onder het (Cartesisch) product van de verzamelingen

X, «ee, X (notatie X, = X_ » ... » X of ook wel 1 X )
1 n 1 n s=1 B

wordt verstaan de verzameling van alle geordende n-tupels

2

(x1, ces xn) waarbij voor iedere 1 geldt xléEX.,
i

in formule uitgedrukt

,.“,xn)|x1e&,x eX

pEXys eees xnéXn}.

Bedenk hierbij dat twee n-tupels (x1, vees xn) en (y1, cees yn)

dan en slechts dan gelijk zijn als voor iedere i X, =Y.

Het zal vaak nodig blijken ook producten van een stelsel van oneindig
vele verzamelingen te beschouwen. Dergelijke stelsels zullen wij vaak

aangeven met de notatie waarbi]j I een verzameling is die de

{Xoc}océl
naam indexverzameling draagt. Bij iedere index o« €I 1s er een verzameling

X .
o Feseven

Als I aftelbaar oneindig is mogen we voor I de natuurlijke getallen nemen.
In dit geval kunnen we de boven gegeven definitie generaliseren door in
plaats van n-tupels te bekijken rijtjes (x1, sees X «v.) waarbi] xkeaxk
voor ledere k.

Deze oplossing is niet meer mogelijk als I overaftelbaar wordt. Wij

zullen dan ook voor het product van het stelsel {Xa} een algemene

cel
definitie opstellen waarvan de boven gegeven detinities speciale inter-

pretaties zigjn.
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Definitie: Onder het (Cartesisch) product van het stelsel verzamelingen

J v . ~
X el verstaan we de collectlie van afbeeldingen ¢ van I

in de vereniging k) Xa die voldoen aan de voorwaarde: voor
oel

iedere o €I 1s ¢(a) een element van XQ.

In formule:

il Xu = {¢ ] o+ I - (J Xa) en.vg

(ola) &X )y.
o€l a&l

el

Het verband met de eerder gegeven definities wordt gelegd door de

o

functie te noteren als (
¢ T s wa)aél

i s e v s .
Definitie: Xa heet de o -codrdinaat ruimte van I Xa'
a&l

Onder de projectie nB van het product op de 8®-codrdinaat

rulmte verstaan we de afbeelding nB: I XOL - XB
gedefiniéerd door €l
ngle) = o(8).
Indien de verzamelingen Xa allen gelijk zijn aan een vaste verzameling
X dan noteren we het product ook wel als: 1 X = Xl.

aél
Xl bestaat ult alle afbeeldingen van I in X.

Beschouw thans het voorbeeld van het Euclidische vlak E2

E2 = {(x,y) | xéeR en yeR| met de gebruikelijke metrische topologie.
Als verzameling 1s E2 het product van de reéle rechte met zichzelve.

2 = =

E -—SR] AIRZ.IRT —IR2 IR.

De reéle rechte heeft een topologische structuur.

We willen nu op een of andere manier met behulp van de topologische
structuur van R een topologische structuur op[R1 x m2 definiéren.
Liefst zouden we natuurlijk ook nog willen zien dat de aldus gedefini-
eerde topologische structuur samenvalt met de "natuurlijke" Euclidische

2 . . !
structuur van E- zoals we die van ouds kennen.
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Aan het voorbeeld van het FEuclidische vlak kunnen we het volgende

opmerken.

le) De verzamelingen van de vorm 01 » O2 waarbij O1 open 1is i11H¥] en 02

. . . 2 o . .
open in 1R, zijn open in E . Deze famillie vormt een basis voor de

2 -
Euclidische topologie want de open rechthoeken {(x1,x2) | a, <X, < b],

&, < X, < b2} zijn in de familie opgenomen.

- -1 .
2e) De verzamelingen van de vorm HT](OT) of s (02), 0. open 1nIR] en O

1
zijn open in E- . Dit stelsel vormt een subbasis voor de

2

open in IR2

Euclidische topologie want de stroken {(x1,x2) | a

) | a

7S X b1j en

{(x1,x < x2 <D z1jn 1n het stelsel opgenomen.

2 2 2}

Deze bevindingen laten zich rechtstreeks generaliseren voor eindige

producten.

719 {Xw,ﬁaj, ceey {Xn’d;j een eindig stel topologilsche ruimten. We
kunnen een product-topologie op de verzameling X1 » X2 A ees K Xn
definiéren op twee manieren die voor dit eindige geval gelijkwaardig
zijn:

le) De producttopologle & is de topologie die gegenereerd wordt door

de basis QSdie als volgt is gedefiniéerd:

= In | = [ -
33— (B | B= 0, » 02 Aeee 20, Oiérag voor iedere 1 =1, ..., nf.

Aangezien in het algemeen geldt voor productverzamelingen:

1 AN 1T B =1 4 AB
wel & oser & e ¢ ©

kan men uit de definitie van P direct afleiden dat de doorsnede
van twee elementen uit ﬁweer in ﬁis bevat. .rb)is dus inderdaad

een basis.

2e) De producttopologie & is de topologie die gegenereerd wordt door de

subbasis {fdie als volgt is gedefiniéerd:

3:j i ":,—’[" —
'S lﬁv S=n (Ov), Ovééiﬁ V=1, ..., n}.
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We merken op dat de definlties gelijkwaardig z1)n sangezien het
stelsel eindige doorsneden van verzamelingen uit f precies gelik

is aan de basisB.

Beide definities laten zich zonder meer generaliseren voor oneindige
producten maar houden dan op equivalent te zijn.
Als definitie van de producttopologie 1s de 2e definitie gekozen

waarbl]j de topologie gedefiniéerd wordt door middel van de subbasis

J.

Definitie Topologlisch product:

Zij voor ledere a &l Xa een tonologische rulmte met topologleﬁ’a.

Het topologisch product van het stelsel {Xa}ael bestaat dan uit

de verzameling:

i Xa

ael
met daarcp de topologie &’die gegenereerd wordt door de volgende
subbasis /3

...‘l
fy= {S ‘auél ¢ S =7 \Oa) en anﬂ;}.

Allereerst kunnen we bekijken welke basis door onrdt gegenereerd.

Dit is juist de familie van alle verzamelingen van de vorm:

0= 01 0, O =X wvoor alle a &€l op eindig vele uirtzonderingen na
a o o ——

waarvoor O €& .
0" o

De verzamelingen van de vorm I O waarbiy de O& voor onelndig vele o
echte open deelverzamelingen %fjﬁn van Xa zijn dus nilet open 1n de
producttopologie; zi) hebben zelfs een leeg inwendige.

Het is zeer goed denkbaar om het stelsel verzamelingen

B- 'm o | anﬁ& voor iedere o €I} op te vatten als basls voor een

‘topolgg%e (zoals we dit ook gedaan hebben voor eindige producten).
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De topologie die we dan krijgen 1s bekend als de doosproduct-topologle
en 1s sterker dan de boven ingevoerde producttopologie. Zij bezit
enkele onaangename eigenschappen. Zo is het doosproduct van compacte
(resp. samenhangende) verzamelingen niet noodzakelijk weer compact

(resp. samenhangend). Wij zullen ons niet met deze topologie bezighouden.

Een eenvoudige eigenschap van het topologisch product is de volgende:

: @I X - X_ zi)n contlnu en het beeld van
B e © B
een open verzameling 15 weer open.

Prop.: De afbeeldingen n

Bewijs: 2ij OB open 1in XB dan 1is n—1(06) per definitie open in het

B

product.
71 (xa)a,ei bevat in O, O open in het product, dan 1s
(Xahxel bevat in een open basisverzameling van de vorm:
B= 1 OQ.

o&l
Dus (xu)aele i OOLCO

oe&l

dus ‘an(Xa)ocel) = xBéOBc_nB(O).

nB(O) is dus omgeving van ieder van zijn punten, dus open.

Opm.: Een afbeelding die iedere open verzameling overvoert in een open

verzameling heet een open afbeelding.

Opm.: Het is mogelijk de producttopologie te karakteriseren als volgt:

De producttopologie 1s de zwakste topologie op I XOL waarvoor

a&l

alle projectles 7, continu zijn.

B

Een belangrijke eigenschap is de volgende:

Stelling 1: Zij f een afbeelding van een topologische ruimte Y in het

topologisch product I XQ. Dan is f continu dan en slechts
o &L
dan als voor iedere a el de samenstelling ﬂa o f: ¥ ~» Xa

continu 1is.
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Z1) f continu. Voor iedere a &l 1s m, continu dus n_ o f
a

1s als samenstelling van continue afbeeldingen weer continu.

2i) O open in I X .
o€l
pel Xa en pe0. Dan is er een basisverzameling
cel
B= 0 0 met O =X voor alle u<&I op eindig veel na en
sel © o 3 ;

o&eaa voor ledere o zodanlg dat ne& B <&O.

Noem de o waarvoor Oa # Xa o cee, O e

. 7 k
-1 =i -1
Dan volgt B =1 (0O )NA1n_ (0O JA...nn1 (0 ).
% G % ko %
L -1k
Nuis £ (B) =f (¢ 1 (0 )).
. a. o
1=] 11

Men kan gemakkelijk nagaan dat het totaal origlneel van de
doorsnede van een stelsel verzamelingen gelijk 1s aan de
doorsnede van de totale originelen van dit stelsel verza-
melingen.
1 K ] K 1, =1

£ (N n 0 ))=NT<f (0o 0 )) =

) . Q. ) T
i=1 1 1 1=1 1 1

Dus £~ (B)

k .
-1
= .f\ (na, o T) (Ou‘).
1=1 1 1
Maar voor ledere oy is (nOL o f) continu dus
1 .
= ; ) -1
(m o f) '&Oa ) 1s open in Y. Hieruit volegt dat f (B)
&y 1
de doorsnede 1s van eindig veel open verzamelingen dus
open.
-1, .
Hieruit volgt dat f (0) omgeving 1s van leder van z1ljn
-1 .
punten dus £ (0) 1s open.

Aangezien O willekeurig was pekozen 1s 1 continu.
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24k, Voorbeelden van topologische producten

I. De n-dimensionale Euclidische ruimte E° 1sg homeomorf met het

topologisch product van n copie€n van de reéle rechte.

Dit is een generalisatie van het voorbeeld van het platte vlak
behandeld in de vorige paragraaf. Ga na dat de n-dimensionale
blokken van de vorm {(x], ey xn) \ & <Xy S bi’ i=1, ..., nj
een basis voor E° vormen.

II. Het eindige topologische product van discrete ruimten is weer

discreet.

(Iedere verzameling bestaande uit &&n punt is als product van

open éenpuntsverzamelingen uit de codrdinaatruimten weer open.)

III. De torus 1is homeomorf met het topologisch product van twee

cirkels.

We kunnen dit het eenvoudigste 1nzien door het product van twee
cirkels te schrijven als:

[(¢,n) | 0 <o <2, 0 <n <t

en de torus voor te stellen door de volgende parameter voorstelling.

T. = {(x,y,z) eE3

;
5 | x = cos ¢(1 + %~cos n), y = sin ¢(1 +-§ cos n),

1 .
z = = sin ntl.

3
Men gaat nu gemakkelijk na dat de afbeelding

(¢sn) » (x(d,n), yio,n), 2ig,n)) cen homeomorfie 1is.
We kunnen nu het begrip torus generaliseren voor hogere dimensies.
Definitie: De n-dimensicnale torus Tn is het topologisch product van
n cirkels.

Noemen we de discrete ruimte bestaande uit twee punten:

0,2} een doublet dan kunnen we bewijzen.

Stelling 2: Het Cantordiscontinuum D (zie voor de definitie blz. 43)

is homeomorf met het topologisch product van aftelbaar

oneindig veel doubletten.



Bewijs: Merk alleregrs% op dat vo
nuum: x = E S ey =
k=1 3 k
-
a)lx-y}<3\=:>x
1
b) X, =y voor 7.1 N
We beelden nu het punt x
het getal ¢(x) = | — -
k=1 3

Dit 1s inderdazd een afbe

nuum. We bewijzen dat dez

¢ 1s €énéénduidig: Stel (xk)

k&N

index N is met Xy # y, zodat lelx) = oly)l 2 3

o(x) # ¢(y).

¢ is op: Uit de mogelijkheid om e

discontinuum te schrigven als de som van een reeks

= 0 of a

& Kk

k

¢ 1s continu: Stel x &P en laat ¢
-N
3
lo(x) = oly)|

open verzameling 0 = M
k=1

< ¢. Dan geldt voor 1
-N

1 <1

< N} geheel bevat 1

O~
—d

or twee punten in het Cantordisconti-
rE o, 0 of 2 geld
— ;o= t:
LR KoYy of 2 gel
=1 3
=y, voor 1 - 1 . N.
| | =N
==> X -yl = 37,
-
X, ) wit P= 1 0,2 } af o
( K)k&m t P - ‘Lk’dkj af op

elding van P in het Cantordisconti-

e afbeelding ¢ een homeomorfie is.

# (yk) dan volgt dat er een kleinste

¥, 0 aus

ke

en willekeurig getal uit hey antor—

v +
i —E'mEL
k=1 3

= 2 volgt dat ¢ op 1s.

> 0 gegeven zijn. Neem N zo groot dat

edere y P met x = voor 1 <k < N

Yy

< ﬁ' Hieruit volgt dat het beeld van de

-
g o e
me Uxd) = iy ey [ ¥y = X veor

s in de open t-cmgeving van ¢{x).

Hieruit volgt de continuiteit

keurig gekozen was in P volgt

¢ 1s een afbeelding
product waarop stelling 1 van

-1
S 1 = R
en stel ﬂk o 9 wk

is continu:

o

. -1,
Nu is g ({2,1) 'xeD |

z¢Den |y - z)

van ¢ in x. Aangezien x wille-

dat ¢ continu 1is.

van een ruimte in een topologisch

toepassing is. Neem een k<IN

We moeten bewljzen dat Vi continu 1s.

. X, = 2 = A . Neem y €A vast. St.«?l
< 3 7 dan volgt y, =z, T X dus z &4, . Ak is

dus omgeving van ieder van zi)n punten dus open. Analoog bewijst

-1
men dat Y, (fOkg

) open is, dus Yy,

ig continu.

Uit deze vier eigenschappen volgt per definitie dat ¢ een homeo-

morfie is.
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Stelling 3: De fundamentaalbalk van Hilbert F (zle voor een definitie

blz. 37) is homeomorf met het aftelbaar oneindige product

van gesloten intervallen.

Bewijs: De fundementaalbalk F is een metrische ruimte waarvan de

(1)

(2)

verzameling beschouwd mag worden als het Cartesisch product

. - 1
van de gesloten intervallen [- %3 + t],

Fefn [ +gl ol

We kunnen F dus ook opvatten als topologisch product met
behulp van de producttopologie die in §23 is ingevoerd. We
zullen stelling 3 bewijzen door te laten zien dat de metrische
topologie en de product topologie gelijk zijn. Dit bewijzen

we met behulp van stelling 1 uit §7.

Stel x&F en x &0, O een basisomgeving van de producttopologie.

Dan omvat O een verzameling O' van de vorm:

l = 1 1]
o' = I I. x 1 - —, + =
k=1 k k=N+1 k k

.. . .. 1 1
waarbi] Ik een open 1nterval is 1n [;-E, + E] dat xk omvat. (Let
op dat open hier bedoeld is in de zin van open in de relatieve

topologie.) Er is dus voor iedere k, 1 < k < N een € > 0 met
Ue (x)CT, .
k

Stel nu Min € = €. Dan gaat men gemakkelijk na dat de verzame-
k=1...N
ling Ue(x) uit de metrische topologie geheel bevat is binnen 0O'.

We hebben dus binnen de productbasisomgeving een basisomgeving uit

de metrische topologie gevonden die x omvat.

© 2
Stel x&F en € > 0. Kies een N met S E—'< =. Stel verder voor
2 2
k= N+1IE 11
k=1...N:1I = ( ) O\ . —|. Stel tenslotte
N £ \I’éﬁ\ R Tk
0= 1 Ik x Il [ k’ I Men gaat nu gemakkelijk na dat O een
k=1 k=N+1

open basisverzameling is uit de producttopologie met x¢ O¢ Ue(x).
We hebben dus binnen de metrische basisomgeving een product basis-

omgeving gevonden die x omvat.
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Uit (1) en (2) volgt dat de metrische topologie en de producttopologie

san elkaar gelijk zijn.
Opgave: Bewigs de volgende generalisatie van stelling 3.

Stelling 4: Het topologisch product van aftelbaar veel metrische
ruimten 1s metriseerbaar. (Er is dus een metriek te
definiéren zodanig dat de producttopologie en de metrische

topologie gelijgk zijgn. Zie ook blz. 9.)

Aanwijzing: Stel p(x,y) is een metriek op X. Dan is ook de functie
o'(x,y) = Min (1, p(x,y)) een metriek op X die dezelfde
topologie bepaalt. De metriek o'(x,y) is echter begrensd.
Definiéer nu ultgaande van deze begrensde metrieken op
het product een metriek analoog aan het voorbeeld uit

stelling 3.

Opmerking: Het topologisch product van aftelbsar veel open intervallen
is homeomorf met de Hilbert-ruimte (zie blz. 5). Deze
stelling is pas omstreeks 1965/66 bewezen door R.D. Anderson,

nadat het sinds 1928 een onopgelost probleem was geweest.

Stelling 5: De ruimte der irrationale getallen is homeomorf met het

product van aftelbaar veel copieén van de natuurlijke

getallen.

Bewijsgang: Voeg aan het rijtje {an}::z1 anéIN voor ledere n&IN het

irrationale getal toe dat de limiet is van de oneindige
. 1 1 1
kettingbreuk: a, + —  — — e .
1 32+a3+aa+
Men gaat nu gemakkelijk na dat deze afbeelding een homeo-
morfie is van het product op de ruimte der positieve

irrationale getallen.
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25. Eigenschappen en toepassingen van topologische producten. .

Stelling 6: Het topologische product van Hausdorff-ruimten is weer een

Hausdorff-ruimte.

en (ya)ael punten uit 1 X .

o0&l "o
# (ya) is er een index o met xao # yuo.

Bewijs: Stel (Xa)aEI

Als (Xa)uel
In Xao bezitten X, en vy, disjuncte omgevingen Uao en Vao.

.. - -1 N . »
Dan zigjn "a;<UaO) en naO(VuO) disjuncte omgevingen van (xa)ael

o€l

en (ya)a€I°

Opgave: Bewijs dat het product van T1-ruimten weer een T1—ruimte is.

Stelling 7: Het product van samenhangende ruimten is weer samenhangend.

Bewijs: We bewijzen de stelling achtereenvolgens voor het product van
twee ruimten, voor eindige producten en voor willekeurige

producten.
We gebruiken hierbij wezenlijk de volgende eigenschap.

_ I
Stel X wel Xa en JcI.

Stel voor iedere o€I\J p, een vast punt uit Xa’

Dan is de verzameling Tox « I D als deelruimte
acd To  o€INJ ‘Yo

. Il
homeomorf met het topologisch product oed Xu'

. s I I
In het bijzonder is Xa X B4a lpB} homeomorf met Xa'

Stel nu dat X1 en X2 twee samenhangende ruimten zijn.

Neenm P, vast in X1. De verzameling {p1} = X, 1s homeomorf met

2

X2 dus samenhangend.

Voor iedere peX, is de ruimte X, - {pQ} samenhangend.
Verder is {p1} x x2r1x1 x {pg} = Kp1, p2)}niet leeg dus
{p1} x X QUK x {pp} is samenhangend.

Als we 122N de ruimte X2 laten doorlopen vinden we een stelsel

samenhangende verzamelingen die onderling een niet lege door-
snede hebben ({p1} x X2 zit in allemaal) waarvan de vereniging
gelijk is aan X1 x Xg.
Volgens §17 s t. 16 is X, % X, dus samenhangend.
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Neem nu aan dat we reeds bewezen hebben dat het product van kK samen-

hangende ruimten weer samenhangend is (k€ M). Aangezien
K+ 1 K "

n X = ﬂ1 X x X is ook het product van k+! samenhanrende ruimten
n=1 B» Bl m k+1

samenhangend.

Op deze wijze bewljzen we met volledige inductie de invariantie van

samenhang voor eindige producten.

Stelling T laat zich nu als volgt bewijzen:

2ij p = (pu)ael een vast punt uit de verzameling X = agl X,

. - - , o veel
71 Ap {(ya)ael | Y, = P, voor alle o op eindig veel na.

Men gaat nu gemakkelijk na dat Ap de verenlging 1s van het stelsel ver-
zamelingen

ox,» D, o
agd o acI\d a
als J het stelsel eindige deelverzamelingen van I doorloopt. Al deze
verzamelingen bevatten het punt p en ze zijn homeomorf met een eindig
product van samenhangende ruimten. Hieruit volgt met st 16, §17
dat Ap samenhangend is.
Tevens kan men gemakkelljk nagaan dat AD dicht ligt in X.
Uit st 14, 8§17 volgt nu dat Kp = X samenhangend is, hetgeen te bewijzen

viel.
Zonder bewijs vermelden we de zeer belangrijke stelling van Tychonoff:
Stelling 8: Het topologisch product van compacte ruimten is compact.

Deze stelling 1s niet elementalr te bewijzen; men moet het keuze-axioma
gebruiken. Sterker nog: de stelling van Tychonoff is gelijkwaardig met
het keuze-axioma.

Zie voor bewijs: J.L. Kelley: General topology. biz. 143,

J.L. Kelley: The Tychonoff product theorem implies the

axiom of choice, Fund Math 37 (1959)
blz. 75—76.

W.J. Pervin: Foundations of General Topology, blz. 142,

Bij de toepassing van topologische producten tresdt het product van
gesloten intervallen op de voorgrond; wij zullen het daarom een eigen

naam geven:
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Definitie: Een kubus is het topologisch product van intervallen.
- T I

Notatie: CI = [O, 1] .

Veronderstel dat we op een ruimte X een stelsel continue

functies gegeven hebben van de ruimte X in het inter-

~ {fa}uCI ) T
val |0, 1]. We kunnen dan de volgende afbeelding e : X ~ [Q, 1]

die bekend is als de "evaluatie afbeelding" bekijken:

e(x) D (xa)ael met x = fa(x).

We zeggen dat het stelsel {fa} punten scheidt als er bij

ieder paar punten p, q€X een functie £ is met fa(p) # fu(q)
(Vgl. blz. 56).

We zeggen dat het stelsel {fa} punten en gesloten verzamelingen

scheidt als er bij leder punt p&X en bij iedere gesloten
verzameling GCX die p niet omvat een functie f 1is met

fa(x) & foa(G)'

We kunnen nu de volgende stelling bewijzen:
Stelling 9: a) De evaluatie-afbeelding e : X - [0, 1] is continu.

b) Als {fa}aél punten en gesloten verzamelingen scheidt is

e een open afbeelding van X op e(X)(:CI.

c) Als {fu}aeI punten scheidt is e een &&néénduidige afbeel-

ding.

Bewijs: a) De afbeelding e is een afbeelding in het product. Aangezien
mo e = fa voor iedere a€l continu is is volgens stelling 1

e zelf continu.

b) Stel 0 open in X en x€0. X\O is een gesloten verzameling die
x niet bevat dus er is een functie f“oea{fa}QEI
dat fao(x) ¢:fu0(X\O).

Er is dus een omgeving Uaoc;[p, 1]u0 van fao(x) die faO(X\O)
mijdt. Hieruit volgt dat:
-1

1y (U
oy ey

zodanig

) A ﬂ&;(f‘ao(X\O)) = g.

-1 .
ﬂao(UaO)(\ e(X) is een open verzameling in e(X) die e(x) omvat
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en de verzameling e(X\0) die geheel bevat 1s in 7. (£ (X\0))

Qa 0 [83 0

mijdt.
Hieruit volgt dat e(0) in e(¥X) een omgeving is van ieder van

zijn punten dus e(0) is open in elX).

c) Stel x # y. Dan is er een f, met o (x) # £, (y) dus Xy ¥y .
0

S0 o 0
0 L

Hieruit volgt e(x) # e(y).
Uit stelling 9 volgt direct de volgende inbeddingsstelling:

Stelling 10: [Inbeddings—lemma]. Als er op een ruimte X een stelsel

-

WD ad

continue functies van X naar !0, 1 te vinden 1s dat runten soh

en punten en gesloten verzamelingen scheidt dan is X homeomorf

met een deelruimte van een xubus.

i
¥
49
e
“.4
.
1
8=

Een ruimte waarvoor een stelsel functies 1*‘@} als bedoeld in

10 te vinden is heet een volledig reguliere ruimte,

De klasse van volledig reguliere ruimten is dus precies gelijk aan de

klasse van deelruimten van kubussen.

Als we een volledig reguliere ruimte hebben ingebed in een kubus en we
bekijken de afsluiting van het beeld in de kubus dan 1s dat een geslo-
ten deel van een compacte ruimte (Stelling 8) dus compact.

We hebben hier dus de situatie dat een ruimte ¥ is 1ngebed in een com-
pacte ruimte e(X) zodanig dat het beeld e(X) er dicht in ligt. In deze

situatie spreken we van een compactificatie van X.

Een ander soort toepassingen hebben we in het geval dat het stelsel
functies {fa} uit stelling 10 aftelbaar 1is.

an i ~vallen |(
We hebben al bewezen dat het aftelbare product van intervallen (U,

metriseerbaar is (stelling 3). Een deelruimte van S, ig dus ook metri-

seerbaar (Zie blz. 23).

We kunnen dus aan stelling 10 toevoegen:

P
1]

Als het stelsel {f | aftelbaar te klezen is dan

baar.

e

Y AT
1dr

de ruimte ¥ metriseer-
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Colloquium "Topologie" (1966-'67)

10 en 24 mei 1967

Spreker: M.A. Maurice

§20. Scheidingsaxioma's

Opmerking vooraf: In het volgende zullen we diverse malen een
bewering uitspreken, zonder er een bewijs van te geven; zulke

beweringen zijn bedoeld als opgaven.

1. Eq—ruimten. Zie §16.

Bewering: (i) Het product van T1—ru1mten 1s weer een Tl—rulmte.

(ii) Een deelruimte van een T1-ruimte is weer een

T1-ruimte.
2._gz-ruimte = Hausdorff-ruimte. Zie §16.
Bewerlng: (1) Het product van Tg-rulmten 1s weer een T2—ru1mte.
(11) Een deelruimte van een Te—ruimte is weer een
T2-ruimte.

Bewerlngz (i) Een T2—ru1mte 1s een T1-ru1mte.

(ii) Er zijn T,-ruimten, die geen T.-ruimte zijn.
1 g J

2

3. Een topologische ruimte X heet regulier, indien V’gesloten F:
VXé F :a open OX, OF : [xéox, FcoF en ox,\ OF = ;z)].

Lemma: X is regulier <==> Vopen U : Vp el : aopen O

p&OcECU.
Een T_-ruimte i i ~rui
I -ruimte is een reguliere T -ruimte.
Bewering: (i) Het product van reguliere ruimten (resp. T3—ruimten)

is weer een reguliere ruimte (resp. T -ruimte).

3
(ii)Een deelruimte van een reguliere ruimte (resp.

T3—ruimte) is weer een reguliere ruimte (resp. T3~

ruimte).
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Bewering: (i) Een T3-ruimte is een Te—ruimte.

(ii) Er zijn Te—ruimten die geen TB—ruimte zign.

Bewijs:
(ii) zie bijv. Dugundji, blz. 141,

Een topologische ruimte X heet volledig regulier, indien bij alle

=

10,1

. - - -
x€X en alle onmgevingen Ox van x een continue functie ¢: X - |0,7]

bestaat zodanig dat: ¢(x) = 0 en ¢(y) = 1 voor yE€XNO,_.

Een Tychonoff-ruimte is een volledig reguliere T -ruimte.

N.B. Ga na dat de definitie van een volledig reguliere ruinmte zoals
die op blz. 73 is gegeven overeenstemt met de definitie van een

Tychonoff-ruimte zoals we die hier boven gaven.

Bewering: (i) Het product van volledig reguliere ruimten (resp.
Tychonoff-ruimten) is weer een volledig reguliere
ruimte (resp. Tychonoff-ruimte).

(1ii) Een deelruimte van een volledig reguliere ruimte
(resp. Tychonoff-ruimte) is weer een volledig

reguliere ruimte (resp. Tychonoff-ruimte).

Bewijs:
(i) Leat X, volledig regulier zijn voor il en zij
X = 1T X..
. i
iel

7Zij xeX en zij U een omgeving van x in X; zonder beper-

king der algemeenheid mogen we aannemen dat

waarbij U. een omgeving is van Xy in X., terwijl slechts
1 1

eindig vele U. # X. zijn; bijv. alleen U. , U. 5 «vv, U,
i i 1,77, i
[

Fr bestaan nu continue functies

£, Xjk + [0,1]

zodanig dat

n
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H
=
i
]
(@]

k (k =1, 2, cees 1)

Hy
-
[
li

1 voor y. € X. \U.
K e

Men gaat nu gemekkelijk na dat de functie f: X - [0,1]

die gedefiniéerd wordt door

f = sup £ o,
K=1,2,...,n © Tk

een continue functie is, die voldoet aan

f(x) 0

(y) 1 voor ye X\ U.

Bewering: (1) Een Tychonoff-ruimte is een Ts—ruimteo

(11) Er bestaan T3—ruimten, die geen Tychonoff-ruimte
zijn.
Bewi]s:

(1) Zij U open en zij pelU.
Er bestaat dan een continue functie ¢: X > i: 5 l:[,
zodanig dat ¢(p) = O en ¢(g) = 1 voor ge X \U.
Dan volgt O = f*‘![]:o,%)] is open, F = £ U_O,%]:[ is
gesloten, en p €0 <0(c F)c U.

(11) zie bijv. Dugundji, blz. 15k,

5. Een topologische ruimte X heet normaal, indien Y gesloten F, G:

FAG =9 ==> 7 open 0y, 0, : [Feoy, 60, 05 a0, = 6].

Lemma: X is normaal <==»> Vopen U : \/gesloten GeU : 4 open O :
Ge0ecOcl.

Een Eu—ruimte is een normale T1—ruimte.

6. Stelling: Een metrische ruimte is een Th—ruimte.
Bewl]s:

Laat F en H disjuncte gesloten verzamelingen zijn in de

metrische ruimte (X,p).
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7Zij nu £ 30(p,H) voor peF

n 20(q,F) voor ge&H;

q
dan is €_ > O en n_ > O.
D q
We schrigven
v=Us @, v=U s (.
PEF  p QeH g
Dan zijn U en V open, en FcU, HeV.
We behoeven nog slechts aan te tonen dat UnV = {.
Aldus: indien x€UNV dan volgt
JreF: o(p,x) « sp

Ja eH: o(q,x) < Ny

en dus
olp,a) < p{p,x) + olg,x) <« ¢+ n_ < 2max(e_,n_) oigv. 2¢_3
& — / L PR - oa .
P aQ p°Qq Y
echter: p(p,H) = QEP. Tegenspraak.

Stelling: Fen compacte T -ruimte X is een T)-ruimte.

Laat A en B disjuncte gesloten verzamelingen zign in X,
A en B zijn dan ook compact.
(1) Zij p & B. VbeB bestaan er disjuncte open omgevingen

en O, van p resp. b. is een open overdek-

{

O loen

king van B, die dus een eindlg? dseloverdekking
n b; n

] n . ) 2 . .

*Ob.fi_‘ heeft. Dan zijn {) Op en ;@! 0, disjuncte
1 1=] 1=1 1=1 i

open omgevingen van p resp. B.

(11) Dus: Veer vestaan er disjuncte open omgevingen Oa en

Y

Oéa/ van a resp. B. Dan 1is {Oa}aeA een open overdekking

ven A, die dus een eindige deeloverdekking !0 }m heeft.
m m (a.) 85 i=1

Dan zijn |J Oa en N OB * disjuncte open omgevingen
i=1 71 i=1

van A resp. B.



78

7. Lemma van Urysohn: Zij X normaal. Als A en B disjuncte gesloten

verzamelingen zijn in X, dan bestaat er een continue functie

£: ¥ + [0,1], zodanig dat fla) = O voor alle a&h en f(b) = !

voor alle beg& B.

BewiJs:
(a)

(b)

(iii)

71§ D = [ | k,n geheel > OJ.
2

Flke deD, 4 # 0, 1s eenduldig te schrijven als

2m+1

21’1

Voorts ligt D dicht in de verzameling der niet-nega-

, m=m(d) en n = n(d) geheel.

tieve reéle getallen.

We zullen nu voor alle t&€ D een open verzameling Utc.X

definiéren, zodanig dat
USCUt als s < t ceees (™)

en AcU,, UrnB =0 (r < 1).

Aldus:
Voor @ > 1 zi] Ud = X.

Zij U,1 = X \B.
Voorts: Daar X normaal 1s, bestaan er disjuncte open

verzamelingen Uy en O z6 dat AcU B <O,.

0 0?
Men verifiéert gemakkelijk dat voor de tot hiertoe
gevonden U's (nl. Ud voor d = 0 en d > 1) aan de voor-
waarde (+) is voldaan.

Voor de overige waarden van 4 gebruiken we inductie
naar n = n(d).

Laat dus Ud gevonden zijn voor alle deDmet 0 < d < 1
en n(d) < n-1.

Zij dan teD, 0 < t < 1, zodanig dat n(t) = n; zeg

t=2m+1.1ndiennu d,! = . en d - 2m2_ mtl

21'1 21’1 2n-'| 2 2n gn_ 1

dan
is

d, <t <d;,, n(d) <n-1enn(d,) = n-1.
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Op grond van de inductie-aanname zijn Ud en U, al

geconstrueerd, terwijl voldaan 1s san Ud CUd .
1 >

Dan zijn de en X \Ud disjuncte gesloten verzamelingen
1 2
in X. Omdat X normaal is, bestaan er dus disjuncte

open verzamelingen Ut en Ot zodanig dat Ed <l
1' v
X \Ud cOt. Dan volgt ook dat Utc(X\Otc)Ud .

d,‘ enzd‘2 zljn opvolgende elementen in de verzimeling

Dn-T der indices s €D waarvoor Us reeds geconstrueerd
werd verondersteld en waarvoor asan (=) is voldaan.

Is dan Dn de verzameling der indices die uit Dn-‘o ontstaat
door toevoeging van alle teD, 0 <t < 1, met n(t) = n,
dan volgt ommiddellijk dat ook alle US met séDn gan (=)
voldoen.

Hierdoor is de constructie van alle Us, s €D, door

inductie voltooid.

(¢) Elke x €X behoort tot ten minste &én U, teD. Definider

nu een reéelwaardige functie ¢ op X door

¢(x) = inflt €D | xeU, .

Dan geldt
0 < ¢(x) <1 voor alle x &X
o(a) =0 voor alle a €A
¢(b) =1 voor alle b é&B.

(d) Een subbasis voor de (gewone) topologie in [_0,1_( wordt
gevormd door de familie ':1 van alle verzamelingen van

de vorm

L= feeoi] [z <pl Ry= el 2o s

Men gaat nu gemakkelijk na dat
¢"1[ij - U U,
teD

t<p
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en
¢ ' [0.1]vR ] = N U,
T tep
t>p

waaruit volgt dat het inverse beeld onder ¢ van elk element
van de subbasis %] open in X is. Dit houdt in dat ¢ continu
is.

Bewering: (i) Een Tu-ruimte is een Tychonoff-ruimte.

(ii) Er bestaan Tychonoff-ruimten, die geen Th-ruimte zijn.

Bewigs:
(1) ziJ Vp een omgeving van p. Dan zijn {p} en X\\Vg disjuncte
gesloten verzamelingen.
Op grond van het lemma van Urysohn bestaat er dus een
continue functie ¢: X > EL1I zodanig dat f(p) = 0 en
f(q) = 1 voor qéX\Vg.

(i1) 2iJ w het kleinste niet-eindige ordinaalgetal, en zij
Q2 het kleinste niet-aftelbare ordinaalgetal. Laat Xw

(resp. X.) de verzameling van alle ordinaalgetallen

Q
< w (resp. < Q) zijn. Maak X en X, tot topologische

ruimten d.m.v. de orde-topologie. Xw en XQ zijn dan

compacte T.-ruimten. Ook het topologisch product T

2
van X en X, (de z.g. "Tychonoff-plank") is dan compact
T2. T 1s dan ook een Tu—ruimte en dus zeker een

Tychonoff-ruimte. Beschouw de deelruimte Y = T \{(w,2)}.
Deze is zeker een Tychonoff-ruimte. Men kan echter be-

wijzen dat Y g@én normale ruimte is.

8. Voortzettingsstelling van Tietze: Zij X normaal. Als A een gesloten

deelverzameling is van X, en f: A >R is een continue functie, dan
bestaat er een continue voortzetting ¢: X - R van f.
Bovendien geldt: Als {f(a)| < ¢ voor alle aeh, dan kan men ¢ zo

kiezen dat ook |¢(x)| < ¢ voor alle xe&X.
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(1)
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Als g: A +R continu is, en lg(a)| < ¢ voor alle ag A,
dan bestaat er een continue h: X - R z8, dat

1
|h(x) | <3¢ voor alle x&€X

2
lg(a) - n(a)] <3¢ voor alle & &A.
Immers:

- 1 | !
P—{aeA|g(a)i§-c} en Q = {aed | gla) = - <o}
zijn gesloten in A - en dus ook in X (daar A gesloten

is in X). Bovendien is PNQ = ¢.

Lemma ven Urysohn ==> ' continue h: X - Z— :: ¢y + 3 ¢
zodanig dat i )
f(p) = + -%— ¢ voor p &P, en
f(q) = - 3¢ voor q&Q.

h is de gezochte functie.

zij |f(a)] < c op A.

Past men (i) toe op f dan volgt de existentie van een

continue functie hy: X +1R z8, dat
1 .
Iho(x)l =3 voor x €X

|f(a) - ho(a)l f_% ¢ voor a€A.

Vervolgens past men (1) toe op f = ho_:, ==> J continue
functie h,: X R, z6, dat
2

lh1(x)|_<_-j;)-'-§c voor x €X

2 2 \
|f(a) - ho(a) - h1(a)! <3 3¢ voor aéA.

Daearna passen we (i) toe op f - h0 - h,; enz.
Enzovoort.

Voor alle n =0, 1, 2, ... vinden we zo continue

functies ho X - R zodanig dat
1 ,2\n
— (= voor Xx€X
|hn(X)| = (3

2 2l
< = (=) vOOr "'
lf(a)—ho(a)—...—h(a)l_B\g.; voor a &4
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Dan geldt:

De reeks X hn(x) convergeert uniform op X, en dus
n=0

is ¢(x) = Z hn(x) een continue functie.
n=0

Voorts volgt uit de eerste ongelijkheid dat

o) < ]

en uit de tweede ongelijkheid dat
¢(a) = f(a) voor a €A
- zodat ¢ een voortzetting is van f.

(iii) zij |f(a)] < c op A.

Volgens (ii) bestaat er in ieder geval een continue
voortzetting ¢: X +~ R van f die voldoet aan |¢(x)| < c
voor x€X.

7ij dan B = {x | |¢(x)| = c¢}; B is gesloten in X,

en ANB = . Lemma van Urysohn ==> 3 continu y:

X »> [0,1:[ zodanig dat y(a) = 1 voor a€ A en Y(b) =0
voor b &B.

Men verifiBert ommiddellijk det nu ¢ = ¢ + y een continue
voortzetting is van f, die voldoet aan [¢(x)| < ¢ voor

x €X,

(iv) 27ij f niet noodzakelijk begrensd.

Laat x een homeomorfie zijn van R op (-1,+1). Op grond
van (iii) heeft xef: A » (-1,+1) een continue voort-
zetting ¢: X > (=1,+1).

. -1 . .
Dan 1s x #&f: X >R een continue voortzetting van f.

9. Bewering: (1) Het product van twee Th—ruimten is niet noodzakelijk
weer een Th—ruimte.
(ii) Een deelruimte van een Th—ruimte is niet noodzakelijk

weer een Th—ruimte.
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Bewijs:

(1) Zij S de verzameling der reéle getallen. We topologi-
seren S door middel van de hal f-open-interval-topologie;
d.w.z. we kiezen als basis voor de topologie in S de
femilie van alle half-open intervallen van de vorm
[as0) = {x | a <x < b}. Men gaat gemakkelijk na dat S
een Tu—ruimte is.

S x S is echter niet normasl. Men kan dit direct aantonen.
Wij schetsen een bewijs dat gebruik maskt van de stelling
van Tietze:
o. De aftelbare verzemeling N van alle punten (s,t)
waarvan beide codrdinaten rationaal zijn, ligt
dicht in S x S.
Een continue functie f: S x S =R is dan volledig
bepaald door zijn waarden op N. Hieruit volgt dat er

x
ten hoogste £0 = & van zulke continue functies

bestaan.

B. De deelruimte A = {(s,t) | s+t = 0} van § x 8§ is
discreet. Flke functie ¢: A ~ R is dus continu.
Er zijn kt = 2‘ ven zulke functies.

Y. Tenslotte is A gesloten in S x S.

§. Dan volgt onmiddellijk uit de stelling van Tietze
dat S x S niet normaal kan zijn.

(ii) We gebruiken het al eerder gegeven voorbeeld van de
Tychonoff-plank T (zie punt T7): T is normsal, maar

de deelruimte Y is niet normasl.
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Colloguium "Topologie"

18 januari 1967

Te

zij X = {1, 2, 3}.

a) zijd = {o, X, {1, 2}, {2, 3}}.
Is “Jeen topologie voor X?

v) 2153 = {o, x, {1, 2}}.
Is /j een topologie voor X?

Is 3 verdichtingspunt van {1, 2}?

Wat is {3} ?
Wat is {1, 2} ¢
Wat is 11} ?
Zij A een verzameling.
Definiéer o(x,y) =1 X#Fy X,yeA

0 X=v

o(x,y)

Bewijs dat p een metriek op A is.

Stel p een vast punt van A. Hoe ziet voor r = 2, 1, 3 Br(p) eruit?

Beschouw Rn met de gewone metrische topologile (n vast).

Bewijs dat de afsluiting van een open bol Br(p) = {x er" | o(x,p) < r}
gelijk is aan de gesloten bol Sr(p) = {xéRn | o(x,p) < r}.

Geef een voorbeeld van een metrische ruimte waarin bovenstaande eil-

genschap niet geldt.

Bewijs dat de deelruimte van R bestaande uit alle natuurlijke getal-

len discreet is.

Is de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen discreet?

7zij Q de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen.
Stel o een willekeurig irrationaal getal.
Bewijs dat de verzamelingen [xeqQ | x > a} en Ix€q | x < af zowel

open als gesloten in Q zijn.



10.

Beschouw de verzameling R met gewone topologle.
Wat zijn de inwendlge punten van het segment B),W]?
Wat is de rand van EQ,1] in R?

Dezelfde vragen als men [0,1:[ vervangt door [0,1:[\{%}.

Bestaat er een homeomorfisme van een open interval op een gesloten

interval? (Beschouw topologische eigenschappen.)

Bewijs dat de ruimte der rationale getallen van [b,]] niet compact 1s.
Bewijs ook dat de ruimte der irrationale getallen van [b,1] niet com-

pact 1is.

Stel R de verzameling der reéle getallen.

a) Beschouw alle verzamelingen (a,b] met a,b€&€R; a < b.
Bewi]s dat dit een basls 1s voor een topologie op R.
Toon aan dat de verkregen rulmte aan het eerste aftelbaarheids-
axioma voldoet. Is de topologie verschillend van de gewone topologle
op R?

b) Beschouw alle deelverzamelingen van R van de vorm Ea;b); (a,b] met
a,beR; a <« b,
Bewijs dat dit een subbasis 1s voor een topologie op R die geen
basis 1s. Is de topologie verschillend van de gewone topologle op

R en de topologie in (a) beschreven?

7Zig Q de deelruimte van R bestaande uit alle positieve rationale
getallen en /) de deelruimte van R bestaande uit alle irrationale
getallen.

Kies een vaste aftelling van Q; dus Q = Ty Ty sees
Voor elk punt x &7 zij 1 het natuurlijke getal met de eigenschap
1-1 < x < i en f(x) = r..

Bewljs dat f een continue afbeelding is van I op Q.



11 Z13 C de familie van alle functies die gedefiniderd zijn op een

vaste verzameling A met waarden in EJ,T].
Definiéer o(f,g) = sup {!f(x) - g(x)| i x&A} voor f,zelC.

Bewijs dat (C,p) een metrische ruimte 1is.

12. Z1j (X,7) het platte vlak met de gewone metrische topologie.
Zij V(a,b,c,d) met a < b; ¢ < d de verzameling van alle punten
(X,y) met a < x < b en ¢ < y < d.
Bewijs dat B= {V(a,b,c,d) | a <bje < d} LB} een basis 1s van
de topologische ruimte (X,t).
Zij U(a,b) = {(x,y) | & < x < b}
en ﬁ(c,d) = {(x,y) | ¢ <y <dj.
Bewljs nu dat §= {U(a,b) | a < b}u{ﬁ(c,d) | ¢ < 4}

een subbasis 1s voor de topologische ruimte (X,t).

13. Beschouw de deelruimte C van het platte vlak gegeven door

C={(x,y) | 0xx 1,0y <1j.

Stel D de deelruimte van C gegeven door

D={(x,y) | 3 <x <1, 3 <V < Y.

Wat zijn de inwendige punten van de verzameling D in de ruimte C?

Wat is de rand van de verzameling D in de ruimte C?

1k, Stel X een topologische ruimte.

Bewljs: 1) Als O1 en O, niet lege disjuncte open verzamelingen zijn

2
van X, dan 1s de deelruimte 0 ,U O, van ¥ niet samenhangend.
2) Als S] en 82 disjuncte gesloten verzamelingen zijn van X,

dan is de deelruimte S]US2 van X niet samenhangend.

15. a) ZiJ (X,1) een Hausdorffruimte waarin een echte open deelverzameling
bestaat die compact is.
Bewijs dat (X,1) onsamenhangend 1s.
b) zij (X,1) een compacte onsamenhangende ruimte.
Bewijs dat er een compacte echte open deelverzameling in deze ruimte 1s.

c) Toon aan dat het gegeven '"compact" in b) noodzakelljk 1s.



16.

17.

18.

Stel X een overaftelbare verzameling met de eindig complement
topologie.

Bewijs dat X niet aan het eerste en niet aan het tweede aftelbaar-
heidsaxioma voldoet, doch wel separabel is.

Bewijs dat ledere deelverzameling van X compact is.

Stel X een overaftelbare verzameling met de aftelbaar complement
topologie (d.w.z. een deelverzameling A van X is open d.e.s.d.
wanneer X\ A aftelbaar is).

Bewijs dat X niet aan het eerste en niet aan het tweede aftelbaar-
heidsaxioma voldoet; X 1s ook niet separabel.

Bewijs dat iedere open overdekking van een deelverzameling van X

een aftelbare deeloverdekking bezit.

Stel X een vaste verzameling.

stel Deen familie van deelverzamelingen van X met de eigenschap
dat iledere doorsnede van eindig veel elementen van igweer tot 53
behoort.

as U 55= X bewijs dan dat ﬁ}een basis voor een topologie op X is.



