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wen ingenleur astelde mij als student het volgende probleem:

Harmtegelelding in sen koperen hollen cylinder,
Binnentemperatuvr Ty, buiten T,
7T

T =0 voor t = o 537'
) - a ‘,i-i— A

7T
In de weeste boecken over differentiaalvergelijking-n steat geen metho-
de om dit probleem op te lossen, Boeken als flemann=-Weber en Courant-
Hilbert kende ik niet.
det is noodig, de studenten de weg nuar deze werken te wijzen. Bij de
B.P.M, werden wij herhaaldelijk voor dargeli‘kibproblemen gesteld.

Sehets oplossing: T:z QT;-PZQ.& ﬁ‘ Q’..a. W ,

waarin T, de van t onafhankeli jke oglossihg, die na oneindig lange tijd
L}::es:'e.ﬂ{t wordt; de&zijn de gigenfuncties van het probleem

e L1 D - 0 loor 4z € etz R
Shrra e "

2

Deze zijn Besselsche functies, in 't geval van een vlakke plaat gewone
sinus.functles. De coéfficienten € moeten zoo bepaald worlen, dat aan

de beginvoorwaarde T""VZC‘ ?
= e Bl e

- voldaan is. Dus een probleem van Fourierreeksen:Ontwikkeling ven willekeous
rige functies naar eigenfuncties. Gok voor de gquantenmechanica uiterst
belangri jk.

Ulieproblemen. Indeling: 1. QOlis-exploratie

2., Ulieproductie

3. CGlieverwerking

1e & al
Gravimetrische, magnetische en seismische methoden.
De gelsnlek berust geheel op de meetkundige optica. wen kunstmatige
i aardbeving wordt verwekt en uit de tijden wvan asnkomst van de terugge-
' kaatste en gebroken golven besluilt men, hoe diep de aardlagen liggen.
Moeilijk probleem: Berekening van de energle der verschillende soerten
teru;gekaatste en gebroken golven. : '
Methoden door Sommerfeld, Weyl, Nlesen en vwan der Pol voor radiogelven
ultgewerkt;door Cagniard en anderen op selsmische golven covergebracht.

2. Ulieproductie | | |

Moet men de gaten wijd uit elkaur of dichter blj elkaar boren? Moet
men langzaam aftappen of snel? Oplossing alleen theoretisch mogelijk door
- studie vun vloeistof- en gasstroming door pereuze lagen., Niet-lineaire
differentiaalvergelijking. Benadering door differentievergelijking. Moei=-
11ijkheden bij 'de benadering em hoe ze overwonnen werden.,

3. Olieverwerking. | | AT
. westlllatie en chemische verwerking. In het laberatorium in Amster-

dam werken honderden chemici =n tientallen physici en biologen (insecten=-
' dodende middelen). Allen zitten wel sens met wiskundige problemen. 5
.~ Technische problemen: Warmtegeleiding, sutematische regeling. = S
 Hoe kan 1k esn storing van temperatuur of druk in de kortst mogelijke
- t1jd tot nul reduceeren? Begrippen: responsie van regelaar, responsie |
wun bedrijf. Hulpmiddel: Laplacetransformatie (Operatorenrekening).,

warmtegelelding bij smeerolie leldde tot niet-lineaire integraalvergeli]-




Ghemlsche problemen; vooral phyelsche chemle.

i
teactieverloon, w&rmxenmawixkeigpf‘ vamhl“uwiﬂ;*uuﬁuyw vy LLrbulentle.
e

£luid_cutelyptproplesy gaf aanlslding tot de vraag: st usntal
wyde bollen volgens toeval 1 e:n imim%; verdee ld ~**n§ @il W&lmm Benom-
wlingen 2ilja den Jde alfatenden tusschen naburige deeltbjes ouderrhevig?
‘roblemen van de statisblsene wechuanics van gassen an vamei,toffun hangen
ilermee sanmen.

Problemen vapn mathematlsche statistiek.’ ) :
‘ursug hierover gehouden in amnsterdum, groote b”laﬂgQTel. ing bij physici
:n biciogen, Foutentheorie van Gauss, met moderne Engelache verfljningen
ran Student en Fisher. Ldking van instrumenten. Theoris van kleine en
rroote steskproeven: aan wellke toavsllizs grhgmmh¢in&en zljn dexe onder=
wyig? dortaliteitskroomen ven ingentendodende mi ddeleny hoe deze 200
wuwkeurlyg mogelijk te bepulen. ‘ ’
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- De hm%f&aganvm van de &?““ Vld tﬁmﬁraﬁ Lo ataut ni* et %ﬁatﬁ&&iia% A
0 de agrodyneriigche - &.1 - daw do luc xw*&mwumngam verocrzaakte -
'xmhﬁan, “dlo werkem op eon door lucht op uls ge even o m«amhuuwaa
bl jze voortbevogen vilepgtuigvlieugel van ovencens gegeven vorm. Deze
Provisorische provleemstelling houdt nlet alles in wat voor den vlieg-
Fulgeonstructour ten canzien van de serodynurica van den vieugel van
bedung is. den vlile,tulg bestoat bohulve ult sen vieussl tevens uit
@en rorny en motoren met schrooven en spdere ondoydeelen. Deze beln-
viooden de strooming om het geheel, zooday men, ook wunnoer én «lleen
let o» do luchtk rachten die op den vlieugel 2dlf werkeu, lets wnders
&rifg? wannser men sen "Vlﬂﬂfei*&llﬂ@h“ deor de luphb v%mxﬁbmv%agt dsn
wel een vicugel, cocomdleteerd met cen romp, motoren, schrceven, 8nz.
In de practijk onderzoekt nen cchter wmwet nesr of minder recht an succes
de vijziginren, dle rmédvevogen, niet tot den aiﬂenlijhun viaucel behoorsu-
ds onderdeslen in de op den vieugel warkends Luchtxracnten vercorzsken, |
uifzonderlijk. De hiorin vervotte vrasgstukken xoywan hot z.¢- &ﬂtﬁﬁf&?ﬁuw
ﬁi@?f&bzﬁﬂng waoragn wi] hier geen acndacht zullen besteder. WiJ ver-
oundarstellon derhalve veoor het vervols, ddt wi} inderdsad itsluitend
et een vi egtuiwvlﬁ ral te doen hebben.
sen tveoede conplicatie kan in de “iuunt“ scimilen. In de atomosfeer

unnen nl. ntmmﬁngﬁn' ptreden, die o> zichzelf niets nmet den vleugel
La mellen Hobles, bi. "onXogoiaslge’ h;,;‘;;:‘,um_l S overoleile Cindon
21} veroorzazen "remousstooten” op den vlieugel en vorman ecn ultvoerig,
doch evenoens grootendeels afzondorliijk ondorzocut, pmevenverschllunsel-
Ook dit zullen vij niet uspsnijden, zoodat wii de probloanistelling
;a dien zin zullen precisecren, dat vordt vereonderateld det In dg lucht

cardoor de vieugel wordt voortbewogen géén stroomingen of Treden, dle
nie? direct door deze gebeurtenis zclve worden veroorzaskt. Wi} ver-
onderstollen m.a.w., dat de atiosfeer op zichzelf volmeakt zustig is.

2 Grondslagen der nmathemstische fomuleering.

21 Het draugvlsk.

Hoevel ledereen wel veet, hoo cen vliiegtulgvlougel er ~ngeveer
uit ziet, 1ijkt het roed enkele korakteristieke punten var conventioneele
vlieugels even san te stippem.

In technizsche temen ls ecn vilegtuigvlcugel een weer of mindex
dikke, nsgenoceg vlakks plaat, die er in bovenaanzicht ongeveor covereeun-
zem@tig fig.l uit ziet (2 anxbael&ma)»
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fig.1 fig.2

Do dwarsdoorsmede, d.i. het "profiel™, heeft in principe den vorn vun
fig.2 (ovonecus 2 voorbeclden). ot dit b cft z1iJjo echter complica~
ties van het ip fig.3 pgoschetste tyve o {ix on van zear vezenli lk

" Dehslve in het geval wun vlemgWL systerion, bL.v. tveedeskkers, dle men
dikvijls niet in onderdeclen sche &%” doch dlrect, met wisselwerking
en al, onderzoekt.



ang. Ds achterrand van hot drasgvlalt is irmer scn "schorpo Tand".
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fig3 fig 4

Karakteristiek zijn
4 overeeuk. fig.l: esen groote “slankheid®, d.i. de verl.ouding

R RLHILte 521 (orde v.groottet 10).

b oversenk. Ti;.2: con goede “straanlijnvorm“ en beperite ver-

l’ hovding ﬁigggzt” dikte {orde v.grootian 15 ; |

¢ (oventueel) overeenk. fig.3 kleins, de atraomli;nvornzﬁat
srustlg bedorvende roerhoeken. Dez a roerhosken behooven niet
noodzskell jk constant te zijn.

Voor de wljze van voortbowegen 1s voorts karakterist:ek, dat

4 oversenk. fig.4 de resultcerende voortbeveglaasrichting een
kleinen (niet moodzukelijk constanten) hook maakt net de "lange
protiel-assen”, Dsarsmboven zullen ¥11 esnneren, dat zij in
het syrmetrievlak valt (hetgeesn nie oodzekelijk hel peval isy
nen kan het dracgwvlak "schecf" dcor de lucht voortbovegsun).

15 Verder kunnen eeon goringe V-vorm en ecen kleine "“wrong" aanvezlg
zljn.

82 Do stroonende lucht.

In de theorctischo physlee wordt op grondalsg ven de kinetiache
"gustheoria aangetoond, dat nep een && s Voor wut betreft de nmechanica
van zljn strmomingstaestnudeut kup opvetten als een “"samendiukbere
visceuse vliceistof". Derhelve luidt de beverlngsver;olilking van een

vlicelstofelenentje mat hat volume r

s Welhiheed
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De rechte T 's in den oparator w» duiden erop, dat men bilj let bepaleos
van deus ufecelslde dén zolfde Vl*uia*wf&awlt*@ in z1}n beveglng moot
volgen en dus miel op dén vast punt von hot veld noet lotter.
Ult (1) volgt op bhekende wijze de differuvutinzlverceli king
e kie paNtaln®

SO g ardloal vy

¢ & :.; o {v T e T e . TR L L oiden seedd et (8’
-
Mo e dyathis.r pieawed
Dacrnovens geldt de continulteitsvergeliiking
‘j‘? e chiw (@ Ef’ = & {35

c*ﬂ:'
De verpgeliiking id) is eon wectorvergelijking en acquivalon', not
% gcalaire verpeliikincen. Tezumen wot de scaluire wergelljhi (3)
hebben vi! dus nu i vorgeli fkingen voor de vijf onbekende functies



~ onderstollen

: : ﬁj Lo &b *;Art; t‘Px‘f" ;
< Repen o asn do canprecries en expansies :
00 *net, groots snelhoid” voortbowogen dreagvlek 286 snel

| varloopen,
flat het ] . Proces der wammtegs leiding geen gelegenheid kxijgh,
- de ultalu goor deze compressies en expansies vercorgeakt e wi*«- :

OB tenperatunrvariaties te beilnviooden (hetgeen inhoudt
det wlj aonpemen miet met eem vorhjt drasgvlak te dosn te hebben, .
zooals bij koslingsproblemen het geval zou kunnen zijn), dan kan als
vijfde vergelljking de wet der sdalebatische tcostandsveranderingen

#
~ r e R .
y (\::;: } PR W E: w gt wel Foord Wttt e, )

aienst doen. Voor a4 em ¢, kunsen de druk, resp. dichtheid vorden ge-

nomen in eem vast veldpunt op grooten afstsad wan hot draccviak (d.i.
in een punt vuar geen merkbare stroonins cptresdt). '

BiJ het thaus conplete stel differvmiiealvercelijkingen belicoren
rondveorweardsn. Heze scarijven voor, dat sau do randen van hot veld,
dat is ocan het opperviak wan het druscvlek (het weld streskt zioh buiten
het dreagviek in het aslgeneen alzijdig tot in het oneipdige uit),

V. =o V“'“:P‘ = O ‘&)
De eerstae voorwasarde ls ven physisoh stemdpunt evident. De tweodo gooft
cen Lekende olgonschap der viscouse, d.1. devepde, vlioelstoffon weor.

2% Ben vluchtige blik op do vovenverwlde gropdvergoll jlidnpen der
aerodynanica is reeds voldoende om tot do overtulrine te geroken, dat
het hierdoor in zijn elgorecnsten voim geformulearde mothenatische
vraar-astuk afzichtelijk gecoripliceerd is. De ver_elijizingen zljn nl.
niet lipealy en van hooge orde. Het is direct duildslijk dat, zou nen
vier onbeksnden ~ bv. ¥, . %, % en 7 - elinineeren, nen esn onduld-~

baur gecomplicoerde niet lineaire partieele dirfercatisalverpeli Jking
voor de vijfde onbokonde - dem drxuk - zou overhouden.

3 Vo rvaarlooz in

dar

Do wiscositelt van lucht is zesr klein. Eierin ligt een uiltnoodiging
opgesloten, huar ter versonvoudising vun onze al te gecompliceerds
grondvergell Jjkihgon geheel te verwaoocrleoozenm, d.1. de lucht dcor een
"idecle" vloeistof te representeeresn. snkasls concequenties liomt men
genaickeli Jk op het spoor, wamneer men uitgsat vus het in fig.5 weor-

"B even %ualitatiave beeld van hot strooninc~sveld o eon drsagvlok

(gezien in een not hot draccvlak rmebevesgend besclhrl jvingsstelsael). Cas
e o physisch govoel bavestigt de
e T e T volgendo beschrd jvings
Mwwww””fwwwmwwwg“;wﬂ,www* : Teppovoles van zijn kleine
- »Mﬂw“f%ﬁmﬁﬂﬁﬁﬁfmwmww“ dikto, pocden stroonlijnvoin
w::;wa“‘fﬁMwwwf::;wwwwﬂww* on leolpen “invalshoek® brengt
wiwfwwwf:;ﬂwwww” L et draccvlok nosr een ralutfer
T ™ e kloine "atoring” tewseg in de
fig o onsindige parallelstrooning,
? dic pezien vanuit het drasgvlak

buiton het drangvial heerscht. Desalniottenin noet achter tengevaolgo
van ds llelne viscositelt de tunceutieole strooicnclheid oanm het drang-
viakopparviak nul zijin. In het "ldeale vicelstofc-oval™ is dat nict zoo,
vant de betreffends randvoorwacrde vervalt veor ideale vicoistoiten-
Jorhialve moot er direct aan hot draag-pprerviak wltijd een dun huidje
viocistof aon to wijzen zijn, wearblopen de strooning bij een op
*{doalo" vlicelstof gobaseerds bohandeling incorrect wordt weorgegoven.
in dit leogjo noomt de stroonsnolheid “in verkeli jkheid® van nul tot

de "rroote stioomsnelheid bultean den viausel™ toe. llot dreagt de naons

"gronslaag”.



- beeld van de strooning .m oen drsagviek te veriri joen dat de wmrkmm

Do viaa&aiﬁ@&% wmkleﬂi@ watwaamlmn?@nd kan«mam,dum alaahta hmpwnm‘a

wholid bujten de grens gﬁﬂknﬁvrmaiganﬂ benadert,

3tolt men in (2)
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. en maakt nen gebruik van de {dontitelt (hat - toeken definminere hat

orisch yrmducﬁ}
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De varﬁulijhingeu (3) en (4) Llijven onveranderd bestaan, de
vooruaarde beparkt zicl tot

£ owge
LN

~aan het oppervlak van het drasgvlok.

(6),
veri

Linicten voor r

(¢),

stalsel
de
(4) , (N

desbe -

In ecveroenaterming nat de beperiking der r&mdgegavana is het
(3), {4} ven lagere orde dan het oorsjronkelijke. Dit muakt
ficaetie ven de varwachtlng, dat do oploraingen van (), (3),
T zullen zijn van de oplossingen ven hot stelscl
{5) tot een mathenatd seh hoogst g2eompliceord preblecn. Het

treffonde onderzoek is nog niﬁmar in bevr@&igna&em vorn uitgevoord.

Naor alle waarschijnlijkheid zou men in het geval wvon do

strooning on

een dracevliak vinden, dat de genoende vervmchting alleen !uvmﬁtird

wordt

b, als aam do owlasringmn van het pereduceerde stelsel. een belang-~

*lﬁhxﬂ Later ultvoorlg te besprelen mevenvcorvaorde wordt osgalugd*

.a.

WiJ leggen in de stroomiug esen volkomop relkbaar en bulpbaar lusie,

ﬁ&t door de stroonmipg wordt neepevoerd (“"dat altiiﬁ ult dozelfde vlioeli-
stofdeelt jes bestuat™) en burahanen (recnte 7 's wecens me:voeren!)
j:‘% f; Vods }, «if cds s 4, V. ,‘ﬁéﬂ; = 7 Uiy 1S et e »-zy::éfg}» ¢}
S & 7.9 s =
V e st )
- & A S
et Y Sy ks - e Jo G @f (£
o s e 5 toAS
ore s sy Cﬁww vant ;-3 V" 1ls een conduigipe wveldfunct!
i \
. = en de integratieckrorvwe 1s esr geslotou 1ijin.
e 4 Dit ie de fundenontecls “clr ulatiestelling®
o der {doale vliceistoffens in olle Jeestroonen~
) . lussen ls de circulatie 7. ¢ constapnt,
in bet bilzoader pul ols 21 eens pul was. Deze "consbrvecringsvet” 1s
%‘ *”“ﬂ%?‘i; net de wervelatzllingen van Helnheoltz. Het rerband volgt
ﬁix ot uit do Tormmle
& A CF rotVome tda
we.r d¢ luehtdeeltjes ver voor den bavependon vieugel im ust ziin en
do votatis aldaar dus aanvenkelijk zerer pui s, wmeet zi] dat bi* hot
Paaw - ren van den:vlieugel ook blijeven, Derhalve ;b et ﬁﬁa* aen boaverend
dratgylak voortgebrachte ostrocningeveld afpezicn van de grencloas. -
dus revwatievrly.
4 Ken tatiavri%a vector an vlv gon povtentical vorden sfpeleid.
Substiticus dus in (o)
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%2 3 Men voronderstells dat het tru ﬁiﬂ{“vﬁi& in @i.r gehos i sbatloanair
18, dow.z. 4abt er geen secundalre bheuve, Jug wan het 4y ;lak is, doch dat
ﬂit anbe:ega3iik in ﬁe op zichzelf ctutionnalire naral
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lstrocrine is on-
»fu Dan_nordt (1o} : ‘ ' Lo
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SO ERASELME RS e (3]
ren (113
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0 = dir(eV)x gdw¥ « (V.v)g = pdp + (Fp) 70 rrs),
¢ Uit (4) voigt - _

e | g _ . e I o

\otis ‘ﬁ“"'"“@"—'"*” dp = CT s = nn .
~hetgeen via {13) in (15) gecubsy itueer& na decline door  tcb de uitlomst

F N ., .
dp— s (P} PPN w : {16}

tgeschreven verdt dit
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L lien vnronderstella, dat het stroomingsveld Ttuesdinenslonesl™ is, 4 WoZe
~ dat des veldfuncties ¥ s £ 5 eng slechts van twee coordinaten afhangen.
. Het draarsvliak wordt dan onverwi delijk een cylindrisch lichaznm, dat zich
in "sparvi jdterichting® naar weerszijden tot in het oneindirce ultstrekt.
In dezs situatie bil jft de moreiijiheld behouden, den inviosd ven het
draagvlakproiiéel te onderzoeken. Tengevolge van de grcote slsukheid van
onventionezls drausgvlaklien behouden de resultaten nl. ook vcor werkelljke
Grasgvlokken binmen benaslde srenzen hun zeldigheid.
T Is het stroofimnsveld tovendien "stationnair® dan neent de v»rba’ij
ﬁgﬁ;) den vorn
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amn, woaruilts volgt dat men het veld in dit geval do&r teriddeling wan de
fcrﬁules . ‘

L 2 ¥ _ e
QP&:';; 3* ¥ ?y;rng»‘; {784

/
u;* aen btro onfunctie ken aflelden. Voor deze s rnoufunctie Lan men
7 ‘maey snalogis met (17} een differcentlaucivercelijking sileider, die ev
oals volgt uitziet
b i e W B TR RN R Vot (2e)
e '?.zxil'fwif'cl 5 7 %"3’ L ot TR T w5 ¥ ¥y e .

*:Eﬂit 11j%xt hocl veel on de aiffaruntlaulverwe¢1“Ling der miaixaalcp;erviakk
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strooningstoestanden ( V*< ¢* ) een goheel andere structuur :al bezitten
dan de aerodynamica der supersono stroonmin:stoestanden #*.- c* em teveas
dat zeer bl jzonders noeili jkheden te vorvachten zijn, als eoci stroonings=-
veld zoowsl subsone 3ls suporsone gebieden bevat. Lok de volledige vor-

goelljking (17) ie vun hot elliptische dan wel hyperbolische 4ype, 8l

paar 7 <c* of > ot is.

£ Nen verondorstelle, dat de smelheldsveranderingen, die het drasgvlok

in de stutlonnaire parallelstroonming tot stand brengt, zeer klein bli jven

vergelekon bl] de snelheid van deze strooning zelve. let kost reen nocite,
aan de hand van fig. 7 te raden, dat

P doze woronderstelling - mc_»ral bij een
P et e e e zeer dup lraugvlak - voor snlle punten
WWW” van het strooningsveld zal ongaan, vel-
F e . licht met uitzondering vun de directe
- ongeving ven den vleugelneus. Ziem wij
».Wm &« 'O van deze luatste complicatie even af,
" den is dus, als
g Vs U-vw , (U censt) (az2)

Porat gesteld,
17l <« 1Ty . (23)
Hot is evident, dut mon onder de gepeven oustandigheden tevens ken aanp~

nemen, dat de storingen van drux en dichtheid klein blijven vergeleoken
bl} de ongostoords waurden van die groothoden. wtelt nen derhalve

P“"M"Jp 2 {?::?nw-éf {aw)
dan is

i8ptew 0o  ldple o, - (45
Substituteert men nu de uitdru:iingen (22} en (24) in (2)(men "=0) on (3),
en verwaurloost meu alle termen, die op gfond van de sohattiigen (23)

en (25) kl:in voan de tweede orde zijn, dan blijft over (de vuctor ¥ 1is
naar richting en grootte constant)

¥+{5,v)0' «»J_&?Jp =0 %24»9,;%7*34?5‘?:0 (26)
Dasr wvolgens (4)
‘ Sp=zctde ; o'z = %ﬂ 4

is, kan men voor de treede vergell jking ook sghri Jven

L, g dw T - .1.%& V.edp =0 (2 )

Differenticert nen dit ‘near den tijd, cen past men op de eersic vergelij-
king (26) ds operatie "div" toe, dan krijgen we

L?:’z('):aﬂ D oy & v a

Lo DR = . Vop =
G GarextTra g0
d;’{r g;f o Gibw‘({f, V)‘F * 'é: dd&r Pé‘p = 40

Hieruit kunnen de teymen div f.:z-: z%aiv # worden geelinlneerd Daar
divrz 4 18, kont er ec :

t a4 . npal -
LER —spe LT Y _qaw(Fnv=o

Daar echter | _ o
i Aiv (U 7}V = U. V¥

_is, kan nen ds snelheid 7 met behulp ven (27) geheel laten vardwijnen,
- betgeen oplevert
: ‘ ‘ a‘ﬁp

e adp _
[T

2 iF Vip)mo. (28

&
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a8 do voouor o lupgs do A -ds

o i - RN , {23
) ‘, &, gt 32 ‘
Dit 1: oea %ﬁ;%&m W‘HWNM differentiaalvergeil jilng, detp Vo~

dera wiskuniire t@‘ﬁmdmﬂgw uiter.ate verne:a tvelijkt.

Stel in deze vareell jking 7 eens oul. lcewel dat in felte nict gecore
loofd is, ondat de relaties (23) dan opboudbuar vordsu, is het rosultsat
desalniettenin correct, want men krijgt '

CoNE, &
. 9 i le =0 (30,

en dit is de belende mlzj‘vmfﬁem,}.\im de xmdwn’%li”fiw dor ultotra-
llu~sverseliinselen. Inderdaad stelt c‘m uw‘*mldiw von kKlelue druxsho-
rinpeu in sonvankelijk stilstaunde lueiht hot gelumwmrtrwﬁwmmw
schil’psael voor, dat door een net (30) ricecles overecnlkonend:» vergeiil
wordt ’meﬁmvm Deze overva_ingen wekikon het veinoeden, dii zm vers

lijking (29) z381if het peluidstraslingsverschijnsel Zal veerg:ven, betroi-

ken op eel met de snelheid ¥ translateorond codrdl mh&mt@iw& et 1s

achter boelend, dat de golfven vmgjz”ing (50) teconover de transformutio

fs% ﬂex*w*i%w& wgrdimst@a iovuriont is, indien mon hesr nlet aan de¢ bo-
dingen

£ m A e L ar iy ¢ s, fow U, { }
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L ¥ren ‘o

d41 speciacie mmti*ﬁt itstheoris ontlecond, helgecn dnaz*ﬂp nearkont dat
e UBVENS 84 «‘,.sz»x;z«mp%umﬁm@ invoert en een trunsfosrwitie von ds
tijdvariabele., Indexdasd lesrt goen korte }‘swmmﬁ ng, dat de W %"*M*M“.,,.i%
%i?*}} pa transformutie van do varietelon volpens het uit (31) en (b))
vocrtvlioeicnd voorschrift

" - ., P A
EA ¥ 3
\ overgast in
& %13‘}# ! -~ &v
v S . (34

s braasi. Wam«:s {(33) is wllean brulxkbrer als
is, d.v.z. "woor gubgons vilegsuclleden®. Voor supersone sp2lheden hont
nen via de transiowatie

. . ; e 24
& o= 3 Y =y, 273 Ve BVANL S e .,;;:ﬁg’::
terooht biJj do vﬁ&mggiwim
e T 2 2L,
L EES gt hET
i;j;;&» do strooning stationnair, ﬁma, vav*wnwudim {29) tot
B

/ gty ot W v p s op ‘
{\y i c:&) m'a' ™ kel m e ;
son vorcellliing a18 natucrlijk wodr elliptisch iu het subsons en hype
bollisch in het supeorsone geval 1s. .Jat dlt bﬂtmm ia mw@ da *’hmm
mﬁmmﬂ v de nuasuawn&@ grootheld. :
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% noder onderzoeXk leert, dat men op besls van 42 hicrbovon afge-
e verpelijkingen, ondsnks het beatssn van het in fig.7T bedoolde-
doe "uitzonderingsgebiéd™, benadoringsoplossingen voor taet stroorings-~
4 on esn dresgvlak kan berekonea, die in velsrleil opzictt zeer bevre~
wgond en alleszina bruikbaar zijn. ‘ :
. m  wOB verondarstelle, dat het gecorloofd is de in het alze.ceen Xleline
%;ﬁﬁkﬁaaﬂm&ting van het drasgvlakX gehecl te vormmurloozen. Vervolmens vel-
o Vange uen het randvoorschrift, dat op het opperviak van het thane plaal-
- vomige drasgvlak zdélve betreiking heeft, door eon anealoog rapdvoorschrift,
-verbondeu asn de projectlie van het dyrasgvlex op het X¥-vlal, waaroede
het i.v.n. de vercnderstelde kleinheid der secundoire beve;ing (1cn denke
adn een trilling) geacht kan worden bij voortduring narenpgeg saren te
vellen. Het systeers wvan de nileuwe (thans in de richtl vor de Z-as villen-
de!) nomaulsnalheden wordt outleend aan de door fig. toegelichte be-
treiking 4 :

V2 'S 4E RS S C N VN TSR ) (30
tiz‘;*’“ 7! e Y t. do
3 S e N (TN 1 ST SN o ¥ A T R £ B FEa S '
- mqémgm-‘? . IR AY waarin z,(v. e e even
w R I YRS AR 1 ey b g 3 oy
- diy) ;kmwwww““w-~“*&'~“ functle 1s, die via

M@é‘l?ﬁ e e

& s Lyix
deun vorm, positie em secundoire dewsgipe vau Let pleut-dracpviall peelt.
Deze functie is alleen binnen de vernslde projectie~{iguur van het XY-viak
cedefinleonrd.

Do betrekking (%) vovat henadoringon, die gelijkuwoardieg z1jn met
in geval ¢ lngevoerde bencderingen. Inderdaad wordt do hier belicndslde
verovnvoudicing vijnas altijd iz econbipnatie net de onder ¢ lesnrokens ge-
brulkt. ZiJ brengt een zeer cesentliesle vercouvoudising var het randwnnurds-
vraogstuk nede. Vanzelfsprelkend leat zij gédn momelijkheld over, desn in-
vlicad van het profiel van don vleugel te ouderzoeken.

9 .en veronderstells, dat de snelheid V =é8xr kleln ls verrclekon Rl de
&eluldsnolheid en bYrenge o grond dscrvan in alle vercell) lngen de linjet-
overEEng Lwco atll . Daar ¢ gelijk is son <« $  kont 4it dacxop neor, dat
men «4¢ bij alle wasrden vun &, nul stelt, d.1. de lueht als cen lancompres-
givele vliceistof behandelt. De hicrulit voortvicelends varccaveuuizing 1s
zeer groot. De crondvergelijking (10) blijft omvorunderd brstean, doch de
dasrip asavezlge paraneter ¢ is thans ceu constauss, hetgecn do lntogreal

van deze vorgoll jking vereanvoudigt tot

ey

ot

;
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.,.»‘im o LV e p PRSP | f} ¥,
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it is de wet van Dermoulil.
Do wvergelifking (3) gaat cver o
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’ » 2 § ¢

id K o LN .. “ e o
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De snolheidspotentined veldoot ar ‘de vargallfting wun Lurlece . Dy ver-
celijcing (39) popaalt, tezarocn et hot rendwasrdansystecu veol

reeds direct het geheele strvorlarsveld. De reelijidng ((8) 1o vervol-
gens alleaen ter bopulin; v het drulveld neoodlg.

De grondvorgelij<dn; (4) vorvalt. ~

5 Do hoofdstelling von do drac, vla.theorie.

51 - Het wisiundl:s biljzonder genvoudige guval @
principloeles ssngelesonnheid in het roine to br 0
Het potontlceltheoorctiscle vruagstull, godofiniaerd dool de vcirmeli fing

voerdt tihwns coutrulkht on eon

w

i A { )
et
v = aonet. in het cnalpdige Y8}

#
- :\iw . i § s g T el TR LTI AT & ",;‘
en sepgoven vaarden ven L aan intendige grensvlia'iten, is mqt“@“ut»ﬁﬁ%ﬁ
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=0T ultvos ol heatudeard- Het 1s bekend dut het een undut civinglige

zeif, 2lsnede van 48 cerste on twecde afgelelder naar O T O
woret opgelegds In het geval van het drsagvlak zeeft géze oplesiiig
het stroomingsveld echter nlet correct weer. Ds oorzatk 18 A6 Volic 081

U2 gencende oplossing hecit de eigenschan, in het «igemesn web
siprulavitell te vertoomen in die raandpunton, waar de begrengends
wanden knlkien vertoonen, dus in het bijzonder in den scherpen achier-
rand van het draagviak. Hetv verschijnsel is welbekend uit de theoric
van het qoor dezelfde vergelijkimg behserschie electrostatisenc vold,
waarin bij scherpe randen /hooge veldsterkten cptreden. /oneindig

Len blj nadering tot den scherven achterrand onbegrensd toencrende
stroomnsnelheid 1s echter om tweeerlel reden onuanvaurdbaar: Iu de
esrste plaats zou Ait verschijnsel volgens de wet van Bernoulli (38}

gepaard gosn net pegatieve drukken van onbegrensde grootte, hetgeen

in een gas door expansie en in ecn vioeistof dooxr dampbelvoriiing oo~
mogell jk wordt gemsakt (dit in andere gevallen inderdaad waargenonan
verschijnsel heet cavitatie) enm in de tweede plaats zou he® bij de ge-~
ringste rest van viscositeit door de alsdan onbegrensd toeneneude

wrl jviagsikrachten te niet gedaun worden. Het optreden van de gomosnde
singulariteit is derhelve ontoslaatbsar- ‘

- Daar het experiment leert, dat bij dem scherpen achteryand in geen
geval ernstige locale omregelmaticheden optreden, aan de geidigheid
van de grondvergelijking dus zelfs in de directe ongeving van dit ge-
bied nauweliJks getwi jfeld kan worden, is de rncest amtrekkeliiie op-
lossing van de geconstateerde moeilijiheid deze, dat rien son locsale
inbreuk op de continulteit toelaat. Deze oplossing blijkt inderdasd
de Juiste te ziJn. Zij wordt nader gepreciseerd door de wlgends fun-

~ danenteele stelling vean de drasgvlaktheories

Het stroomlingsveld om een dreagvlak bevat ecen op den schezpen
ggQ%arrand van Eet Arangviax aans%uitenﬁ disaqgﬁinuiteitsviak JooL
de_stroomsnelhold. De discontimiuitelt heeft ter pilaatse van don
achterrand ov leder moment een zoodanlge de . aob Qe vOITL

waal
van aen onaiﬁd’ hooge stroomsnelheid daar worat vooTrkonen. Het
veld 1s overigens continu, ‘

Inderdaad blijkt het randweardevraagstuk der verselljking (40)

-onder deze omstandigheden opanieuw esn onduvbelzinnig bepaside opleossing

te hebben. Dat de in de bovenstaande stelling vervatte uit; angspunten
inderdaad op ieder moment zoowel de plautselijke “"intensitelt® als ds
positie van het gencele discontinuiteitsviak vastlis gen, wrdt doox
de volgende overvegingen asannenelijk genmeakt. Ilen realisesi™s zich, &at
een dlscontinuliteitsvliak voor de stroomsnelheid kon worden opgeval als
sen concentratic in 86n vlak van wervellljmen, duat zijn strooilijnean
venr den rotatievector.

Nu kon men uit de circulatiestelliing wun par.3.3 zonder moeits

¥

‘afleiden, dat wervellijnem %als naterleele draadjes® door we vioelstol-~

strooming worden mecgevosrd en daarbi] hun intemsiteit (bl geschikte

.definitie daarvan) behouden. Doar verder de diverientie van een rohtis

nul is, hebben zij &2 bekende sigonschap aitijd hetzlj gesioten 1ijnen
te voren {event. tot gesioten lijnen te lunnen worden gecumbpinserd),
hetzi] vij de greonsvlai:ken van het veld ran te sluiten, he.geen iu ;et
gegeven geval natuurlijk bij den achbterrand wan het draagv..ak geschiedt.
Deze elgenschappen lepgen, tezanen net het in de hoofdstel . ing wervatte
voorsehTift asngoande hun vorning en de in de grondvergell kingen neer-
golegde veldwetten de heele svolutie van het discontinulte: tsvlak

~ondubbelzinnig vast.

o neelt, wanmesr als novesvoorwearde contimuiteiv vran do Tuuctls
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©52 De samvezigheid en zelfs de Vornin van cer :
o X 2 3. Lnc van gen discontinulteitsviak
»aﬁg;ﬁgg idenls incmmpr@ssibele viccisto™ is mict in stri%& netiae %n
3rot£ti E?§§emda‘werveistellingen van Heinholtz, die de vornming van
‘@amenhegt }aﬁan in sen canvapkall jl o utievrij veld verbicden. De
fotyics ang van iedsye denkboeldige lus, die de met sen discontinultelts-
o rﬁﬁovereenkomande "limietconstellati ™ van werveldraden spijdat,
é'grrel?i:wsatar plgatse var de ‘doorsni jd .ng sanstonds verbroken, zoodat
a~n¥a YJﬁu»iﬂG@beOOﬂﬁnﬂéz} lussen nirrer met gesloten lussen in het
éza unxegiJA‘rcoatievyij@ veld kunnen jorden geildentificesrd. Zij ont-
Ppen daarvede aun de overigens inpe 'atieve wervelstellingon. Zij
m?ogmen eon in sen ideals vioeistof all szins "mogeliji:¥ phenoncen.
gp exrszijds is er¥ geea itijfel azn, 4’ nen hup ontstaan van de stroonings-
.wﬂeorie der ideale vloeistoffen mimier nedsr zal kunnen verduldeli Jken.. .
‘iroeven hebben aungetoond, dat het in mzen niet de dreipgende druksingu-
ariteit, doch de rest von viscositeit is dewelke de vioeistof dwingt
aen strooningsvorm met discontinuiteitivlal,te realiseersn en-miet den
vorm met‘een eventueel dcor sen leoecale onre elmatigheid uitgewgischte
ggn@ularlteitg Di? komt daarop neer, 4.t het vermoedelijk de strooming
t»discqntiapiteltsvlak en z%nder sin, ulariteit is, wsartoe de strocoming
van een visceus mediun in het limietge ral van verdvijnende viscositeit
nadert..Yoor zoover bekerd is dit seht:r nirmer op mathenatisch bevredi-
gende wijze aangetoond. ‘

%1 Eer verscherping ven het algehscle beeld ven de strooning vordt thans
et "twee-dinensionale® goval nog even neder bestudeerd. In fig,8 is het
- e _ ‘iraggvlak net het dasarop aanslui-~
AT T sende discontinulteitsviak ge-
TR e e I, soekend. De werveldraden van het
Lo T I nni .. ---77 liscoutinuIteitsvlak zljn naar
NG e T e ‘reerszijden in het coneindige ver-
R ‘0l jnende rechte 1ijnen loodrecht
: i 3. - )n het vlak wvan teskening. In de
. "ig. 2ziJn 4 gesloten lussen aan- 1
gegeven. «angeponen wordt dat de draouys rlakbewering uilt de rust gestard is,
op welk noment de beginwervel E van he  discontimuiteitsviakx is gevormd.
Derhalve kan de lus I met een gesloton lus in 4e aanvankelljk rustende
_vioelstof worden geidontificeerd (die loor "moestroomen® in de positie I
“is gelomen) en is '

»

LY s 27y

e (S

Anderszijds is wegens (fs)
“ . L — . f " - i
| dF¥ar w4 Tas o« g7 e gV ¢#3)
1‘/ J. . ~ '?!;F' ra ""‘" 3 -, -
dow.2. o1 het Tzoa® (3.1. het disconsi .uiteitsviak) en het dresgviak
weden op leder nmonend geliike, doch Se ungesteld gerichte circulaties ope
Nu omvatte lus TII nhet stukle dis ontinuiteltsvlak, det iun het
Julst veeindigde tijdsintervaiietje At Ls gevoind. Den geldt, omdat
~eenmaal gevornde wervelis onder behoud «an hun sterite worden reegevoerd

{ v » C ma 1 [ G ayg ¥
$ V. a7 o= [ §F @ ] - -4V o3m), (v
g Cv AN S tea g B 4 el

P

&

: ' 16 X '
‘waaxbi] de integraazl mct het?bijschrif; “zog® hat volledige zog onmvat.
‘Uit {42), (4%} en (44) volgt ‘

A Iy FO i | - 2 AV )
ST - $7F {z»}, VT, = -t D%é V.as.  (¥s)
Men neme nu aan, dat de beweging van hit dresagvliak, eemnaal begonnexn
zijnde, cew stationnaire rechtiZinige :n draaiingsvrije is. lien nag S
dan verwachteu dat de strooning, althass in de omgeving van het drsag- . -
vlak, en van daaruit geziem, csvencens stationnair zal vorden. In dlen
toestand is de geheol rechts in (45) sicande efgelelde nul en moet dus
ook de geheel links stasnde imtegraal nul zijm. Derhalvegkan«zich in;‘~)



nasl Vereikten stutionauiross toostuad gesn wltbrelding weso het
gontinultol tavlak meer vori:n fudh ¢ace leert het medor ondorzoel,
edeh bl den start van de beue.ine sor discontlnuiteitsviax vomit,
4t ziech voor:dursnd uitbreid:, weaiti de nleuw gevorrdo wervels in
H8t voornoerde veiugingsceval sehter golaideliiix iu intensiteit ufnenen,
Cwesxbil op deu duar de limdetwiards pu. wordi benaderd. iIs dle toestand
. eéemneal bercikt, dan is in de omgeving van et drausvlak nlete nscr van
- oen dicgecontinuiteitsvlek te nerien. De cireulstie om hat draagvick is
daerbly soustant geworden.

Dit in €e liniet gevealiseorde ge'isel continue en tevens singule-
riteit™erije tvec-dimenslonale strocnlsveld vormt een belende zeli-
standipge oplossing van do veldvergsli!:incen en het reandvoorschrift.

In het twee-dlmensionale geval is de v:ldruinte nl: twoevoudig samen—
%é&g%ﬁés net het gevolg dut de omduble .zinnige oplosbaurheld van het

n L aanveng van par.5l omschreves [ 'obleen vervult. £x zijon in 4it
geval zelfs oneindig veel contipus oplossingen, daar de scnduldigheid
eerst hersteld wordt als ren tevens de circulatie in ds (enkelwoudige)
klesse van in het vold construserbare .rreducibele lussten voorschrifft.
Blijkbaar ken en moet men die circulatie zoo kiezen, dat de singulsyi-
telt aan den scherpen achterrand Juist vegvalt. lien verlrijgt dan inder-
daad den liziettoestand, die blj imslv tipg in de beschouwring ven het
~ startverschijneel op der duur vordt beiaderd.

>4 - In het drie~dinemsionals geval veriwvijnt het discontinuitcltsviak
ni T geheel, doch moent het in het s .utionneire geval lang na den
start een vorn aan; waarbi] de werveld: aden in de riclting van de
-strooming vaellen. BiJ den start, of bl ! veranderlijke veweging, zijn :
or inmer ook wervelcomponesten loodrecnt op de stroomingsrichting. Juali- .
“tatlef zlet de coanfiguretie van drasgvi.al: en wervels er ~ blj een uit
“de rust begomnen constante en drasilngvri je beweglag ~ overeconionstig
fig.9 uit. Alle wervels kunnea tot op wet draugvlak aansluitsende U -vor-~
r.ge wervels worden geconbinserd.

*
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Het is het optievden van het discon:inulteitsviak, dat de probleren
van de draagvlaitheorie zelfs in het e:mvoudipe goeval van een incompres-
slbele ldeale vloeistof matheratisch znovesl geconpliceerder maakt dan
de vrag;stukken bv. uit de theorle van het electrische wveld.. Un de
roeilijkheden de baas te wordon 1s het in alle nict-sthtionmneire ensof
drie-dinensionale gevallon noodzakell): de veronderstelling in te voeren,
dat het discontinulteltsvlak voortdure .d exact sanenvalt ~>t de stiook
van het X¥-vlak ochter hLet @rua;vlok co dat zijo wervels, voor zoover
ze evenwljdig aan de Y~-as zijn, zicl voortdurend precieos met de snelheld,
patuurlijk onder behoud van hun intens teit, van het draagvlak vervi jde-
ren. De hierin vervette benadsringen z.jn van dezelfde orde als die,

_vwelke aen de verconvoudigingen ¢ en 4, genoend in par.42, zijs verbonden.

De hoofdstelling ver de drausgvlialkteorle behoudt haar geldigheld

ieder geval, indien het nediun conyp "essibel is en d¢ stroansnclheld
overel onder de geluidsnclheid blijft. ZiJ vervalt echter in het tegen-~
pvergestelde gevel, dat overal een sup rsona stroomsnglheid heerscht.



‘Daarom zou men boter kuunen spre’en van een “hoofdstelling van de

draa-visktieorie voor het subsone smclhaldsjebled®. Fet is op het -

gggf:;blik nog zoo, dat déze 95 4 vaen de Jliteratuur vocr zijn reksning
1Ve - '

In verband ret de in dit hoofdstvk opgenunien.referentie naar .
exlstentiebewijzen zij er de nandach. op govestigd, dat deze allscn
voor de in punt g bedoclde tocostander en in de overcenkonmstig ¢
en d gelincariseerde gevallen beschilbaar zijn. In de cverige, neer .
algenecne, gevallen is over het best:an en eventueel ds menigvuldigheid,
van oplossingen, alsnoedes over de op to leggen continuiteitsvoorwaarden,
in algerieenen on strikten vorm niet veel bekend. Dat d:rzelijke :
kwosties ook technisch wel van belany zijn volgt bv. duarult, dat
het bekend is dat er onder onstandigheden oplossingen lunren zijm,
die om de een of andere reden physisch niet realiseerbexr zijn.

& ZProfielthoorie. .

61 Uij willen thaens een korten blik werpen op de op het cogenblil:
neer .of minder uitvoorig ui?emrkte hoofdstuicken van de dYyaangviak~
theorle. Als zoodanig kom e 2.8, "zrofieltheorie™ in de cerste
Dlaute in aenrmerking. Zij berust - i: haar elementairen voim - op
Ge vereouvoudigingsen g, b en @ vam pir.42. lien zal inzien, dat er
in dit geval geen discontinulteitsvisk is, doch een overal continue,
singulariteiteavri je strcoming ndt een bepaslde constante ~lroulatie
om het draagvlek. De grondvergelijking is de twec-dimensicitle poten-
tiaalvergeli jking
oy 'y ~
’;5"“_;‘ ;)“;f" - '
Er is ook sen stroonfunmctie ¥ , dle non dezelfds vercellji-ing L

N LN
vy y =L e . /Y7)
dat

voldoet, zcoals dircet volgt uit

T2

2 v

v o ’ ek Y = ok R I
cu V = b—;ri——;:ﬁ,};: ~)Gzoa~£_.r0b“—s—£1~$;~9 v5)
Zvenals op alle twee-dinecnsionsle priblermen 21t de potentiwiltheorie
kan men derhalve de "ricthoden van dc functiathcorie® toepucsemn.
Krechtens de vergelijkinpen ven Cavciy Riomann voldoet nl. izoowel
het redele uls not imeginaire stuk v:a ieders apmalytische mMnctie
F{i)met § = x+. vy aan de wverselijiiin; (46). Dientengevolga bepaalt
iedere functie var dit type 2 staticrnaire atrooningsvelden van een
ideale inconprescibele vlioeistof. De:s twee veldsn ontstann uit elkaar
door verwisseling wvan de rollen van <o potenilaasl- en de stWoanfuuctls.
In leder weld leveren de lijnen ¥ - const. 45 stroomlijnen en de
lijnen ¢ const. de acquipotentieal.ijnen. Beide/ziJjn .onderling
orthogonaal. De si lariteiten van (s funcuie F geven ewenesns
singulariteiten ir het stroonipgsvelid, bv. Lronnen, putten, scherpe
randen, geisocleerde wervels en sanepstellingsn duarvan. /verzanel ingsn
Nauw nmet het boveustaande verbciden is le mogelljlheld van trans-
fomatie van strooningsvelden in elkiur door conforme afbeelding. Ven
dezs nogeli jltheld wordt in de profie .thooria een weelvuldig gebruik
genamict, Z1J reducsert het problser: ran de hizrekening van het stroo-
mingsveld tot het vinden van dle afteeldingafuamctie, die het govraagde
veld uit een resds bekend doet onitstian. De ultkonst van de stelling
1s, zoocals bekend is, de volgends.
. Indlen men de punten (x;y) van oen twed-dimensionaal stroonings- -
veld van een inconpressibele vioeistof door bemiddeling van de :
‘trensformatie :
G XeiV = Gixouyl “8)




erin 6 een willekeurige anslytische functie is, toevoegt aan de puntem ..
x,g} van een tweode veld, en daarbli) asn de potentimalfupctie in
%m%gg:e ixgixten dezelfde wearde gec?t, ontstaat opnisuw een dexrelijk .
De door (49) godefinieerds afveeldiing is een conforme, althans
wanneer nen afziet van de nulpunten wen de afgeleide “G&,{ ven de
trensfomaticfunctie & . In de dreagvlaktheorie speclt de afbeelding

. L =X +iY = X e o ,-x:xft'f i : (>v)
een bijzondere rol. len stelle )

DR
N

‘ Z = 14 ¢
en vindt direct

‘ x:(&f-,'z)co.sﬁ'w;Y:[t-é—)Mﬁ'
en derhalve

.xz. . YL ) , \
RS oy e -
(”K? ‘r!:) {""“{)

Hieruit volgt dat de cirkels 2 const. van het x -vlak in ellipsen met

‘halve assen z++ em - overgean. Neent men ¥ nagenoeg gelijk ean 1,
den kont een heels plaste sllips te vcorschijn, dis reeds aan eeun dun
draagvlak doet denken®. Voor 2 :/ ontstaat het dubbel tellende seguent
tusschen de punten _zen + % van de X -ag, d.1. de doorsnede vaon eexn
vleiken plastvieugel. Prachtige draagv.akprofielen mdt scherpsm achter-
rand krijgt nen echier, als mer de uit;angscirkel leat gaan dd6r het
nulpunt x=-1, ¢ - O van de afgeleide

- Z"
‘van de afbeeldingsfunctis en dn het twunede nulpunt (x=+/,yz0) heen. De
onderstaande neetlrundige comstructie vin de toegevoegde Tiguur licht
dit op eenvoudige en overtulgende wijzo toe. .

A\

af te baelden kel

constrectic vl vgctor X+ ‘i
Daar allce eigenschapden van hot stroor csveld on den cirlel; d.l. eigon~
l1ijk o een oneindig lancen cirkeleylinder, ten volle bekend zijm, ook
b1} willelicurig voorgeschreven circulusie on don cylinder, kan non dat
om de op de bovenstaande wi jze constru.erbare draagvialprollelen via
de afbeelding (50) berekenen.

_§g_ Behalve net op deze basis rustsnde methoden werit de olenentalre
profiecltheorie ook nog met een gehzel werschillende methode, die nen
‘de "singularitelitennethode” kan noerexn Haar structuur kan als volgt
‘worden tocgelichts rien kan de strooning on een gesloten (of eventueel

ler inderdaad de door een ollips werstoorde omeindige parsllel- .
 te voorschijn komt volgt desruit, dat de tramsformatie (50} -
ige ‘invariant.leat (2= =z voor ixz| 2éér groot), de eldaar .

arallielstrooning dus onveranderlijk blijft

;» geon singulariteiten, en de

gebied buiten den eenheidscirkel.

le#ds geen sulpunten, bozit im het



zich teot in hot oncindige uitetio an

&k

~XY-vliek "apalytisch veortzatten" o

rhysisch komt dlt daaror pcer, dut ng
acn zoodunlgen streooningstoestand Loo.
1i)n wordt. Nu is pan 4't thons heo o

cp de rceds genoendaz vl lzo sen analyt

* v toagavoosd. Doze Tunctle wordt
riteiten. Dorhelve moet ook het physi

telten karalttoriscrroacr zijn. D15 is
teiten zijn, 2ooul: wlj rceds wverrald
velbekends "bromnar. 2n putton® en el
conbinetios daurvur. De enkelvoudice

alle met lopgaritlmische sinmpulariteit
vorden geldontificcexd; de polen wan

"quadrupclen”, enz., dat zijn condisa

.

stroomin sveld. Dacr de strooning on ¢

bevat, noeten dezo in dit goval alie
komen. Or inderdaac op daze busis sen
te brengen, moct men op de onelndige
superponcoren (ds prondverpellijkingon
net inbegrip van het randvoorsehrift,
de "skeletlljn" van het proficl varde
Um de circulatie aau heu préilel er bi
oen wervelsystoen rorden toegovoegd.
sen nodg andar nethode operentt
4o contourlijm, waurdoor dit een disc
zijde 1n rust verkcerende "wvloaistof”
iu belde govallen gaat do rather
vroagstuk (het proriasl sercaven denker
duceerende Intagraslverreliliing aflc

éi Het op bovenstiende grepdelasen »
deofdstul du -

vomt een recds llns:
tlJd =zl jn wraosste ilingen wan de corde
eon onkleeriny van de zo:juist behonde
grenslaagberciendinren afgelela, dot ¢
invalsheelk in gou statiopnolze perall
opperviak een bepualde . bllzonder
stasn, szoecicis wo

1
5%

Sy
o

wrdealen
Hieruit vloelt de copgav: voort, bet b
hoorend ~rofiel te bapalen.

Bon cnder proolesn. vALTGAR
het volgende. In §3 o yooving van oe
op, die grootar ziin don do snal!l

Paangestroond®. led neeilt wich nu da
snalheld 2o ld Dik o te houden
aibiliteltpis 00 oo g,
stalien. DLt 1 b Juondeis Mo
oversnzlield”

64 De gedurcnde gon liatsien 003LOg
teerds vlle sielheien nuien dat

plol
Do Piwend vorden.

rofisltheorien ontoare!
de bl] hooge spelleden sngl aan 1oVl
aibilitelt wan do lueant in acorwidn

*Vorta kiagspuntaen, anders dan loguri.
funtfe leiden tot kolklon in strooml:
om scherpe of insrripgende wanden.

{nl. eoan L.

y nict gesloten) contour vaa hot
‘ene zljde von deze grenslljn.
© ook hior vicelstof sanbrengt, dle
&, dat de geceven contour stroon-
wwele XY-vlak bestrl jkende strooning
sche fupctic van de vorlabele
selaralteriseerd deer 21ijn singule-
she weld docr bepasalde slogulari-
inderdaad hat poval: de singularl-
an, do ult de potentiamlthoorie
oleorde wervels, of aveutuecl
s rennen, putten en warvels kunnen

o wvau da conplexe potentiaalfunctie
caze Tunctis geven "dipolen®,

les van broonen en putten, in het
en drasgvlak gddén sinpulariteiten
innen de druagvlakcontour terechit-
AdrTuscviazcontour te voorschijon
crolielstrooning de strocming
zijn, in het statlonnulroe geval
linealr!) waun eon coatinu over
14 bronpen- en putten-systesn.

te krilpgen moet eoen wervel of

et sen "wervelverdeeling" over
ntinalteitsvlisk (met zan ds bilbueu-
wardt .

tisehe oplossing van het profiel~

} van een de randvooriaarde repro-

gea.

stande desl vean de prolicltheorlie
drosgvlattheorie. In 4den luaatsten
gakeomen, dis in wexeren zin cp

de neerkonen. ien heetft nl. uit
narvliaken, dle, onder klolnen
Astrooing gopleatst, aan hun
Jlematige drukverdsellns doen ont-
Jjmonder lage vweerstond) hoezitten.
.} een gopeven drukverdecling Le-

3 laatste Joren 1s gerekend, is

irangwlak troden zltlld snelhedon

, waarnede het drfisgviax wordl
pave geeteld, de grootste over-
teneinde het ﬁﬁt@e%@n van "oconrrase
211 jke uunstrcoorsnclheden ult te
“Tizlon met zoo klein nocell jke

vorhoosds bovenste grens der gedx-

+2 in de vorige paragreal usngestipte

.
a

21 bieden immers geon golagenheid,
4 winnende govoloen vau do conipreg-

te neven. Len heaft duen ook vooral

hmische, van de complexe poteatiaale
jnen, d.u.z. tot stroomlngsvormen
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in den leutsten t1jd gotrucht, de beperiing e ult de fTundaenten vem
do theorle te vend jderen. u4én 1n daze richting ligrend resultast
krijgt men om zoo te ze zen cadeau. Voor zooveY men al. de door het
druusvliak veroorzoulkte verandering der stutionnuive parsllelstroaning
1ndarduad als eeu zeer klelne storing nug oyvitten on de onder g in
par.42 besproken vereenvoudiingen cunbrengt, heeft nen niets unders
te doen dan de grondver =lijiin_ (46) te vervansen door de ult (26)
volgends vergell jiing

A y &L ™
I R 1)
W 3 / P ? 5’5.:
die pa de¢ trunsformatie
s Fa . ] -
b 2 e =g v Lo m e )
T 7 foF - -

weer dea ouden vorm (46) herneermt. Dut vil zepron dat het conpressibili-
teltseffect in deze bonadering door een Lorentz-contractie - een affine
transforratie van de geometrische draagvlakconfiguratis dus -~ Nuups wordt
veergegavens. In vezen is hetl pgostelde wraagstul dasimmeds tot reeds

bekend nezterisal zerucgesracht. .
' Deze benodering is schter weelal niet voldoends, 1n het bl jzonder

niet als de dikte van het drmacvlak groot 1s en als de iunvalshoel:, woar-
onder h2t in do parcllelstrooning is penlautst, relatief groot is. ar
zit dan niets anders op dan de grondverpelliiing (51) te wervangen door
de wveel pgeconplicecrdsre, uit (17) volgoade verseliizing

, L *.
o . o 172 oy b
) Mo o Ty - 3
fﬁ;%{fﬂn e ,3 w.z::,()&; ..:E_'_,f_ »w;’y {7 _.:.‘1:},& {:‘,.j

die niet langer lipeair, doch wel guasi-lineair ‘s. Hlerbi! behoort de
nat (12) oversenkonende betreking ( =, is mu de geluidsnclheld in de
ongestoorde strooning, d.i. in het omeindige)

et = oot S (gt e gt -V 4
Llen heeft langs dezen ves eenime nlm of neer voorloopige resultaten
bereikt, die uiterst ceizorie berekeuingen hebben geverpd. In ualle
geva_.len noet de nevanvcorvaarde vorden gesteld, dut de stroomsnclheld
overal in het wveld kleiper uoet blljiven dan de locale geluldsuollieid,
hetgeen daarop nesrkont, dat de grondvergelijking overal in hot veld
var het elliptlische type rnicet zlijin. De umsest bekendo nethode is die
vaix hayleigh-Janzen. DIt is een iterutlienethode, die het volgende recept
volgt

% " 19} wi .1 ;
72 P v Yy w 0 v bokerdde randveornschig s
- ¥

@ P ol Y T TP L PR TR R I SV PO L) IR NI |

4 2 - ? s / ) o 8y [ ) e
< . x Yoy Tr i ¥xa W, "o “f’,aA, f ﬂ; s V%g by ; (J"/j
5% W L,k ¢ { I TR

) J T L
- W * ‘7"3; T Fra *

£l .

den lets anders lteratienethoda 1s door ¥rundtl nangercven. Het ecalge
wezenli Jke verschil is, dut z1j vegint net de "selineeriseerde” verge-
1ijlkine (S51).

D¢ ontroete moelllikheden zijn van rekentochnischencn nlet ven
Frincipiselen aard. De ;ebruilkte weryell jingen zijn irmers alle van
een volledig bastudecrd type (Laplace em lolsson). den bijkaistlge
noeiliikheid is, dat de convergentie van het itoratiesysteen nlet bl]
yoorbaat vast staat.

Kortpeleden is Kaplan er in geslasgd can de wisitunde van de
wederor. veel op de bovenstaande gelijkende sapproxiuatiemsthode wvan
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Poggl (die gebruik naakt van een reeisontrikieling

90 .= ‘{:310) - p W{I}V ?,37“‘,4(43 - . (35‘)

van do potentiaal naar opklirmende nachten van het "getal van llash® (B),
hetgeen ook veer dearop necrkont, dat ¢  de "ipncompressibele® op-
lossing 1s) door een geraffineerde toepassing van conplexe variabelen
en methoden der functiethoorie een bl jzonder elegantem en relatief
eenvoudigen vorn te geven, die het prestatievermopen dezer nothode
ongetwl jfeld aanzienlijk verbetert.

gi Br bestaat no; een geheel undere nethode voor de behendeling wvan
et profielvraagstuk in het corpressibele (twee-dimensionale) gebied.
Deze berust op de mozolijiheid, de ver_elijfking (53) zonder vervaar=-
loozingen door transfornatie te lincarisecren. &r zijn zelfs twee
transfornaties bekond, dle dit prosteeren. De eerste is de z.g. transfor-
natle van liolenbroek. Hierbi) belandt men als wolgts

In een tvee-dinensionanl statiomnair strooningsveld is san leder
Pveldpunt op ondubbelzinnige vijze een Mstroomsnelheidsvector® ¥ toe-
gevoe;d, d.w.2., ean punt van een "anelheidsvliak®™ ( ¥, ; % ). Ultgaande
van de veronderstelliny, dat deze toevoeging althans in een bepaald
gebled van het "snelheldsvlak™ omieerbaur senduidig is (hetgeen niet
noodzekelijk het geval is, zoodat men in bepaalde gevallen complicaties
kan vervachten), ken men de onafhunkelijk varicbelem x, ¥ via dit ver-
band wvervangen door 2 coordinaten in het anelheidsvlek, waarvoor men
dikwijls poolcoordinaten ¥ =1¥] ; & (= hoek tusschen } en de 7, ~as)
gebrulkt. De transformatieforrules luiden

dx ox P) 0 :
= . o M gt )
el o 3 dV 4 3 aT d‘? = 51 dV ¢ ..la d {58/

en leiden uliteindelljk tot de potentisalvergell jking

% ' i
(= BV b r Ve Ty o (1= & 9o = 0 (7)

Dezelfde transfomatie, tosgopast op de verpelljking der stroomfunctis,
leldt tot de wergelljking wan Tschapligin

Vz}"w + 'Y()r %’;‘) ﬁ'y ¥ (1«»-%;)"’:,.:7 = O (5'32/'

die lets cenvoudiger is. Beide wvorgelljkingen zijn lineair, omdat ook
de goluidsnelheld ¢ volgens de Saint Venant aléén van ¥V afhangt.
De tuvesde lineariseerende transformatie is dle van Legendre

VeesS =g, ; VaemT= % = xp, tyw -9,

waarbij als nleuwe onafhankell jk variabelen cveneens 2 coordinaten,

bij voorkeur poolcoordinaten v, 3, in het snelheldsviak worden ingevoerd,
doch welke daarenboven ret de "gecorrigeerds potontiaal® opereert.

213 lelidt tot de linealre verpgelijking

1"‘@” + V{f«m -:g;)§v - (:«-%’:)é% = 0. ,. (ﬂ)

Het is natuurlijk een groot voordeel, dat de grondverpgelijking in deze
gevallen lineair i1s. De prijs, die men hiervoor echter noet betalen,
ligt in de complicatie, die thans in de randvoorwaarde blijkt te

ziin gebracht. Het randviak is nl. in het x g =ylak gegeven en niet
in het "spelheidsvliaek®. Daaron blijft het ondérzoek uiternate gaconpli-

)
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oeerd en ls toepassing op de concrete vraagstukken ven de (tot hier

nog steeds "subsoms®™) profieltheorie niet zonder verdere kunstgrepen
mogelijk. Op busis vun de transformatie van ldolenbroek zijn eenige
resultaten beroikt o.a. door Shue-Shen Tsien. Hierbij wordt gebruik
genoakt ven een versonvoudipd verband tusschen de geluldsnelheid ¢ en

de stroomsnelheid / . Do vereenvoudiging komt neer op de substitutie

van een bencdering voor de grondverrelliiking (4), welke vergeli jking
voor de afleiding van dit verband benoodigd is. Ook in deze gevallen
speelt de incompressidbels stroonming om het draagvlal steods een sckere
rol. ZiJ fungeert duorbi) niet als "nulde benadaring®, doch blijkt als
uitgangspunt voor een "transformatie® naar een compressibele strooming
dienst te kunnen doen. Bij deze tranasformatie ondorgeat het profiel een
vooraf ombekende wvervornlog, (in eerste bonadering is dit de Loremtz-
contractis), zoodat een bepeald "gewenscht" profiel door proboeren moet
viorden verwerkslljkt. Op die wijze ontkont men aan de moelll jkheden,
verbonden aon het directe gebruik van de rundvoorvaarde. Zeer kortgeledsn
is do methode door cen andere Chinees, ¢.C.lin.tot een veeldbelovend
werktulg der draegvlakthoorie geperfectionnoerd.

1 Supersone profieltheorie.

1 Nieuwe perspectieven ontstaan, wanneer de stroonsnelheid U nlet
nder, doch boven de geluldspelheid ligt (enm wel liefst een flink atuk,
opdat de nogell j:heid van locule gebiedsn wvan subsone strooning ook in
de ongeving wvan het dresagvlak uit eschakeld zlj). De grondvergelljking
wordt dan nl. hyperbolisch, weeardoor de nachtige hulpnmiddelen der
karekterietiezentheoris in het wveld gebracht kunnen wvorden.

Beglnnen wij met behalve do vereenvoudigingen § en b ook de ver-
ecnvoudiying ¢ von par.42 te aunvaerden, dan luidt de grondvergelljking
voor het drukveld in sansluiting op (295

‘f U—L } 3l:p ?’%f-i‘ﬁ .
1 -g:; — wam" = WB ” - ~ f‘:’?j
Uit asnde van de vergelijkingen (26) moge de laszer zelf verifiscren,

~4at voor de snelheldspotentiaal ¢ vun do snelheld » (duo » 7y ) een

precies gelljke differcutiaslvergelijking
vt oy 2 | o)
| (Cb&"""} e ‘S’g». =0 {ho,
feldt. 213 heeft de alperwocne oplossing

N i

cp::f,{ythgm)wfz_{yrmtga}, fgmzm (€z)
De twee cen hook a, resp. =-a met de A -as insluitende bundels rechte
14 jnen

‘/-:ctya = Comst. ;YT xi‘yumaan&t ' (63)
zijn de "korakteristioclen" wan de gogeven differentiaalvorgellking.

Uit (67 ) volgt (de punton beteekonon differentiatie naer y x X &a )

Ve = (f‘mjf,)tga.. ; ”'j«zfr*'fk . (63)
Voor do projecties van den wector ¥ op de kararteristiekem vindt men
derhalve ' ~

v, = Y ow.c(.rVda?wm.;:(f,”twf,)m«.r(f,*ﬁ)@mwa &f;"m“
?”“‘1‘“ * ! § » (5’&) L/
Vosga = B cosx - Y smas . : 2 ~2f,

m; is fhwnm&nt’, langs de karakteristieken yrxy% = const. en ,ﬁ langs -

Jel
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de karaktoristieken y —2&a = Cerwst., Danrult volgt de eenvoudige, im

de volgende figuur asngeceven mootikundige constructie van het stroonmings-
veld. Doze gaat ult van sen langs één 1ijn ven één der twee bundels
karakterictieciien ols parallelstrooning U gegeven peduchte strooning enm
van esn tweede willekeurige (door een gebroken lijn geapproximverde)
kromne, waorvaen gesischt wordt dat zij stroomlijm (wand!) zal zijan em
vaarlangs derhalve -allddn do riehting vun den stroonmyector is voorge-
schreven. Dg fijuur geoft bowendlen het strooningsveld teor, dat rosul-
teert uit storing en parallelstrooming. Deze roosultante voldost natuur-
11jk evencens aan de verrelde geometrische wetmatigheid.

fi'&.i‘i.

De comstructie zelve toont met voldoonde duldell jkheld aap, dat de
gobezlgde combinatie van "bogin en randvoorwaurdsn® gooorloofd en
Juist woldoende is. Langs icdsre karokteristisk is de projectie van den
spelholidsvedor op de door den Anderen bundel bepaalde riechting .
De figuur bevat jJuist genoeg aanknoopingspunten on te doen inzien,
dat de strooning op een “supersoon draagvlak" (dat op straffe van een
excessieven stroomingsweorstand in tegenstellins met de "subsone pro-
fielen" &6k een scherpen YoOIT blijkt te moeten bezitten (in de
hier aanvasrde benadering) er als wolgt uitziet, (fis.12)
/ Vér voor ver achter
) het draasgvlak heerscht een
parullelstroonling, duartusschon
bevindt zich sen pijlvomipg
gabled, woarin do stroonlijnen
de boven~, resp. ondorzljde
- van het profiecl stoods woer
afbeelden en waarin in hot
gegovan geval bdven vorgroote
en dnder verkleinde snelhoden
optreden. Tevens wordt het
duidell jk, waarom nmen de ltarak=-
teristisken ’n de serodynanica opvat als "voortplantingslijnen ven ~
kleine storingen®.

Een andere toelichting hilorbl] geeft fig.l1%, waarin is aangegevon tot
wear de storimg, dle een met supersons snelheid bewegend klein storings-
centrun in de werschillends punten van zijn baon teweeg brémgt, zich
heaft voortgeplant op het moment, wasro) dit centrum het punt P heeft
bereikt, daarblj sennermend, dat de storing zich net geluidsnelheid door

~de lucht wvoortplant.

e | lien ziet in deze figuur de hoek « en
Ty de karakteristiek door P texugkeeren.
g N % Z1] begrenst het gebled, wauarbinmen
B b Seear Bmoan e de geheele beweging van het stoor- -
Sl contrum het stroomingsveld op hot go-
st % e gig.13. Goven nopent belnvlioedt. Bulten dit
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gcebied behoeft wen op hot beschourde cogenblik goon serodynanische "lovens-
toelkonen™ wan het stooxcontrun o zoclkon. ‘

2 Vemneost de bovounsta.uds behoudelincewilze niot nauwiieurig cenoeg

8, moct nen weex op de gocoryliscerdo, thaus hyporbollsche, differentical-

(52} teruepriipen. Ook in dit goval is althans een geometrische

congtructie wan hat wvild wolal door tusschenkonst dgr "karakteristieken
van de differentiealvernelifking nogelijics De hierdoor gerepresenteorde
elgenscharpen voau het weld kunno. in wezem ult de in de vorlge purugraoaf
beraikte resuituten vorden afgeleld. lLen kon nl. de verandering ven de
strooming blonen cen voldeende :loin ebiedjfe van het weld altijd als
rtoringen van con "geniddelde”™ parallelstrooning opvutten, zoodat de
golineariscerde thcorie hoor goldigheld bshouden noet woor kleinse clementen
van hot verikelijko veld. Dorhalwve kunocon asn iedoil weldpunt altijd

2 karanteristioke richtinren vordon toe_ ovoesd, die met don seniddeldsn
stroomvector heolien & en -x inslulten, wanrbi)

ha
vorceld jizlag (54

Pl = by don o fes;
Ixl = g den
in overeensternnins ret het door de wot van de Salnt Venant gescvon vore
'baad tusschen © en ¥} Xuu vorden berelend. Pe karskterlistieken van de
vergold liklns (53) zijp nu poatuurlijk de integralen wvun dezo twee “rich-
tingswvelden®™. Het ziJn nu in het alpereon tiee bundols krorme 1ijnen.
D¢ daaracn in het snclheldsviak toe ovoepde lijnen zijn epieycloiden.
De thans nin of rieer in differentlaalvom goldice weldeeomstrie
van de vorlge paragraaf is Julst voldoends on ook in het algeneene geval
tot sen grafische veldconstructie to konen. Deze we: leidt tot de bol:ende
f"karaktaristiekernnethode van Prandtl Busenana”. .
4r kumnen in deze situatie noelilljheden ontstasn, dcordion het pe~
construeerde weld physisch nlet nwcer reullscerbear 1s, bv. tenpevolpe van
het optreden wven ellear egnijdzpde stroonlijnen. In het karakteristielpnveld
wordt men vooxr zulke conplicaties gowsarschuwd door het optraden wvan
enhullepden der bundsls xarakteristieclken. Dit woorval wilst erop, dat wi)
do stilzwljrend ctecds sanvenrde elscl der continultelt weer plaatsell]l:
noeten laton vullen. [let andero woordent in zulke stroonlngewvalden treden
wederon diccontinuiteltesvlia:lion op, ¢2tfmaul woor den pornasl component
van de stroomenelbeid. Hiervi) veranderen ds drulz enm dc dicatheid eveneens
sprongseevijs. et b1lijt, dat de nornule veldvergellfiitingen ontoerelkend
zlin o het verbaod tusschou deze drie verendsringen onduvbelzlonlg vast
't@ le'pen. Dorhalve noet de structuur van sen dergslljk discountinuiteit.
vliak aan een gparie physischs beschouwlng worden ontleend, woardbl] blijkt
dot zich hier tevens ecu werandering van de entrople, d.i. een lrrever-
sibele omzetting wvan strooningsenergie in warmmte, voltrekt. Zen auders
complicatie, die der;elijze "stootfronten" gewoonlijk net ziech sleaepen,
is het optreden van rotatie in de stroouin: achbtexr den stoct, &bk wanneer
2iJ crvédr rotutievrij is. Dit moakt dat ds strikte derelening van super-
scne strooningsvelden wet drukrotootent in den repel eon hoyeloos gocon-
pliceards zsalk vorut?
Ook wson draagvialzpreficelen troden stootfronten op, In dit goval
kan nen, nits het dracggvlak ecn scherpen voor- ¢n achterrand heeft, hun
plaats van te voren vaststollen, waarna do karaitoristielennethode een

”Daarbij kont, dat strooningsvelden met stootfronten dlkwijls locale gsbie
van subsone stroouing bovatten. De nathenatische behandeling van dergell )
velden, woorvan de potentiaslverjelljiing in het weld van type verandert,

¢ stuit in het alpeiieen op zeer bedenkell jke noeili jkheden.
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daarop aenslultonde velde-nstructie wermaz to levoren.

In priueipe kan de potontismelvergolllkin: ook in het supersome
goval nat behulp van de tremsfomoties ven Lolenbroek en Le,cndre
worden pelineariseerd. Tol nu toe '.eréd  ven deze nogelijxhoid bi)
het profislonderzoell echter goen gebmik genaalzt, ondat hot gevoelen
bestast, dat de "haralttoristizlonmethode® hot in ecnyoud ltmer met
groote voorsprongs 24l vinnon.

Ut dewolfde reden e tot nu tos veor zcover bekend ook geen gedbrulk
goenaakt ven ecn primeiplesl nogelijke gonernliseering tot hot suporsone
geval vun de "valdsingulariteit Yethode", besprockon in par.62. Deze
nogeld jizhoid wordt wol benut in de buiten do draagvlaktheorie vallende
behandeling vuan drie-dincnsionale rotaticsyrietrische supersone
strooningsvelden.

8 Boretening der roerveriips.

81 De in hot vorige hoofdstuk besproken methoden leiden, met eon enkele
uitzonderling, tot noeilijkhoden wapneer non de strooning wil berokensn

) o0 een profiel, dat de een roaruitslag typecronde vertoont.(De uit-
zondering wordt gevormd door do keaxaikiteristiekennothode der supersone
serodyncniiea) .

Tet een rodelijk goed resultsat kont nen echter genalkelijk, als
nen de benadering g en § van par.42 asanvaardt. Dit houdt de dxtra be-
peridng im, dat de rooruitslag itdlein noet blijven. De gang van zalen
is do volgende.

Y lien realiseere zich, dat hot dunne
! drasgvlak linonatisch niets anders ls
dan een discontinuitoitsvlek voor den
l o tengonticelen composent van do stroome
e mmf%mﬂ,-{ spolheid, ¢l immers door het cntbrelizen

- U van cyurtrie vlek dnder en viak bdven
pos sy, hot drasgvlak niet gelljl zel zijn. In
deze kwalitelt 1s hot echier mequivalent
1ig. 1y, rnet een wervelvlak. Us locale intonsitelt

hiesrvan worde voorgesteld decor de functis
() (1% x £+/ 3 wl] stellen de dravgvlakkoorde gemakshalve gellik
asn 2 ). Hu induceert één wervel in hot veld volgens de wet van Blot
'an Savart (geintegreend over den oneindig logen worvel van het "tuee-
dimensionale veld) ds spelheld |
v (66

2T
Derhalve induceeren de vervels yx’ds in het punt x=¢ van de X-as net
een foutje, dat wvan dozelflds orde wvan grootte 1s als do in de bensderin-
gen ¢ en 4 tdch al voervatte, de normaslsnelheld

) yixidx 3]

rn x =&

De randvoorwédarde luidt echter volgens (37), in het door fig.1l4 voor=-

gestolde gevul U weor ~sgd <A -
Y, o= | (68}
J (= Uix=p) voor ha§ § +/ .

Wi vinden voor de onbelzende funotie p(x) dus de integraalvergelljking

-~V - < h .
i Jrr ) dx o vorr -1 B & (e
34 =

x-—} = - Ut ~p) verm, hggﬁq-l.

Van de oneigenlijke intesgraesl in het linkerlid blijkt de hoofdwearde te
- nooten worden gencmen. De singuliore keérm iy zullen wi] nog in
ander verband tegen kopen, ziJ speelt in de' g le theorie wvan het
- duune draagviak een belangrijke rol. Hot 1a den ook geen wonder, dat de



lintionanl . . PR
inchtvesrtluboratoriun Happort ¥.4 Blm.22

o v f o § o

toepassingen in de drmo;vlalthooris tot uitvosrige suiver nathenatisohe
onderzoel: n hedbben goleid van integraslveipeli jkingen net deze
singuliere kern.

De oplossing van deo verg.(69) besteat uit de som van esn particu-
liers oplossing der inhomogene verselijking (te vinden via de substi-
tutles x=cosy, ¢ = 22§ en Pourrier-ontuikkeling van de functis ¥(3)
an de met son constante vornenigvuldigde oplossing

&) = - .

O @
der homogene reductis. De constants wordt bepaald door ds eisch, dat zioh
in het punt x=7 geen singulariteit bevindt, hetgeea blijit neer to komen

op ¥} = & (’?'//

Voor het drukverschil 4prx/) in terenover olkaar onder em boven het
dreegvliak gelegen puaton vindsa wij in vorband net de wet ven Dernoulli

(38) .
Aﬁ = nﬂmm "'ﬂ“vcm = 'g:‘ (M - V&nmz) =

s % imm * vm)(vn,M' rbvm} w ¢ v (V "‘""jgm-) (71)
Doch
en derhslve is ‘

4 pix) s ¢ UV yiz) (7¥)

et deze formule kan nen alle resulte Ikrachten en nonsnten uit~
rekanen. Dv. volgt voor de dmaﬁaﬁt

1]

K = f dpixldr = QUJ."’}'ix}dx = U/ (]‘5}

waarbi] 7 de circulatie om het gehecle draavlak woorstelt. Deze be-
roemde forrmule blijkt haur geldipheld woor drasgvlaiken van eindige
dikte te behouden, d.i. z131~4n feite onafhankeli jk van de versenvoudi-
gingen g sn g (rar.42). B

Het is niet ggggg@_}g%_;&, do benaderingen g en 4 in te schakelen.

n kan nl. door toepassing vun 4e berocende transfomati Schwurz
de 1n Tig.l4 goteekende gedbrolken 1ijn direct op den eenheldselirke
afbeelden, het strooningsveld eromheen derhalwe conform afbeelden op
de strocming om don eenheidsciriel, en ongeleord. Dnarmede is volgeus
par.6l het eserodynanisch vraggstuk in principe opgelost. Het is im dit
geval ook nilet noodig, dat de roeruitslsg klein is. :

fen nog endere werkwl jze knoopt san bij de theorie dor tanden-vleu~

gels, die evenals de theorie wan den "tweedeller® gebruik maakt van door
elliptische functies bepaalde conforme afbesldingen. De wisiundige
ultwerking van dergelijke methoden is moeilijl: en bewerlell Jk.

2 BHet drsapwlek met eindipe spanpwijdte bij statlonnaire

. Wenneer men het draagvlialk sen eindige spenwljdte geeft, het
stroomingsveld dus wvan alle drie de veldcoordinaten afhankelljk wordt,
worden dc¢ nothematischoe moeili jikheden direct weel grootsr, zoodat nen
in it goval altijd met min of meer geslasgde benaderingsoplossingen
~genoegen noet nemen. £4n der vercenvoudigipgen, die eltljd worden asm~

vaard, bestoat uit de verwaerloozing van de d&.m:fmw van het
dracgvlak. Dit bremgt mee, dat het als een discontinuitelite~ of wervel-
- vlsk opgevat kom worden. ilem zal ga:md»lig inzien, dat Ge wervelver-
. deeling daorbi) in aunsluitimg op fig.9 (de startwervels nasr het on-
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3 eindige opschuivend) het beeld vom

sl pevonstaande figuur vertoont. Len nane
pu aun, dat het draugvlak gdér slank is
en vorwaarlooze de koorde-afmeting
sehecl, hetgeen daaro) neorkont dat hot
door één enkelen "dragenden vervel"

fig.1s wordt vervangen. Vervolgens kan net het
wvervelsysteen voor leder willekeurig
dvarsstrookje wvun het draagvlak splitsen
in een oneindig lemgen wervel van con~
stante intenmiteit, en econ stelsel van

iy 7 en 7 vomige wervels. l'are de

oneindige wervel er alleen, dan ware heot

geval weer "ti-esdimensionacl® en zou deze wervel de door de twee-dinen-

slonale theorie geeischte ovenredigheid net do invalshosk van hot Ye-

schouvde stroolkje T0eten vortoonens

M e . a , i bikemole covstante

Berekent men npu net de formule van Diot en Savart de snelhsid, die
den (sanengestelden) tweoden componont tor plaatse .- wan dit strookje
induceert, dan vindt men dat deze invalshoek langs hot hoele strookje
in eorste benadoring constant is, en de waurde (b halvo spamid jdte)

vb o ltz)
Vo = o j W&/‘d“ da (76)
N L z-§

#

neeft. (N.B.y %I oz 18 do intensiteit ven do slespende wervels!). Zi]

staat practisch loodrecht op het vlak wen den vlougel en is dorhalve
asquivalent met een verondering %w /., van den invalshoek. Brengt men
deze correctie op don involshoek aan, dan kan men den "tweeden componsnt®
verder buiten beschouting laten, waarnede de integraalvergeliljking

N
- | _ )l - oy £ cik) d/‘fa.%m
g = cle) aid) Host (£) | = c(e,‘jou{! MUJ =7 oz {77
wordt vorirogen. De constante ¢ is van £ afhunkelijk ondet zi) even-
redig is net de pluatselijke koorde.

Over de integraalverselljicing (77), de bercende vergelijling wan
Jrandtl voor de circulatieverddelin:, bestout een cnvangrijke literatuur.
21) wordt opgelost met beimly van Fourier-anolyse no de bij de verg.(45 )
vernolde substituties to hebben aangsuvracht, of wmet belul) wan de
Fourier-ontwilkelingen vervengoende :nhumnnf.ache gonaonetrische ont-
wiktelingen. ‘

ilen merke op, dat hier wveex de sinruliere kern o oDtreedt.

Technisch is de circulatieverdeelins wvaon belangmdat z1j de
sigenscha_;pen vun het dracoviek bij grooten invaelshoek belnvioedt en on-
dat 21] een component vun den veorstand, denz.g. "gelnduceerden weer-
stand” behecrscht. .

Hoswel de vergelljkin:y von Prandtl voor inderdsad slanke draagvlakken
een redelijk rosultaat levert, is 2zi] natuurlijk niet in alle govallen
voldosnde nauwlzeurig. sen verscherpte behandelingsvijze is mogelijk dooxr
niet van hot snclheldsveld, nasr van hot drukveld ult te gean. Daorbi]
esnvaorde men tovens de voreenvoudlgingsn g en 4 ven par.42.

' Volgens (29) goldt dem (co=»o3; §p onafh vam T ) -

X PR 2'3p e
's;% i -5;? * W - 0 g w}
~ Volgens Greer is derhalve . e ~
& . . [ . | el e
b a’ » Warj .“{ﬁ’“{ - # !“’ w"% W
waaxbij de integratie over de grensvlaiken van Mkwm '
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de boven~ &n onderzijde ven het dreogviak apart uilt te streXkken is.
Daarbij. levert de cerste integreacl rechts werems 7. 9¢ = ¥, en de
gﬁﬁixx%ﬂgit ven 7, bl) doorgang door het drasgvlak 4o waarde nul.

n.Vx = - -%z. is, wordt do tweede integraal,
met I in overcensterming met £iz.16 en met
de afkorting

T(x ) =2 8 Py (%0 4) = 8Py, 5. 3) @)
golijk asan

oy ey,
’;// wearbl) ds integraal thaps éénnaal over

het draa;vlaok ult te astrei:lzn is. Dus

; T cosy
5;: = W‘:ﬂ ﬁ’! - df .
Anderszijds is volgens Bernoulli

, &a*f‘?”‘: pri—;:?""mp*iq(ﬁrﬁ)"w‘bri'qif‘#fu‘.?; (&)
of, de snolheidspotentiaal ¢ invcoreud, (wegens dpsp-re),
, ?
cox - o 28 "
Dit blijkt nen te nmogeu inte_Treeren tot . \
b4
SR B Yy Vot =L [ HE ey 4 (3)
$=-57 jﬁ‘s‘w"'}”” ¢ eV L 4T E kg a) f

2
paar ( Sf),w het rendweardensysteen (37) der nomaalsnclheden noet
reproduceeren, vinden wl] lengs dezen weg formeel de imtepraalvorgelijking

W .
§ a dﬁ ‘:«05-3’

hE e [ ,.L g p;{ T oty Jico @)
Het 1s nlet golukt, deze intesraalvergelljtzing voor een willokeurig
gogeven draggvlal:contour near /7T op te lossent 2i) vomt echter een goschikb
asnlknooringspunt voer de ontwikleling wan bonsdoringsriethoden, dle
de mauviieuricheld van de in de voorgeande paragrsaf vemeaelde kunnen over-
treffen. Daarbij zijo nict-onbevredigonde resultaten bereikt, die ook
voor drasasvla:ken van klelns spamtd jdte nog een sanneneli Jke bobrouw-
baarheid wvertoonén.

Ondanks alle nathenatische moeilijizheden is het in twee bljzondere
gevallen golukt, woor de intersraalverpelijking (84) een als exact op
to vatten onlossing te construseren, Deze povallen worden gepeven door
het ecirkelvomige en door het elliptische drao;vlak. In het serste geval
noet non het veld met behulp wan bolcoordinaoten beschrl jven en Teoks~
oniwikkelingen naar bolfuncties invosrou, in het tweede godbrulkt men
elliptische coordimaten in combipnatie met reeksontwiklelingen naar
functies van Lané. In beide gevallon stuit men op cmstige, echter op~
losbaar bevonden rnatheratische nosili jithoden. Belde problemen zijn weel
geconpliceerder dan de overeenkonat potenti aalvrasgstukken @it de
theorie ven hot electrostutische weld.

lanneer men in vervols op het bovenstasnde thans ook de conpressibi-
teit wvun de lucht in de theorie wensoht op te nonen, stult men in
~het "subsone®™ gevel op ermnstige moeilijkheden. Van een systematische

*Aan de oplossing noet de gebruikell ke voorvearde worden cmelm,

"zich am deu achterrand geen sinsulariteit bevindt..
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theorle kan op het oogemblik mogp geen sprake zijn.

Is de strocming supersoon, dan is een enkel geval, nl. het geval
van een driehoekigen, met den punt tegen de strooningsrichting in
wijzenden, vleugel, voor nader onderzock toegankelijk. Het stroonings-
veld is dan z.g. conisch en kan in wezen met behulp van 2 coordinaten
worden beschreven. Uit een esnvoudige gelikaoxnighe@dsbeschouwing,
gecombineerd met de wetenschap, dat de stroonafwaarts gelegen "basis®
van den driehoek zijn asnvezigheld stroomopwaarts niet ken doen gevoelen
volgt nl. dat de druk, snelheid, enz. in deze situatie langs iedere
rechte door den top wan den drichoek.constant moeten zijn (althans in
het stuk van het veld, waar de druk aen het oppervliak van den drichoek
vanaef hangt). Hierven gebruik makend, ken ren de (oversenkonstig ¢ en &
van par.42 vereenvoudigde) grondvergelijkingen reduceeren. tot een ,
Laplace verpelljking in twee varisbelen, waarna de ook reeds in par.:
in het veld gebrachte hulpmiddelen der functietheorie in toernassing
lunnen worden gebracht. Langs deze weg zljn ln den laatsten tijd eenige
resultaten bereikt.

10 Instatlionnaire draagvialrtheorie.

101 .ij willen thams de restrictie g van par.42 laten vervallsm. U7l]
Yebben reeds verrsid, dat het dan Het harmonisch trillende drasgvlak is,
dat het meest belangwelkkende geval vormt. Hierover bestaat een zeer on-
vangri Jke llteratuur en een in sormige opzichten ver uitgeverkte theorie.
oor tusschenkonst van .een Fourier-snalyse. dekit deze tsvens ds belang-
rijke andere gevallen van instationnalre beweglng. De uitkonsten vun het
onderzoelk vinden een hoogst belangrijke directe toepassing in bverekenin-
gen over de stubllitelt van het evenwicht van een elastischen, san een
luchtstroonming bvloot_estelden vliiegtulgvleugel.
: De nmeest volledig uitgewerlkte theorie gaat ult van de overeenkom-
stig b, ¢, & en ¢ van par.42 vereenvoudigde situatle. Eén der geschiki
bevonden methoden van onderzoek sluit aan op die van paer.82. De voor-
nauniste conmplicatie is, dat er zich thans oolr in het twee-dinensionale
geval een "vril® wervelvlal achter den vleugel bevindt. Dit viak wordt,
als steeds, overeenliomstig par.55 met het X¥-vlak achter den vieugel
geldentificeerd. (In tvec~dimensionale gevallen ligt de Z-as in de
spanwl jdterichting)v De intensiteit der wervels worde gegeven door de
functie g(x), 7= = - Dan geldt voor de ter plaabse van het draagviak
geinduceérde normaalsnelheid in stede ven (£47)

+/ A
: ' o g (o, #)da .
£ o) oo [Tzemt) L [Tge | ()
¥, (¢, ¢t) ] R e

27T X £

Daar alle vercelijkingen linealr zijn, is in het gegeven geval
' Lot vt
Yist) = Jm {%joté)e‘"f§ c oy )= Tmlge)eT gm0 = Jm g 2t (86)
Zooals bekend is,; kan men de operatoren Jm. t1 jdens de ultwerking weg-
laten, on ze cerst weer aan de uitkonmsten toec te vosgen.
Nu eischen de conserveeringswetbten waaraan de wervels voldoen, dat
2 - f

gle,t} = glt, - 0o (ayl
en verder neent de Torule (45) den vomm

, gttt} =~ é a% J yix, thda ' (IF)

gan. Uit (85), (86), (87) en (88) wolgt de integraalvergelijking
. Y . Lt Py o e ‘

£) o L | _.,”“%I«, (kg

b'rlf,fs.) = "»’zi =% o el PREA R £ ) =TT of % ,‘ [&3)

waarin de afkorting ; , : : | S
‘ Ly o= - ' : s (9%}

- 7
is opgenomen. Het linkerlid is een uit de gegeven trilling via (37)



P TN R
Lichtvaarslabo. . .o1iun
m‘u‘wtm

af teleidem bokende functle van { . Aan de oplossing is de bijoonditie

2, (4) eoindig
opgelegd.

De vorgelijking 1s oorspronkelijk door reeiksontwikkeling opgelost.
Later is gebleiken, dat de roeksen, die de oplosring representeeren,
sonmeerbaar zijan, waardoor asn de oploasing eeun geloten integraalvorn
kan worden gegeven. De oplossingen ziju van toepassing op willeksurige,
nits kleine harnonische trillingen, waarbi) de "skeletlijn" op wille-
keurige wijze mas vervomen. In het bijzonder de:t de theorie dus ook
het geval van onafhankell jke roertrillingen.

102 De bovenstaannde seunvoudige bohandelingswijze kan desceweunscht
worden vervangen door de nethode van par.92. In het gesteldc geval
biedt dit geen voordeel. Desalnlettenin is het verriogen van doze
tieeds wer!ind jze veel grooter dan dat vaa de "vervelnmethode". Dit
blijit, wanneer nen één der veionderstellingesu b of ¢ lemt vervallen.
De rothode van par.92 blijkt in beide gevallen nog bruikbaar te
blijven, de wervelmethode schter uitsluitend in hot eerste, drie-dinen-
sionale doch inconpressidele, geval. Z21) is ook den echtorvesl
stroever dan de methode van pur.%2. .

De op de verelschte wijze gegeneraliseerde nmethode van par.92
is derhalve 1ln gecompliceerde gevallen zeler de neesst dooclnatige, en
sons de conige die tot resultaten leldt. Deze resultaten hebben immer
den vorn van intepraalvergelijiiingen, hoevel ren deze eveutueel in
zekeren zin ken onzeilen door reeds in vroegere studle dey berekening
met reelisontiillkelingen te operseren.

De oplossing van het "compressibele twee-dinensionale® geval
is langs dezen veg enkele Joreu ¢eleden aan een llederlandschen rathe-
rnatieus, (H.Timman), gelukt. Het uitgemgspunt vomt de vergell jking
(34), Transformeert men deze on elliptische coordinaten, dan kan zi]
gesepareerd vorden en kont men bl) de differentiasalvergelijking van

slathieu terecht. Derhalve noet nen de oplossingen theans door benidde~

ling van reel:sopntuwiikelingen naur functies van .isthieu construeersn.

l.en lette erop, dat de elliptische coordinaten in het cccenten-
vliak ziju gedefinieerd. 2ij leveren eerst na het canbresgen van de
onkeering der Lorentz contractie kronlijnige coordinaten in het
stroonin-sveld. ‘

Bi] de uitweriing der berekening stult mem op enkele typische
noeilljkheden, die wva. hetzelfde kaliver zijn als de in par.93
bedoelds. , .

den econplete punerieke uitwerking van de resultaten omntbreckt
op het oogenblik noge.

103 ‘anneer de smelheid U de geluidspelheld overtreft, in het super-
sone gevel dus, roet de vergelljking (34) door de hyperbolische ver~
geli Jixing (35) vorden vorvangen. Deze oogenschi jnlijk kleine veran-
dering verpenalelijkt dc nmathenatische behendeling aanzienlijk. en
kont door verdere ultverliing von de karalteristielrennethode vrij snel

" tot een resultaat. .en kenm ook gebrulk mellon van een onwerking van

de tot eon integryaslvergelijking leidende methode ven par.92. Deze
omvericing is natuurlijk nogal Tupdanentesl, want men moet het door
de wergelljking (79) gevornde ultgungspunt vervaangen.

04 In het "drie-dinensiopale ‘ncompressibole geval” zijn voor

siange drasgvlaiken eenige benaderingsoplossingen belend, dle aan~
moopen bij de uit de toe)rassing van de gegemerallsecrde nethode van
par.92 voortvioceiende integraslvergelijking. De mathenatische behan-
deling is moeilijk, een geheol bovredigend. resultaat is nog niet ;
bereikt. Het probleen is op het oogemblik bij verschillende instituten,
ook bij het N.L.L., in behandeling. *
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Heent men thuns for aan, dzt do et de viscositeit sanenhongende
“rachten binnen de grenslaag von dozelfdo orde vun grootte worden
als de trussheldsitrachten, den blijkt dsuimede oon basis gecomstrueerd
te zijn, dioc het noselijl: moakt conm elle temen van de op twee~dinen~
sicns{;le;« “?ti:mf;l:é juiéga coordinaten gotransfomeerde grondvorgeli Jkin-
gen ) en ;

VAR ¥ ) " {

LA™ B, ¥ ¥ N 'y I S - * -
i;-w-;‘ v Y h‘ ¥, = e o S;‘ i’; > ;" .\‘ ] {», ’; Ll v’& v, } g i3 4 W N
[/ NN L ¥

& ) o . ":.32)
R S lge V) s
eon beranlde orde van grootte too te schrijven. De greunslsastheorie
berust thaps o) algeheele vervawTloozing ven alle termen, die de
doningerends orde vuin grootte niet holsn. In heot uitvoerig onderzochts,
stationnaire inconpressibels goval vindt nen dan di] gebruik van
coordinuten, die ultgesnde wap hoet in fig.’

y= mectiundig godafiniearde stel ¢ , y via
31 P de rolatise
w;/’f PN da =z Rdg
“‘éV zlJn bepeald (hetgesn leidt tot
/ _ ?er—"»(""}%) D G = ! ) '“1'“”)
e e de verrelljkingen
y, 2% yo 3Kk 2k R R S
oy 73y T T o ooyt R ¢ oy
’ ) ‘ f{’u./:'
i ¥ . )
s EA gl 0
o o

Dit is dus het bercerde stel grondver_slijkingen der "stationnaire
incongreszibele grenslacstheorie™. Het is zeer canzienlijk veel een-
voudiger dan het porssronkellijite "velledlpge” stel, doch toeh nog
imer in verbund net zijn quadratiseh type geconpliceerd genoceg.
men aanzisnli ke vereeavoudising ontstaat kennelljk 2ls A s co,
de wand dus niet gekrond is. Volgens de tweede vergellijking is er
da. geen een contrifugenlkracht conpenseerende component
van den drukgradisnt; de druk blilft in een dergelljk geval longs
ecn normaal wvon den wand coastaut.

Jen reallseers, dat de {(toncentiecle) vrijvingsizracht, die
door de streooning on dern wand wordt ultgsoefend, bepaald wordt
door de ultdrukking

N _
= oplox) (45)
()cj y-'l‘;

113 den ondor bepealde voorwaurden awnvacrdbore oplossingsuethode
van de vergalijkingen (94) opereert moh peoksultdrukiingen (& =
grensloagdikte)

: :
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vaarin '& (<) de als gegeven te bsschouwsn hoofdsnelheid asn den
:{ami van de grenslasy is en ¥ de volgens de laatste vergelljking
94} eenvezige stroonfunctie ;
. ¢ | ¥ |
: (%h=fg o B2-u7 i
ilen stult uiteindelijlk op een recurrent stel van oneludig veel
_gewone differentieslvergeli jicingen, wearvan de esrste guadratisch

s ¥
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en alle ovorige lincair 2zijn. Do vecortgezette ultverl:ing gaschiadt
goheel lanzs aumorieksn veg. Hierbi] kumnen de laatstell jk

het buitenland ontiill.olde iﬂﬂdarrﬁmﬁLAAﬂhiﬂﬁEUitﬂ ltonde dianw
rten bevi jzen.

114 Dcor ip »loots van x en y als opafhanksli jk voriabelen de
Lrootheden z oen ¥ in to wocron kem Mon de serste vergelijking (94)
ond‘ T bepealds voorvaardon tra&sfor&eoram in
.. V ey
L A AT TINONCA 43)
ox ¥ Qw'& ¢
die van het "warntogeleldingstype® is. 2ij vordt gebruikt woor

het onderzoe: wvun het asynptotisch godras van de oplossingen van
hot stelsel (94).

115 Im toclhnische bereleninson vvordt veclvuldig gobruik gemaskt
van ecn andare, door .Johlhousen ontuorpen, behuindelingsirijze van
het gronslaagvreogstuk. MHierbi] a4t nen ecuvoudig uit van een
wraden” benadering wvoor het wnolheidamrloup T in de grenslaag,
doarbl) sanneriend dat het voldoende ic een zelfde "arefiel”
in de van < afhankell ke grenslausdikte te pussen. voor deze
functie, x , vordt vervolgeus via een op de vergell Jkimcen (9Y4)
toeg;oaste integratie ~ die physisch tot de "inpulswet! leidt -
een ﬁiffarammaj.vemeli’il,,ing veriresen. Deze opnleuw linsoire
vergell jiiing vordt net behulp von nunerieke nethoden opgelost.

6 wanneer nen ook blj grensluosgbersieningen rekeanin; vil houden
da cmﬁmsaihilit&n vin de lucht, worden de nathenatische

ﬂoeili;}‘thaden aatuurlijk veer grocter, “"'eel is op dit peblied nog
niet gerrestecrd. Voor supsrscne strooringssnelheden 1s er in dlt
goval ecn additionsele noellijltheid, die pelegen is in den invloed
van de tenperatuur o» ds viscositeit- Bi) normaele tenperaturen
bestaat deze invioed uit seu verhooling van . nmet 1 , per dxls
graad Celslus teperatuurveriooging. Dit effect ken blj subsone
snelhaden vorden verwaarloosd. Bi}] supersone snslheden is de hoe-
veelheld 1o de gremslang ontviklelde vri jvingswarnte echter zoo
groot, dat tenperatuurverhoogingen von honderden graden zeer vel
nog: liif zijn. (De huildtenperaturcn ven de wet 5 & 6-voudige ge-
luidsuelieid vcortvlie*uenda V 2 liepen plaatseli'lr op tot6ysC).
Het is dan abeooluut noodlg de variutie wvan de viscouiteit in reke-
ning te brengen.

117 De geheele hierboven besproken grenslaggtheorie rust op de
ovvotting, dat de stroondng in deze lasge het door fip. /¥ getypeer-
de laminaire karater zal bezitten. DIt is niet aocdza}‘elijk het
geval. 4T blijlen ook strooningsvormen te bestsan, die door het
ontreden wvan (ammnmli;; rjcroscopische) onrerelnatig verdeelde
en Tluctuserende wolvalsles een hoougsdt durogelnatis karakts> heb-
ben. .lon nount oulke g”mmlu%stmwman "turbulont®. Van deze
geconpliceerde strooningstusastanden bestaat nor inmer geen bevre~
digende matheratlische theorls (hoswel wele pogingen daartos go-
daan zijn). Voor technlsche doeleinden 1s sen op senl enpirische
basis rustende provicorische behanuelingsvijzoe beschikbaar.
sen mathenatisch hoogst geconplicssrd on alle aanvallen

lang weorstand geboden hebbend wiasgstuk wordt gevornd door de
voorwasrden, die de g? bill ﬁit van deu laninairen strooningsvorn

A}

beheerschen. De wortel van provleen wordt gevornd door de
volgende gevone, limealre, doch dasalniattmin meer anplezierige
dii‘femntiaalvwgalijking « ca: Const

(U-c) (g ~2tyg)-U" spmz...m (g% 2a v”*m Ye) Wwwgqm{ﬁ} ‘

: Serst in den allerlaatsten tija is het aelukt, amiso buhmrliikn
\ Lmsultatan te bereiken. Y
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«1J esloovan, in et voorgaandn scu exnosé wan de wisiundige
structuur van de droggvliastheorie te Lobbon gegeven, dat sou wrij
bevredigenden graad von volledigheid vertoont. Natuurlijk ontbreekt
hier en daar mog vel lets. .1J hebben ons in den regel gehouden
ean het prinmaire gevel dot door dem soliteiren vleupel in de on-
begrensds "atnosfeer" vordt govornd. Dorhalwe ontbreken beschouwin-
gen over draagvlsiconblinatie, bv. tweedeikersystenen, tandonvliougels,
roosters van dras;vlias:ken, enz. Verder is geen candacht besteed aan
fle nogeli jkheid, dat het strooningsveld buiten het dracgvlak be-
grensd kan zl jn, hoevel hler wel problenen te wvinden zijn, dle wvoor
de techniek boteoitenis hebben. lisn denke san den "invliced” wan den
gigag op de streoning o den vieugel van seu startend of landend
vileptule, of anan oen vieusel dle voor opderzooli: in de gosloten
meetsectie van con vindtunnel is opgehungsn. '

Vexrder 1s afgezien vecn het bespreien van speciale, niet of nog
niet tot een cenigernate systenatische thaorie ultgeyerkte onder-
goskingen. Als zoodanlg zouden bv. kunnen torden verwsld de popin-
gen on bepaslde te.ortkoningen van de bestoande systenatische
}mmarmén te elininesron door het oppsnen van "doodwaterpebleden®
in het stroomingsveld.

wi) meensn, dat deze veperkingern sanvaardbear zijin. Bovendien
zouen vij, als vij ze plet hedden sangshouden, gedvongen zijn ge~-
weest an de gehoele literatuur nawteurig door te zien, waarvoor
de tij}d tern oeemepmale ontbrek, On dezelfde reden ontbreken litera-
tuugwl jzingen. Verder hebben wij nanen in den regel alleen dan ge-
noend, als zij onverbre'lelljk verbvonden zijn aan in den telist
vernelde vergelli:ingen, transfomaties, fuscties, enz. . /ver



)ﬁ" §orye R e . L S
AT TR oy *a,f, IRTIRTI R O3, ,
o ! RER S e &
J
TN & Vg ¢ i3 Lo o . AR
EAAVASE ARSI B AN TS ;3 do gg;hﬁ”* w der gt :ﬁ;*gg Ry
- e ,;”; e d 430 L

Korhs samenvagiine wag neg ymﬁgregxp.@rvggp ¥oorveeld.

b2 aarraking vesn da hiclagie met de Hmskuﬁce iizgt op ds wo FEﬁde ge -
Dizden der verwerking ven wearneminge-uitkomstan:

e de veroffening van waarmmemningsultkomsien; het bewa?sn Vun een ge= .
ntddalde en het zoeken van ssp maat voor de afwi 5ngav van hel ges
middelds, standaard-afwliking su middelbare {fout) afwljiing e

b. het vargaliiken van twee gemiddeiden met elkasar en ket bepalen van -

- esn muat voor het verschil daartusschen {middelhare afwijking van ‘
‘et verschilly

€. h 3 verhand tusschen ds al of nizt opzettelijk aangebrachﬁs groei-

azgtorean en de Vﬂrﬁ?&ge uitkomsten (correl&tia;,

d. Hrt in besld brengen der gevonden correiaties (1ijuvereffeningi;

e. het VGrgeTigﬁem van de verkregen met ds verwachte uitkowmsten {chi-
ﬁWaG*‘mﬁ tosts). .

Pe punten 8 er U 2ullen eersi korl worden besprokensomdat de form-.
les voor de standaard-aflwijzin gpg;‘;@i% = §}

en de middelbare afwljking o gg% g
nin =

w‘later weer asn ds ords komsn.
‘Daarin ziin x Ge waarnsmingan en iz ¥ het rpkeukunqig gemiddelds van
- waar“emikben, :

VYoor het cuo?ient ﬁrig xz‘ is m de term ¥arjane In gsbrull
furg “yariance

-lWanneer twse riljisn waa rnemiﬂgqn ret sl%asr wordan vergpxen
middelbsre afwijking van hetl versehil van dle belde rijenim 32 2

waarin m¢ 2n M o de midielbars afwijking van el¥e resks afgoraerlljk
voorstelien., 2ijn 4ds miiﬂ&¢udwa afwijkicgen geL‘iL dan 1is dus m, =aVl.

Of sen werschil tusschen twee reskssn waarnemingem belangrilk kan
worden geuncemd, hangt af van de diztributie vapn de wazarnemingen om aun
zemiddalde, uitgedrikt in d= grootte der nmiddslibare fout ep vap ery
aonventis 1n%ren% de toelaatbere grenzen daarvan,
 Korge sansuiding Ger normale 3iatrihotie (x-functie) en de abnsraals
{e~Pupctie) distribatie vaun waarpnemingei.

in 8s huidige ;vﬁ:inamrn‘wk rangzehikt men ds verkrogen gegavans
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ﬁiﬁﬁe“ heeft hiervan de vclgerde identlteit opgesteld:
” “"i - = -*v’w , % »
3 4 — P
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waarin » . .-zi1a was roemings-nl oasteny X en X . ds gomiddeldsn ¥an
ri en vely. kolomwen; X het algesesn gewiddeids.
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Yoor de bereke gau wunner wil balangriike vereeavoudigin
door de leden Vqr identlitell wat om te werken.
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Joor rijern en kolommen fe vervangsn docr “factoren' 3us bepaalds
1h¢ulﬂxvn?9!ijzen wan ds stol dle men ondarzuekt {(bemesting, behande~
14 ng moht chemicalien, phys. factoren of door sarallellen, dat zijn vij=

ent of rolomnen die op gelijke wijze worder bdehandeld maur slechts in
plaats versonlillend, verandert het sthesz niab.

Jor dnvosring der parsllellen cutslaat ecen schelding in sen "sysiee
pmatisen” en 2en "tosvalsTgedaclte

T & . - ~ = ™ ot ~ P 3 =Y 4
Fensinde ds gan avergichteli x te meken zullen wil] eenn ¥n
4 - -~ RV Bt | X . . P
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Parallisllen

2 - . o % - :’3 - 4 Pl - A FIE o
5'@21&“&#1%;]% L" + 28:’ + c—lgg + d? = i .03' 326:3 aw. 4 ‘:5@ = 5‘;‘0
3a h’@f&m‘ﬂl”"? i3 dug? )
Faetor, Kwaﬁraatgom - Vriljiheilds=, Varians, st
o » graden. ’ ~
Totaal L 7 . .
Parallellen 05 9 0,5 = S
Behsndeling 15,0 3 5;,0 ‘ e
»Rest 8’5 ‘ _ 3 63.1?47 N ) }

. 2e bshendeling Splitser wi}l in de factorsn 4 en B en een combipat
-tle vsn die tvee ,wslke de gnteracg.ie WOrade genoemd
%ij komen hiarag k?raﬁs £erug. <

Factor A = iag:.&ﬁ: - Gt. = 1252- 1250 = 2,0
1262,5 = 1250 = 12,5

452 4+ 582 | gg, =
n ,

Rest = Interactie A8 = %Sgﬂ « {2,060 * 12,5) = .5,

44

i
f

Fagtor B

b

et tweede gedeslite van de snalyse wordt Qus:

- Factor. Kwadraatsom. Vrijheids- Varians.
' ' graden
A& © 2,0 3 | 2,0
B 12,5 1 1255
Iﬂt_ AE‘ & C‘{ f; ‘;) G? 5

| Nu goeken wi] Dil elk der factorsn £, B en A de bijbehoorende toe-
‘valsrest. ﬁﬁdrvocf rosten end L g hulu?aballeﬁ worden gewsaxt., waarin
de ﬁesbetre¢¢ende factor en het toevalueleaenu Voorkcmen'

" Factor. par. T par.h. ‘Some

ﬁq 2? 25 52 ‘ o »
Az 24 ok 8 - | :

Scm., T P

en analysearsn deze als wvolghy
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