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. lJjT li~~:L:!11£31\~PJLM~~? 

~en in~enieur stelde mij als student het volgende probleem: 
~§Armte.geJ.eidi;tJ& in een koperen hollen cylinder. 
Binnentem.pera tuuz• T 1 , i::mi ten T 2 .. 

T = o voo.r t = o :t..:T ) 1)T (c). I c>T 
-bf.::: a.. ~'7 + "i: 1it. 

In de meeste boeken over differentiaalvergelijking~n staat geen metho­
de om dit probleem op te lossen~ Boeken als rliemann-W~ber en Courant­
Hilbert kende ik niet. 

Het is noodig, de studenten de weg naar deze werken te wijzen. B1j de 
B6P.M. werden wij herhaaldelijk voor dergeli~ke problemen gesteld$ 

Sehets oplossing: -,-._ T , 1/J. Q.-o.. ~.,.-t: 
I :,.,. . C -+' L c.,J,,i,,, I ~ 

1-\.. 
waarin T0 de van t onafhankelijke oplossing, die na oneindig lange tijd 

l bereikt wordt; def"'- zijn de ~ig§n.fy.ncties van het probleem 

. .PJ...f. +:..L .2t, +A IJ:::r; 0 ({ha O ~ ~: \ ~'c. ~ R. 
i) t.t. t. 3 t I I 

Deze zijn ~esse~scge typpt!€1.§., in 't gaval van een vlakke plaat gewone 
sinus .... functies. De coefficienten c moeten zoo bepaald wor.:ien, dat aan 
de begimtoorwca.arde T- , c I.P ~ 

-- 0- c::.... 1-..1~ 
voldaan is .. Dus ee:n probleem van F,2ur,:,terref!kS§n;Ontwikkeling vC!i,n willek':"U.4 
rige functies naar eigeufuncties. Gok vocr de quantenmechaniea uiterst 
bela.ngr:i.jk .. 

Ql!e:er,pglem~n. Indeling: ~. Olie-exploratie 
2 .. 01:ieproductie 
3.. 01:hrverwerking 

1. ~xplQtdti§. 
Gravimet:r!lsche, magnetisch~ en seismische methodeno 
De ~;ls:;,1ieh; berus.t geh.eel op de meetkundige opticc1 • .c,en kunstmatige 

aardbevi.ng ,wordt verwekt·en uit de tiJden van aankomst van de terugge­
kaatste en gebroken golven besluit men, hoe diep de aardlagen liggen., 
Moeilijk prob1eem: Berekening van de energie der verschillende soorten 
taru~gekaatste en gebro~en golven. 
Methoden door Somrr~rfeld, Weyl, Niesen en van der Pol voor radiogclven 
uitgewerkt,door Ca.gnii.rd en anderen op seismische'.go~ven overgebra.cht .. 
2. OJ.if!12rodyeti§. 

· 1\'1oet men de gaten wijd uit elkaar or dichter bij elka.ar boren? Moet 
men langzai;ull aftappe:n of snel? Oplossing alleen theoretisch mogelijk door 
studie V<iin vloeisto.f'- en ga,sstroming door pGreuze lagen. ~iet•lineaire 
differentiaalvergelijking., Benadering door differentievergelijking .. M.oei• 
1.ijkheden bij "de benadering en hoe ze oVA!'Wonnen werden. 
3 .. Ol.ieyarwerking~ 

J)estilla tie en chemlsche verwerking.. In het labcrat()rium in Amste.r­
dam · werken honderden. chemici en tientallen physiGi en biologen ( insect;en ... 
d.odende middelen) o Jtllen zitten wel eens met wiskundige problemen .. 

i;ecbn+§Cp.e .r1r2RJ.emen: War.mt. egeleid.in .. g.,.· 1utema:ti~cqe .regel:1::1.lft•. · ... · .. ·.· · .. · ·.••·.··.· , 
... · oe kan ik een storing van temperatuur .0£ druk in ·de kortst mogel:tjke 
tijd tot nul :reduceeren? .Begrippen: re~ponsie van rege+a•r, responsie ; 
y~ bedrijf'., Hul.pmidqel: Laplaoetransfprmatie (Operatorenr(:)kening). . ... · 

>· W~tegelei<l1n:g bij smeerolie leidde t(?t niet-lineaire integraalvergeliJ:c 
{f't,.;.t""g 1,i;,~.;+""1 ti 



Pl1em.u.m~_J21:'.Q.Ql.~!Jlen~ '4JOOr"11 ph~~rsisch(:• cheni:le, 
ieac tiever loop, warmteor. t .. ·tkktd. ing t vlo.;.• istof f;trowingen, tu1·t.1Jl ent::e ., 

.lllUJ,i~t.;a..J.nt• .. Jt.I.tU,l.e~ln ... g-'..i.f aan1eiding tc,t J~ vr1i.u.g~ i\J'!:; E1<0rl -A.:::lnt:..l 
iarde bollen volgens toe-val t.n s-:n ruimtr~ verd~eld z.ljn, <-1.a:n \-ielk~ schom""' 
~elin;_:;en zijn do.n .:ie afst,1.n.:iE'f.! tussc:hen n,'.ibu.:ri.ge deeltjes cmdcrhe1flg'? 
)robleroen 1ra11 de stiitlstis.che mech;c,tnic:a ·van gassen en vloehitof.f'an hangen 
1iermee samen. 

f;cq,\)J:em~r-t.Xa.11 .. rq~ th,2rn~ t1§t~h~_§ t.st t1;1t.1,e.~" . 
;ursus hierover gehoud~ll in Am.ste:rdwn~ groote belangatellil11; bij physici 
m b:i.olcigen'!: Foutentheorie van Gauss, met modex·oe Engel.sch::: verf.iJningen 
r.n Student en li':l.sher. lJking van instrume.nten. Theorie van kleine en 
~roote steekproeven: aan welk€1 tof'vallige scho111n.el:ingen zljn deze onder• 
levig?_ Ho.rtali tel. tskrom?rten v~n inset!tendoder,de middelen; hoe· dezt? .zoo 
1auwkeurig mo gel ijk te bepl:l.len .. 
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,i;:it~t: " ,f I 

ls'ao1ttarnn4 V:lU bet 4,rt.U)t!;vlalc is 1.r;xr;:er &Oil "'sol:o2'l)O rand tt .. 

\ 

fig.} 

Karakteriatiek zijn 

r1c 4 

!l overeonki' tie.ls een groote • slanl'"..ho id"• d. i. de verhouding 

~f~:1~~~5 >,.1 (orde v.groottea lo). 

J!. overeenk. fic.21 eon goedo "stroo.:llijnvom" en beperl:te ver-

1 bot•d1ns ~¥1:RS! di~~ (orde v .g:rootte a It -½ ) . 

z1Jn. 

.£ {owntueel) overeen.k:. fig.; k:lo1ne, de stroow.ijnvorr11Jet 
ernstic bedo1·vende roerhoeken. Daze roe-rlloaken bchoo1-en niet 
uoodzakelijk constant te zijn. 

Voor de vrijze van voortbovmeen is voorts ke.x·akterist:.elt, dat 
! overeenk. fig .4 de :rosultoerende voortbEH·.iee;incsriehti nc een 

kleinon (niet noodzt:lt·;elijk oo.nstanton) book naakt r:1e1, de "laneo 
,protiel-aasen". De.a.renboven zullen ¥iJ ae.nner::en, dat zi j in 
het s;r-mJBtriovlak valt (het8eon nie noodzakelijk hat. cev~l 1eg 
nen kan bet draa,cvlak "schecf" deer de lucht voortbotre69n). 
Verder kwmen eon goringe V-vorm en aan kleine "wroD{;" o.wir.ezi(; 

~ Q~ stroomgge l:ycht.: 
In de theoretiAcho ;physioa t·10rdt ,,p crondalac; van de kj neti.sche 

~ustheorie amcatoond, dat oon een eas, voor t1ut betro!'t de mcohanica 
van zijn stroon1I1Betoestonden, kw:1 opvJtton nls een "s~ndlukbare 
viseeuae vloeistot" .. Derhe.lve luidt de bcn.:ei...':incsve1\;ol1,1kill[ vmi een 
vloeistofelemetntJe met hat volUJ'.le t , 

n? {,.,,~a; 
! .::, 

' 't - -· " 
,. I rt.J 

IH ) ' j r. 
F ;. ' ' 

.:: ,~ 0/1'."- "~"' !: t'e,0·1 tn ~J ., 

·· De rechte .t 'a in den operator f.: 4ui,lon orop, dat ru,n bij Let be;.,alen 
van 48.b e-ite:eleid.o o,n zelfde vloe:letofdaol t Je in zl Jn b13\:egj ng zr.oot 
Y0168D. en dus n1o L op 66n v.:,st punt v •. ~n hot vuld ,.';108 t lo t.t.oL .. 

Utt (l) volgt Oil bokende \':iJzu de dif'f61\Ju.t1::i.ll"V1.!Iceli,kiOG 
1t"".:.. l\Cl'~lt. t\.-4'',\.Gl.,[,D~ 

1 i, ,-·r.,: .... "t,.,:4t 1:~l'"(.,"'t ... ('"''l, 

- .... . 
l'I . .,· .,, •y.;.,,c.,,. pt, ...... cC 

Dac.rnovena e;eld t de continu t te 1 tsvorcol i J k1i:ie 

~ ,.. di ,r ( 'I il) :: o O ) 
bt' 

De veraelijking (2) is ee.u vectorrerGelijkiDC en oequivnlotr, i»t 
3 acala1:re ver1;el1.1ki.Deen,, Teza--:ien tuot de sca.laiX'e 'Wer~l1jl:1"8 (3) 
bebben m, 4u1 nu .I vorge11jk1D8f!n voor cle ri jt onbenri4e tunct1ea 

" 



. . ·. ;. . . . 1'. Ii t; ~ r. t /fi I f • . 
'■HI.ta tdJ • ua at te oapasnt.M • a;ue•t•• .,.,..,,.. 
~•;--· eadbait• 'fOOrtbewogell ~- a66 eae1 ...-.&o•••• · 

·r•tt 1ttwtfll'~C. "::,::::.~::1:!'!:.::t:.•wi:~-=~-
, 98dentellea ...,_atuu.arta\1ea te bohVlooua (bet.pea bbolilt 
· lat \113 1uum••• aiet Mt ee.n ~$ 4l"UC'Vlak te doen te bebbea, 

IOOala bi 3 kolllacapro'bleaea he gent zou !twmlta t.1 Jn) , 4an. JalJI ala 
•l~to.e ftrgel13k1i,a cle wet d.er ad1abat1ttobe tceataD4swrandier1J169A 

" ( ' )"" A * "f., ; .-.. • Z c~t-•clSoott .. ._'.Ur.16.r,-,,. (11) 

41enst 4oeu. Voor A en r. k'w:UleD de dru.k, reap. dichtheid r.io:rclen ge­
nomeo. 1n eea nat nld.pullt op aroo~n afs~and wn hot draosvlak (d.1. 
1n een punt war petl mr'kbare stroon~1 optre0dt) • · 

!1j het thuna conplete otal d11'terontiualver(,eli3k1usen bohooren 
ra.n4voorr1aa.rde:n. Deze acnrijven voor, oat neu. 4G randon van hat veld, 
dat is Clan bet oppenlak •an het d:rascvlak (het veld stre:.tt zioh bu1ten 
bet draaevlak in het aJ.ceneen alz1J4ig tot 1n hat one1nd1ga uit), 

~ z: 0 i y"""I .i; C t !.) 

De aersto 100rwaor4o is YBD phy.deoh ate.ndpunt evident, De tr.ieedo goort 
oen b&kenda a1Go.nschap 4e:r v1seouse • d.1. 1::levende • vloelstoffon wear • 

.U !en vluchtieo blik op 4e bovc:n1VGr.l8lde nro.r.u1YOri}Jli.Jl:in6'):u der 
aerodyn!l'lica 1s reeds '¥0ldoen4e 00 tot 4e onrtulci~ te fJt)roken, dat 
hot hierdoor 1n z1Jn ~eeuten. vom getomuloerde nothe~:at1aobe 
ffBB(::atuk atz1ohtel1Jk gecoriplioeel'd. ie, De ver~~11Jk1ngen ziJn ni. 
niet 11.neeir en 't'SD booee orte. Bet is direct duldalljk dat, zou nen 
vier onbekeAden - bT. Y,. • r1 , .,,.._ en '? - elitunee.ren, neD een onduld-
baar geoooplicea:rde Aiet 11nea1:re putieele d1tt'eront1oo.lvoxt;al1 Jk.1.J>G 
voor de v1Jt4e onbeknllde • den dl'Uk - zou ove.rb.ouden. 

l 'tlir-uarl£9i1JlG MI &Pr!DQ.J&? \iri jv;iJ:}6 • 
ll De Tiecoa1te1t nn lucht ia zear kl.ein. t!.1erl:n lic;t een ui tnood1glJ18 
opgesloten,. hoar ter vereonvoudicl.Dg vun onze al te aoccr.ipl1ceerde 
gron4voreeJ,1~ld.bgen gebeel ta wn1ntU'loozen • d. 1. de lucht door een 
"ideal•" ,.loe1atot to repreaenteereia, • .1.mkele conoequontiee kor.it mn 
nenaltkeli Jk op he t spoor, wanneer mn u1 tgaat VL.i.U het 1n fiG., v:eor­
eecevon qualitatieve baelC. van hot atrooni11,r:;sveld <T., oen dl"flGiSTlak 
(gezlen in een uot hot draacvlak m~be\·,">send. beacbrl jviJ3Sastelsel). Ona 

---- physisch GQVoel b9Testigt de ---::.::~------------ ~~= ~=-- YO lee nde bo sch ri jvi ~ 1 
-~-____ ----------- _ ---- 1'lneovolc9 van z13n kleine 

---- _..~--::-~~_::.:-- d:lkto, (;OOdon strooc!.l1Jnvom 
-----~--..--------·-:. __ . __ .____ en !tloi.Aen "in val.shook" brEu1gt 
:---: ---- . -··- t 1e ~~~--- ~!1!!'1~ft;~:.s~:!cr~a:e r 

, ;,· one1nd1ge po.rallelatrooning, 
1 q die et ... zien vanui t hot d:raogvlak 

buiton. het draosvlak heerscht. Oesalniotte:i.ill ::ioet echtor tencev~o 
van de l:leine 'V"iacoai te1 t de tonceutieole strocrmnolhe1d can het dra'l6-
vlakoppervlalc nul z1 jn. In bet "ideule Vl(.1e lator~:oval" i.s dat n1r~ zoo• 
rrant de bet rottendo rnndvoon·,aorde verval t voor 1doo.lo vlcrJia to · en• 
~rholw r1oot e1· direct aan hot dNiJC"•P~ervlflk !.iltijd eon dun huidJe 
vlooistof' aon te w1Jzon z1Jn. wae.rbinnen da stro<Xl.in6 bij aen op 
"1doalo" Tloeistof' scbaaoerde bohandel1~ incorrect t.ordt weerseaoven. 
In dit laagje noomt de atroorumolhe14 .. tn ,:erkelijkhoid• von nul tot 
de l'teroote st1otr.1J1.nolhc1d buiten den vl~,l~jel" toe. Uet draoat de naa::u 
"Cl'ftDslaec".,. 
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· i~Men vot-ondexst~,lle dat. hot st,r~o1~inc~veld in zi jn gal1ef l stti t:!.on.nair -· 
• ·a-ll't~.z .. -~et- ~r g~en seeu.o.daire bet:e:).ng van het tlrB.ngvle!< is* doch _dat ·::; 

,,t ;. _.t -{')nbev1ecelijk in q.e op zic..1-iz-,olf 5tutiom1aire parallelstroc nine, iB o~- , ' 
i:85Sta1d,, 

~:'4. · Dan r:ordt (l<J) 

(11) 

I 

Ven].er gaat (3) over in 

'ii Ult ( 4) vol.gt 

/(. 

=­F"t...-f 

d./tJ : !(. d(? Of . :!~ ~ C "- 1 0.,1,: V tJ :r. ~ fl /1., 
,._ - JIJ T' : . of.(? ' C'-

~~~geen via (13) in {1.5) cesu'bst:j.tueerd, na deoli~ door tct de uitl~om.st 

..d ',I) - /c,,, (f'w) · r/ i f?\O}~ (16) 
t,, 

·: idt. "tli te;e~chreven ~,ordt di t 

I tf:::, ~ ) I SP, i. ) ,. I_ - _iJ)e,'l:i."' ) . . fix - \ f -• -- -?- ({), \ I ~ .:..1.. . -/ ~a:1. 
... ~"':~ I Y'J . c.• . 

- ..!j. ~ ~, 'Ai. .( (ti' ~"'-~- - .2 ~ ~.:i!., ¥',t_ :: (! (!J,) 
¥-.r, e.,.a. 'Jl'..t. c.-~ :11,3 C JI, 

Men veronderstelle, dat. het stroo:r.inesveld "tt.reedinenE1iont al" 1s • d ~v: "z,,- · 
dat. de veldi'uncties v , ,J:: , enz .. elechts van tv1ee coordinaten afhaIJBen. 
Het dran_svlal-c v1ordt dfu"l. onve~:1i jdelijlc een cylindrisoh lichat: □ 11 dat zi ch 

·.: 1,.n "sJe.r...1:ijdteri . .chtine;" naar \·1eerszijden tot in het. oneindice uit,strekt .. 
. . In deze situatie blijft de ~o:_·elij!;:h.eid bohouden, den. inv:loec vau het 
:,~:-.•raagvlaltjro:f'itl te onderzoelce.n .. Tengevolge van de groote sltiukhcid van 
~7'.~bo.µventioneeie d:aagvlakl::en behouden de resultaten nl. ook vcox ,·:erkalijke 
ff'...-~eevlukkel;l binnE:n be:laalde grenzen huv geld.ighaid. 
~ -~ Is het strooy\inr;svcld boven.dien ttstation.ttair'! dan nee:ot de ve:z:t;elijl:ine 

.,) den vorn 

_,, .. (,., ::r·; _ ~ _ ~ ('? --v;.~ I o ~5.l c.~ ./J' ,,.. , - ..., -· ---- .-;. 
I ~.:it ;; 'I 

volct <lat nan het. veld in di t geval door 1>e::-ddJ.eling van de 

),,:v ~ ~ 
e., Vx.,. -= ~- ·; -. f v;: ;r. -· ~ (lS) 

-. ') ()l_ , # ,':JJIC. I 

•uit een st:roo:afunctie 1.:un afleiden. Voor daze stroonfunctie r,.!:in men 
"riaa·r mu1losie :met- (17) eeu. diffe:t·0ntlat.lve1t:·elijki.nt; ~fleideI, die er 

. -a.ls volgt ui tzte t 
,,-

d 1 / ' · %. I ' . 1 r/,, ~ f :1. VJ y/, 1/J - ,~. (2.C) 
·:,'.:t.,, J ! ~- ·.,·'~":'"".l. +.,. i t ~""'"' ( I - ;~,,._ '¥, l -,,.. 7;:;~)\ . .,_,, 7 • 1 - '-' . -- l (9·. / ,, ,, ,.,, l~ I,., . ... ••. 

lijkt hocl veel o) de dlffercntiaul veinelij;.dne der ::i.iuir. aalo?~)e:rv3=a:.:'to 



•'trooa.1.ncatoestanden ( P~ < c." ) een goheel andero struetuur :,al ·bez1tteD 
~an de aero4:l'nanlca der aupersono atroor,i.~;stoestanden yll ;;If c 1. en tevon.a 
4at zeer biJz.ondare t1oe1l1J~c:beden te von1achton ziJn. t1ls 001, stroor.d.na•­
veld zoowel aubaone lla aupor,-one sebieden be•o.t. uok de volledice 'V'Gr- · 
gelijldDC (17) ie TWl hot ell1pt1sebe dan wel hyperbol1scbe t.,Jpe, al 
naar -;r~ < c .. ot 7'J. > c" l•• 
.Q. J.ten verondorstelle, dtit do anelhe1daveran4or1ngen die bet 4n~vlak 
1n de stutionnai:re parallelatrooninc tot stand bre.ogt, zeer kloin bl1Jven 
vergelekon biJ de snelbo1d 1'8Jl dez.e strocnine zelve. Ret k:ost ceen n.ooite, 

aan de hand van fig. ? te rad.en, 4at 
4eze wrondor1ttalling - TCoral 'biJ een 
zeer du» lnugYlak - Toor nlle punte11 
ftD. bet strooctiJlG&Told aol 01>1aan, r.'91-
licbt met ui tzon4er1n@: TUil 4e 41reote 
or.ice'ri.ng ftD den vleugelneua. Zien tdl 
T&D. dezc, luatate cot,.plicatie even at, 

f ij ,. . 

►or4t gesteld• 

den 1a 4ua, ala 
V a 'fl.,. Y , ( U unst.) (22.) 

lvl <<. Iv, . (.W) 

Rot ia ertd&nt. du. t non onder d.e se1.:e-ven cr..sto..udighedon tewna ken saa-­
J18l'!le11, dat de atoringen van druk en d1ebthe14 kleill bl1Jvon vercelelten 
b1J d8 ongostoorda v1aurden van die eroothode.n • ..itelt oen dort.a.lve 

(.r,v) 

dan 1a 
I 6 )2 I << ~o I if I« f? • (~"I") 

Subatitu,teert men nu de u1tdru::~~1nsen (22, on (24) in (2)(me,; 1')110) en (l), 
e11. Tan-raarloost men e.lle ter:::ien. die 01, c:rond van de sohatti1469n (2:,> 
en (25) kl~in vo.n de tv,eede ordo z1Jn. dan bl1Jtt over (de 1'llotor fl is 
near richtinc en arootte ooneta.nt) 

iv ( - ) - I ~ c:,&f u- C" M +- v., v +,; Pup .=:o j "it+ q0 a..i.vi'..,. •P'o~ :o 
Daar wlpna (4) 

(.26) 

I op = c. 1 J f c.,. .. ""' 1; 
1a I kan men voor de t,7eede verceli jk1ll6 ook schr1 Jven 

I (ls,, . - I ii ~• 0 ( !])r) 
~ ~t 1' 'lo ~ Y "" "c;• • "' l:J == ~r 

Diftenntlee:rt nen di t naar den t1Jd, on past nan op 4e eers·;e 'f8X'8el13-
k1Jl8 (26) de operatie "41v" toe 1 den krijcen we 

, '!/Ep Z> - , ·- ~ ,., r _ - - .,.. o - .:J..v v ..,. r"\. ti e. 11; op - 0 c;' lJt:., ,. it ~ oC 

d.i.v !.! +- r:t.v ( i7. v)v 1- ¾- et:.v , l ,o = o 
Dt 1• 

Bierui t ktulnen de terneD div ~ • ft div 9 wor4en geel1i'lineerd . Da.ar 
41VY• 4 1a, kcmt er 

l'!• , - «lE.- · l - )-, .-t:. - .A p .,. V r, ~ - 9o d.iN U · ' " • o ~ bt"" ·· c;a. or:. 
. Daat echte:r 

di.v ( fJ. , ) f1 = U. / f d.i,,,V,. 
• 1 . kaa r:18.D. c1e anelhe14 7 mt behul.P Tan ( 2?) geheel la.ten Torcl\l113nu., 
tjetm opl.e'f8rt . . 

J.. c)J-4',- _ II p .., .!..,. Cf. r ~ .,. ~fl. f ( fl. • ''·•·~ . .. J• ♦ , 
C,."' ait• c_a. i,it ~. ' ' ' 

' 
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~::.:.:::::q: ultvor:: rie; bo~tudeard- Het is beko:nd d~.tt h0t een ~!:00.1::··. <': :•,ip.rd.gt~ . 
or,lo3sinc ilt~ef't; wanneer ala novenvoor..1e.t1rr.le cont.i:uu!t.Git 1 ro;.1 clo ~:,1c~~-t0 · 
z.el:f 9 :J.lm1e(10 van· de eerste on tv;er.3dc ufgcleidci'\ nnar .::,,;, " ,7 011 ,. .. 

v1ord t opgelee;d~ In het geve.l vo.n h.et draag·vl ale. gee:rt .\!~y_:~ . .f';S:Jt.8f;,~ 
het stroo:min~,·sveld ohter niet correct weer> De oorzoru•· s iie vo'.tt:E~:· ::.,i::te i 

D~ eenoende op oes ng heof't de eigenschap, in he~ ctl.Gar.:~ee:u r,;cu 
~ul~ri teil te vertoonen in .die randpunto.t ... , t.ra~r de l)esrenzonde 
v,an en knikken vortoonen. dus in hat bijzo.nder 1n do,.;i echerpen .e.ohter­
ra.nd v·an het draacvla.k. He t ve rschijnsel is r1olbekend ui t ile theo:t·ie · 
van het dool" dezelf'de verceli jking beheerschte electrostatisch,) ¥old~ 
waarin bij scherpe randenJ:1.ooge veldsterlttar1 optreden .. Loneiwlig 

~en bij nadl;)riJlB tot den s-cher:.:ien. a.chterran.d onb·egrensd_ tcenorcnde 
stroomsnolheid is echtar om t\."!&eerlei reden onumvuuI'dbaar, In de 
aerate plaats z~u dit verechijnsel volgens de wet van Bernoulli (38) 
.gepaa.rd go.an net nwtieve drukken van onbec;rensde gx·ootte ·~ hetgeen 
in een gas door expansie en in een vloeistof door danpbel vo1-i:..ing on­
mogelijk v10rdt gemaakt (dit in and.ere s·evallen inderdaad \'Jl\argenonen 
verschijnsel heat, cc.vita.tie) en in de ttraede _plaats zou he+.. bij de ge­
ringst.e rest van vi scosi tei t door de alsdan onbegrensd toenerie:o.de 
'fil.ri jvine;skraehten te niet gedaun word.en .. Het optreden van de sanoande 
singulariteit is derhalve ontoelaatbaaro . 

. · Daar het e:::perioont leert, da.t bij don scherpen aohte1 .. re.nd in geen 
geval ernstige locule onregelaatieheden optreden, aan de seldie;heid 
van de grondvergelijkine dus zaJ.:f's in de di:recte ongovinc van di t ee­
bied nauwe11jks m,tt.'ijt'el.d kan v.iorden~ is de noest e.antrekkeiijl~ o:p­
los~ing van de geconstateerde noeilijl:heid deze; dat non eon locale 
inbreuk op d0 continu1teit toelaat_.. Dezeoplossing blijkt lnde:rdaa.d 
de juiste te zi jn •. Zij i-.rordt nader 3ep:rociseerd door de volgenda fun­
danen teele stalling van de draagvlaktheories 

Het strooo1i!!fsveld om een dre.~lak bevat een op den soher~n 
achterrand van et dr~via1c aansu1ten~ d!scontlnu!teltsviws voor 
de stroomsnelhe!do DeTscontlnu!te!t heeft ter laatse van de 
achterran ou e er momen een zoo an ~ wc.ar e do: e vom van een one!ndls hoog;;e strooosnei:iieiddaar. v~o:r t voorkonen.. et 
~14 is ow#,a,ens eont!nu.... · · 

Indel"daad blijkt het randwaardavraacstuk der vercelljl:1ng {.40) 
. on.der deze o:istandigheden opnieuv1 een ondubbelzinnig pepaalde oplossing 
.te hebben. Dat da in de bovenstao.nde stalling vervatte ui t::;angspunten 

, ind.erdaad op ieder moment zoo\'101 de pla<J.tselijke 0 intensiwi t" e.ls de 
posi tie van hat geheele discontinuitei tsvlak vastle~:·c;en, wc.irdt door 
de volgende over.recingen aannenelijk genaakt. !:ien reulisee~~e zichi dat 
een discontinuitei tavlsk voor de stroons1J.el.heid lean r;orden opgevat a.ls 
een concentratie in eon vlak van t·1ervellijnan, dat zijn st:i·oonlijnan 
vn.n den rotatievectorb 

Nu lton rien ui t de ciroulatiestellinc:; va.u par,,3 ... 3 zondt;r moeite 
atleiden dat trervellijnen "a.ls nate1•ieele draadjes" door 1.~e vl<>eistof­
st:r·ooming vrorden meeeevoa:r.d e:n daarbi,i hun intensiteit (bit geschi.kte 

. defin-it1e aacirvan) behouden .. Do.ar verder de divercentie vai\ een l"'tb1tie 
nul is, hebbon zij -de bokende eigenschap altijd hetzij ges:i.oten lijnen 
te vomen (evento tot cosloten lijnen te lnmnen irrnrden gecnnbi.neerd), 
hetziJ bij de gra.nsvlal:ken van het veld aan te sluiten, he>geen in I;et 
gegeven geval natuurlijk bij den e.ohterrand V-QJ'.l het draagv:.u.k gesch1.~dt 0 

De2.e eigenschappen leooan. teza--:1en net het in de hoofdstel..iDG vcrva'tte 
voorsclu:i:f't aangaande hun vp;rn.1;ga en de in de g:rondvergeli:'.1:dngen neer­
gelegde veld\"1etten de heele evolutie van hat discont~u'1te: tsvlak 
ondubbe1zinnig_ vasto 



... 

;'.:$ De aanrxezigh(..iid en ze.1.fs de vorniu, v'an. ccn dincont;lnui tei tsvlak " 
,1n een idee.la i:nconpressibele vlooist.o ·· is :o.:tot in st:rijd net de in 

~t_,,:.var,.33 cen1?or:1de rffn'velstelline;en vrin H<lnholtz$ di~ de vorning vun 
!ifoto.tiesebieden in eon ean:vankelijk ro .. -.,tievri j veld vel'bicden" De 
,,,san.anhang ·van iede1-e tienkbeeldige lus D die de m.et een discontir.m!tci ts-
irlak overeonk:omende .-l:L"7lietconstell,ati, " van ,;;.ierv.:,ldraden snijdtll 
v;ordt nl > tar pla.ats·e van de 'doorsnJ. j<l .ng a.a.nstonds ·verbroken 1 zoods.t 
dorc;elijke {neestroon.cndo ! ) lusse:u n:ir:r 1er r:1.et. cesloten lussen in het 
aanw.1.nkeli ~ik :r-otatievri ji:: veld lt1.mn.e:n · rorden geidentificeerd .. Zij ant-· 
snappan daar:·.::ede atm de c·verieens i:i:1pe 'atieve wervclstell1n.gon .. Zij 
vom,.en ecn in een :i.deale vloeistof all0 ,szin.s "mogelijl::11 ph~noncen~ 
A~derszijds is er g"een 1:'!ij:fel aania dat: nen bun ont_staan van de st:roonings-
~neorie der ideule vloeistoffen ni:.::i:;er nad~l' zal kunnen ve:rduidelijkeno. · 
.t'roeven hebbon aangetoond. dat het in ,-ezen niet de drBieende druksingu•­
lariteits · doch de rest v.::.n vimiositeit is dewelke de vloeistof duingt 
den strooningsirorm :met discontinu!teit wlal;:, te realiseeran en-niat den 
vorm t.;.et een eventueel dco:.:- ee.n locale onre~;el;-''8.tighaid uitgenpischte -
sineu.lariteit3 Di"t komt d.aaro1) neer, d.,,.t hat vernoedelijk de st1~ooming 
nAt .discQntinuitei tsvlak en zorider sini :ula.ri tei t is•· v;aartoe de strooming 
van een visceus med:;1.Ur.7J. i.u het limieteo ,.al van verdv1ijnende viscosi teit 
nadert .. Voor zoover beke:r.d is dit eeht•Jr ninaer op nather1atisch bevredi­
gende wijze aunset.oond., 

TI. Ter vcrscherping van hot algehecle beeld van de stroor.i..1~ r:o:rdt thans 
het "tvme-di:iensiormle" geval noe; even ue.der bestudeerd .. Io. fig i> 8 is het 

_____ -·· _ .ttaae;vle.k µet het daarop aanslui-
'"!- ·- - --- ,11:. . . ___ -,, . ~ende discontinulteitsvlak ge-

~ __ ... -_:,--_': -~,~::~_,~; ,'. :~ekend,, De rrerveld~oden vau hat 
,--::,·.·-·0.::.:..::..··-- :rr -,~--"•-- .. --·_<., ,.tisco.utinuiteits-vlaK zijn naar 

",~-:----- ----~_:-:_-______ .... --· - 'reerszijde:n in het onoindige var-
_:·,:~.---~----·--·-- tr:i,1nende rechte lijne:o loo_d:recht 

ti:1?l· >1? het vlru: van teekeningr. In de 
'ig .. zij.u ~ gesloten lussen aan""' 

gee;even" .. ~o.neenonc.n r,urdt !lat de dro~~ ·lol\.bi'i:rt':ecins ui t de rust cestnrd isl} 
op r;elk noment de beeim'.;srvel E van .he . discont:i.nuitei tsvlal,c is gevorm.d, 
·Derha1ve kan de l;1s I met een gesloto:n lus in de ao.nvankelijk rustende 

· v1.ooistof' v;orden geidors.t:l ficeerd ( die , '..oor "noe$t?'oo:men" in de _posi tio I 
is gel:or1en) en is 

,· ~, -~· .:r~,o~.-,0 
f 

t'" I .,_ f' .,,,.• 
"l' --c .. ,.. 'j ii ~ :~' ¥ as =-" '': .... :::,/.,,> •.• (.v if. . 'f'" ,;: .. ' t;,1..l) 

d,,w, z ~ or1 het .r~zo~2;t (·:Li: het dis{~nti .. uiteitsvlak) en hat dra.a.gvl-:k 
~Jden op ieder no::.'tent g;el i..jke, docb teL.::ingest.cld ger~chte ~ circula ties O.P• 

Nu onvette lu~; III he'~ stukje dis onti:nuite:1.tsvlak, a.at in het 
Jui st beeindigde tijdsinte:t>vniJ.etj,~ t1 t ts ~avomd ... Dan gel.dt{,l omdat 
eem1aal ge~orode v,erve:i..s ond-er behm:ui rim nun sta:r .. :::te ;,·10:rden ooagevoerd 

I. ~-.. i: .1. --~,. ' "71 
(!; ·v' d.:_ -· I <,,;,' Y clS. ; 

f .... -· ~ ..J ~•t:-.-. · m~ u~ · 
· vmarbij de integratl net het bijsch:rif; 
, Uit (42) 1 (43} en (44) volgt 

f !,,. ;;; ;r 1· - - • '<-' V . .;.,5 . I 
- ".:E..J -::- ti -

(Y't) 

"zogn hat volledige zog omvat. 

. 1: ·v. er!: .:: ·•·- J v. ;; ,. r J v. ;;:; l .. _ ... ;:: _ At ..,.,z,t i v. a.:s _ tfls) ·,ir f!-' 1i: ., . ~ .,,. ·.. '-' l.':f 
Men neme nu aani dat de hei:reging van h:;t draa.gvlakg, een:::::i.aal. ~ego:nnen 
zljn.de, eent stationnuire :re¢btll~niga ~n draaiingsv~je is.,. 11.en neg 
dan. verna.ehten dat de strooniue, aJ.tha·is in de onge~ng van het draag-. 
vlak• en van daarui t gezien, ~venoens ;tationnair za.l word.en ... ln die~ 
toe$tand is de· geheol :reehts in (4.5) s r.uan.de afeeleide nul. en moe.t .. d\Xe ·· .. · 
oQk .de geheel. links staande intagJ;."a&.l 'llul zijn~ Derhalve kan, zich in . 



ee.n 
en h~t ruoovoorsc 

nl, tweevoudi!#: saru.en•~ 
o:ll!!lt• .. I , 'A ..... 

z~Y-~bQ o~losba&rne d van bet 
_r ·obleem vervalt .. E.r z1Ju,in d.tt 

geval zeU'a oneindie veel continue opl:ii:H"'incent daar de ecnduidiahe 
eerst hersteld. vrordt nan tavens de e·~rc.mla.tie in de (en}.:elvo\Hlige) 
klesae van in het veld hl"l"educibela lun:;en voo:i::sch.rijft~ 
Blijkbaar kan en n10et non die c11·<.rula zoo kiezen~ dat de singulori-
tei t aan den scherpen aehterrand at ~;:egvolt.,. 1.ien verl:rijgt dan inder-

' dasd den lL-:!iettooete..nd, die blj ting de be :lng van t 
startwrsehijne.el dou d;1ur r:ordt ,viderd 

ll · In bet drie-dil1en1:.:IJ.cmeJ.e ve J' Jnt het dis-cont i t~vl 
iilmmer geheel~ dooh t ~:A1tloruulire geval lao.g no. den 
start een von::1 aan i tHun•l'i ~1 in do riol1t ·1A.1.n 
stroomiDB vallen. Dij don start, veranderlijr..e be,·.reginc;t zi 
er ir~r ook l'Mrvelcot1i1,,Mnten. loodrec: de st:roou1nc;sr1.chting~ 

· tatiet de en ,·mrvels er , .. bij een 
''cje l'U..Bt begonnen u.~•=·=··• ·~ OVG 
fig,,9 uit, •• Ule t1el"'l'.rels 1::unn.eI1 aa.nslu:ttende u -v-or~ 

t.rarvels \"/order. ge ineerd 



gG"Jallen 
'"'11 ·oplossingen oval" 
1n algarJeenen on st?ik:ten vo:rm nlet 
lo:mst1?s oo!c technisch t,"el van pel~v zijri ,ro,lgt bv. 
net beACend is dat er on.der Ol.'.Wtandigl1Gden oplossingen 
die O!:l 48 eon or andcre reden pv,yslst~h niet noliseerbi::..ir 

i. Prot1elt;hporj.Et .. 
§1 Uij \7111,en thens een korten blik rl8rpen op de op bet 
mer .of minder ri~ u1 tB911erkte lloofdstukken van de 
theor1e .. Als zoodanig kocrt dez~i.:-rr;,rot ltheorio" in de 
,:?la.1ts in aa.m::e:r'k1Jl8,,. Zij be.rust - el81ll8ntairen vo1n -
Ge Ter&oLt.voud:1,ei.ngen Jh )l en 2, van p:: r ~ 42" zul in?.ien., er 
in d.it geval BOen diacontinu!teitavl~ 1s, doch een overal iJO:ntinue" 
siDgulari teitenvrtje strco.m.ing nitt e1J.n bepaalde eonstante .~troulatie 
om het dre.ae;Ylal;::.~ De groodve:ru;eli is de ~;ee-dirlensic>ht,le 
t1&.alVOl'Gelijki.ng 

.Er is ook een strconfunotie -y, , die '.:an dezelfde verc:elijl 

'it 
d.'IA,... Y ::. -· 1· rot V.; ~ - ;;,,. ? 

li,;r~ ~L t 
Evenals op alle twee -,c.u•.~ ~ .......... M.. pr. \.lit de potentit" tl theotle 
kan !.llell derhel ve Oden van dci :t"Unct:tuth.ooriet1 toopHc.:::en. 
Kraoh'tens de U W Ca:..lOii.y 1111 voldoet nl, !3,00\"Jel 
het re~ele ti.ls .not stuk v::c .. a ie e mialytische f\m·otie 

F(~Jnet .;, = .x~"<;, aan vergoli,1 ; (46y Dlente~volg(i be 
iedere fu.nctie .van di t type 2 static·.naim f:lt:t'oon1.nBsveldon van eea 
ideale inconpro hele vloei stof@ De ~e tvro() 1re>lden ontstaan. ui t elk.a.er 
door verr1ioseling van rolle,n ,run, l)Otm'..ltinal- en de n.troamfunotia .. 
In iedor 110ld levtren lij11en v- , nonst ,J.:i stroonl1Jneu. er.A de 
lijnen conat .. de a(\':quipc.rtentiaal:_ijnen, BeideLzijn .ondorl1.ne; 
orthogonaa.l. .• De sin_~lari tei ten va.n func'l;;le F c;even ewneens 
sinGulariteiten het stroor1lnssve , bv,, liror.:'len 9 put.ten.$' scherpe 
randeni geisolo,:,rde \,ervols er,. sa,ez.Hite incl;)n da.arvan., L.,"lfJrz.6:lel iDg,"n 

Mam11 net ve 1.den moc;elijl::he::..d van 
tomatie van ""'_.. .......... L,~• lden in :1,.:.r t' conforr...e afb~:ield5.ng~ Van 
deza nocelijl:he1d ln ,PI'ofie·*thoor:11:1 eon -melvuldig sebruik. 
geru:m.lct. Z.ij reducsert het probleon ·ro..n de l1'.:lrakening van hat stroo­
~11DGsvel.d tot he't, vindc:u van a.ie af'boaldinc; ufunctie II die het gc:rvraagde 
veild u1 t ean reeds bekend doet on tat .1wi. De ui tko...'"1.St voo de stellillg 
1a• zooala bekend is 11 .de vol.gen.de., · 
. Indien men do pun ten ( "i) van oon. t~-i: "•cU.raensiona.al s tro~s .... 

~:~l\\ vu. een inca:apressib,ele v1oeisti,)f door b9middelin6 van de 
,t:~foma:tie 



(49) 
~ennaer nan a.fzie vtm 
tre,nsfor.:10.tio:f\mctie 

een bijzondore rol .. l~n atelle 

en 'rlndt direct 

y&. yr.. 
ft .,._ =..1 

7;-~ {)1, - i 

3 
van 

afbeeld1rig 

\ 

W.eruit volgt dat de cirkels 1:', oonst, Yan bet z, -11lak in ellipsen mt 

halve assen """' .~ en t - i overgaan,. lJGe.:"l.t :ooli 'i nagenoeg gelijk aan. l, 
4an k:amt sen heela plo.tte ellips te vc,:,rsohijn. die reeds arui een dun 
~lak doet de:o.ken!J. Voor 1:. J:: I ontE tut net dubbsl tellende sGCDent 
tussohen de punten_2.en 1. van de .,ilS, d.1 .. de doorsnede van ee:n 
vl~::.ken pl.oatvleugel. Prachtige dra8.g'\·· ~akprotielen ~t soherpen a.ohter­
.l"aatl krijst nan echterll als nen de u1t.;angsoirk:el laa.t go.an d66r net 
nulpant .z::::-1, 1 · O von de a1'gele1de 

1- ..!.. :t.i, 

·van.de a.f'beeldine;sfu.notie·en on bet 'b~,~ede mtlpunt (x~+1,y:o) hee:n,. De 
o.n4erstae.nde neetlrundlge construe tie v m de toe{;evoogde figuur J_icht 
di\ op oonvoudiga en 0V83rtuige:nde v11j :Zi'J toe .. 

'\ 

Da.ar e.lle eigenscha11r)C!n ,ran not s .ne,"8-v-~lld on don cir!:el 9 d.,i. elt3cn-
lijk on een oneindiG lanc;en ci l.::yl:i··tde:r, ten volle bekond zijn, ook 
bij rJille::ourig voorceacl1rcven c:lrc:ulu .,ie an don cylinder, ltan ncn dat 
om de op de bovenstaa:nde wl jze ,constrl:, .erbare dra.agvlakprofieleri. v1a 
de ai'beeldine (50) berel::onan. 

62 Dehalve oot op deze basis rus~:mdo nethodon_ t~rl:::t de olwentai:ra 
proficl theorie oolc nog net een gelv3el :,a:racM.llondo nethoda 41 die nen 
a:e "sin.._sula.riteitennethoder, kun noorJe11. m.u1.l' atructuur knn als volgt 
11orde.n toogelichts rJOn l~an de stroo::1ins 0!1 een eesloten (of owntueel 

·· 1n4e:-4aa.d de door een ellipa ~rstoo:r46 9aei:nd1ge parall$il ... , 
· ~rt,ehiSn k:oat vol.gt .k•~t,, •t de. ~ato~t t·•(,O},,. 

"°il) ,.~, ~r pO()I.), - , ,:,~;~ . ' -~· " ' . ' ' ,: ' ' " ~ ',' ·"0< 



z.ich tot in llot onclndie,c uitr·t:.r~, ::,1n 1 nict ee,.:1loten) cont.our vau h:lt 
x,y-v~e.k "?'11alytL1cl, vcol.'tzottP.n" n ..... )ne zl jde Y!:tn daze gronsll Jn. 
1hy,.1.sch reoot d1t dasror: noor, dut no: ook h1or vloaiotof tu.mbrcnat, dit1 
Gen z.r.,odunlgen strc:oni1\~:stoostrmd t.e:z t, dat do goc;evcn contour stroan-
11Jn \'!Ordt. ?lu h, e.m d!t thuns he::. c; 1aJle XY-vlok bost.r1.1k(inclo atroonine 
op do i-cods eonoonc.G r-i ,' z,c; oen analy t. sche functic van de v,~riabclc 

,'l:-t-,,, to:,e;avoo;::d, Ooze 1"1mct1•) ,,'Ordt, :~ai-u::tor1seerd door ii_in sincula-
rl 'Cai ten. Dorllul'CJ'ti :".ovt he ti ,Phys! ::he veld doer buptF1ld.o singnlnri-
to1 ten ko.raJ-.:tor.itHH rbat,r i:1 Jn, Di-, 1s indo1·daud t ... :it coval: de s1ll{,4U.lar1-
tei ten ziJn, zooal~ 1;:iJ !'C:eds ver::-,?lcl ,n. do ult de pot1."ntitrnlthoorie 
\.oelb13konde "bronn~r. en 1•u t.ton" en .,~e i olcordo v:ervols I ot oventueo l 
ecnb1nutios da 'Jl'"VH: ••. De enkel v:itidice : ronnon, pu tten on ·.:arvela lrunneu 
alle oat locari tht1j sclle sincular1 tel t n v11u do eon:)laxe potenti aaltunctie 
1:1orden ceidontificcerd; de polen van. ·. :3ze 1:'u.11.ctie geven "41polen" • 
"quadrupolon", enz, , dnt zi Jn coubina les van bronnon en put ten, in het 
.atrooru.n,:..;svel~!" Dat,.r do stroo:11ng O."l f :)Il drn::!(;Vluk g4E!n aiucularl teiten 
be vat• noe ten dezo in di t govnl alle ln:1eu de druacvlokcontour terecht­
komen. On inderdaa,t op deze basis ee.1.i. drae.:.:;vla:rnontour te voorachijn 
ta bro:o.een, moct men Ol) do oneindige , orc.llelstrooninc do stroa:ill\8 
superr>onco:rer, (d'l t·,rondvoreolijktneau z1Jn. in het stationni..iro eeval 
net inoeerip van bet 1·1.:mdvoorschrlf't, l1ne::dr!) vn.n eon oontlnu over 
de "sl:ele tlijn" von het proficl vord(l, ld bronnen- en putten-syoteen, 
OI:1 de circulotie aau he t~ JJJ:dUel er bi te lr.rijean moot oon v:-ervel of 
oen rJOrve lsyst(3e:."1 1.,'0rdeu toee:; ovoe gd. 

~en n~c andarn ne t'.1ode opereert et. oen ","JOrvelve:rdee line" over 
de contourl1jn, vmurdoor <lit een dir.c nti.u111te1tsvlak (met cn11 de b1nufm­
z1jde ln yf verknere:o.d.e "vloei:1tof'• \:,Jrdt~ 

Iti. be o ge;vu:.len ,~nut du r.·.~1the: tische oploasiDG vo.tt hot. pr0f'iel~ 
vroae;stuk (het prorial r~er:;even donlau ) van een do randvoor\:uarde ropro•• 
duceeronde 1.ntee;rtrn.lvor.-:elijl-:.inc afh: .3cu1,. 

il llet op bovenst·:iaude crcndn,la.r.;er, ,. st-:mdo deal van de prol'icl thcorie 
vomt ean reeds 1:lns r ,~ hoofdstu.~ de · drnt:i1J;7lt1:;;theor1e, In ion laatsta.n 
ti jd zi Jn vraoc;nte :,linc0:n uan de crd~' ge:wneu. d1a in ~a:<enul zin c- fl 
een ool~eeri.ll(T van !le zo.-juist b€-hciidc .de neerl~o:::1ono :.i.eu heett nl .. uit 
43renslaacberckeni.n;1:en nf1~eleid. d:~t c '11a.-_:vla~:ken, die, onder '.~loinen 
in vol shoo le in UJu ; ta ti -:1nn.:.drE, puruL ilstxoo -.ing goplu :i:tat • aan. hun 
oi,p,-;rvlak een b,~po:,.lde; bi)zc,ndc:r t•;e:., jk:"':::1t1ge drul:verdoelillt_:, d0&n ont­
staan1 n,.,:l~ci vo-:il>'.leelen (nl. <H-u,. l: .J~,;ondar lage 1::oerstr.11d) hozi ttan .. 
Hieniit vloeit rle :.11,gnv:;; vocrtt lli:l. l .j een sat.;evJn drukv<:~t'dtH.,liDG ue­
hocrend :1rofiol te bdp::ilcm~ 

.C:on ander _p··,:::-,::ilc Jt: t/aurc.l!U1 :n ,: 
bet volgoode, In dJ 0,4,;.~~1;:ln,e van oeu 
op, die g:1:cot.,11r :ziJn dun do E,nelheiid 
"aa..11Ge., t -rooria 11. r:;e a hoe z ! ch nu de 
anelheid zoo h1 :\ogsl:.ji: t,~ hot:da11 
sihilitetts·~ffe('h,n" t·.:::t zo,, hooc :1c; 
stellen .. Dlt lotdt t..-::t lnj:.rnn-:J.el'fl 0 ;: 

over~nalhe ld'1 , 

i lautste jore.o. is gorc:-.end; 3. s 
iro!l{-:Vl9.k tr,:;den nl ti jd snolh.eden 
'.J II viru1I".l-:1.ede het drfi~vlf-ll< r:crdt 
)flf;l.lVe t-'~fltold, da fil'ootste c\·er-
te-neinde het o:~trcd.en van "ccnpres­

? 114ike uwH,troor::.S.nulheden ult te 
>!'1.elon net zoo :doin nocalljke 

6c4 De c;::.~durer)d, .. tior. L nts ::.e .. 001·1oe \l'l;)rlwoede bovenste ere.is der eeex­
p!'ol teerde vlie~;si.,Jl he }1.u, ~:,.:t.rn di! t. , :., in de vorige ;:,oroemri.t' u~1l(;ost1pte 
profielt~ieorie:n 01it-'<lr,t;:,i1coml •;c)r,ton., z:.1.~ lliadon iri."'lers eeen &olot:;onh~id11 
de bij hooge snc:ltudeu sn\ll. a.an L,1vl, )..1 ,.,·:.:w.,endo covolaan V'1n de cor11>rea- ·. 
si.biliteit vun do lucl1• in oun:1i~:l"l:1n: te no!Jen .. t,en hesft dt:r .JOk vooral ,,, 

l'l>Vorta'.:kinsspUDtan, cuute:rs dan loguri • mische I vun 4e complexe i.)Otent1 aal""' 
:un:t~e lei'den tot knikkon in strooml: jnen, d.r; .. z. tot stroomiDgi\VOrtl$U. 
om aoherpe of insr,rrngena:e wtulden ~ 
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, ·' ····<. Ill 
Laelt~laltOIIIWft\11 -•-•-•· 
oeen en 1• toepu1111Dg op 4e oonorete vraagatuJclceA na d8 (tot bier 
&08 •teed.a •wbaoDe•) pro1'1eltheor1e DJ.et zonO.r wr4eN k'aD.1tcftpe». 
aogel1jk. Op buala Tun de tranatomat1e ft1l Uolen.bJIOek ai~n eea1p 
naultaten bero1kt o.e. door Shue-Shen '.l'aien. R1erb13 ,.iont pb:nd.lc 
gomo.akt T<Ul een vereonToudisd wl'lum4 tusaobe.o. de gelu14a.elbe1d o ea 
4e st:roomanelheid i' • De '98:reenvou41e1na kom.t neer op de 111bat1tut1e 
nn een bencderinc voor do grondvercal1jld.J:16 (4) 1 t'IOlke ftrgel1Jlds:ls 
voor de a.tleidiJlB Ton di t vorband benood1g4 11. ook 1n deze cevallen 
epeelt de !Jlcoo.pnesibele st1"00l'UD8 on het draagylal:: steed.a een sekeze 
rol. Zij tunaeert daorb1j n.tet ola "nulde 'benade:ring• • dOch bl1Jkt ala 
ui tganespunt voor een "trrmstomatia" naar oan CCllP~aaibele atr()()ID1:Q8 
41eut te kwlnen doen. Bij deze tra.nafor."3atie ondo:rgaat het protiel ean 
"VOorat onbekende wrvomi.ag • ( 1n eerate bena4er1DB 1a 41 t 4• LoraDts­
oontraoti&) • zoodat Gen bepe.old "gevenacht" profiol door proboena t10et , 
worden Terrrerkelijkt. Op dio t11Jze ontkont mn aan 4e moe1"..13kheden, 
verbondeo aan het diroctc sebruik van de ro.Ddvoo:r:vrnarde. Zeer korteeledf:m 
ia 4e mthode door oen and.are Chineea, .:: .. ~.?J..D.tot eaen Teelbelo'f8n4 
werktu.J.c der dra~vla~thoorie geperteotiozmoord. 

l bnraoy R£9fiel~he~n~• 
..U Bieu• pe:rspectieven ontataan. ,,anneer, de etroo..'1.IJ18lha14 U aiet 
Ai'4er, doah boven de gelulda.oelheid ligt (en \·;tel 11etat ND tl1Dk atuk, 
opd.at 4e DOGSlij:t:b.oid van locule gobieden 'ftll aubsone atl'OcxiinG ook 11:t. 
ae o:opving ,-an bet draacvlak ui t.:;eaabalteld z13). De gr0Ddwrse11,k1136 
word.t dan nl. hyporboliach, voe.rd.oo:r de r.1achtige huli;a144elen de:r 
karak:ter1at1e~entbeor1e in het veld gebraoht k:unnen word.en, 

lleGinnou wij met beholve do vereenvoud161ngen .1 en l ook de nr­
eonToudiclDB a, Tan pe.r.42 te aanvauden, dcm luidt '1e groll4ftl'G811Jld.Ja6 
Toor het drulcveld in aanslu1tina op (291 

'[ V' ) ~'t ,b o•J..-
..... , ....,. 1 ---- - _____,_ = C 
c:, a .ic.4 a1 • 

IJ;lj 

Utt oan4e vtui de verael1Jk1ngen (26) mace de lezer ult voritieo:ren, 
. tat voor de l!Qlelhe1dapotent1aal fO van do anelheid .,. (duo r P11' ) een 
preciea celijke differontinalvel'6ol1jk1DB 

( U" ) c,"y, <>'ip 
" .. - 1 fi'"a. - b )'I,. ::: 0 

t9ldt. Z1j heett de alge::.one oploas1:ng 

'/ ::: f1 ( 'J - :IC ~ CIC. ) 't' f ~ ( '/ "' X tf Ot. ) ; lorA. z ~ 
" rp•-1 

(ti) 

De twee oen hook a., resp. -« met de X -u lnslui ten.de bUDdels i-eohte 
11Jnen 

'/ - Z. t7 Q. 1111 c,n.,.s t°. )" t- :X:, t, «. .a C,Un~t (6,i} 

z1Jn de "karalcter1st1ol«tn• -.an de gogeven d1tferent1aal.wrsel13k1DB• 
Uit ( 61 ) vol.gt (de punton beteekonon. dif'te:rentiatie naa f;: x ,-... ) 

~ = ( j,. - j,) fjac. ' as, = j, .. j.,, ·• ('J} 
Voor de pi-o3&otiea 'YWl 4en wotor :P- op do k&l"fll:ter1at1elten Yin4t ~ 
•nalw 

.,_ .. .,.. - v.-, ~'1(. ... V, .J,w,.. II(.= {£.-i,) ~Q, + ti, .,.iJ 1f,+n&. "'- ,....... . 
. .. . (64') .. 

'S• • ,,._ C Ii. COS "- - 'S .,...._ OI. :: . , . . a .._ I, ft• ·""" "' . ~I- s.. 4 ooutat laap • kaNkteria'tlelaa v~--tc. ot)ll~~ -- l~ l ..... , .? • • ,,:.'.\:: •. . . . . . ·• ..... ··: .·•.• .'"',\, . •.. ' 



4e karakto:riatieken y -Xftdl.-= Crr?st .• Dearui t, TOlst 4e eenY0t141fJI, la 
d.e volgonda fiGU,ur aaneeeaven motkulldige oouatNctie nn bat atlOCnto.;-a• 
wld.. DGzo eo.e.t u1t van een la.D6• ,,n l.ijn van ,,n der twee bWldele 
ka:rn'.!rteristicl:en ols parallelstrooning fl gegeYen ae4aohte atroa:,J.nc; •• 
vn.u een t, ... eode vdllekeuriee (door een pbroken l1Jn geappro:dr.J)eJ'de) 
kroDil8, tmo.rwn ~eeieoht t10rdt dat zij stroomliJn (rlb.tu.U) zal zijn en 
t:earlW1Bs derho.lve ·olle~n df> riobt1.ns van der. st:roon~otor is VOOJ.'68-
sohreven. De ticuur geort bowndien bet stl'Oot'UJlG&TeJ~ t,eor, 48.t rosuJ.­
teert u1t stortnc en pe.rnllelstrooming. Daze rooultqte "VOldoet natuu:r-
l1jk evenoena aan de wrr:elde seonetrisohe wtoat1she14, . 

~ v:· . . ~ ~~--/.,.. . ,... '-,\-'. 

' , ' ' ... '• 

Do oonstructie zelve toont met TOld.oGnde du1del1Jkhe14 aan, at 4e 
gebezigde oonbinatie van "begin en r8l\4voorwau.r4en" eooorlootd en 
ju1at voldoende is. La!J6s iodere karo.kter1atiek 1• 4e proJeotie TU dell 
e.nelhoidsY'-ltor op de door den wxieren bundel bepael.4e :r1ohtiDG 09Pl:tli$• 

Do :f'ieuur bovat juiat genoeg o.w..noopl.nsspu.nten ca te doan inzlin, 
4at de strooninc op eon •supersoon 4:raac,rlak" (dat op stratta ftn een 
ez.ceasieven stroon1:ocsneorstand 1D teaenstellinc mt de "subsone pro­
f1elen" 66k een scllarpen ~29!:FMA blljkt te ~oeten bez~tten (in da 
hier aanvaardo benade:rin.gf er ils volc;t uitziet1 (tis.l:l 

1 Ver voor Yer achter --------!.._-·--- 1 bet vaasvlalt e:rsoht een 
-----i·--::::----::z ---==- paro.llelat:roa::una, dttartussabl'J:-1 

► ------1--- ~~ ---· bev1n4t zich een p1Jlvomlc 
------➔~-"~-==:::f=---- gobiad, ,·raarin do atr00t'll1J~n .......... .___.. ,7.... de boftn•, reap. oDdorz1 jd& ----~---=-~.. van bet profiol stoods ,mor 
--·----~---~------ afbeeld.en en waurtn in hot 
_______ _.._~-- -~-·-- seeown geval b6ven vor~:ote 
--------~-":>. ---.---- en bnder verkle1n4e sne den 

. ··~· - , opt:reden, Tcvena uordt bet 
f,g. t:z.. du14ol1jk 1 wo.nrom mn d8 lco:rok-

ter1atielcen !.n Ae ae:rodynanioa opYat ala "voortplont1J:16ali~non van 
kleiAe storiJl6en~. · 

JCen end.ore toel1ohtine b1orb1J seett t1e;.1,, waarin 11 aan.geaeven to't. 
wu.r de atorina, die een net auperaona anelho14 bewgend klein at6r1nga..... . 
oentJ\11!1 ia de ftrsoh1lleD4a punten ftD. z1 ja batm. teweg brenct.1 Id.ob. .· 
heett vool"tgeploat op het mccxu1t vaarop .d1t oen.tzum het puat J! blett . 
be~"• daerbij aau.emna. dat de stortn.a zioh mt plu14-olbe14 doal' 
.. luoht YOortplGDt... . . . .• 

• • r ,.,.~~. l.ian z1et 1n 4eze ft4'1,d 0- hoek-. a 
,.,.- ~· "(-"" '~- de karakteriaUel: . .,., ~ ·tongk.'Hftlh ' . ., . , ~ , ~.. . •.. z1J begnut 11• .-s~, .,._..,.,.._ 

\ • ......... "' •. ' .. ~. \ • .,. I =· - . - OhMle ,.~. . . : . .· .................... ~ 
· · ' "' .... ~, · 'J. " •n'tl-lm bet ,v~Qt. ·•• b,t · 

. • c. "" ............ ,,.~_13. eown nc.au, lkl!a•lot4t.• Id~ ·M;, 
' ~ '-,, . -, . ,, ' ': 'i'f:,·,~-' 

t " ....,, \_~ 





hat,lOll&QJ. 
LU<!ht1'al.l?'tlat,orator1w Dlz~21 

-1-a-,-

de.crop :mru:.lui to.nde volde"·natI't'.ctta vor:::a"3 to lovoreno 
D. In r,:r'.hH!ipo }i:9ll ae 11ot,:.n.tlu.cl v,·r:!oli Jidnc ook in het wper90o& 
g$Tol. net; b1:>h·..i.l;1 van d() t::rt.,nsfon~oti~u, Tti.Il L:olonbroel::. e11 Le 1:.-;cndre 
wordor~ coH.ncnrj.:.-::eor,\. 'f'!)t. nu ti:.:10 :,era ,-c..1.,. dezo tlO(;el1.1k.hoid b1J 
het, ;)rofi i'.11 enc. 7 :-:;01:fr. oclitcr· c,:,on eo bl"ld.I: co.nas::t, c,udnt hot govoelen 
bostue:1~ 1 <lat Q";; "l:nru::t..)rlsti . .:,'.:;Gre::othoda" het 1n eou~oud 1:::imer mt 
c;roc,t.~J voo:..·n;,:ro:oe v.J. \dnnon. 

CJr! de :,;olfdc roaon 1 r. t.o t nu toe voor -z.oover bokend oo~ gei,n cebruik 
gm:'.arnkt, ven ect1 ;~; 1.ocil')111sl u J.1.Jl:a e;,)neralise&:rinc tot hot suporoone 
eove.1 vun ~e 11 v·:;1ldsl.t~ulo.1itai t -t~e·t1:.oda", bcuifl•okon in par.6211 De~e 
noc;olijl:hoirl t.-c:u1t •.:i:.,l benut in de buiten ~ dro.as•lakt;beo1·ie vallenclo 
bohand.olinc w.i.o ,1:.•ia,-dir:,3wHcnt\le rotntiozy;.:-et,risohe supc,rsODO 
at,roorJ.ncsv.,'.)l den .. 

IIen rea11seore z1oll, dnt bot dunne 
dranc;Tl ok 1:1.not!atiech niota andora 1s 
den &en discontinultoi tavlak voor den 
te.ng~ntieolen oooponent van do atl'OOJll.­
snc,lheid., "f!a inr.ars door bet ontbro!:on 
irar1 or,1r.t) tr1e vlak bnder er, vlak bbwn 
Mt dra8(;vlak. niet aalijl: zal ziJn. In 
doze 1..·1.1alitoit is hot ecllter aequinlen.t 
nat ei.:'ln vervelvlak~ De locsl& illtonsitait 
hi.e rvan worde voorGeeteld door de tu.o.ot:1 e 

;(.x.J; (-l~ ~ ~ . .,..; 1 r:ij atel.len de d.ro.ccYlakkoorde (JO:al::shalve sel1jk 
atm 2.. ) • uu. inducaert l§a:r1 rtanel in hot veld volgen.s de net val\ Blot 

• en so.vs.rt (coint,eGre-e~..:d 011;i:r den oneindig lo.gen norvel VlW. hot "tt.iee­
dirEinsionale v13ld) de snclhaid 

~ (,~ 
--·- 6/ ., ,,,.. .. 
/4,,;, ,,,.. ... 

Derhalva i:udu.c~,cren de \·,or•:als ~<:1::.:a.J)~; in bet punt .:ca;:,t van do x ... as oot 
een i'outja, da:;:; v::in doz.ol:£'de ord:.':l viu1 c:rootte 1s ale do in do be:c.aderin­
sen s en g, tbch .!J. ·v;'n·vnt,te » de ncl"r.'!;'lalsnelheid 

I 

Trf 
~'' :;{;,,j t,I, ;.::, __ ...._.,.. __ 

X. -~ 

(~}) 

De randvoonit.arda l.uidt ·echter volge.c.s (37), in het door fit; .14 voor• 
coa tolde cev1:il 

:aJ Tin.den 

l - I/,::<\ l'l'Ot!'\ - I I ~ .; 4 

L~ U(,:11,-8) wvt.. lt.<f iii +-I . . 
(6c9) 

Van de oMi60Dl13ke 1ntee;nal 1n het l1nlcerl14 blijkt '8 hbotdnarda te 
noo~ vorden genoae1i. ~ a1nc;ulii3n ~ mUen \tlj neg 1n 
anur TOrband tegen taoen 1 zij s,eeit 1u. 4• b.eEkle tmort• 'f&A, mt 
4uuno dre&grlak eon belm.,crtJkti :rol. Bot ta u ock gr3en. r,Oll4or, dat de 





) 

t 
U1'98JN11~:s.• trftr le ~,mtVJ.11.u~cea 



· lat1caQC! 
,_......U.oatod• ..... 

·•·•·•-

(A) 

J\adaraz13c1s 1s volc;ens Bernoulli 
A. ._ i 'l U a = P ~ i 1 y ~ • p .,. i: e ( 0,. v J'· .,, I> .,. j 'i u• r f 'O. V ,1 

of, 4a snolheidspotent1aal 1 in\'001'9.ad, (w.;eu 4,.:..p-A.), 
op • - E' V ~ . 

D1 t bl13kt nen te OOGe.o. 1nte~:reenn tot 
a ,e f 

,. .. - oii J o Pt i . r, .. , °'' =- - fE; f : ! rr "e::( , "'' 

(b.) 

(IJ) 

; '\ •C..0 - 1$1 I 'I• "' 
Daer ( I! )_..0 bet ran4vaardenayateen (;7) der nomaalauolhe4tJn :ooet. 
ftproduoeeren, vinden v.i.J lanes 4eaien rsa tormel 4e lrltearaal.'901'8el13k1&1 

11'.'. , [ a f • c.t l J 1f cos:r d. ] (lt.1) 
" = - fti' fi .... ,;;; '-' -t"Ct, .,, ,., I ••• 

-Bet 1a n1et ec,lukt. deze intoc;raalftrc;el1j!tl~ voor een v11llokeur1g 
seseven draot,.-vlol:contour :uaar 1T op te loeeen, Z1J vomt ecllte:r een scacb1kt 
au.1tnoo!?inG,a1nmt voor de o.nt\':iltkelina 1'E.n bonad.Gr.lnsr1r,thoden, tUe 
c1e aautJ::eurtche1d vm de in de vooraaande ;pnragnat WJtt:.oldo k:Unnen o,er­
trettell. Daorbij zijn niot-onbavredisonde !ersulte.ten 1>ezu1kt 1 d1o ook 
voor 4raaevla'd.:en Yan kleixu, epa.ar:ijdte DOG een aam1.erJeli3ke betrouw­
baarb814 Tertoo:i:a.en. 
ll Ond"1ka al.le nnthet'lo.tiscbe moe111Jldled.Gn 1• het a twee bi~rt>Jldera 
gevallen gelukt, 'fOor de 1.ntecraal:tercelijkiD£S (84) een ala exact op 
to Tntten o?,>losaina te const:ruaeren. Dez• cevallen wo:rd.en gegeven 4oor 
het 01l"ltelvom1G9 en door bet ell1.Pt1aohe draoe;vlak. lD. bet eerate pval 
taOet non hot Tel4 ti.et bebulp TU. boleooZ'diw.rten boachr.1 J11en ea rook&• 
011twtlclm:linsen naa.r bol:t"Unoties 1nvoerou. in bet t,~u _ gobru1kt men 
ellipt1sohe ooordinaten in. oonb1uat1e net :reekaontl·.1klc&llnSU, near 
tun.ot1ea ftn Lat:14. In beide geftllo:n atuit man op om.at1&e • eohter o,P­
loabaar bevonden Mthe!llt1sobe tl.08111jltbode11. Be14e PTObl.-.n siJn ,eel 
PCa'JJ.>liccu,rder 4an de owreenka:.'t.atill,'e potent1aelff88f)atukbn Ut &t 
-th&oJ'ie ftn bet elect:rostat1oche •14. .· 
M tianneer nen 1a ·nu.•101(3 op bet bo11u1.a~ t.b.ao.a ook 48 ~neal~l­
lllei\ van de luoht 1D de tbeorie waaaoht o» '8 ....-a, .,u.tt am in . 
·llet •aubaone• pvel. op enustiae .a.oe1lllkb.e4ea. Yea ee.a eptaM\t.aohe 

I. :.~------.. -·- . \ .. a. ~plo•lM. · aoe ... \ .,_ p'bru1ke11.!a ~.. . . ·.. -... ~ ON~~--
~- ta.u -.eitreff8114 pea aiaQJlaJ1'1ia11 •~'• · · 

' ' . ' '·,,: 



""'u..; .1..1. G\1 U\.l,.'1,J.~.;U,)-.,1.i:, ~·w .:i;.J, '4LJ. -1-,-, .... . 

theorie !;:on op het ooGenblik noc goon sl.)rake zijno 
Is de stroonine suJ:)ersoon. dun is een enkel geval, n1. het geval 

van een ·driehoeldgen. met der1 punt tecen de stroot'iingsrichting in 
wijzenden. vleugal, voor nader onderzoe1, toegankolijk:. Het stroo1:.dngs­
veld is dan Z•S• conis.cll en kan in wezen met behulp van 2 coordinatan 
't'lordeu beschreven. Ui t een eenvoudige gelijlrvo::tniehef dsbeschou1;11ng. 
eecombineerd met de v:etens~hap, dat de stroonufwna.rt$ gelegen "basis" 
van den driehoek zijn ao.nr:ezie;heid stroO!lovvmarts n~et kan doen gevoelen 
volst nlo dat de druk, snelheid• enz. in·deze situa~ie lanes iedere 
rechte door den top Vt,ln den driehoek ... oonstant noeten zijn (althans in 
het stu1;: van het veld 9 vraar de druk aan het oppervlal~ van den dl:iehoek 
vana.f' haDBt) o Hiervan gebru.il~ r.iakend, kan nen de (overeenlconstig .£ en i 
van par. 42 voreenvoudigde) srondvorgelijltingen reduceeren tot een 1 
La.place vercelijl::ing in tr:ee vnriabelen, v.;aarna. de oolc reeds in par.:· 
in het veld gebrachte hulpmiddelon der fun.ctietheorie in toepa.ssing 
kunnen worden. eebracht. Lan.gs deze v18g zijn in den laa.tsten tijd eenige 
resultaten bereikt. 

10 Instationnaire drS:af3vl,µ!:theorie. 
~ 101 ~:ij 't'tillen tha.ru, de restriotie .! van pur.42 laten vervallen .. Y:ij 

Yi'ebben reeds ver.1eld, dat hat daii liet harnonisch trillende draeg vlak is s 
dat het meest belangv.re!dcende geval vor.r1t. Hiorover besta.at een zeer or1-
V8.ll8rijk,e literatuur en een in sorn;ligo opzichten ver uitgarrerltte theorieo 
Door tusschenkon.st vun .een Fourier-analyse. deltt daze tevens de bela11g­
rijke andare gevallen van instationn1;1ire be\1eging. De uitka:iston vun het 
ondcrzoek vinden een hoogst belangrijke directe toepassing in berekenin­
gen over de stabiliteit van het evem:Jicht van een elastischen~ a.an een 
luchtstroo.r.iing bloot,_,estelden vliectuigvleugel. 

De r:ieest volledig ui tgewerl:te theorie gaat uit van de overeenk:011-
stig R., .a.. g, en .t1, V'..ln par.42 vereenvoudigde situatie. Een der geschikt 
bevondeu nethoden van onde rzoelc slui t aan op die van par. 82. De voor­
nau..."1.ste conplioatie is, dat er zioh thans ool:: in het tr.ree-di::Jensionale 
govaJ. een "vriJ" 'itrervelvlalc achtor den vleuc-el bevindt. Dit vlak t:ordt, 
a.ls steeds• overeenl::.onstig par • .55 met het l.Y-vlak achter den vleugel 
geidentificeerd. (In tt.:ec-dimonsiona.le gevullen 11.et de z-as in de 
span~~jdterichting)~ De intensiteit der v.1ervels worde eegeven door de 
functie 9£.x.J > f ~ .x,. ·• Dau c;eldt voor de ter plaatse· von het draagvlak 

- geindueeerde nornua.ls;ne~~eid in. sted~ van .\~ t ) 
-,r_ { t . t ) = j_ j )' ( ::,c., t-) d. JI!, T' .....!... J :t. ( :i(.:: t) ti. Jc 
" ... 2,,n; •1,_f :t.7r .... .t:. 

-1 ....... ... 1 "'- - •; 

fl!:]} 

Daar alle vercelijkingen lineeir zij.p., is in het gegeven geval 
v.ia,t) = .7m p··~olOe.·<.Jlt l ')(:t:._,t):Jm{·1.,{~)1t..: .. t1, ~(J:,,t): J,,q~,t.X}-'!;,,ej. {86) 

zooals bokend is 9 lean nen. de o_peratoren J""- tijdens de uitvrerldng v1eg­
laten. on ze eerst v,ieer aan de uitlronsten toe te voegen. 

Nu eischen de conserveeringst;etten waaraan de wervels voldoen, dat 

'J { :X:.' t) -::::. ~ (f, t - X ;;tr 
en verder neent de for.::iule {45) den vor.m. 

'1'' 

~{f. t) = - ./;- ~ j ')' {JC~ t) d_:,e, 
. i) t _, 

· aan. Uit (8,5), {86) • (8'1) en (88) vol.gt de integ:r.aalverselijking 
• ·t-1 • ,.-<,.) J ..-( 

~.a)= zit l ;.:1 d;c -- ':; · _, 1~'{:£)t;{,c 

\marin. de afko:rting .,, 
Gt)-= ---u 

I ""' _ii:>;ic.. .. .e. 
.. -x-· _-. -,-

, . 5 

is. opganomen .. Ret linlcerl1d is een uit de gegevan trill~ via (;7) 

(till 

(tYll) 

lu.,) 



voor 
, die 
nathOde ftD. 
schs behan­

niet . 
hlat1 tuu,n, 



f • ' ' ' 

} 



........ ,.._,.,..., 
_,.at,,,..,.,,,....,. ... ..,-.,......, 

Luohtvaartlt.boratoriun -,-:-:-

en alle ovorige linoai.r zi Jn. De voortgezette u1 tt.e:rl:inc geooh1e4t 
c..1heol ltw.gs nur•JJriel:an uec. raorb1J kum:Lon de laatatelljk 1n 
het b~i tonland ont\·.1JColdo \;onderro!.:ol..l!J,1lcllinesu1 tctel:ende d.ien­
rten bc.n:1 Jzar.h 

ill Dcor in Jlants van x en 1; a.ls onathenl;alijk vor1abalen de 
croothodon x en ;i:., in to vooron ko.n non de eorsto verb-el1Jk1DC ( 94) 
ondor bepo.ald3 vool"\1ao.rdou trar.:.sro~ooreu in 

.!!: • 1. ( t~-,:< cf J - ~- ~:~ (fl) 
0:,;. ;,: ~ 1,11" ' 

die Tan het "uo.:rntoaeleidingatype" ia. ZiJ t:ordt seb:ruikt voor 
hot ondorzoe:: VWl bot asynptotisch godr:ic van do oplosaiDgen. 'ftUl 
hot ctolsel (94). 
W. In toclmisobo bere::on1DGo.u r:ordt veelvuld16 gobruik geo.:J.akt 
van een on.dare, door •1ohlhausen o.ntt.orpen, beh.:.ndeliDt;S\!ijze Yan 
het cronsluacvraoSstult. Hie:rbij ,:::w.t cen eo.uvoudig uit Yan een 
'Braden" benud.01•ing voor het snolheidsverloop ,. 1n <le srenalo.&(h 
daarbij aannanend dat het voldoende 1c een zelf'e1e .lll!I.. •~,rof1el" 
in de van .< nfhunl:::e 11 jke arensl nucdikte te p assen. -VOO r deze 
functie, x , i:ordt vervolgena via een 0,11 de vert,;0l1Jki11v~n ( j4) 
toet;o)e.sta intecratie - die ,r,h;.rs1ach tot de "inpuls\1et" leidt -
Ml.I. d.1!'terent10Jllvere:elijl,1nc vor!;r&t:;en. Deze opn1eut, A1o.:t. 11.o.enire 
veraelijl:::inc \,iordt net behulp vun nu:neriel.:e mthoden o'ooelost. 
ll6. ,;anneer mn oolt bij erenslaasberol:eninsen rekenillt:,; t,11 houden 
iiit do ca:i,ressib1lite1t v-.:m de lucllt, t:orden de :oathonatisohe 
noe111j!:heden ri.atuurlijk ,:;eer grooter. '!'eel is op dit c;eb1ed nog 
niet cc::rosteerd. Voor su;eersone strocr.:ingsanelheden 1s er in dit 
soval eon o.ddi tioneele iioe{ IIJf:fuid, dla gelecen ia in den invloed 
Tan de tonperatuur o:, de v1acosite1t. Dij nomele ten~raturen 
bestaat deze invloed ui t eeu vorhoo;_,;inc,; Yon . mt l ,, per dZ.t, 
gre.sd Celsius te·11l8ratuurvor:ioogi:nc. Dlt effect kllll biJ subsone 
enelheden ,.order~ verr.aarloosd .. Bi,1 supersone .anelheden is de hoe­
-Yeelheid in da grenslane ontr.ii!cl,elde r.rri jv!JlCSt!amte ec:,hter zoo 
eroot, dat ter:pera tuunerhoo{;ingen vun honderden sraden zeer v:el 
r:og,Jlijk zijn. {De huidte!l:peroturo.u van de ::.et 5 l 6-voudise ge­
luids,;,elhoid voortvliet,enda V 2 liopen plastseli,t!: op tot6.7.,0c) .. 
Het 1s dan ab~oluut noodi6 de vori1.1tie van de viscositei t in reke­
nine te brengen. 
W De geheele hier'boven bespro:-ce11 gronslaugthoorie rust op de 
01:ivatting, dnt de strooninc; in deze laae het door fie. fl- getype3r­
de lm,inai:re :cara:,::ter zal bezitten. Di t is niet noodzal:el1jk hat 
seval • .;;r bl1 jken ool: stroor.unssvornan to 'besEaan, die door het 
o:)treden van {aunvan1(811 J!,;: nicrosoopisolle) onrocolz:a1t1g verdeelde 
en tluctueerende ·w!>::t'olt,,11.H& een :.i.ooe;at onr«')f,;el"i:l,srtic karakt,,gr hob• 
ben. ~~n nc.'Oot ~ulke gronslaacstroor."..insen "turbulont". Van deze 
geconpliceerde strooniJJGetoastanden bestaat noe itlner seen bev.re­
digende nathonat1sche tbeorie (hoeuel ftle poain6en 4aartoo go­
daen zi jn). Voor teohn1nohe doeleinden is een op·. 8Gl'l1 er:,.p1r1scbe 
basis :rustonda proviooriaehe bebauuelince,·1.Jzct besch1kbear. 

~en oathao.atisch hoasst geootl.Plioaerd on alle aanvalloo. 
lQG woratand gebo4en hebbe.n4 v.r:aogstuk wi'dt p'90m4 door • 
vool'Waarden, die de if't'''ftP 'ft.D. 4e11 lenino..!Na · .. •tromS,nss10m 
bebeenobea .. De mrte vm1 pro'bloen ,10rdt eew.ltl440Qr .a.. . 
volpncte geuoae, Uaeain, dooh 4esaln1etteau •••• qlesS•l"lP · 
41tfereat:taalverpl1Jld.ag , . , , ,, : co"4t. 

, ... · .(fl-,) ltt .. _ ,.•y, I -v"r, • ._ £; (,,•_.a«-.¥" r4,,} llhtV't4'9111~ .,,,,J 
_ lt'l'e'b la 4en. allerlaat•tel). t1J4 la het plu'tti, ••1&9 bfhoo,UA• · 
:::;•Sill-ta~ te 'bere1tcer.&. 1 ·· , •· · ·· ., . 

,'1 ) "- ,; ' I 

y(1{ t 1 .,,. 



-



i),3 3.,c;'..r.raklng V<=>,I'.1 dti b:i o.logl;.:- mi:; t de w:.i.d·X.ri•Je 1igt op de ~oJ ge:nde §9 ,,.'"" 
b1.9c.lJ:,n dBr v.:-1.•·,1e.rk1.:1f:; 'l/"U.n wa;.uneming1::-u.:ttk,)rt.1sten;: 

d:e Ver·.:.,ffet1ing van illi'el::Ar-ne~.ingsuitkomsten9 het bepalen ·~r:-:.Ln· 1:-Je'.t:, gc:= 
rotddehie en het ?.;r:,eke11 'Yan een naat vo.:.,r- de af'-wijl,;:h;~en v~~n het YE°"' 
mldd(3ld1:-~ ~ stanctaard=afwi jklng ~n middelba:re (fout) afwljki.ng; -
het ve:r'gelijken ~,an twef-) gemiddelden met. elkaar en het bepalen van 
een m.ua t voor het verschil daartus:~chen (mi<ldelba-re afvijking ,:ran 
het verschll), . 
het. veJt•band tusschen de al -Jf nlet opzsttel'.ljk aangebrach.~e g.r·('lei­
fact0ren en de ve-f'kregen uitk(Jmsten (C!orrelatie); . 
bet in. beel .:i bt'en.gen dE::r gevonden e:orr,~1le.ties (li.JnverE'ffening}; ' 
hc<t. ·wergeltjken lrari de . .,E"rk:regen met de ve:r·wachte ui tki.,.ms·ten { r:hi--
1-t·\va.d r-2c:;. t toe ts) f ... 

(;JJ1 is ~ h~t :rekenkunri.ig gemiddelde -tra.n 

~ - . . ~ ·-k:Jav...n.eer- ti;,.ee riis:n waG.rnelli:in.zen met ,;,ilkaar worden vergeleke~ 1 " ~"" 

m:tddelba .. re af'wijk:i...ng van het · lTerschil swan dle heide rijen.~m~,';;; m:,·-<1> m.2;- r 
. ,• - ,. \, 

waa:rin m ~ en m ? d~ mid<.el ba:re a.fwijklng van elke reek!: af ~ondf::"t"ltJk: 
. . . ·,t· ·w ,,'·.c,-r. •11·-, .,:,,~ 1·· "1,i ; '·, ·O ~ f· -" _., 1 r'· 1 -~c• -( -q, ~A i • ~ <! ~ .TI"'T t'Q,?l"'s e ... l!..s:.d .... ..., Jn !i.c .m _._ ..... e ... Da!".~ ,:1 w ... Jic_.,.ger .. 0 ~.L., . ._1,.~~\?.--n s u.u ... , ~ m.wc., . . 

Of een 117t:n•sch1 l tuss:che:n t-w·ee r0.ekssn '>!8.a.:!"nemlnger: bela:1.grijk }GU\ 
word.en genoerod 11 hci.:ngt a.:f v-an d0 d1str·Hmt.ie vsn de 1,1aar·nemingen 6!':l. htm 
gemidd~.lde~ u:ltg.sd.n1kt in -.:fri g,~oottt, der roiddsJ..ba:te fou.t en V'an. em1 
~(rnvi.;mtie ,.Jmtron."t de toaJ!;;.s._ tbare grenz~1~ 6aa1•t1an, . 

;.,•,'"1.r'l-n, •~'"n"'""1..rii'Y,N ,1t-i"\""> r,,..,,~.,...,,,,1:U ,-S-Si ;->~--~'-.·,1fi'io fv .. ,.•fun;r,t.\le;• _,::, ... a""•• ;;:,.!"',A".,,(';_ ... _'11/1,::,.1 C A-\.· •. ..1.:.. •""1._.. U..'!;.-.. J '1..4. · .. ll.. ;:, •• :.: ..... i. , .... -i. .~._.,, ......... -~v .. .&,- __ .,, ;,...-t. ...1.. ..::t ~l~-~~ - _,_ t. _, ,3..i- ,.,_. '\ .J."'- . . ~ A- ._. J.Jl _ ~ __ - , :1.tl.(..~-!i- ;:z:::. 

( t~.funct.i.e) dJ;;;1tr-11;·,1tie ·van '.,luarne:m:fLnger.1,, 

In d.o hu.i,:;ig:c:, p1·0,,:ftc.::i~h,1L?k :ll'ar~g . .;:,r;J:.:Jct; men 6.i:i irerl.;rEgen gege\fans 
zoo 1.aogel ijk :t:r~ es:~Y-t . .Q..r-~Qi~g_Q,l(1J£i&l •~ehe::E',a ., 

..,. ; 

.41,. f 

22; 
t - ~- ... + -I 



,, .. ', •✓, 

I A 

. .F';tsher heu;;ft t1ier.van . fie volgende identitei ;;· opgestald.; 

,·' (~,;t .. :~...:.rx u-~)+{:t\• -x,· _ i, ,.+,x);[ x"l,,:,-~ . 
• 111i _,4' ' ,r •. • r.,U ,..,~ -A~ f "*~ ..... , ,c:,,'/1 

vaai;in .x .. 1 · zi.1n ,-w-~arnemJngs ... 1.;J tke1:i},ten; )(_;;.pen l\'i,µ de gend .. ddelda.o van 
rij an l'~~. k<.:floiwne:n; ~ het; algBmeen gemid<leld,:, ~ 

. Dezi.~ · idetrf.1 tei•t !J'J.oet. in ?:t:m vor•.11 wot·den geb:::-~.H•ht dat c:e leden er·ifan 
ku:m113:u ,,m:rden .gebruikt als ~'2:::ia t. voox· bel1:.u:g:rijki:1 ·iterisc.h11 let\ tusscl1en 
riJen cnde.rlj_ng en kol-ol'llJlen ,n:1din·ling., Dc,o:r kwad.rat;e,::rt:ng en s,'.!mmee-
:t".i:ng 't,,:t nd t me:o t · 

. - ~ 
:::::_,t. , .•• - .,.... ':!!::, t. ~ j'"o/ e}J,. ·-r,r /){ - )( . . ,x,J 
\{ l - -~ ~ / X . x:J .. L-. .i: X. . ,0 X + 4..,, &.. , , '· • . ___ ,:._ ) -- . ),,1 'I"". • . 

-.. I :.:ff• _(_ """ . , ·:i. C ~ . • • '~ ' ... "" ,,, • " . ., f\... ~.ii .-,, ... 

A. u - - . ;\.M A,u:, · 

0dol" n.u. elk lltl te d.eelen door hat ~;,.ntal on~.fha:r-.rkelijke vers<':hillen 
( vrijheidt:.gr·aden; V.Bs1 de samenstell,""-·a··~e al ementen ( waarneruingen. ri.j er., 
of kolomrr1e:n) antsta;J.t •,r.°JOI' -~lk lid d·c:i _r1a~,,$i.r-iansr'.· ..Jeze a:antallen vrfj-­
he 1tl$ grade:n z :Un x-1::, sti G : 

t -,j r ,.' t "1 :, • 1 . t 
i,_ 1'1-'\, - .t. • I. -• i ,.,, ·•~ .'... ( _.v.,..., - .'._ -· ~ ....,. "" • _, ; ~ 

Voo:c dB b{Jre.1:teningen 1:>,.nmer. wi .j l-;ela¼1grijk.A ~.veiree:nvoudiging bere iken 
door de leden Vt;;.r; de ident:1 tel t wa t orn te werke.n .. 

Zoo i.S:l I 
l .. ·. . . t.. J... 

N.,, , c..r .<,,-

&. . . .i: l X ... Y.) ,., -::: z ~. { 'I.) -
_•. '.. f, /1'! i ' \, /). 

,)oor ri.ien. en k,JlomniEn1 te· 'tl'errvangi::n d.::.>c1· Hfa<:tor-£..>n'r dns bepaald8 
~-'.JE'iha:ndel tngswij::.m:1 vcn de stof die rneE onde~z.uekt (berme~ting, bep.a.nde,; 
l 'ing met: ..::hE:Er!cal ten,;, phys, f a,\';t,o,11•er1 of door ;:,araIJ ell en~ dat zijn :i'."lJ= 
en o.f" Y.Ci.lO:m.;T.en die <"H; gel:i. ike wi izs wo1•der·! behandeld m~a'!" slechts in 
pl..J.ats ver!.h:hi.llen),· v;r?..nd.&ri.: h.~t ~.:;(::be,,;,;a, c).:let. ' 

~JC;(H' imroerlng de,i· p.;.1~aJ.leJla11 .-:;ntf/~aat. eE:n sche:Lding in een 11 syste-
t ~ . ,.. ,, ' "f . ' . . ma ., se.n.. eu ·2:en 'tnev-Ed. s 1 ged 9 Gl l;e , 

l'eneinde d-s b2::.:·,:ikeu:ing:.•::ff' :Y'.le.:."'3icb.teli.jk te mcken zuLlen wij eeb. •1r;;or­
be_eld !r..tst eenvuudlg1:1 c~J'c3-:r·s a.n::'.11y;=.;ee1·etH 

·• ,, 
,' : ·~~~---------------............... ..,._.,.,--- -~·----N ... _..,..__. 

$0.M; ,,, -::~ttr ::-:,c I '-ti { 

H 1a r :.\ j t k-Rf! m.c.:m d:, ')J°' 

tl'iiakf~'r! ... ,I ·:,;;·:'1ar.--ir1 ~l.19e~·; iJ.e: 

SOM, 

' 



D~ h,,ofda.nalyse is dU.Ef-: 

Totaal 
.Parallellen 
.Beha.ndeling 

, Rest 

Kw~draatsom V:tljheids .... 
gz»arlen., 

Varians, 

7 
'1 
) 
3 

D.e bBbandeling spli tsen wi.j in de tactoren A en B en een combir1a­
. ti<: van. die twee. welke de intera.ctie wordt genoe:md ~ 
Wij komen hieropJ st;r-aks i;(~r,.1g ,, 

r, ? 
Faetor A ,:.: i2~4:}. ~: - Ct., ~ 125'2 "' i 250 -: ~~o 

h~ ~ c:r.:2 Factor B· = ~ -- . 4 
Ct~ 

Bet tweede gad.eel te van· d.e analyse 

Factor.. Kwadraatsom., V:rijheids­
grad.ec 

A 
.. 

2')',0 ;~: 
B ,,,., 5 ~! I.;::". r 
Int ... AB~ 0,5 ') 

wo:r-d t dus; 

Varian~G> 

2t0 
-~ 2i 5 
0~5 

i'-11.1 ~C8kan wij bi j elk d~J.r" f::ictor.en1 A 11 B en Aii de htJ beho(H•.enG.,~ t.ol!:!­
val sre st" Daarvoo.l" m.u:e ts:n t:er:i..:f. ge hul ptabelle:n w-cn."den gemaakt:;; waa.:r'in 
6.e desbetrel'f'ende factor ~n i·1e tc toevalsele.ment voorkcim,sn, 

Totaal t) 
A 
Par.., 
A x. par,. 

27 
. . pa!" ., ;.11 "' 

;?5 
24 

:I 

. S.t~m.,. 
52 
;i+8 



·1 '\ 
• .I 

Nu 1s .Ab x par ~ (18?15 ... {Ofl5 ~i, 2sii5) ::':'.: 15;,5~ Deze had ook I"echtstreeks 
}runnen ·wo:rdo:n be:rekend.~) maar df:~Ze berek~ning wordt hier kort.i.~efdshal=­
ve· 'k'egis\~' I.ate n .. 
t~e t de:r::Ie de de:c <.:::.n.:11.:y·~e ~ls .. i~~1s l 

A X pH.%' .. 
B ): \')B.J.~ ,; 
.t.ts x· p.s.!' ,. 

,. 
i 

Jm tW. g;.;.an of de fat}tcren A etf .3 In de proef een bela:ngrijk Htf'ect· 
hebben geh<.',d en of de i;1te1'·ar::ti<'::, A x ':3 bela:ngi-ijk is get..,ree.Slt 9 deeJ_en 
w:.'Lj nu hun 1va.ri8..U;S d;::io!" d:i.e ira.n 1·e::rp" A x par; n x par en Ab x: ps,::'., 
;)it crn.o_t;ient. ~,1t:n:,dt get:oetst 8.a.n de ka.::istabe1lsn ,.:-a.Tl Fisher ( de z.,. label) 
of· aa.ri dJe van Suedeco:r { de F-~tc::.beI)" Hij gebru.iken de laatste_,de li'­
ta.bel ~ o:11c.at: deze .. het -w23;Jrnn met ns.tu.ur1ijke loga:rlthmen v2rmijdt". 

t. ge z is 1 ·:.:log.~_:::" \) du.~ .lt)g ,, I~ :ts het halve' versch:U. der 1.oga ... 
? r-rr-..i;. 

r·:tt:l.unt:':n ,rt!.!i d~ 1i::d.d.e vix-tians'li tex,yijl F het get.al isi waarvan de log., 
,·;•_ z is 11 

D-e kE1.ns(:istr.:J.bu:;;:ie va:..1 z is :no:r:maaJ_ en de integra:il van de- kru:1s:U.t-
,,,. ' .. 1J ~' f \.(-, 1' - \ .• ... eren.,:tafL. ti~~ ; , \ r-::11 '.,j :n•!sJ, ln;?JC. .-::(, 
De ,11:,l\Hdige _r,.na.1yso itC:il"'d t nu: 

.x 
.Bill 

x par., 
A. X B 
1.1,..b x par .. 

.K.1J G~·. d.r CAr1• t; s ::) 1u \f ·.t· j~ .J h<3 ~ .. {! s Va .:r i ::111 s 
i; 'f -~----.')a 2:. 

_,·-j 

'I 

F.,, bar.., F' ~ vol gens tabel voo1· 
P= 0 105 P= 0 101 

4052 

4052 

ViJ zi~!!i. Ja.t dE':' berek,3 .Z(-1kerh~d.ds,!'.;':01:\fi°i(; ten verre .:/3.!i'.'~hterblij-
"Je!J. biJ die i.i;re}k2 verelse.h t wo·r-de::.1 e;m. vc-:m belang;rijke effecte:n ts knn- · 
:nen, s ('l'r•,'..i•kB"1 .... ,,, .... .t;,'~·- ·-~- .. •.!. •.; 

De oor.·zaak hiervai). :1 -~ _ legeD in. Jen bep·:•-:.··kt en cpzet van. onzBn proaf,1 
die voor f-'-e afzond,:,rl:1.jke tore:r:1 ecLts e-§n V!" Ljheidsg.ra, .. d o"N3rl1et, 
terwijl de vc1"'elsch te Z$kerh2:ids-t.:oeff'icienten blj dergelijke kleine 
monsters juit3t zeer hoc•g zijr.1., 

Op bet ee1".ste gezicJ.1.t zou men b.,t,,, c,an d£1 factor B eenige beteeke ... _ 
n:is hebben toegeke:rt.di de a.nalyse laat zulks echter. niet toe .. 

Nu d!'11kt de va.r:'.l..ans v~n A en B slechts een gemidcield effect over 
de t-w-ee trappen ui t en da.a:r:'om is het :aodig neg na te gaan of er tnder .... 
daad g€)en vers-r.::hil tusschll:?n deze beide trl'i.ppen aanwazig is,, 



. •··,~!r~)t/7 :/_-,/'.''.\?•<: ::> '•-i-1; :--:. • 1,; , . , . .-'_' , •·, 1 :<:•,:,:•;\,,~;_; \-,/i~?{t~;-'.71,,'Jl 
~-A.•4'' 'ell A-.s,l· ' . ' I •' z,,J, \'"\ l •·!' ' 

'Iii ''t,,\,'·~):;'. ;••_:'~:::i,~~ .. ;+,_~;...~;~, · •,.·-'{:)t1;···rJ~\~-• • <cl 
. ~1:-: .. : ·.i· -~'~·.'.!" ·'.'.iil -.. V" ,. ll.:n.,,x -~:·:-: .:a:::. 9..lll::_~'i'', .Y\?•:::t:"~~:·.~i-
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Bari.al Ve de :i.ntE-!-l;act:t~:s P,. x: ,dll,, A X,, C 'ii .B :st ~;, ,d.5.~ va:6 d.e. ear.i:~ts O<t'd$ 
z:tJri2i t1--e-~d t :n:n c1ok eeh ~.:ri'i.:;eraotie der. tw-eede ori1e ot; nt.l ,, A ~'t'· B x C:" 

Met, toshf::,:v-lin~: van he t · s,a .. r.1-Cc:ll faiYtore:n wi)l:'("lt; d.t t aru1.t;a.l i:nt•eracties 
.zeerl snsl g:roote1•.; !ri de. tot hed,gn ge:pu1.:ili<:earde 1.rersl.~gen van binlo .... , _. 
g:t.artl-1>::-i exp~:r'j.me1trte:n konden z,elden belangrtjke. :i1·1te1·s.ctie:i 't' .,n een hoo"• 

·ge~(~ o:tde d1..'ln t-wee· wol•<l:$iJ heri3keridJ'1uaa:r er blijve:n. n.atvurlijk mog~ltjk-
hede11 a.10. '\H:i.:n 0(·:!'l:.t"!$keni.s k1J.m1e:1.1 'zij:u ' ' ' 

Hl.".'ie~e1. het .r·ekenwerk · m.~,d; toe:neming in.1n den oi,:rrang der :p:r-1 1:ef' ook 
'· ➔.;oanee:mt~ ks,T.l. me.ti di t .a1tijd verantwoo:rde.u door te bedenksn dat prr:isf,., 

tH::llP$n. a.ls 1fag.e1 f£-e.t1 !:tostba~.r en· tijdrove11d -werk :ls en dat eene metl1od(:!l· 
die· 1~t · {~iJfBt·::ru-::.tari~e:l diepgaand a:nalyfHJert, hg't;ga~n tn.d.erdaad it.J..et 
de l/a. . .ria:r,:i.15 :9.r.u .. .\lyse het gi:nral ts?. al tijiii 1o,ont ,. 

· ·1) Vooropg,~st01~1 ",,..10rd:t d:at <le 'rar:i.a:ns van de· ta~tc~r grooter :ts dan, de 
11<.1,rianz v·an de~ bij beh"llc:t'ende 1:nti,::,:raciie; 
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