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gén, Handleiding bij] de syllabus

regel 7 v.b. a‘ tw of Z: " wordt " g 4" W 7/

regel 19 v.o. : achter:"tot nul nadert” een noot, luidende

"Een reeks kan gewoon convergent en tegelijk asymptotisch
divergent zijn, kan gewoon divergent en trgelijk asymptotisch
convergent zijn, kan zovek gewcon als asymptotisch divergeren
en kan ook zowel gewoon als asymptotisch convergeren. In het
laatste geval behoeft de gewone som niet asymptotisch gelijk
te zliJn aan de asyamptotische som".

regel 10 v.0.: "waarbij de sommen" wordu:

"waarbij de asymptotische sommen" enz.
regel 6 v.o. tot onderaan: wegschrappen.
regel 1 v.b.:achter'rectificeerbare” behoort te staan 1) f
formule I :* g(b)" wordt "g dv(b)“ "g (a)" wordt "g (a)“ e
regel 6 vio.r" 2 0 " moet zijn " € "
regel 5 v.o.: "groter" moet zijn "kleinar"

Het begin van de pag. luidts
“Varder is
(v =

i T
als product vén drie alte neren e ? ties " eveneens alterne-

rend. Voor"
Ve bovenkant wordt:

812,12 C X 47 I, 12

Regel 1~ 10 vervalt
Regel 12 met luiden L3 0 .&6‘

g T® fve‘”obow” .3"“"“"""—7

De pagina wordt doorgesneden boven § 2,2,
Bovenop het onderste stuk komt te staan:
8 2,2 C X W I

2’21 B

" Achter de formule komt een noot: '), luldende

Courant-iiilbert 1931, I p.454%, form. 8B.
Rechts boven komt i.p.v. I 2,2,1 : I 2,21,C
Regel 1-10 vervajit. We beginnen met: "dusv.....%
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. 9210, 3.10) ,

enz.. af'y’ zodat we krijgen v
L&, B tmm
T v - B4 g I728
w2 w? wé

men krijgt een te grrot of een te klein antwoord al nasar gelang men .
de reeks achter een onev-n of even aantal termen afbreseki.
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LA < Z"‘/‘ 'O WA AN A N =
Dat staat in Verbe.nd met ds irrsgulariteit, die in VIII (a , b1} da

definitie van/ ﬁé@w- e “4 44 JODtTERdt; de exponent ATe 2n de Tormule ‘
-optresdt; hesft n.l. da onregelmstige gedaamte = 2, + Z’ /4.,.., )-—é

Gslden ds betrskkingen I, dan s z’, 44 ’?/ ‘ ;“u :7» 2o B 23 52.

~ dus ook g -4 wanryli- [Tkt, dat in XI de slotterm hetzelfde ~
. teken heélt als {~ ‘ Er Is slechts &én geval, waarin dles slote
_tem de waardg nedPezit, n.l. als 7;1 /2 } identiek mul is en in dat ge-

pirdrEile welgende functiss /g() - - o = - 00k ldentisk nul,
i armede alles W& -~ 4 ‘
(mglﬁ_ Yoor @3!.3 YO is ' / /

) f
ot 2, x 3 7 .
“(4.) Yr’ w-.? /- ____2_-“ #ml’v‘“.—-*.)‘

C Y "m"‘. -
e’ 9, * ol ¢ e w®

waarblj ds partieslzommen aslternerend sen te groé%, resp. te klein ant-
waord gavsan.

Gordon ( %1° ) heeft voor positisve <) bewezen ' / i
o) et 80 A oz e £ "iw
- 27 < f e 3 £ 4 e
L, 4 =), = elx )

welke ongelijkheid door Birnbzum (h?') vervangen is door -

premeumemmie ot { i3 oo ’

N , -~ ) - ?d“
«;:{Vw“‘+£;»~..w)g ~ q‘/ 42 TR M

.Dg 29 s LS
ek 292,1 Begaslfuncties P ,
7
De Henkelfunctie H i '*-') van ds serste soori is voor 2’; > - :.L en
- T geliik aan
<M_.-<w77—<':g o : ‘
V 2 4~ s L.(w,éziﬂ’-»f)
4 2 A4 3 £ ’ .
fud) = { = R . i7
waarin ' "z
55 b A wed LA L )
J —-zf e T L T, ohee
N . ' ‘ O - N
, \ .
- Gevraagd wordt nu, bij vazte A , voor grots fcdf sen asymp‘botischs formule
van of af te lsiden, in de verozaﬂprstelling reds ::m} w§ Tuds
vaarin & een vast positief getalt § vocrsteltn
C Is [+ w a;@’ dan is vclgezss het binomium van Newton van

 _elk geheel getalr%a@ }
,z l . mui -\f'"

-t
\-0




P ’
a. \
‘ c X 47 n 1,2,134

§ I,2,13, Humarieke bovengrems bij
oscillerende functies.

De veschouwingen van § 2,11 stellen ocns in saat on met bebulp van
de methoda van partidle intagratie de antsgraal

Y - f‘g(x}; ei £{x) dx

te tensderen ma%an wederom de functles gix) sn -~I*{x} slternerend
zijn en f‘(xg negatief is, waarbij dan wederom een numeriske boven-
greng gsvonden wordt voor de fout, dile men meakt, als men de ontwik-
rellng exgens afbreekt.

Liggen de eindpunten & en b van het integratie-interval beide in
het eindige, dan krijgt men door middel van partiBle integratie voor
slk %eheel getal h;g

A S8, ifla)
7 ‘ S -/ “@
Jatzy o2 T R4e o g P 3;?»{‘”& Fala) & }%?g)
. e
waarin f{»
F; ¢
R, = T J &, (x) fi{x) e i"u)dx.
a
Hierin 2ijn de fuwnotiss gh(x) wedeoronr gedsfinleerd door de terugio-
pande be*‘crekkg. 83 g0 (%)
&%) = %%; * 841 (%) = —Hmm - (ngo).

T (x}

Zoals we in §2,11 cypgewsrk: hedbenm, volgt uit het feit, dat g(x)
sn -f*(x) alternerend zijn en & bovendien £'{x) negatisf is, dat
alle functies g;‘{x) = 0 ziin. Hierult voigt

! L g

@

immers we kunnen ean re8d ygetal
relel is. Dan is &

g vinden. zodanig dat et Ry

~~ g
iy ‘ 4 3L 4 v 5 1N o

Mk w [gotn f) e (00 g T s

a’ ¥

CHierip is gh{x}?v 35 gh‘(x} = ghﬂisa:) £t iz} € C, dus volgens de
miidelwanrdestelling - '
&

1y 1re Y IR -gﬁ'" — Ll
o ?Nzh = g,(a) jf Bim) o (?{M byt ...E}alx Y zgﬁi_a,))
By &
Jua Qﬁ?tsmluut CeNOMOn , ;g?gh(&)m.

We kunnen bovendien nog opmerken, dst
i< n
| ave By - ) ~bnDT (ST

want =R o-3f{a) | -1f{a) .;(;h(x) f’(x} o12{xl gy
e

r

hmﬁ een m%}é‘amﬁ dat geiijk is asn

(a.(x) £(x) etn { 2{zi~2(s)} ax




en Git is wesr volgens de middelwsardestelling zslijk ean
‘ﬁg:g?{z? sin { #{x)-1t{a }} dx = gﬁfsfsg ‘%nﬁﬁs{f{‘lg}”*iai 3}1‘3’@0

‘Ren auslcge redenering ken w&rﬁen toegepast, sls het rschter aimﬁgunﬁ
van het interval 3 in he® oneindige ligh. ¥e krijgen dani

‘}”‘*a ~£¢{x} an gl{x) voox £za aliernerend, la £1{x} negstief wvoor
. e
% 28 sn nsdersn By, ,{‘,,%:;

{x Wﬂ

L
Faai ™ ;

m’em.&
B
s -

{h vast & 2) en (h ‘ma‘is %G‘i

SR E I
bi“ crbegrensd sangrosiends = tod mul, dan kan de bi&’r‘bwm agngegeven
maﬁhaés vexn pwm%gpe integratie op de ..ntwraal

4 Q§Z{x} eii{z)ﬁx

‘ & ¥ _ o

a6 doze bestaat, wordsn toaganaat Breeckt men de aldue gevonden recks~

ontwikkelingén ergens af, dem is de gemsakts fout, shsclunt genomen,

;hasga%ena zx z¢ groot als de serst verwaaricosds term, Het srgument

van die fout wijkt dan hoogstems f? sf veap het argument van de esvrat

verwasarlooede berm. = o
De beci}] aringan,gevsven bij het voorbesid in 5 I,2,11 leveren vooy

de imegraa.l g ;
- s 3 i
g TreRVITE gy

j o W
| bt VimetYnea Yz +3)
divest de a&ymp%a*ﬁiacns entwikkeling
‘l ‘fv s ‘2%’“ .;Z ; ) %ggg‘
@ gyl .m""?"j%‘%;*“” .

. .’Breeg% men evgens af, dar iz ds gsmeskte fout, adaoluut genomen, hm}gw

stena heot dubbele van de esrst wmm'aw&e ﬁamf absclout genamem}
sn het argument der gemaakie fout wijkt bhoogstens L af ven dat van de
serst verwaaricosde terwm, Breeki men n.¥. achier de Term “%ﬁ af,

dan heeft de gemaskte foult sen rebel éesl det Z 0 iz en eon moduiud,
dis kxleimer is dem of gelijk aen p@i{%
o 864 ¥




TN _ Ot
. Volgens de formule van iaylor, m~t de restterm van uauchyg 'is voor, elk S
- natovuriijk getal n o

z 44,4'56
j‘l*fﬁf» L{A,}/;;/‘!

‘ = 3. sl [ . Ful )} .y

. Py I A -t {1+ — AL
w/,ﬁ/‘/m/ -t (053]

| g .

Ik kies het natumlijke gwtal n > /‘?/3 “i{ 'egcns A 70, % 20

X < 7 5 , t “i - g
‘“E £ 0 € ong W € T - ot heef‘t Y = oo een argument 2>
en < J7-§ %oaat {1+ ar-} * een comtinue functie van # is, die voor

v/ -3 oo tot nul nadert en dus ean, alleen van A -2 afhankelljke

2

bovengroﬂs C bezit. aeshaiv ‘
e " 1— |
i /lw ” '/ »
v’emnigmldiging met L -‘—0 en integratie wvan © naar oS 1e-»

~ wert wvoor J &e approx!mt.iew waarde
o~ : A (é " / " o A
Y i) ()

mt o&n afvijking, d1- hoogstens van dezelfde orde is als (Y pdus



¢ IX %7 A 122
' ' § =8

wasr b 2en geschiki gekoszen, alleen van ¥, A o & gfhankelijk gets
voorastelt sn U, cen goschiki gekozaen getal met méuﬁnsé’ Jaangesfi.
Yoor positieve 2is

4 an %w{m&w« %"mc‘i
zopdat de afsx;and tussa den "-‘C minstens ,&,,S ig, Dl
,%_,-{ . ,1,, -,
PAFIIRN z / SRR g c.d ' .
_ (:H»---' / = Z L A Z,/) ( ) + 6 Q2 ;
L=0 h 3 e

¢ en ¢ stellen sen geschikt gekozon, alleen van My A en ; afhank
getallan voor; &, 2 (93 geschikt gekozen getallen met modulus o -

?ermenigvuldiging met ¢ = "jez: integratis van O nasr oo
levert ,

J:AEJ {’J“')l"[.h-!\-ﬁ-} (—-—-n),bf' b‘c =
dus j N«:ﬁ- [ “) i'”(/f .4.42’)( )

Op dezalfde manier vinden wi;; vcor ds Hankelfuncties van de 2e

soort —f(w i, O)
z. i y
w =
wasrin 60 /E-uﬁ ,g+;\+.a
_ Jz"‘" f:a'{hb"" 1’“[ )

: ¥0 1
%ox de Besselfunctie 07} /&) geldt ;). fwl= {H () + ,’1. (W));

I'4
godat we voor vaste /}“r i sn voor ~ '.&' é'\ $ gz T ‘f vinden

i 0o s ,}a., cod fu- 4__:7" _73'-)
:"{A,» ) ut i-o m,- 72w "u (-0 ® fon (- ";_‘r"'?-

Van de twes aitdrakkingen 'ﬁsucse,n aocoladen hesft de bovenste betrekk:mg
op aven, da anders op oOnBVEnR .~

in het bi,;zcndar vinden = wi,;., dat 0{}‘ {u); bi} benadering gehjk 13 v
nan -1""" 7

p —-— - 7? -t ~—
Tl"LJ £oo-f ( 2 »{,/} >

en 4at de afwijking hoegstens van dezelfde orde is als o - 5,

L d
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g I 2,22 Numerieke bovengrsns_bij bestaanbare }*

(AN
o

]

&

Y

_ Het is van grost belang een numerleke bovengrens ean te geven
var de fouten, dis men.maakng als wen d2 gevonden recxscnﬁwikfélingeg
srgens afbreekt. Ik zal dat in deze paragraafl voor ds Henkelfunciles
deen; in de veronderstalling, dat de parameter A een bestaanbaar gelal
Jktq komt

4
2R 1 voorstelt. Zosls wit de voorgaande paragraal
L ar op aan de funstie G~ %}

SV

h

e
vc rstell, te ontwikkelen naar copklimuende machten van

bl

waar f cen begtamabaar getali »
. .

Ik zond

-

e

t gawal uit, dat X een bestaanbaar grtal » £ voorstelt. Ik ga. be=
wi,jzen, dat dan /- x,j |3 m,; benadering go}.iJk is =z2an
o

et (f) <"

h,o

en dat, indien /’b } is, de afwijking absoluut, hoogstens gelljik is

agn de eerst Verwdarloasde torm, vermenigvaldigd met

M

als het argument of van X abssluut < 37 gekozen ‘ordh

3 nder is,

. “i ] 'Tf" .
Mo 03/ voor fﬂ‘f s = ;
&
-1 . o }
/ / - P ] = -2k
::.i!ij «co ;dimz‘;}"
T < jal =T
- i YOO , 2"' — ;@-/ - #f
Ix ontlieen het hew Js aan Zzegh 3%', p.20H, formule 8.5.5.
is [ >-., en i f,“been geheel getal » §1*'.,- dun is
i [/ ) . 5
G ~i- 19 o ah =29 - /i1 » .
Jm ’ { it ! ! n  tof ‘55) dp = &/
d ' ;9- {
o ?’ pdyp - ¥

wlarin ¢ onafhankelljk van ’zz 15._Voor 11,/ < 7 is dus

",

z/» Cawd - 1?
2" %99{?1 ﬁd;ﬁx»Z‘/ »
7-X v £=p 0

o ad I 4
3 £ £
— (;me é’/"’/) {/;f,/j 4
43
'derhalve ; hes
:},& ﬁ.xp , - f -
3 /(0 , p ? o
zﬁ//__j_‘f ; }..: Ly — efirg)-2

T4
. o0 ﬁ; 2, 2’!’7/

Jeze identiteit geldt in het gehele - vlak, dat opengesneden. is
langs de bestaanbare as van 4 naar + g0, omdat beide leden in het
opengesneden vliak eunwaardige analytisch{: functies van ¥ zijn.

.mdat ¥ Jon f
absoluuvt minstens gelijk aan de afstand van h~t punt

-

i

het segment (¢, X) doorlocpt, is de nocmer ¢
Lot

dit s

iIs /u&f < 7 @an is de afstand van J tot de rechte, die de pu

O em ¥ verbindt, gelijk aan f;mqf, 1s [af

dan 1s de genvemde afstand de afatand van o tot X .

N

-
i
-

L

X
ten

T [4f:

slotie

N

T _og
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. dulus bi} ﬂnbngmnsci sanyroelefide index 4 tot '
£ @;,, £ < z dan is. 5({;' net beginstuk van sen naﬁﬂﬁ?gentﬁ Teeks, zodat

a

s

van de oursprong sen RKlelne modulus beziy. mcb is deze methode onhane
ﬁig; cmdat de integrand I de buurt van de soz‘skrmg, wegens de Tactor

W+ A A
% tuitengewoon klein is, zodat de omgemng yan de oars,,mng

ot de %ngegt‘au}. BL een zszer kleine bljdrages opleveri,; in trgensiellidg
tot hat punt 2 welks omgeving j:z*ai; gen zaer behoorlijke ﬂonmﬁm e
gge;!;; Wil moeten dan oCk voor é i !; 2 18 9)-A een bhenadering mel{em

dle niet in de buur* van de corsprong, maar Jjuist in de omgeving van f
geer scherp is, d.w.2. vi,} moeten niet nuar %, maar naar - % ontwik-

i;elen., Laten we doarom -~ & = 44 3tellen. s :mteg’?aa? A gaat dan over
Ay ) ' .

dfE j S N FLA-d ’ -

A - < . f w [ wj /4
{2 doru @‘} .

waarin {@ & : -

&

Y =

M'

1 8

volgens de stelling van ds vaorgaande pa *agraaf is [i Xe} il be-

nadering gelijk aan ;i {[é*/g j é

en de afwijking is absx:uuh% hoogstens ge}igk aan d&* e‘erqt ve*waarleo:;de
term, vermenigvuldigd met M , waarin M het kleinste der getallen

is. bus Qagyg :Qg“% an

¢ .
‘2’7&7’94 en &MQ voorstselt., Dus ﬁ_ is apgroximatief elljk zan
(1) }E {g,?,% j;g‘{‘i 5,){(@ -zj F/g% 1’2-&45
[nea 4—«5 4 T B /"/aﬁgﬁ%f,%fif

en de afwijking .*sg absaluuf gaﬂorwzxg absoXuut of‘gstens gell jk san de
eerst verwaarioosds term, vermenigvuldigd met PMilhicrbi] is M hm&,e
dus zeker £ £) -Hiermeds hebbsn we voor ¢ < F<¥Fan 6 < Az ﬁ am’s ﬂsvmpa
rotische recksontwiveling voor de ultraslferische vselierm P ’Vﬁi
gevnmeng en vel ren met numerieke bovengrens voor de grmsakite fouk, <
als men ergens afbreekt. vie ve elt@rm 1s namelilik 1'] benadering

é"w /.w A di

;/J‘%Fu/h {‘3”’?’%2 @ !Z, ‘/[ %
) . W*“;’ 2 dn Ry
(hids 4{ ol }/ 7]
Finedt s cow B+l by A, b=2j
o | ‘ f'""’,{m-frw»w_ﬁ} ¢ | 7
an de afwija irg is absoluut /t?/{ 4 ! fﬁ{fzﬂj}?&j}
& e [ gf {fﬂw,,@;%? e,wxﬁ 'y J
= , 7 gz%.@f Tt i) 2
»mt spacisle geval :im % {wa Q.fbl,} d¢ unli agfn*iscﬁﬂ yeglierm /ﬁ {d “’ 5}
.overgsat in de veslterns "f’?:’% mﬁ van Lagendre, is gevonden éocm ‘ e

Stieltjes {1890%; 18907, Ir:mt alfemene geval door Szegd (1933 ,
asyaptotlsche .a,nﬁwzcxlhng der Jacobischen Polynome; p.57=50}.
Twae opeaenvelgende termen in a,{; hebben esn verhoudlng, waarvan ds mo-

k-t

- nadert. Is

jgwj da.p de som wvan da c;uver;en*'ﬁ r?? f, }gw{ j F/ﬁzf/f} / |
j{u& — f@&% ZR"‘/E F Wi M““?quiml}ff_j}

bt fe g

..v

i
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g3 Hethods vap Derboux. o0 &
243 li{.*g,}.. z @(lﬁ}"z.
B T T =0

een funectis, die binnen ds sgenheidscirkel analytisch is en op de
senheldscirkel hoogstens een sindig aantal singuliere punten bezit.
Un het asymptotisch karakter van de codfficientenr @{cByast te leggen,
zoek ik blj elk op do. senhsidscirkel golegen singulier punt en bij elk
gshesl getal A2¢ een dvants onafhankelijke) Punctie frg (%) van o ,

dis overal op en binnen de espheldssirkel.behalve in het puant s.eenwaars

dig sn analytisch is, fodanigidat Liw) < ‘£ ,/2) voor alle pun~
ten m=2t? op de esenheidscirkel in de omgeving van s esn minstens

4 vmaal continu differsntiserbare functie van ¢ voorstelt.
Wordt dan £ Iy (%} naar opklimmende machten van Lontwikkeld,

2 a4 w)')‘(.w
jﬁuzm)z‘gd aiégf o

dan is ‘
. - e
alw) o D adlomr ay (<),
&£ A0 '
waarbl] de som uitgestrekt wordi over de op de cenhsldselirkel gelegen
singnlisre punten 8 wvan 4Ljiw). :
Het Yowijs 1s esnvoudig. De functis :

kan binnen de cenheidsoirksl naar opklimmende macht van ‘2 ontwikkeld
worden e Loigm @
wf‘ j_f“}/v »
=0 d :
waarin’ - /Q;L (D)= i) 2 a e,
| , PR

. . ¢ )
In do op de genheidscirkel gelegen puabtsn L=£ °, die met geen sne
‘ kel singulisr punt & ~efrajsamanvallen, is I een analytische funciie van -
, ‘E, dus cen oneindigldi ggre}ntiﬁe?bare functie 2 ‘?’ ) van 77 5 1£ {'xj
) p N X e - 13 gl z ]
1 L In zen op de eenheidscirkel gelegen simgulier & vanf! )is Ay Ae !

sen onelindlg dikwljlis diffsrentiesrbare functis van (}9 s berwijl
K 10 [2) = {'ﬁ. h, £, {Q} ainstens }4 masl contimu .differentiserbaar is. Dus
a/’»‘ [CP} 1s minstens A masl eontinu.differenticerbaar naar ? an
g ' . ‘ ' .
1 \ W PR (k) ) gwtwgp&j
J P P » ‘
209 25 gw}"“;j ﬁ ® ¥

(1

A
m‘%

£ (0)=

- " (A o
_ Omdat de van (J onafhankelijie functis jA. ¢ #3} bsgrensd 1ls, 1is
oyt " 4 waarmads hat bewija geleverd is.
A {wl<< fof 3 o ‘

~—
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& 3¢1 Yssitsvmen van Legendre.-

- s &
e veallermen f i wid) ¢/ worden gegeven door de in 4ds ome
geving van de oorspr smg geldige ontwikkeling

) “ - ﬁg T:} 3 bt
?f//:{)w(é»’&u"/z «i-"“"} P Z :w{mfi’;‘a’; 2
W= ,
waarbilj 7f/0.!-w ?eronderéte.,.d wordt, dus 7?, fw)= 2

e.,! § .

Gevraaga wordt voor grots (Jen gegeven 'U/’;ez: asymptotische ont.
wikkeling vwoor P, /urf ef te leiden. Ik zal daarbi] e=srst het geoval

-t +5 wWEi.d behandelen, waarine:} gen vast pogitisf getal veor=

igelt, daarbij i_&g 1w zalf wil van «. afhangsn. Stel’ S 8/"3’0‘ 5 WAL=
O <€ ol <

De functisfin} %s binnen de senheidscirkel eenwazsrdiy en analytisch en

bezit op ue serheidscirkel twse singuliere punitsn £: 2% en F. o=

Spreckt men af 55T ;e ey (R ATV A= g L?”
waarbij de wortelvorm voor 2= de waarde -s aannesmt, dan is
arM'""“z“ ...{g" ‘wg, 7z ,

omdat het product £1%} volgens afspraak voor ‘4 = de waarde 1 bezit.
- In ds omgeving van het punt s is {fﬁgeliik aan

PPy
.t , Y
f{'w : zl/'f 4. t4-40) g gm 1) (29 .
: | ,@.544'».&& Az O {’J,j)
De funci?.e {%):'@‘Lm £ {/-*:S;}; [2.2) "%
[/ 2 s (2. 72"

is op en binnen do senheidseirkel, het punt s gelf uitgezondsrd, cenwaar
‘dig en anslytisch met de eigenschap dat £ Flale £h0 %)

in op de eenheidseirkel in ds omgeving van ¢ gelegen punten

sen mingbens £ masl econtinu-differsntieerbare functie van ¢ is.

-Bij c-nmiz«:keling naar opklimmende machten van % krijgt men
td

,C/ maA/w»’:z,,

[ 5% 2i> ]

w.fm., .Mmum_.u)--',a«uzmm,wm
vaarln "“i/ﬂ ‘oo Z
% ,g; (%

Hiesrin mag men Lacor - vervangsens daarbij' gaat dan & over in ;.
Hot resultast is duss voor . J 40 S cod ot § (O,

e
waarin § vast ,..i i, is
ﬁﬂ‘w

T (M’d ~ ) :Lf (*) ™ )[wwa} uwi /5 2) - (m Lo )wj

n=d
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omdat 4 3. . [2dt) 2w

- Vi
s - i
Aead 200 L

oy,

in ‘?“' -

, S

voor grots e bij benadering gelijk iz s=an { ?‘f‘"‘} met esn afwijking, die

hoogstans van ds orde o is {Z2ie § 4,1), vinden ws dal P(J [&‘cmg)
bij] bensdsring gelijk is zawn {[_ % e ; ST 4o rd Jt 1

' ¥ 1T fotan A . L ¢ X o :

mat een afwijling hovsgsatens van de ordes L .
L




& X 4 3L, 44
Hocfgeduk 1XI. Integralsn.
§$1X.1. Be mathods der M&lpmma
$12,9,1. Integreisn met bestasxubare integratisveriabels.

Ze in dese § ontwikzslds methode o een bijsondpr gevel bt die
der sadelpunien, welks ¥ij zsn snszen landgenced P.Debye (1909°) dan-
ken. 31% ae sadelpanimeibicfe (méthode Ges cola, method of deepest
destend; wordd in de ragel langs eex in het ccEpleze vlak 501303
kreame geintegresrd, saar §n dese § beperk ik ted het gev

“{1.h.3, deor G-Feber (19223%) beshaméelid), dat geointegreerd wordt o-
ver ecop op de Destansbavre s gele interval. De grondgedsohte
Fenr de methode wordt €nidelill nitgeayroken in een dgor H.A . Schwars
nig it frazment wid 4g Qﬂaﬁm@ha@ van Riememp (Yoxrks 1876,
geé 3. im gija srtilel {227, ».287) merk: Faber gp, det Riomann |
apreil atescnlen bsinvloed is door ansloge bnohouwmfm van Iazxaoeo

In hed spocisis gavel, 8% niet alloen de integratieveriebeie
mear ¢ok 8e integrapd besiomubeoy 8, werdt de in dess § behandelde
methede dam 4ok J06E masr Laglace gonoend .

%gals diijken zﬁf‘f}g 25i% &2 {ntegraal
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L e
onder seer algesous voorwasrden een ssympiotleche waavde, die on-
dubbeizinnig bepeald movdt door de &5, Gie ds funatise £(x)

%13 gix} met han efgeletdsn in sem bapanld punt T sspmenen. DIt pust
nest 4cm wen besliszdpd punt. o

Laat ik serst het goval behandelen, 42t dat besiizcends punt met
Ret puen? & G60ORFRLY. , '

Btel £(z} o gix) siis in het imterval (s zId  oneindig dik-
wijls 4ifferenticorbenr waerdil $%(7) = - p* 46 sigenschap

,
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r . e . >,
~Eadtorgp S z. 4 (4 yast >0}
~ besit. Ik peem san, day (b 1) ipi(legk)™ T |
met L Lol eubegrenasd sangreell, mear st (C-EYAwr een begremsde
functis van & is,. Ten glot%e werendsrote BOZ
i1y B S Ry ol
28 bevendien, umifors fn ‘LEZ’;K tb)

Tep®

. ¢ , | |
{E3%3 £4 9y <2 P2 voor elke gehels vaste b I 3
& Bf'{@ e 3" W yeor slke gehel: vaste b 2 0.

Ordler £l woorwasvien basil

i ,?,,\ i >
sen smynptotisahe waorde, die cndudbelsiamn.g dopesld is door de wear-
den welke de Ffumobies {z} en g{z) met hun afgeleiden, in het pant ‘g
fa»a?gmm His saympiotiachs wacrds is 4¢ soympiotische scm van de -
e o _

gy 2 a¥etemayy -w

ol R %:& L | |

ﬁ?m:f de os82fiolenien %, PEpacld worden dcor ds voortbrengende
funotie . , .
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on F(3re) e §§§ 2 F{“(i)EQQ g, b, a2

dZ

Dat de reeks V umtoﬂsch convergeers, b1lijkt uih de :mh
(1) 4, P" W ™ | voor o1k vest geheel getal n> 0,
glit ik 80 dedelijk ga bewiisen. Ik sal nog iste meer santonen, Wordt
B Fx) @ 22)-2() -4 (- D)% £°(3) |
ges‘ho‘m‘ Qan is ,
Ma) = (==7) 6 3 f(z-v)"' £ (n) aw <<l D)pe %%ﬁi w?
E | << i
‘wocm I e IIL ' '

e - / (z.,w)f o) o << (€= 3N prur3 < peo”?

P (x) = J’ f“"’{w} duw- << (£-3) pw™d << piw”
en voor elk gghgol getal b= 3
B () « 2 (2) < PR.5B,
dus wegens IXI ook .
| gt ﬁg) DAL

on wel uniform in z. Substitueerd men x=3, dan kriigh men V1I, Boven-
- dien vindt men voor elk gut goheel gﬂn h’* o

o JFH - T g, ("*-%'5‘ << p w“‘(%-z)’*

P
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unitm in x. duns

X ﬁ‘*‘y % K
(vIiz) i-f g!x}a - Hgdz-ﬁ Z 2 jﬂ 4 za(x -3

e (-0
E {1;94»9(1
waerin ¥ het rofle deol van Pe w ez- { '5') voomtolt Uit ¥ volrb

(1x) C» 2(pt? et 26,

éngs het m:mnm van VITL 8 <K r 2’““’1}{9 -k "‘?’(hﬂ)s m""

Omast (£-F)" |p e Wt |
4’?54@§ , Gus ook (_? TRY m! 3Wm¢ﬁ,=u

_Yoor leders vaste gehsle n1O _ta/g.z)?
R S I Y el M
Mun mear 1} mis genoeg gokoson words. Vegens VII en IX 1s |
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g E 47 | Tog40
co :

e

% e
; L - gﬁi . » \ _d, i ‘

?
Y % . _La,!g,_,“:}?-- ~ keI 4 ey 4
ce g TR IV T cc heni T
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Bierzede¢ iv het bowile gelwor% opdat do in de lastste formule Optre-

dends integrasl de waards 2 =)y (%1) ™' vasit. '

¥id =mllen mu ook het geoval Lehandelen, &:% het besliesende punt
tueesR 2 42 b 1ligd er wol alsvolghs

Atel £(x) en g{x) zijn in he? interval @< 2<) oneindig dlkwills
- diffsrenvieerbany. tussen & 2n b ligge een pvat ¥, wearbiy

(¥ = -@?‘ de sigenscbap I ( £ vast > 0) tesit., Ik nesm asn, dat
- 3 :

£-3) Wy 1)  (30RICLy )T
L

& - éﬁilng

[ N
met (! crpegrenzd sangroeilen, masr fat (- §' YJpuT em (T -»a)pui“‘”

begranede Funoties van ¥ glin. Tenslotte me¢m ik II ea bowvendlien IIE
{unifore {n x) 283, Onder dde Toorwsainden begid
. - Vo

9 ‘afi‘;} _J[ 2(2) Qf(:&) ax

A
sen asymptotiaohe wasdds, dis ondubdelsianig bepacld ie docr 4¢ waarden
welke de funo¥les 2(x) e g(z) met hun afgele¢iden in hst pund £ -
mek. Jie asymptodieohe wesarie is da asymproSisohe eom van de resks
> . = L, mrE r‘;ﬁ,%g._fg -2 . _

. £ AT b :

) ¢
o R A

rEEYs,

wearbkil de 'e@%ftiaim%n G, &cor ¥I ‘éapaaié woxden,

~ Yoor het bewiis passe men de vorige atelling tweemaal toe, eerst op
het jmbexval ( %.b), vervelgens op het interval (a,'¢) (waorbs) -x
als nlsuwe integbaiicveriskbele ingevoerd wordéi). Een derke op, dat im
hat smitwoord ds os@fficiesten met onever index n wogvellen, In de
tospagsingesn ven de laatate etelling behoeves die colfficienten 4mn
¢k nlet bersksnd tg worden .
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| 111 REEKSEK.
B I1I, 1 Elemsntaire methodan.

§ 1,1 .&@laiamg van ecan identitelt met b_nomfaalveaefficienten

Yoor de veeltern iad 1
Alr) = &, % |
geldt de identiteit = |
. gr%*f) o -~ e*-'m") ,/-) ey
o oo == 2 T 7
mzfa R ) =0 f’) !

waarin € en ¢ wil;ezeur'ig zijr, onder dien verstande, dat t niet met
van de getallen O¢1,;...4n=1 samenvalt.
Het bewijs loopl als volgts De som

o) L2

: s o b [5) |
is voor £ = »ﬂ__g, ( 4 =0, f),,,M~% gelijk amn

c 27.- (u)k(“}’:’) @thls

waarin 1{.{}&.} sen veelterm in h is van de graad k, dus van ssn graad < ».

Deze som is dus nul. De beschouwds som, Vermenigvnldigd met €E.) levert
derhalve een veelterm in ¢ van de m € graad met begincodfficisnt 174w/

en mst nulpmnten— @, ¥:p,.., M4+ L ~ {) Deze veslterm is dus gelijk
aan ( T+ f') ; waaruit volgt fihei
Z (7))
t.- .
(.“f/x} ;”a - Z,;.,) ,

Het linker 1id van de te bewijzen formule is dus

~u P+ him 4) e
h ——
2 [ ) %
- it A
}! =0 ( f;_, } hHrz A
waareit de bawsring velgt.
g ‘ A
De ultrasfsrische veelbtermen 1, tf"-&ﬁ; worden gsdefiniecerd door
tb js functis i
oy = & e ph ) (Szess 39 4p.82
{ia Lw'f +t ,} oy ;3:’_-— f 73 (’W'} foraule %.7. 235
, e € .
Het spoacials gevaal A= E lavert de veeliermen F [ wr) van Esegendrec
ik stel - _“ ('z.,«e—«»‘) en -i-: = awt+ Var

ik breng in heé WYL 3;. &sn coupure gan langs het afgaslmten segment
(~1,1) sn ik : '13@1 Vo oo 4 gsasit*ef voor wdhi. Uit [“4f{=71 20 vol

A ¢ bestaaubaar), dus ‘
Vs 4 - ,e, ¢ afsy GUS = wt ’ L
;fwv(fu}"%-qimk 1)-&{’“" Vw 1) + & >

zodat v = ced W op de coupire ligt.
In het opengesneden w-vliak is dus /%/# 2 4 zodat de ongsligkheidl "ﬁ-f?i
die voor w }1 gel&t,g in het gehels a;engesneﬂen w-vlak geldig is.
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-b«‘e vicden nu voor 1ef < 1% \ | e A
oy {}0 ¢ 4,,)..1'*3 -7 O 3":}
Z T ? () Li=2770 k7 £
s ' . oo ¢t -
) oo /},%m-f)&m JW .f)‘_ )\.,,jt_...{)f- ‘Z 2
- WZ:G 4iad fe:o

dus voor . 20

N R
(1} P {”w"}:‘: Z {

s i B g 7
Armer) phe momet ) 2
P A g ’

% ' ’
Indien A cen gohesl getal =& is, is P (1) blijkens de definitis
e

aon Veslierm In w hoogstens van de graad -« A ¢+ die wvoer %)«—2;& fdentisk
nul is. Di% esnvoudige geval behm@® niet verder ondsrzoeht te worden,
zodat we in het vervolg het geval, dat A sen gsheel getal$€ (@ voorstelt,

bulten sluiten. We krijgen dan [m,
'@fhl : k47 ) - f {)l*m“’) 9‘”:'
,‘.:‘ ‘W):( g 2. el t <\ (%\FV!”)
Pus als , “""' A#M* " e
| Alzl= { ')z
’ m.zo .
gesteld worde , is volgens bsve.astaande identiteit 2, .
{k} k . " ned Mn.}‘ ,tz {%} .
, j Al - { ' ot
an B o) = (N0 2 LT ;.,/-} {
T O bt L~ j“) M s
v

Ik vervaug nu n door &, zodat (v de ¥ij der gehele gotallen 20 doarlaopt

Is [21% «;”4, waarin k esn vast getal woorsielt, dan geldt uniform in z;

oo 2 PR SO e -
Ajn) ~ 5 (P07 T = L=
oz o
en p )’ B S » N
N £ ot AP AR R VAN bij vaste A m @
AT () o M ){f--*:w | bl vastesms

. zodat dan &e betrekking - i
| *’*’”"'" "l*’m ') L, A)
A A

( ({;-&“-}"i}

J‘m*"ﬂ

uniform in 2 gelidt., {Szegd 19%, p.190)

| ‘ ‘i A

- “3?.?") - = 2 5 waayrin g

Vs 2

 hisrbij iz & voor VWi pozitlef. Door dezs afsgraa:,c is ¢ in bet gehe-
le opengesnedenny-viak cndubbalzinnid vasigelegd, want docrloopt na" sen
gesloten lus om de goupurs, dan i3 de totaie toename van & nuli im-
' mers doorloopt A7 een cirkelomtrek mot middelpunt ) en grote strasl, dan
doorloopt 4~ een klein lusje in de buurt van het punt %.



Uit de formule van Stirling (II,1,1) volgt
A Fw-)
L = ) =1
W-)hg:a \"ﬂ‘\l’) ( w . >
zodat we in het byzonder vinden: bi) benadering is

2

w %

en vel z¢& dat de verhouding onbegrensd aangroeiend w tot 1 nadert.
Dit geldt uniform in z op elke gesloten veraameling, die geen enkel

punt van het afgesloten sagment (=141) bevat.

B P( )( W) gelijk & (M) g (W T'wa'-t)



§ I, 4,11, Fomlae van Stiriing.

OUnder een formale van Hiirling zel ik isdere formule veretm. die
ong in staat atalt i {8+1) wvoor zrote I!si te berskenen.

Indien -f.§cargess . & 4 waat >0) is, den is
'*“"‘(am) = fuﬂ e an = 8" [ x® 0"%% gg (u=sx)
o ' o I ' .
= ag’” @ue 5:
“hierbij ie ) f&}f(x} : L , |
F o= e Max en fix)= -8(x-i-logx).

O e

% Yoor E’ =1 ia g (3 0 en 1’“({) = =@ = -pa g-»(‘d’é;

s

uls @a'\,f; . Y V3 ge gesteld wordt, Wordt a= ‘ﬁ-;-a‘”eiw%“z en

b= @#2“2;‘,.4 -2 gesteld, den is de bijdrege tot de integrasl .J van elk
der intervallen{U,ajend, oo} assymptoticch nul, want het beatasnbars

- deel van t’(x) 0p het eerste imterval it & ~olu 23 op het tweede intere
val F }w\ X, wasrin o tm% vaat positisl gsach:ﬂ:‘t gekuzen gotal is, h.m

sr-.; !@f(x)jx '

Op d;ﬂe laatiste z,ntegraal kan de vcorgamdo at@llmg met g({x) =1 worden
tosgepast., Immers in hot bheschouwde interval ie

(M(z)« phw“h voor ledere vastse gehele h.i‘:;a
)(xf» Z< 4 << phfs ~B Joor ied&re vaste gehele W20,

Verder i !b-‘») jpitasi” /Iua} ;;gp w% Py dua begrensd, terwijl

§ e
G«*)gﬁﬁ%&mﬁ {w-q.}ab" Zzgawt_} -
met iw spbegrensd aangroeit, Hisrnit blijks, dat v 1, dus ook Y asymp-
Lot acﬁ worden ontwikkeld., |
Bij de berekening van de ao¥fficienten, die in degs asymptotische ont
wak&uiﬂtz optreden, kKunnsn We zonder bezwesr 8> 0 veranderstellen. Indie

£ = ‘*p% gesteld wordt en 8™ fdoor B varvangen wordt, geat £(x) over in

\mmd‘?{’“é% w"‘t-rm*?;:\ Lé : ér = e
W""I‘df duea % n 2 ,
T NELLA SR S X L _—}

B @etald dan 1 . e

E g g “ééz""ﬁ’ - 73{-‘33\4 ng\ é‘ - .-

d;f*"vmntigtie pear A geely
(162 +@: 2%+ S '3-1, AR TS TA A -~-} 4‘;?4-2&%%“-

dus voor NSO

h bhed bl
(astdb_ , = Z ()P b Bl
Hieruait volgt whteregnvcggﬁm 59 57‘ é é a2 t

n éfz - & _.-4—" ’ g; — ‘:

m vaeltom:a B (t} zijn even of onevan nmrgclans n evon or omvan- 1aa
Vcslgma de bovmstaendo tnonri@ 13 dus g & "
; : . 234

f a.m(x-dalog ) ax N,@.’.“...; f‘& z¢ { @)(-) gcﬁé‘

] . w ﬂ st Y
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§ IZ,%,14, ’\fmm en ¥in Stirlizg.
Onder een ﬁ@mhs _¥sn %ir'am 561 11 iedere formwls ?@ratm; die

eﬁ% “n shaat stelt {am" wasr grote 187 te ber @k@n@ﬂ.

- Irdiem «"Y 5<arg5< T o { & wvaat>0) is, dan 18
et} f‘ﬁ& @""“ an = 8% ( 8 o™®% ax  (usBx)
| = s8** é@"‘s J N o -;

—

hiervij s ‘ ) | | o N
' ‘ Y = J[ ef{x)dx sn £{x)= -8{x-i-~log x}- -
; . ‘

V'(‘GZ," ;’:‘? .ié . ':tﬁié’:}ésﬁen f“{{)‘ gﬂg‘g-“w*

ale p=V8 en (W= Yo gestelad wordt, Wordt B= 1=2° i "'".2 &n

b 10272k "% geateld, den 13 de bijdraze tot de integreal J van @ik
der intervallen{G.alen b, o5} asymptotisch ml, want het bestaatvare
deel van f{x} o het uer&t@ '!m:arvaﬁ in .;-63@:2, op mt tweede inter~
wal é ncMz min 3 ass% vaet positig? g@acm.kt gskomn gotal is. Dm;

Ay j @f“ﬂ ax
?3;» dese isatate inf@gzmal Xen Qe vcarg&m&e atellma mﬁ: g{z) =1 wovden
t:&ag@paa immers in hat ‘beachﬁmwée intorvel is -
f{hf JRE LN - i a2 OO \\@@@r@ vagts -Fehels
g@“ {g)ce d << ph%sf:”h YoOoT f-._a;_d@m vagte __gﬁh@ie .21

2:.3
=0,
N P ’, A - \ v A . ‘ 8y - i ? l o
%mar; is {bn‘%}ﬁgnﬁw% A iy et w g ’iiua 'begmna %:e;wxji

""" E[’Fié_‘ﬁgtpgﬁé‘ {ﬁ.“@ :Fga'{tégng "‘L

‘met gw? @ﬁb@sremd eangreeit, Hisruit bl 3xs, s8at Ve \J, dus ook 7 asympe
Lutiseh @orden ontwikkeid,

. Bij &= derskening ven de coBfficienmten, iy m dsze mmpto*iaﬁhe ‘
w;kkm.mg opireden, Kunmen i zondey beuwsar s>0 veronderstellen. Ing..

'x‘ = prem irme. pasteld wordt em 2~ Igour A vorvangan mrﬁt, zeat f{x) over in
. — ’_’7'_}53 - ; &* N
e 5z o™ - LRI S LN SR )
-4 35z “g’%‘f’*é%‘?é’ cofpZ 40N 4 e T £
Fordt dus NS "
P S £ ﬂ}_ A% ] .
: BER o ied A F5, 0T oo -3 .
gesteld. dan in, . CRLARTNE , g
A X %’53’;‘4 0*%@{?7 "e‘"sr - = ? #’?“:"* g}c'}} 4!, o - - -
Differentigtic nasr A geaft . ‘
~ y 3 e Y = - fd oL
Fre8R af D he L Y E 6 FETaeRATITS ) = £ i,
ivg voor w0 Fey P . '
{n+930 & (m‘lﬂ)h b @h 3 B
' n+t T fos e <V oehn®

‘ Hisruit vo}gﬁ aem‘gra@ m}lgsn: & 3 é‘? és’- 1‘, # 5T &0 &; a7z é ?
s e er e & o ER e S me L% anan s IR SR ] ol

o % mn" /’h',%fiz -3 2’32 é,,_ {55 :{‘&? & < g é‘ zgf zsgg 2‘92'3
e vsam@m:z \,%"} zim aven of amwn amrgelm B even of

?’mg@"z@ r,m ‘oavm a&xx&e mxwri»e is dug
g?:‘ ’éf‘* ’L&} g"ié)
<

£ ﬁ’*ﬁ(""ﬁ“l?g *o"ag s e = =% *

B i
. -
'&“: @ —



8 11 2,1 Over ho**fdwaarém van integralen.

. In § I1 1,1 hebben we de volgende wsrondarstallingen gemaakts
Stel in het interval & < =< & zidn  fixz) en ‘3[.&] oneindig dikwijl:
differsntieerbaar. In het - 3§1terVal &< zé. 1ig™ een ptmt: £ mst |

f‘”({%; —/‘» waarin -1;'75 S‘Q;!?/ﬁféy"a ﬂ/

1

{ } y e ¢ § vast » 0) Ik neem aan
(@ (4] << fz,w - ._
- en bevendien, uniform m z /a & rSs a‘f) . .
(3} fé"/[ z _/ << /,, b & " voor élke vaste gohele £ = 3
_th] 4. | - .
a3+} » {‘af 9%,’ L /‘é S 4 voor elke vaste gehele ﬁr =20
Tanslatte veronderste’ len we nog, dat C’ £-o een begrensds
fumctie van it is. Onder die voorwaardsn heb n we van elk geheel getal

;@, > o |Dbewszen - |
7/&)@%;» flmj ﬂgj z{x g) / /é‘/{m,, 2, (e- a/ M(f, . g} .

wearin de - eoéfficienwn ? o bgpaald worden door het linkerlid van (5).
 formeel naar opklimmende machten van z-¢§ %o ontwikkalan sn da eigea- .

schap g, << fo Moo T bezitten.

Zoals we gezien hebben en trouvens omn*ddeilijk duidenjk is, levert f‘oro
mule (5 ons sen asymgﬁe»isghs ontwikkeling van de int egraal )

%y - f?lﬁj @f j

in ds voigende gevan?a. 0y
"?f £z ‘@ofﬁf'en‘ (- ij@“ﬂr g*‘?/wi’)
"~ grosit met fw; onbsgrensd aan.

D aci<ben (6] /,‘*'zifﬁz/“”/) "?"

| -groeien belde met /Jwv/ onbegransd |
Ik zali nu het twesds geval nadar@ beschouwen en daarbi] riot de integraai
{5}, maar de in tagmm‘y* f te & é—‘yd% ‘

ey y
".baschauwez! Hiev wordt da hoofdw,ards heéc‘e%:i, n.l.
. - & . el
¢ . i
ﬁ? ‘of :‘i JJ
o e Lo o P4 &

d

i it (3 *iolg:: izoa;!.s u; in § IE;1,1 geaim hebben,
g ey T
o L f’/x. é!h/ it g//"/ﬂ/d

<< p
<< Ly
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De msthods van Laplace.
De mothode van laplace, dis ons onder bepaalde voorwasrdsn
in staat stelt een mpproximetieve waarde van ds integraal

{"
(1) 7 [z:* £ e
74 = ;f ;

te vinden, words iz het algemeen als voit goformleardg
Kies in het intervel @ s x < £ eenpunt § .

zodanig dat Y( { §/ dicht vi) mul ligt en ¢ [gj,, -

gesteld kan worden, waeriz - l;., F g ere. A= Z.3

{ & poasitief 'vuﬁ)a . g

utel ?0{25} e f[.’;j - A4 [%-’5} ) ' on ontwikkel

q
bW
&

Glx) ¢ e £i=} fermeel mear opklimmende machien ven
¥ x.§ zodat we de formele reeks
' 2
{2} A(;f qu{m'“g} % é&{ﬂ;‘g‘ P

krijgen. Cnder bepaslde voorwasrden is  de integrsals asym-
ptotisch geliijk san de nem van de ssympitctische reeks

o o f 3 c Atz 8 )T
. ey Fd 3]
> ; fr g .
(3}, . ﬁ% [ dz-5] 7 £ EV
P o “'9’3?/%

ée ondergrena is ~ecof § ; alpaargslang % vaef = & 18

de bovengrens ie ov of ¥ ,; aluaargolsng i< fof . £ e,

De in (3) optredeonde integrelen kunnen olemenimir berekend worden;
ixzmers voor aven 7 is

. e S ?t! h - W, - §
» £ 4 f‘by T A S
Z ! = % } = j == [(
N Vv .
£ - - ot ,

&n vogor oneven 7 o

o3 [r" v
» Fid i’
; M o e I g
f = O [ s | = /” /‘u/ -
H i — ) te:f Fe
- ' M‘g di
- 3 o s ,

De methode, x0s8le hierboven gesohetet, heeft twee ernstige
begwaren., Stol biwa_w» w;i;.a,lan op dege manler ‘"‘[ ﬁ voor grote
ie;} berskensn, als - £ &5‘ £ arg, 5 & 77' & ¢ vast,

poaitiaf} Weo kupnen schrijven o
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~ Bi} berekening biijkt de im (2) optredefide coefficient
. een veelterm in 5 van een graad = f;;‘f te worden. De algemene
Yerm in de aaymptotisahs cm:wikkeli&? (3) 13 dup hoogutam van de~
relfde orde ala s/ 3 " %1 - % Y “F -1 |
- B} nader onderzook blijkt die teorm inderdsad van dle orde van
grootis te sijn, althans, indien 7z door I dselbaar is. Dus bijv,
do term met 7= /518 van de orde van grootte van /S / =3
Om &is op dese manisr een approximetieve wasrde van J, te ﬂndeng
met een afwijking die van lsger orde van grootte im dan /3/°
mochten wl] In de gevonden reeksontwikkeling minetens 186 termen
gebruiken, Dat is onpraktisch,
"~ ¥en tweede. nog veel srnstiger bvezwear is, dat do methude geen
numeriske ‘bwengmm gcseit van de gonmakte fout, ais we ergens af«
braken,
¥i) sullen de m%tiwds van &aplat e op zodanige wijge ontwikkalan,
dw" de twee ‘bwengﬂnoemd.@ heswaren niet opireden, , ‘
Ter versenvoudiging van de notaile gal ik § = © veronderstellen,
Hiervoor kan ik zo nodig steeds morgen door een versohulving, Vere
der kxan 1k mannemen det ¢ “{0/ mist van w afhangt; biervoor kan zo
nodig, gezorgd worden door in plsats van de integratieversnderlike
¥, esu nieuws wvariabele {-‘z& te kiezen, waar ¢ een geschikt gekozen
 fupotie van & voorstelt. Op die manier ¥rijgemws 2 F o £ (£
on pfx)= Filaf s iiapt » wasrbl) A niet venw afhengt.
We veoronderdtellen weex ' '

.z . _ -
‘ \??‘g,ﬁ,alfdézwf (£ vast positief)
en de te ondemoeken mtegrual gast cver in: -
xfw} Azt

f ?{&} dx

Ik ga G{z/ ol naax opklimemle machten van x ontwikkelen.
%e sullen eén bovengrens ncdig hebber van deo fout, die we maken,
sls wij de aldus verkregen ontwikieling ergens afbreken. OUm dle.
\bovengrena te vinden, 14&3 ix eerat ean korie basemuwing vooraf-
gaaK, ‘

z:lj if sen gotal, daﬁ; behalve vax w nog van anders parameters
(vijv. x) mag afbsmgan, 1k moem man, da% ,f asymptotisch naar op~
] klimeme machten van ;7 = kan wamen oﬁt‘gikkm.d,
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Voor elk geneel getsi zz;}o stel ik
~ Tk
&y ;... > a, vf Jeof ?w{\
De t‘edoe;.mg Ss éﬂi q sen operator 38, die op I tosgepast, net linkerli
van (%) oplever:, vemgigduldigd et fou v Hetl getal quf kan vancs &
hangen, mear uit de defiaitie DILjkT, Gat de moduius van gl  kiainer Is ¢
eyn geschikt gekozen van @ mngfhai’zkeif.ijk g@ tel. In het bijzonder is gof=

Tit de definitis vrlg‘& .
. w{f49) 2 9n, w%,g [w=0,1,

4
als £ en g beids &aymtotis”h pal-Trh o opk'* imnde mgcitan van 7, kunnen wordey
ontwikkeld. Zat gerste problesm, da ik By =tgl, ig een hovengrens P& qﬁ\f
te vindeun.

Tnalen ok
e . £ A ; g& Ltz ﬁ )
dan is o “ea N ——
s L e g g, fwf g,&f /;/.
4}9,-*? hol;; .
; -£ SE LN & ; Pt ) 4
SR A 5l 'kﬁ;f + Zht M? L ?5 J;/ ¥
= ‘f.}...v ﬂm 'é I-’#I { ' k?hﬂ.g‘ 9;#»;,
¥ hao “J
Hisrin zijn 60 W Qw alls absoluut £ 1, dus
o

qufgg fgi‘igf - 2 !&hi Qn-n £«

'Inriien dug Pf en QF dea Wﬂ‘e recksen \
2 Formle e
?f-z, L »,,L Qr= ;%" i;f
, vor\rstellang is > bl 2, “””“*”’“?S’ *f W/ﬁ s M; e n,.«/h/
(5)  eregielRr » (Pf) Qg. gl e el fomfrrtn 11
' da (g

Lirks en rech*s staan asympoogi che ysaekseny de bedoeling is, det, #ls beids
leden voiledig uitgeschreven worden, iedere torm van het linkerlid hoogstans
gelilk is gan de Cversepkomsiige term 1o et rechieslid.

Uit (52 volgt voor alk netuurlijk getel k

5) ok g (@f) Zj JEj A (pp)*

vant de formule -‘Videm voo:r K=13 i* K>1 sm ha

g (8f) St ep)*

bewnzen, dan volgt uit (5, tosgepest st *"i“‘-"”"f 1

gr* & ;g"fﬁ‘ie’f%(:i;g./f{k}f) fp;l | *Cﬁf}f

waaruit (5) volgt. ,

Nu g8 ik ean Dovengrens voeor Qi,al wfleldsn il‘a c}e zerMGrsﬁelling dat £
bestaanbear is en dat § asynpytctiseh nsar opklimmnde mesnten van 1/ kan
woizj%@ndomwikkem, waarbi] de serste ierm {die zonder esn factor 1/&;? weg=
TELL, Qus .
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Hierin is &:f cz C, al ns.ar galmg £20 oi’(O is, dus
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wearin we met behuip ¥an 43; sen Dovengrens van 47X afleidsn.
laten we als voognbeeld de Cammafuactic
Fis+3} = u® =% Ay

¥OOP Rrotd ;usi*iave 3 cnderzosken, Words We f er  ux (““ *&esml@.‘,
dan vipden we

2 8*‘! \vq N’
F(Sfit-‘ 5 bt i
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waarin Pt ~w£?wg‘%ll¢ 'Eg
Q“ - -’. aﬂ"x
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Qn de corsprong is de oxponsi t, mot mjn 12 afgeiaide gelijk amy mul, Loy =
wijl de tweeds &fgeleids gellijk is aan <5, We stellea dus

R L R e T A EVegx®,

ik 2gl hisr sllesn de intsgrasl

M o
Sy F
;;_ =fm dx

1~

bahandalen* de Dijdragenven Jda nogatieve waarden van x kunnsn Op Ovareenkor
stige mmier kihrndel? worden., Dug in het vervolg steilsn wij b4 voortdwam
- pogitled.

Man heeft
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€ v 2 ;
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dan ac:ma geert da m;ﬁawmgstvamzafcmearée £{e} v‘cm* *’a kg i nadert =z
0ot arg (g « 8, w siw b 0% 8 ; den nedert (& - 8, Yo f‘(s} tot
&7 (@ +1) ‘ -
Tmmers, 4o Laplsce-gety fem@er&e va.n B {t) = F€ ty is
giwi= [ a0 Y J et %gigﬁf--- = of sk £ ).
%J,gﬁ@s “steliing 1, toe gepa%t met ¥ _{t) in pleats ?m F(t},-, dus met
f;(w) in plests van £(s}, x:aader‘s'; w‘**‘; £ (w) = v olw e 8, ) tot .

AT{x 41}, el w met jowrg w! € -F < &~ 4ot nul nadert, Ve bewering
volgt nu; 8l 2 = ¥ + 8, gowrteld wordt

LX)

Hulpstelling ¢ In het hal*’vl&k 8 >Rs, mtelt

£S5, %3 £ od )
b ﬁ o £

g-'- st %

x w n e 3o g’ 1
4 : ke s 1" “! __%
§

san unalytische funcile van g voor, TNese funotis kan anslytisch worden
voorbgeget, modauig dat

ﬂ'% - ; f"‘if $< “’ 3 : .
(G 2] 3 o ":‘-'":: g MR BPAPT AT RN LA SR LWL ” s 5 { - 5 e o .
LS, e AP CrY (indisn -~ goen nstuuriijk zetel ia)
RN
ﬁﬂ ) i}“i—"”“nﬁc ‘;Bf’\ja "
f_,-"g} pis ;.-{ Fe Sl w....q:.,m.w* - ,,,s.«;& ~£5 {jﬂ@ien < 581 paEbuETe
b ?5 . i3 1) “i s d-‘ e
(ot } ] 11jk getalpis)

oen gohele functie van g voorstelt,
Bij het bewils mag ik 3. = U stellen,
Ie B =1, dan iz in het rechterhalfvlak 4
\ ~ L - £ , é‘ - e 44
Wis,) = [ -8E gy, f -sbg¥ YL

£ H i . @‘f £ 4 N e
& A
e f A4 lk_ e f
k) "Rw;’j{'_—m.'ﬂw £ i {»« tﬂ
o o4 :
= &

wasybi] ae laatets term sen gshele funoctle van = va@mtélm ‘
Is o y =4 en Rsl» 9 dan vindt men in het rechterhelfvisk, met par- '

' tiele iutegratie, .8
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(2) WS, o jur - e : J/{s, o+
i . @{'ﬁ:ﬁ ﬁ}\i“‘i‘f \éf) {‘}) ¥ )s

- Is =i geen natuurlijk getal, dan is dus. ) ‘
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o e % s 5 M wat)e L2

i‘iél ,{ %%A{#) e nr..:w""‘;'"’ S o htianiien il .%’ _ K & ? !
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Het rochterlid is sen gehele functle van s voor Rw > <2, dus voor
Rot > =3, voor Ry¢> ~4, enz, dus voor ledere i¢ ,de waarde «1,~2,...

ultgesonderd. 8¢ 4 4

De functie \P($~’)“ f e 7T £ dE

heef't de afgeleids N fpﬂ "Ség{ﬁ- . ',,___%-WS
dug ' s

S
| a,)[s 'a’)-.-»»éys* -fi.._:faf.u

waarbi;g de laatate term een analytische :t'unctie van s voorstelt. Is

van een bepaald natuurlijk getal p bewesen, dat (1) een gehele functie

van 8 voorstelt, den volgt ult (2}, ’coegepa.at met ¢/ = -p - 1, dat

axg,ﬁil%«?%?} - ""f“\ {gﬁﬁﬁs‘“ ﬂ.})[’s ;%«f)*?- @fﬁﬁ_p%

{A'

een gohele funotie van s ip, waarmeds alles bewesen is,

Hulggtelligg In het halivliek Re>> Rs, stelt
[ s -8} ﬁ g
fX{S o )= f v £ % & ot (h geheely 0)

sen emalytinche funoctie van 8 voor. Deze funcotle kan, indien -~ niet
eon natuurlijk getal 12, enalytisch worden voortgeszet, zcdanig da.t
-5 .
éXﬁﬁ J = 5:& (:{% v:;ﬂ
‘«? v
esn gehele functie van s i,
Men differentiérs in het bewijs van.de voorgaande hulpatalling iew
- derse betrekking h masl pertieel mnsearcs,

Stelling 4, Zij voor tZ 4

R 5, & ' 2
wmin o niet één der getallen ue‘sg »2; secee vooratelt .
Ds funotle ¥ (%) .. wordy' voor $2 0 gedefinieerd verondersteld,

tussen a en b (a en b willekeurig met a<b), in eigenlijks sin volgens
‘Riemann :mtegreez‘baar en van O naar a (a willekeurig positief) in one
eigenlijke gin absocluut integreerbaar. Indlen den de lLeplace-gotrans-
formeerde £, (8) van P, (i;)}roor Re> /2 convergeert, waarin fwﬁa“ dan
heeft de Mplacegetranaformeerde f(s) van°P (%) de eigenschap dat

f‘i §)- > 5- o+ ?)
‘in het halfvlak Rs™f3 amlytmeh lm.n woraen voortgeaet Immera

") 'F'(%')*% e Ocked,



, X 3 4y
f(s) .,C(s )= fé." ktF’(éjol'é*“ fa“‘ s¢ F‘:’L}J‘* 2 c{’f(s = "‘Zg’ﬁ'f gfé

L

 godat de bewering uit de vorrgaande hulpstelling volgt.
In het bovenstaande hebben wij uit het asymptotisch karakter van -
P (t) voor grote t het gedrag van de laplace-getransformeerde f(s) in
- de omgeving van een bepsald punt s bepaald. Er sijn ook stellingen, '
die uit het gedrag van P(t) in de omgeving van het punt t = O het
esymptotisch karakter van f(s) in het rechterhalfvlek voor grote | s i
bepqlen.

;ggtelligg Is B8 = 8, een convergentiepunt van-de mtegra;ai

Ffé;)ﬂ! &

dan convergeert de mtegraal uniform in de hoek |arg (u - s )l §\9‘<
" d.w.%. dan is bij elke positieve ¢ een T 0 te vinden, sodanig dat voor
b> a¥&T en voor isdere 8 in de beachouwde hoek

| 2[@“;@&542’, | to ]
Imera vi] 3ench1kte T im de 1m:egraa1 _ }
plt)= [Fe~%F FRide v 42T
| aﬁsoluﬁt <’°5- coeq%; meé:s gegeneralisecerde partiele integratie vinden

wij dundat
¢ /9-5Ym
[ ¢ strgee < (TR0 TR )

- <. |
S le-8,) f-e, (s-s)& ﬁg)[é)ﬂlé"
voor PazT absolunt kleiner ies dan
1650 | coo &9’

| RIs-5.) |
Stelling 4. Is 8 een oonvergentiepun’c dan nadert f£(s) in de hoek
aarg (s ~ cg}}i < »&«: uniform %ot mul, als s onbegrensd aangroeiti,
want £(s8) = f f «5—- (e » waarbl] a zo klein en (volgens de VvoOT-
gaende hulpa%elling) b g0 groot gekozen kan worden, dat de eerute en
de derde integraal elk sbsoluut e:é‘é gljny voor veldoend srote { af
ook de tweede integraal sbsoluut « &
Stelling 5, Is 0 fa< b, dan nadert

J&: j ..[7.‘..1&:.? }f" F&)dé‘

fvoorly !—gwtot nul en wel uniform :!.n het ha.lfvlak X2 8% wmbija‘wille- "
“keurig ls.
_ Bewije: Btel eerst a) 0, Verdeel het interval (a,b) in-een asntal deel-

‘%i""‘i&*"é < 5
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imtervallen §,... § ; &odas I g} ;o + 118 Hier la I de bij-
drage van § . dus '

Somy Se 00 el g (Mpemy) AGY)
4
81@ is =, de ondergrens, My do bovengrens van P () op §, en¥(j.) etelt
longte van I, voor. Omdmt P(t) voor a2 t£d integroerbear is in

eigenlnke sin, kunhen we bij elke positieve : de veraelmg van het in-
terval (a,b) 2o kissen, dat

iy o

E f b ]
F i o Y 39" -

7% X3 ‘ 180 .
Is die verdeling (dus ook n) vastgelegd, dan kunnen wi} Y so kieszen, dat
voor ! y1 % T en woor iedere x & o '
b, S »ﬁ’”‘{&*’z’?} éa(f.' P < -f-:.,
' ‘ ?;5 v X one

o

is,; mt d.njii is,
Ise 8 = O, dan kiegen we ¢>0 5o diocht i) ml, dat
A e fmae g .. ‘
et E A P
on valgm het bovenstaands 1s bi} voldoam grote 'y !
! f -&n[l'ﬁ&&)é’ F@ s } < §1
sodat we oek in dat gevally | <% tarugﬂncen,
Uit Qese stelling volgt:

w Is 2(s) = {P(t)) op de verticasl s = Funifora convere
gent, dan nadert £(s) in het halfvlak Rel ™ voor'isi=te: uniform tot
- mal, :
hese stelling kunnen we combineren met ae m}.saad.e hulpoteumss
patell v+ Indien P(1 ) woor t >0 n maal differsnticerbaar is ou

P dt) (F x0; v.vceey B = 1) VOOr t-20 1ot cen 2indige limiet o, Dae
dert, dan convergeeri F(PY, .. 2 "““")) in elk punt s met Re™>0 mrin
APi"?) oonvermeert en heeft men _

‘S‘g cﬁi Cah..g # LFs fs-;}
K FI= 3 Sa*““*‘?a?*;,; o (F \ |

. De'bewermg is evidem voor n = O, zwodat 1k nH Y nag m, én Vors
onderastellon mag, aat het bevijn et B - 1 1n viaats van n reeds ge-
leverd is, dus

ELF Yo Sas "i:;,,; 2 i LB
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Ect is dus mu voldoonds te bm;)zen dst JYP) oonvergeert en gel:l;)lt is
san Sl BF). |
. Zonder bLeswaar kan ik daarbij e, = ¢ veronderstellen omdat ik mdm

'ialechto P(t} doour P(t)~ £, behoof te vervengen, ;;”m woot wa worden
n% '
T A T RV R R O

Wod 6 3

0

voor ¢lk punt & met Red 0; waarzen de laatstgenoemie :mtagrul conver-
' \ge%rt‘, S%el de in het linkerlid veorkomende dubhanntogrm voor door
e 4}{ x), zodat bewesen moet worden

YA gii‘? : f.,.f"sé ‘F"é{f}é‘ég

’ r 2 TV
it seldt zeker, ala

% g1 = [ =idt,

Ex

- ,
want wegens Ra?& gree:lt do noemer n:et 8 on‘begrom& p.an ¥en heeﬁ
met behulp van segeneraliseerde partiéle Megratie

iz - %fx}f % Flx)= f eff“ F eéw

- wasrmede ds hnxpateluns bewezen is.



