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In het olgemeen 1s cen rue ttonecl een veorrJ hrLft, wacirdoor aan 

clke functie uit een zekerc vcrzJmeli H van functies een (re~el of 

complex) getal wordt tocgevo tot een afgcronde theorie van func-

tionelen te komen kan men enerzijds de klasse der functionelen op een 

gegeven verzameling H door naderc eisen, zoals b.v. lineariteit, inper

ken; anderzj_jds is het 

definitievcrzamelingen 

van 

van 

groot be la r1p; 

functionc·1en 

wclke 

wen ~3 t 

verzamelingen H men als 

toe te la ten . Neemt men 

voo r H een r'u ime re kla s SE; vn n rune t les; da n wo t de kla sse der func -

tionelen armer. Zo is; als J ecn geven interval en x een punt van J 
0 

is, het functioneel dat 88n een functie ziJn afgele1de in x toevoegt 
0 

gedefinieerd de verzamel der op J differentieerbare functies 1 

maar niet de verzameli d8r op J continue functies; het functioneel 

dat aan een functie zijn wa r'cle in z toe1 
0 

t ls w~l gedefinieerd op. 

de laa tste verzamellng, mn r n18t op d1:0 - Vc'P,1 k beschouwde - verzamel1ng 

der op 1 kwadratisch intcGreerb~rc functies. 

In deze vc~rdr:1 ht 11 cen uiteenzcttlrg warden gegeven van de 

gron d :•1 h c n v cm cl e th c: c r le ck r ;_rn 8 l t i s ~: h c fun c t ion e le n , z o a 1 s die 

jn ItalH? door 1',) [" cntv:ikkelc1 en uitgewerkt is. 

van de~e fun~tionclen ~ rden hierbiJ z,g, lo~aal-

,ir1c=1lytische functle:c., s0:k:0;.~er!, ter>wijl voccts c1an de funct1c:melen een 

zekere onaliti itc tsvoorwa8 e wo t orgel , In het vo nde zol 

lijken dat men zn een voldcend rJlme asse van functionelen ver-

kriJgt, waar, analo 2 n ~ rol dlc c theorie der anal tische func-

tlcD in de wi::; c ci celtJ c r:1eer:3 c r·.1n tionelenJ die voor de toepas-

s n van clang zijn, 

1. De ruimte van FantRfpl~ 

minder geschikt als ui 

de zln van Weierstrass 

nt. ~eze hebben b,v. het inconveni~nt, 

at rle ciefinitiesebieden van twee analytische 

ctics 1 en y 2 een niet-samenhangende 

cl orfmec kuriner hetben ( zie figuur)) zodc:1t 

de som y 1 + y 2 in verschillende analytische 

ct1es uiteenvalt. Ook varieert het defi

nit1e eble~ van een functie niet continu 

( in ch: hier 'x:necJen gegeven topolagie) in, 



-c.-

afhankelijkheid van de functie. We nemen nu als uitgangspunt de z.g. 

locaal-analytische, ultrare lierc functies, gedefinieerd als volgt. 

Een complexe functie Y=Y(t) heet locaal-analytisch, als y(t) gede-
finieerd is op een wille e, niet-lege, open deelverzameling M van 

de complexe bol, en in elk nt van M regulier is. Een dergelijke func

tie y(t) heet verder' ,Jltrar•egulier ( lcegolare), ,11s geldt y(oQ)=O in-

geva 1 het punt ,.,-,o tot M liehoort. 

Aan de voorgaande definitie valt vooral het volgende op: 

1. het gebied M behoei't niet samenhangend te zijn 

2. y(t) mag voortzet ar zijn buiten M. 

Het nutvan de ultra 

r v:.:111 de 1nc1icc• torer:_; 

1:Jritc::Lt zal 

voor·lop r ,;e 

ter blijken, bij de 1nvoe

dczc tot gevolg dat de en 

functie, gedefiniccrd o Jc l1e1e complex(: o1, -:le funct is cl ie iclc:,n-

tiek O is. Onder de som van twee locaol-2nalytische, ultrareguliere 

f'uncties -y 1 (t) cn y 2 (t), gcdcf111ieerd op resp. M2 , l{unncn we nu zon-

der bezwaar, ingeval M1 n M2/ , de functj_e verstaan die gedefiniee 

is op M~n M0 en daar geven wocdt door y~(t) + y 0 (t). 
I C I L-

We merken op n::1t, b:LJ Je:, gcgcven dcrin:Ltie, een functic y(t) r,i 

bep£1c.1lcJ is.,, als naast c3e functiew::rn c·n ook het gebied M gegeven is> 

waarop we y(t) wensen tc beschouwon. We ten dat desgewenst in de no-

t:.:it:.e tot uJ.tLng knmcn d Jr• t;c :Jchrijven (y.,>1) of (y(t),M) i.fj,V, y, 

ljn gegcvcn twee ·r·.1 t·· ·1 ·:. r, f ( t·· ) !-If )' cc., n ( -·•· f__,, I.) \ .J J l \_., ~ " fr) NJ) e·11 i' 0 ~ ~ n/! E'D \ l.., ,j l ,7 ) kJ _ 1,,,.
1 

... , .l. , 

y(t)=y,.,(t) '/CiCl' t c M, .J 
I 

y(t) een verkorting (r~ 

We wensen nu in de 

ore im:1cnto) 

vc rz:::1me: 1 

liere functics een top0logie te de 

,., ( t) een voortzettin~; v:,rn y ( t) en 
I 

··:1 r, ·1 ( t) V ... . i/ .,,.i • 

r l c r .l o ;-: :, ::Ll - a n ci 1 y t i s ::'. e , u 1 t r a r e g u -

) '7(') i [} f'tJr1r>r·1 C i.., ·- . .... .,. " ,~· ~J ., " ,;;:...· • 

,J.J verrJc!r r ee:11 willckcc.\r (; c<.:l1tcy r:Je:t-

eelverzameling van 

verstaan we ondcr de cv Lr1 ( t )\ ,j P V r,:, ·L~ 7 :-1 m P 1 'J 
·:,,- ··~ --~-~-- v n nllc 

lo ,11:11-nnnlytische] · ltr:,cc1 1·1_cllcrc t\mct:1-cc·. (y(t),M), 1:J::1:·;rvooe gelclt: 

M :} i\. I • .. ( +· ) j .V t.1 - or r• t r.:.· /~ • 

,Jt gr::mak;-celiJk: n ,J. h crd or cen n~~e sruimte, en dus een 
top,Jloglsche: ru e word ~edcfiniee vcn -J .Le r' e;, c1e ruimte 

nt-~1·n~~ '.".C'h 0 i- 0 r• ~~·r·1 _1.·.·r·1ct: ,I _ J ) £<·' .•. '-~ l•· .. ~ ....... .,) I..., l ,5 'J '.,.,. ~ '-- , 0-

sxioma van Hausdorff, ar lleen he zwAkke;rc van Kolmo~orov: biJ twee 
verschillende elementen van S is er> 

, , 
tenminste een dat een 0mgev l)e-

zit die het andere element niet bevat. M.a.w. f is s1echts een 
r'uimte. De oorza a k hierva n ls ck,ze ~ 1::ic:i t e 11-::c voortzet thig: y vn n een £:>:! -

m 
l. -

() 

en functie y 0 deel ·,Littna8kt van 1:c1 lke i (A; c:) vor, y • 
0 

Op de gebruikelijke manicr wo en nu open verzame1ingen (gebieden) 

in~ gedefinieerd. In hct algemeen besta8t nog weinig inzicht in de 
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structuur van zulke gebiedcn (zie [8 J ). Anders is dit in een belang

rijk bijzonder gcval, n.l. dBt der lineaire gebieden. Een gebied R in 

~ heet lineair, als geldt: 

( 2 ) y 1 ( t ) E o~ , y 2 ( t ) E o.z ---> c 1 y 1 ( t ) + c 2 y 2 ( t ) t R 
(c 1 en c2 willekeurige complcxe constanten); dit impliceert dat de de

finitiegebieden van willekeurig twee functies uit Reen niet-lege door

snede hebben. Aan Fantappi~ [1,2 1 41 7] dankt men nu de volgende 

Stelling. Is~ een lineair gebied in J, dan is de doorsnee van de de

finitiegebieden van de functies uitR een niet-lege, gesloten, echte 

deelverzameling A van de complexe bol. En R bestaat uit alle functies 

(y(t),M) uit f, waarvan het definitiegebied M de verzameling A omvat. 

Men noemt A de karakterlctieke verzameling van Ren schrijft ~=(A). 
Bewijs, Zij S de complcxe bol en B de verzameling der punten van S, 

waar tenminste ~~n functie uit R niet gedefinieerd is. Men kan gemak

kelijk aantonen, uitgoande van het gekozen omgevingsbegrip inf (de 

bases Ader omgevingen zijn gesloten verzamelingen in S) en de compact

heid van S, da t er b:L j elk punt T; van B een omgeving Ut in S en een 

functie (-Y-r:;,M-i::) uit o-< beGt8cJt, zodat lJ1:. n M-c==0. 

Hieruit volgt allereerst dat B open is. Verder is B-fS. Anders was 

n.l. B te overdekken door eindig vecl omgevingen U~ ,Ut , .. ,,Uy en 
'-1 2 k 

hadden de definitiegebiedcn van de bijbehorende functies (y~ ,Mr), 
(y~ JMT ), •.• ,(Y~ ,MT) een lege doorsnee, zodat Y~ +Y~ + ... iy~ 1 niet 

tri "r- '·k .k L,"" '--,-:i '--k 
L ~ I L 

tot Jl r:1e:-:hoor·c18, in st ri.j d met de onc]ers te lr:le linea ri tei t van R . We 

weten dus 8lvc1st dat het complement J-B=AJ c1,1. de doorsnee van de de

finitiegebieden van de functies uit ~ J niet-leeg en gesloten is. Oak 
113 r,)S (z:lc definitle vr-1n G.ltr:Jregul::1ritelt). 

Nemen we nu eens cen fun 1.:tie (yJM) EJ<. :;Jan is M::,1\. ZiJ J =S-M, 

zodat 'Jc B. Dsnr :.:r 3csloten :Ls, is J te overdekken ooor eindig veel 

omgevingen Ur ,~T,., .,l\ . ~c snm J van de bi.jbehorende functies 
J,1 2 k 

YT ,Yr, .. ,,Y7 is een runctie uit ~., op grand vsn de lineoriteitseis, 
'1 "2 "k 

en is gedefinieerd op een zeke~e (~pen) verzameling ~, die A omvat, 
m8ar zelf bcvot is in M. Er ls een omgeving (A*,~) van (j,M) die in~ 

bevat is. Uit de linearlteit van·~ en de compactheid van A* volgt nu, 

dat elkc functie uit ':f, die tenminste op{\* gedefinieerd is, tot ?K 

behoort. Dus (y,M) ei:?.,. H1ermee is de stelling bewezen. 

Omgekeerd toont men aan, dat elke niet-lege, gesloten, echte deel

verzameling A van S karakteristieke verzameling is van een lineair ge

bied inf. Men merke op, dat ~ zelf niet lineair is. 

In de ruimte f willen we nu lijnen beschouwen, en wel z.g. analy

tische lijnen. De punten van zo 1 n lijn zijn dus locaal-analytische, 



ultrareguliere functies, en wel functies die nag van een complexe para
meter ex. afhangen. We noemen s2 het topologisch kwadra8t van de complexe 
bol en atellen de volgende definitie op. 

Zij fl. een niet-lege verzameling in S en laat aan elke oce: D. een 

locaal-analytische, ultrareguliere functi.e Ycx.. =(y<X..(t),Me<.) toegevoegd 
zijn. Dan heet de schaa r y<X. een ana lytische lijn in '3 , indien de ver
zameling K der punt en ( t., ,.-x.) met t Ee MO<., 01... E: .n een open verzame ling in 

s2 is, en de func tie y ( t, o<.-), gedcfinieerd door 

y ( t, ex ) = YO(. ( t) ( ( t, ex. ) <= K) 

locaal-analytisch in ex. is, bij vaste t. 

De voorstelling y~(t) van een analytische lijn Lis een parameter
voorstelling, Men krijgt een andere parametervoorstelling door voor ~ 

een omkeerbare, anc,lytische functie O'., = 0:..(13) te substitueren. 
In verschillende gevallen is het van belang te weten voor welke 

waarden van~ een gegeven analytische lijn Yoc in een gegeven gebied ~ 
van '3 doordringt, d.w.z. voor welke wc1arden van ex. geldt dat YocE:o2. 

Men is speciaal geinteresseerd in de volgende eigenschap: 
Dringt een ana lytische lijn Yoc ( 0(, e D.) in een gebied 'iR van 'B' , dan 

is de verzameling 0.1 5;,_ D. , zodat Yc,e. ER voor ex E .0:, open. 
Om van de geldigheid van deze eigenschap verzekerd te zijn, legt 

Fantappie [1,2,7] aan een analyticchc lijn nag een vervelende bijvoor
waarde op. Hij eist n.1. dat het complement ~~=S-M~ van de definitie-
verzameling van yOI.. ( ex. .s .r.1) continu varieert met c<. ; hierbij is de con-
tinuiteit gegrond op het volgende begrip distantie (scar.to) van twee 
niet-lege, gesloten deelverzamelingen ; en J 2 op de complexe bol: 

dist . ( J 1 ;J 2 ) = ffi3 X L p ( J' 1 , ]' 2 ) , p (J 2, J 1 ) ] , 

met p ('Ji, J j ) = mn x a f st . ( x ;.J 1 ) , 
XE: J , 

J 
Nader onderzoek [9,10] lccrt echter: 

1. dat men kan volsta8n met een zwal<:kcre continuiteitseis: :::r°' zij 
bevat in een willekeurige E -omgeving van J J wanneer 0<. op de complexe 
bol beperkt wordt tot cen voldoend kleine ~ omgeving van cx0 • 

2. Ban deze continu!teitseis is outomatisch voldaan, als Keen 
1 . . ,s2 . open verzame ing in 10. 

Het bewijs van de genoemde eigenschap verloopt dan in grate trek

ken a ls volgt. Zij cx.0 een punt van .. Cl , zoda t y 0<. ER. Dan is er een 
omgeving (A, o·) van y , geheel bevat in o~. Daa~bij is J' disjunct 

ex, ex. 
met A, dus ook J~ disjbnct met A als ~ tot een zekere omg8ving U0 van 
0:: behoort. Dus is y(t, (X.) gedefinieerd voor t E: A, 0(. EU • Daar y(t,0<.) 

0 0 
analytisch en dus continu 1s, geldt dan oak 

\y(t,cx) - y(t, cx. 0 )\ < o· voor t E: A, 



d.w.z. Ycx. (t) E {(A.,cr) van Ycx }cR, 
0 

-.,.1-

als oc tot een geschikte omgeving van ~0 beperkt wordt. Hiermee is Fan-

tappi~•s bijvoorwaarde overbodig gewor6en. 

2. Lineaire analytische functJonelen. 

Een functioneel Fy=F[y(t)J heet (locaal-) analytisch, indien aan 

de volgende drie voorwaarden is voldaan: 

a) F is gedefinieerd op een ge"'.J:1ed ~c '.':.f 

b) is -y 0 E7t<., en y1 een voortzetting van y 0 (zodat dus ook y 1 E'R, 

zie p.2)., dan is Fy 1=Fy 0 

c) dringt een ana lytische li,jn Vex ( t) door in "iR, zeg voor cx,e.Q', dRn 

is f(0<..)=F[y°'(t)] een locaal-analytlsl.!ne functie van oc voor cx,e .0.1 • 

De eis b) zegt ongeveer, dat de waarden van y 1 in een deelgebied 

reeds bepalend z:ijn voor cjr,.c wn::irdE:v,m F.We merken nag op (zie [10]) dat het 

voor de geldigheid van c) voldoende is dat de daarin uitgesproken eigen

schap II s lech ts 11 geld t voor a nn lyt ische li jnen die aa n de hierboven ge;

noemde bijvoorwaarde van Fantappie voldoen. 

Een functioneel Fy heet lineair als geldt: 

a 1 ) F is gedefinieerd op een linea ir gebied ?R = (A), a lsook b) 

d) op ?R is F[y 1 +y 2]= Fy 1 +Py 2 . 

Voorbeelden van lineaire functionelen zijn 

1) F y 

2) F y 

= y'(t) 
b o 

r 
=) y(t)dt 

8 

op ~~::. = ( A ) -= ( { t 01 ) 
Of' ZR_ = (I-\ ) = ( [ 3 ., b] ) . 

Het is nag een onopgelost probleem, of in het algemeen een analy

tisch functioneel F, gedef'in:i.eerd op een gebied ·o:;>.c S , continu is op ·21-< ..• 

In de gekozen topologie betekent continuiteit van Fin een punt y 0 6~, 

dater bij elk positief get,:11 t F.:Cn omgeving (A, cr) van y 0 binnen ?R. is 

te vinden zodat IF y - F y \ < s als y E"c (!\,er). Er zijn wel partiele 
0 

resultc1ten [2,11,13 J . Nodig en voldoende voor de continuiteit van een 

a na lytisch func tionee 1 i in een punt y is b. v., da t er in ~ een 
0 

omgeving (A, <T) van y 0 is, waar F begrensd is, anders gezegd: doorloopt 

y 1 de ve__:zameling functies met; y 1 E (A) en max [y1 (t)-y 0 (t)j=½cr en nae

men we 8 (y 1 ) het grootstc positieve getal E6~ zodat y 0 +0<.(y 1-y 0 ) E (A,o-) 

en tevens [F [ y 0 + 0<.(y 1-y 0 )J -F y 0 \ < 1 als \lX\ < & , dan is inf & (y 1 ) >0. 

Met behulp hiervan laat zich aantonen [2J 12], dat een Y._,,., 

lineair analytisch functJ.oneel continu is in elk punt van het definitie

gebied (A). 

We beschouwen nu verder alleen functionelen die zowel lineair als 

analytisch zijn. Is F een lineair analytisch functioneel op (A) en 



y(t) c (r.), dan is F [oc y(t)J;:::; cx.P[y(tf\ voo1" elk complex getal 0(. W3nt 

uit d) volgt dat dit juist is als ~ rationaal is. En daar ~y(t) een 

analytischc lijn is ( c'C. willckeurig eindig)., volgt uit c) dat F[cx. y(t)j 

eon analytische functie van oc is, zodat de bewering oak voor willekeu

rige ex geldt. 

Dringt verde1'"' een :=rnn 1 yti sche li jn Yrx. door- in het def ini t iegebied 

(A) van F, dan mag men differenti~ren onder het teken F: 

d ~. F \. Yo:. ( t ) ] = F [ [c,_ Y,x. ( t ) ] ., du s o o k 

dn - . 1· on l 
~ F [ Y.:x ( t ) ] == F . ~ Ycz ( t ) 1 

(11 een natuurlijk getal). 
(lex. l.. 0 '·'- _J 

:>it is cen vergaande gencralisatie v~n het differentifren van cen be-

paalde integraal ondcr het int raoltcken. Het bewijs berust vnl. op 

de overwet~ing. dat voor oc E I en 
- -· 0 

g cs chi kt e p > O de fun ct i es cha a r 

(t)., gedefinicerd door 

y I)'..() ( t ) :::: ( .}~.(, ye,_ ( t ) )(X = (X, J 

0 
Ye~ ( t) = 

(.'J~ -- cx,o 

langs die lijn continu is. cen analytische lijn is en dat F 

Omgekeerd kunncn we een we : l:essl·1olr1trcn in !1et gebie(J .n_r, vJaor· 

Yoc(t) in (A) doordringt, en hebbcn dan 

( I~ 
l 

( S1 ) [f r· (t )] d ,.\, F \,I ( t ) d 0( i 
L -- L~ (,{_ I . 

I (.s.: 
...... -.i _J 

'-' 

We: kunnen nu ovc n t ( l t d e t, c 11 ,rn d c 1 in g v Em de z . g . ind 1 ca t ore n . 

Bij ccn anHlytische fun tic is het 26, dat de woarde in een willekeurig 

P'J.nt, door' de· f rmltle ·,.; r: ~ 1.1: _, uit te c1.Lukken is m.b.v. de wr:cirdE.,n 

·n-1 n de ::'.t:Le oy:1 eer: gcs hikt e ')Zen sesloten liJn. Ecn dergelijk ve:r-

scr,1jm3el trceclt i.::p 1::d,J :-c:r::,L tJ~;chc f1.in::t.J.onele11. Is F een line,.11r· 

nalytisch functioneel, or cen line tr ce ied (A)J dan is met een hier-

n te beh: nc1ele:n formule ,:ic w::1 r::lc v n !" in een willekeur punt van 
( •. ) ., _, t +- P· ,.;i • l . i r, - a r 1. V /-\ J.1, '"'~ uru"'.l~Cn .11,1_.,,. cjc, W'7,H'(J(,n vrin Fop een bepa,:ilrJe :::111:--il:ytische 

l i j n • He t v c r· r F: s sen Cle i • J ch t ra en :1 i c rt i ,j v :) o r a 11 e 1 in ea i re a n a 1 y t 1. -

she ~tionelcn met ee zelfde n2lytl • che lijn kan volstaan. 

ij (t) je v01gende 1n lytische 1iJn: 

( 6) ( t ) voor u. e inc] i en t/ ex._, Ye,:. ( t )=0 VOJP C<- = c(i; t eindig. 

,,re het,·b_, en 1,-ii· er ··r - 0 - '11I -- J' ·, 1 c-; • · 
~\l l.. 1..-:-x_ -- ;,_) C't - l (X, r ' L, l rJ ~u (A) een lineair gebied n is 

\ ._,_! • 

~et complement B=S-A niet-leeg en n; en dringt de lijn Yo:.(t) door 
in (A) voor ex(., B, 

We beschouwen nu een linea1r analytisch functioneel Fop (A) en 

zetten: 

( 7) ( ) 17 1
r 1 1 

l)_ (l(, ::::: _,_l L 0( - t J (cc,s:A). 



0e functie u(~) is als zodanig locaal-analytisch en verder ook ultra

regulier: u(oo) = Fo=O. Laat Y=(y(t),M) een element van (A) zijn en zij 

J =S-M. Dan zijn Jen A geslotenJ disjuncte deelverzamelingen van de 
complexe bol. Zij C een gesloten krommeJ zonder doorsnijdingen, maar 

niet noodzakelijk samenhangend. die J en A scheidt (curva separatrice). 

Laat C van een zodanige ori~ntering voorzien zijn, dat A geheel tot het· 

binnengebied van C behoort. Voor een punt t binnen C geldt dan 

y ( t ) = 2 rr~ i J y~ -~ ~ d -r 
C 

Om F te kunnen toepassen, zonder last te hebben van de beperking voor 
t, voeren we nog in de verkorting y(t) van y(t) op het binnengebied 

van C. Wegens (5) en b) is dan 

F [y(t )] = F [ y(t)] = ~ j F[Lltl] 
2nl C t -t 

1 / [ 1 J 
d t = 2rr i J y (,; ) F t - t 

C 
in verband met (7) dus 

(8) F[y(t)] = 2; 1 J u(-c)y(-c) cl-r , 
C 

Dit is de gewenste formule. FormuJ.e (8) is bewezen door Fantappi~ 
[1,2,6,7] en legt de eigenlijke grondslag voor de toepassingen. De func
tie u(c<)., gedefinieerd door (7), v:ordt de antisymmetrische indicator 
(l'indicatrice emisimmetrica) van F genoemd. Kent menu(~), dan kan men 
olgemeen F[y(t)1 berc-;;kenen. De on-'c:Lsymmetrie zit hem hierin dat, op 

gronc1 van de keuze v,Hl dP or :l.e:iter:Lng van C ~ de integraal in ( 8) van 
teken verandert, als men de roll8n van u(~) als indicator en y(t) als 
willekeurige functie vecwisselt. 

In de hierboven gegev8n voorbeeJden is 

u(e<.) 

u(cx.) 

, (\us y'(t 0 ) = ?..,.i· 1 y(-c;) d-c, resp. 
~,, C (1:-t ) 2 

b o 
! _, ( )" 1 / a-t () clu:-1 y t. at = -2 , log b ·- • y --c dt . 

iTl ✓ c, . - i.. 
8 G 

Deze zo afgeleide eenvoudige formules zijn nu van een algemeen stand
punt uit belicht. 

Er is ook een symmetrische indicator w(~), gedefinieerd door 
r 1 ·1 

(9) w(cx) = F l_ 1 _ 0;:.t J r ex. t A ' '\ 
\ , 1 /- . / J 

waar A1 de getransformeerde van A is d.m.v. de transformatie t'= i. 
Er geldt u(cx) = 1 w(~), 

()(. ex. 

3, Toepassingen. 

Zij H een lineaire verzameltng van functies en zij Keen operator 
op H, die aan elke functie uit H weer een functie uit H toevoegt: 

f EH K f C: H, 



-8-

We noemen I de identieke operator en onderstellen verder nog dat K 
lineair is op H: 

K(c f) = c K f. 

De verzameling van alle operatoren op H van het beschouwde type 
is een ring. In het bijzonder kurmen we alle polynomen p(K) in een ge
geven operator K beschouwen. ~eze polynomen zijn in correspondentie te 

brengen met de polynomen p(~) in een onbepaalde X. Deze corresponden
tie 

(10) e 
0 

p(\) .-. p(K) 

bezit de volgende vier eigenschappen: 

1) met de som van twee polynomen in~ correspondeert de som van de bij
behorende polynomen in K: 

P1 ('.\) + P2 (A) -• p 1 (K) + p 2 (K) 

2) analoog geldt voor het product van twee polynomen: 

P1 (A).p2(A) -'?' p1(K).p2 (K) 

3) met 1 en A corresponderen I resp, K 

4) hangt p(;,.__) analytisch van een par:imeter 0<.. af) d .. w.z. is 

P ( I\. ) = p <X ( A ) = c o ( (X, ) + c 1 (ex,) :"- + . . . +c n ( ex. ) An , 

met in zeker gebied analytische functies c 0 (cx,), c1 (~), ... ,en(~), dan 
is ook het corresponderende polynoom p~(K) analytisch, in die z~n dat 

PO(, ( K) f = c O ( C'<.) f + c 1 ( <Yv) K f + ••• +c n (ex,) Kn f 

c) n a 1 y tis ch van <x. a fha n gt . 

Nu gaat het er bij de symbolische rekcnwijze (Heaviside) met name 
om~ een vergelijking voor een onbekende functie y van de gedaante 

p(K)y=f op te lossen. Anders gezegd: wat is het resultaat van de ope

rator p(l) , toegepaot op f. Om deze vraag te beantwoorden trachten we 
de bovenbeschouwde correspondentie 8 0 uit te breiden tot een corres

pe-ndl'3nt1e 

(11) 9: g(A) -'>- g(K) , 

waarbij g(A) varieert in een zeker gebied ;R, van locaal-analytische 

functies uit j, dat de functie p(~) bevat, en de g(K) operatoren zijn, 
die in H werken, terwijl de eigenschappen 1) - 4) behauden blijven. 
~e functies uit H hoeven niet analytisch te zijn. Omdat de som van twee 

fun,ties g 1 (A) en g2 (A) gedefinieerd moet zijn, moet ~ lineair zijn. 

La ten we eens onderstellen dat er een lineair gebied ~ c 'f bestaat, 

waar de polynomen toe behoren, en dater een correspondentie van de ge
daante (11) bestaat, zodat geldt: 



g'1(A) + g2 ( /\.) -• g1(K) + g 0 ( K) 1 
C. ( a1s 9 p,)' 92(7\) E o'.{, 

g'1 (A) gc:,(\) ~ g_1(K) g2(K) -· 
) . 

L 

30. 1 • I, A -•- K 

4°. is goc(~) een analytische lijn inf, die in~ doordringt 

voor ex, E f2 1 , da n is voor de c orresponderend e opera tor, zeg g(X. (KL 
g0<:(K) f' analytisch in ex voor· i:xl".:::..0_1 • 

Voor de polynomen levert di.t juist de correspondentie 
schrijven nu 

(12) g(K)f = F [g(:\)]= F[g(A); f] (g(A)E&<,fE H). 

GJ We 0 • 

Dit is, evenals f_. een functie ult :T, z F[g(},)] (x), nog afhangend 

van fen g(~). We denken nu het argument x en de functie f vast, Jan 

is het een functioneel, gedefinieerd op R. Op grand van 1°-4° kunnen 
we er de volgende eigenschappen voor afleiden, 

Vooreerst is er een niet-lege, gesloten, echte deelverzameling A 

van de complexe bol S, zodat ?:::/,,=(A). ::x1c1r de polynomen tot R behoPen, 

is ~¢A. ~us A is bcgrensd. Verder volgt uit 4° dat het functioneel F 

an1lytisch is (A) en ult 1° dat F lineair is. Hierbij geldt nag, 

wegens 2° en 3°, 

( 13 ) 

(14) 

( ll=O, 'l J 2, , .• ) 1 

Het functioneel F[g(/\)J is ckfiniec:rd alf3 g(>..1 E: (A), d.w.z. als g(,\) 

gedefinieer·d is op J\. Jus is g(K)f onder meer b2kend, als g(A) een 

rationale functie is met polen buiten A. We ku~nen hierbij algemeen 

g(K)f=F[g(~)J berekenen, als we maar de i~dica~or van F kennen. Noemen 

we Lex. de operator die correspondeert met de fu:nctie g(A)= c.x..2/\ ( oc 1:. A) !J 

en stellen we L(Xf= "if(o:.;f), :J1n geldt 

( '15 ) g ( K) f = F [g ( A ) ; f] = 2 ,~ i /, a ( /\; f) g ( A , d ')\ J 

r .. , 

voor alle functies g(/\) uit ~, wier definitiegebied de verzameling A 

omvat. De contour C worde hierbiJ gekozen, zoa:s in 2 is uiteengezet. 

Over de berekening van 1(~;f), welke funct:e op zichzelf eendui
dig is bepaald door het functioneel F, en evenals f een functie uit H 

is (afhangend van~ en f), is het volgende te zeggen. Voor oc ¢Abe
hoort ~, tot o'.(,, alsook 0'<-- I\. Wegens 2° is da:-i 

ct-" 

(CX--A) • ~ = 1 -• (<x.-K). LO(. , 
(X- /\, 

dus (C(-K) LO<., =I, ofwel (0(,-K) r (c,,<,;f) = f. :::-ie functie ?t moet dus een op

lossing zijn van de functionaalvErgelijking 

( 16) C(,y - Ky = f (<x if: A, fE H). 



We keren nu de zaak om (zie [1 J ). Zij weer H een lineair gebied 

van functies en Keen operator die in H werkt. Dan zijn de volgende drie 
voorwaarden voldoende voor het bestaan van een correspondentie 9 van 

de gedaante ( 1'1) op een of ander lineair gebied ~ =(A), die voldoet aan 

de eisen 1°-4° (A begrensd): 

I. voor oc ¢ A heeft de vergelijking (16) een eenduidig bepaalde op

lossing Y= r (0<.;f) voor elke fEH 

II. die oplossing r(~;f) is een Dnalytische functie van~ 

III. bij elke fEH is de integroal in het rechterlid van (15) weer 
een functie uit H. 
Bewijs. Allereerst hangt i(u;f), kr1chtens de structuur van de verge
lijking ( 16) en de eenduidige bepaa lr:ineid van de oplossing, lineair van 

f af. Verder is o(!X._;f)==O voor ex.= oo; dus is r(cx.;f) als functie van oc 

gedefinieerd, locaal-analytisch en ~ltraregulier op het gebied S-A. We 
construeren nu de correspondentie 8 door c1an elke functie g(A) uit 'R 

de operator g(K) toe te vocgen, die bepaald is door (15). 
Uit de integraalvoorstelling ~s duidelijk dat het resultaat van 

g(K), toegepast op f, nnalytisch van een parameter oc afhangt, waar 
g(~) dat doet. Dus geldt 4°. 3~enzo is 1° evident. Om 3° te bewijzen 

voeren we even in de symmetris2he incHcator ~ (cx.;f )= 10 (~;f). Jie is 

analytisch in de oorsprong en 4us te ontwikkelen als 
r, 

~ = ~o + 510\.. + ~2cx..::., •• • ( /ex! < p ) 

en voldoet verder aan de verge:ijking 

( 16 I ) 

Di t levert s = j =f en, nn ~ ifferenticren, ~..-i=K; =Kf. Anderzijds 
0 0<.::01 I Q 

leert berekening 2 rri j l(;,,,;f: '.,\rid;\ = ;n (n=O,1,2, ... ). 
('1 
V 

Toepassing van de aan 1 en A -oegevoegde operatoren op f geeft dus in

derdaad f=If resp. Kf. Daarme~ is 3° bewezen. 
Om tenslotte 2° aan te t~nen, moeten we enerzijds vormen 

P = ~ /4 ~(:\;f) g'1 :>,_)g 2 (;>,.) dA 

en c=rnderzijds 

pr= 2~i ~ o(A;g2(K'.f) g1(r-) d?\, 

met g2 (K)f == d-r ~r O (A;f'g2 (A) di\., 

en laten zien dat Pen P' ov~reenstemmen. Het z1Jn functionelen op oZ, 
zowel van g 1 (A) als van g2 (~;. Het is nu voldoende te laten zien, dat 
deze uitdrukkingen dezelfde :.ndicator hebben, dus dat ze overeenstemmen 

als we speciaal kiezen g1 (A 1 e ~~~; g2 (A) = fa2~ (0t.,~ ~ A). Residuen
berekening geeft (bij de genoemde speciale keuze;: 



P = fo~~ {? (~;f) - o (f',;f) j , 
1 , 

zodat (K-p)(K-cx)P = f-'X. 1-(K-,0) r + (K-o:)r} =f. 

Anderzijds is P'= a(cx,;f' 1 ) met f'= ;r( 13,f), dus (K-;3)(K-c<-)P'==(K-(3)f'==f. 
Hieruit volgtJ in verba met I, P=P'. Dus geldt 2°, 

Als voorbeeld beschouwen we de operator J, gedefinieerd door 
X 

Jf = / f(t) dt, 
XO 

op de ruimte der op zeker interval [a,b] continue functies 

( x 0 ,x E [a, b J ) . :Je vergelijk1ng ( 16) wordt hier o(,)f - J-0 =f. Voori 

?i· = JO is du s ex. j- I - i ~-::: f J a 1 s O Ok ;;; \XO ) :::: 0 . Hie rd O Or is r J en du s 

eenduidig bepaald, Men vindt 
1 -x 

a = - f(x) + ~ j 
C(, c::_ 

0(, X 

( x-t )/ex. e f(t) dt = Locf(x), 
0 

::::,,e eigenschappen I-III gclden voor 0<. -/:0. Jus kan men op natuurlijke 

0 , 

wijze (d.w.z. zod~t 
functie g(x) een 

,.,.,0 40 
I - gelrlen) aan elke in de oorsprong analytische 

rator g(J) toevoegcn; daarbij is g(1) bepaald door 

(17) g(J)f = g(O) ··() 1 ((]A·( )jx .::l.(x-t) () l x + ;c;-:-.. J -----;'5" g A ?\ f t dt. 
c:. rr J_ _ ,·, 1 '-

v " X () 

Men kon algemener cen in X=O analytische functie g(Apx) beschou

wen en kont don tot de volgende bcpaling vqn g(J,x): 

( 171) .L _-1_ j'- en /x E' \(x-t) o•("\. t) 
I g ( J' X ) - g ( C, X ) . ') -,- ... _, ,-, ) . e;, I ' d t . 

L .. -1 L " ),'- - X 
0 

Het :is voor8l deze for'mule, die uitgebreide schaal gebruikt wor(:lt 

tJij hct oplossen van rnrtH:ilc d1ff'cr-0ntiaolver-gelijken (rnet randvoor-
waarden, zodat de oplossing cenduid peold is). Als voorbeeld ziJ 
genoemd de parabolische vergclij 

()2r7 r, ,-._ 

( ,.., R ) '·" 0 2 L l· 0 z ,-, 7 == ·_r··· ( _·'( • ,1 ) I ,. -------is;-__ 2 + c1 ~ -, • --. - + '--· , .. , /c , ,; , ox oy ox 

met constante co~ffici~nten ,tJc en r-andvoorwaarden 
(1 7, I 

( ) - ,p,11,:1) GX X==X ' .; 
0 

(alle bckende functies analytisch). Toepassing van J op (18) levert 

cJ Z "1 Q Z ( '1 ) --, j' ( ) I ) c:-- + b c' -,- + a +c, Z = J -- +8 Linn, Y +- cp "'1 \ Y 1 , uy oy ~ 

met z(x v) = ~ (11) Men vervangt nu in deze vergelijking 0:9"' To ,. ' w 

lost z op als funct:Le z vnn A,X:,Y en 11 vervangt 11 tenslotte, 

passing van (1'l1), A door· 'J, Er· komt zo ,1 
,x - (x--t) 

- -1 r d" J i\ -, ) z(x,y) === z(x,y;O) + 2 -rri J_, -:? e z\t,y;A 
"0 XO 

:] door \ , 

onder toe-

dt, 



waar C0 een voldoend kleine cirkel om de oorsprong is. Hiermee is de 
oplossing van ( 18) teruggebrc::1 cht tot een kwadratuur en de berekening 
van een residu. 

In [1,2,3,14,15,16] warden op een dergelijke manier grote klassen 
van differentiaalvergelijkingon behandeld. In [17] wordt, aan de hand 

van een voorbeeld, iets algemener dan (18), het nut van deze methode 

tegenover de methode van de transformatic van Laplace afgewogen. 

Alle in deze syllabus beschouwde problemen zijn gegeneraliseerd 
voor het geval van functionelen en gebieden van analytische functies 

van meer variabelen [1,7,10] . Weliswaar g3at hierbij iets van de har
monie van het eendimensionale gev;:il uerloren. Zo kan men als indicator 

van een lineair, analytisch functioneel F van onalytische functies van 
m variabelen zowel de uitdrukking 

F L °'1-t1) ( cc:-t2) · .. (ocm-tm)] 

nls 

F 

nemen [ 1 B] • :Ueze ind icn toren zijn in het c1 lgemeen r.iet meer gedefini

ee rd in elk punt cx.==(0<.1 ,0<2 , ... ,c<.m) buiten het karakteristieke gebied A 
van het definitiegebied van F. 
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