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Asymptotische integratie ven differentisalvergelijkingen.

§ 1. Voorbereiding en eenvoudize voorbeelden.
1+7. Inleiding.

‘In Adit hoofdstuk worden methoden behandeld ter bepaling van
asymptotische ontwikkelingen van oplossingen van differentiaalverge-
lijkingen, die, in tegenstelling tot de tot nu toe behandelde, geen
gebruik maken van integrealvoorstellingen. Zij zijn dus ook van tos-
pessing op differentiaalvergelijkingen, waarvoor voor de oplossingst
geen integraalvoorstellingen bekend zijn, zoals bijvoorbeeld de ver-
gelijking van Mathieu, De differentiaalvergelijking wordt omgezet in
een integraalvergelijking van het type van Volterra, wasrna door
opeenvolgende benaderingen de asymptotische ontwilkkeling wordt ver-
kregen, Dit principe is al zeer oud, Liouville heeft het al toege-
rast bij zijn behandeling van Sturm-Liouville problemen,

De methode is tenslotte tot volle ontwikkeling gebracht door
Langer{ die verschillende gevallen, waarbij de klassieke behandeling
moeilijkheden vertoonde, met succes heeft opgelost,.

Het gebied der toepassingen is velerlei, De in de quantummechanica
bekende W-K-B methode blijkt tot de onderzoekingen van Ianger te
kunnen worden herleid, wszarmede dus een exacte basis voor deze me-
thode is bereikt, In de aerodynamica treedt bij het ondergoek naar
de stabiliteit vaﬁ de laminaire. stroming een differentisalvergelij~
king van de vierde orde op, waarin het getal van Reynolds als para-
meter optreedt,

Hoewel Ianger zijn onderzoek beperkt tot dlfferentlaalvergellgw
kingen van de tweede orde is het mogelijk zijn resultdfen uilt te
breiden tot deze differentisalvergelijking,

Allereerst behandelen wij enkele eenvoudige voorbeel¢en, die het
principe toellchten, dearna zullen wilj het verschijnsel wvan Stokes
behandelen, ;

Nadat hiermede de grondslag is gelegd, behandelen wij de artikels
van langer, die tenslotte gevolgd zullen worden door de twee boven-
genoende toepassingen,

1,2, Asvmptotische~cntwikkéling mmnrdé pOlynomen van Legen&re. :

De dlffercrtiaalvergellgklnc voor de pelynomen van Legendre
P(x} wP(cm;é} ), lS» : :

(/ - ) L 2x é‘a.‘.._ ,‘\{\,lm 4»1) P’t’\ =0 | ; o (1) o :
of, na. cvergang op de hoek 6
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Te cplossing (8) voldoet dus aan:

~
-t

. S (C simln e S (14.
A{n :} + hmf\’*\j;w";,;';_ e ;{;‘&\: i
¢

W +
Klev,n wi]j % , 0< 5< T , d=n kunner de constanten « eno(1
rerazld aﬂrdan voor de specizle oplossing (4).

a
2

Vcor f + 7 is uit de de&lnltlevergellgklng
‘\ i" ” r-—‘ SERAL ;\ .
Lly - ., & + n ! = ?L X n {7\) (15 N

YW=

af te leiden:

' ' - “‘\ / 3 - s me)‘ ]

w0t ':3'7"—7-~--L-m (16)

I \

vlamggle) =0

en verder

‘e’ -
2mm O = (17)
O RS
2m+1(‘7)‘~‘t‘/) S Wi —

Daar voor =% mn de integraal en haar 0fg,eleide beide nul zijn,
en tevens:

o, / '
tols) = P lo) 5 ugl)==Pof) e

) /3. - = ,?m / 1
-n - .
if‘dz“ VIR SR 'it\‘n j’z M =2
FRSPVRES e L. L/ S N Ny . (19)
S 2.k am 2w+, 2 *2'\\}4-!)

zodat wij de integrealvergelijking kunnen schrijven als:

3 v . } o ‘z
W)=\, eonfinef)i -2 L {/ i {{neglie- by uft)d s (19)
| T

fomer oy ZANTRE
waarbi]
>\ },3.--~—~-(:2«\‘\\—.'}‘
= =
M=y - 2 omy =2 (20)
WA P T L. RN ‘
Mo s - 2+ )+

Dit is de bovengencemde integraelvergelijking van Volterra,

Met behulp van haar is het nu mogelijk om een asymptotische ontwik-
keling af te leiden, geldig voor grote waarden van n.

De eerste term wordt gemalkkeliik gevonden,

()= Ny, eon{(m +3)0 - T+, (21)
Het is op de volgende wijze megelijk om voor R1 een schatting te

. vinden: .
Zij M het meximum ven u in het intervel & < (< T =§



T V 148 IIT 1,2

dan is
¢ 5
: ‘\/" >\ M 6”: >\ M ME (2
a :} = m.‘*’;"@ji) o ynnlt S A r I Lk
dus voor A2} o ERKARS?
Zmgl >t & M X,W
on

m 14 dasis | (23

PR
veormede een schatting van de eerste restterm is gevonden, De opesil-
volgende termen van de asymptotische ontwikkeling worden door suscas.
sive benadering gevonden, Hierbij treedt direct een nadeel van deze
nethode aan de dag: het is n.l. lastig expliciete uitdrukkingen voor
de opeenvolgende termen te vinden.
Het is echter wel mogselijk een majorantenreeks voor de asymptotische
ontwikkeling en een schatting voor de restterm te geven, die na an
breken na 4% termen ontstaat,
Daartoe schrijven wij de vergelijki (19) in de vorm

w(8) = N eonfin +1)0 -] - = h K@J\w){ | (24)
me’t . \ |
K(@ +>_’ Dam {{M +?§:)/V“ﬂ} .
: ] - --ﬁ!‘;\\zt . k25)
en definieren de opeenvolgende benaderingen Uy ({9) door volledige"

industies ii,(@):)\mw{(m‘*%ﬁ)g'%} H

, ~ (26)
uk*){b‘\:hm{{mﬁw»%} 1?«;7\7557:’/ K(/ﬁ){) U t)dt
% .
Voor de opeenvolgende termen
oy = I (27)
e = Utk =Wy k29
wordt dan de recurrente betrekking
p g - g o
Vi B)= - g o llat ot (amimedyo-l g e
ks 4m+2 % K{ﬁ) ) k( ’é - L 43 T A Uy{}'}d{

. A
Word‘t het maximum van ) MHB)\ in e<f<T-£ aangedunid door Mk s 42n

m ool (0 Mgt

k
A L i: dm+)

| | of s o
2 e kol fede (¢
M = 4moy9 M < ( } =. B
K ot kg Ml Lo +% )MM\H' - (30)
W~ ag

word % i’x’s gemajoreerd door de meectkundige reeks:

co»{ S {29)
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Wt

€ _
VY (:ﬁb‘g)k / (32)
R - HW+d 3
die als 4m+2 > cok € convergeert.
e restterm naafbreken na de kg term is dus kleiner dan
[ E——— 4 e e § 133)
" 3“;?”“ +2 ) ' /- cob &

LM+

De ¢ylinderfuncties van de ng orde Cpvoldoen aan de differentisale

verzelijking: ) 7,
* C m ti
Cn [ - Ly =V (1)
“7;;1 x Ci\ *\ 2) T |
Le tweede term kan verdreven worden door de substitutie
R 2 j
Lix) = / Cm(x) (2)

weardoor de vergelijking overgaat in

2 n -y |
_%Jf+u: U (3)

De verwante differentiaalvﬁrgeligking is

%...}.U:’ ‘ {4)

met als fundamentcel stel oplossingen _Qi.x )g—g X

Dasar voor grote x het rechterlid van de vergelijking (3) klein wordt,
ligt het voor de hand asymptotische oplossingen met deze methode te
zoeken, die geldig zijn voor grote x.
In de integraslvergelijking, die wij op dezelfde wijze als bil] de
Legendre polyncmen aflelden, nemen wij dan als ondergrens o¢,
Z2ij plijkt te worden: X
L X - X T amx-1 |
H Jm (X
upj=0oh e  +d,e +(rn ~%/U _.....{T.zu(l)df (5)
ug L
Wij beschouwen alleen de oplossing, waarvoor<yﬁ=*i,;jn= 0,
en voeren alsg nieuwe functie in

- x
wix)=u (6)
De 1ntegraaliﬁr%el%9k1ngiy?ortu(x)wordt dans

M- Jy /- |
WKz |+ — j tldt

) AL Jw £ wit]d (7),
De opeenvolgende teﬁgfn in de ontwikkeling

W) é! vy %) | (8)

definieren wij door:

Uy =/ ﬁi,{x——t) o
y ;
vl -2 | 9)
; U ‘de Lo tﬂ Ulﬁ')d% kéo( ) :
Is x complex, dan kiezen wij de integratieweg, zo dat steeds
Yo (X~ < 0 is, Is dan het meximum van \'Ukl My, dan is
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steeds

-Ri(x"t)
B < My (10)

Indien de integratieweg verder zo gekozen is, dat }t; monotoon toe~
neemt, den is

Ty, Xl s MJ "H (1)

Voor de laatste integraal kunnen verscnlllende schattingen gemaakt
vvorden, de voorwaarde %Wm.( X*f}g ¢ in aanmerking genomen, al naar

!
i - &
{
§

mate ok < g X <[:?)< +)7
of {Qk 1-;)71‘<. WLQX < (ik -HZ_}?T
is.

In het eerste geval kiezen wij eenvoudig als integratieweg de rechte
door de oorsprong door x. Dan is
H a\z il
J Hz - (12)
TR
In het tweede geval kiezen wij de halve horizontale lijn docr M die
in hetzelfde kwadrant ligt.
Dan is, als = Mlm { MLX X-2 k*h’) T2 i(i-l)?‘t o/z? X} //’X,

fm%éz fbﬁ df :

X o X'+ 2 raxlzemd Ad

1| nam o

Vlwxd i+(z+]xtnm cs(_)l
Xl aim of
o
X‘MMAMWM } S (13)
Steeds is dus:
My, Sh-) £
My — 7
¢nn de reeks (8)00word1‘ dus gemaa oreerd door de reeks
zz; { V}n } (15}
k<o 2 1. )
X > %(mﬁ—*%f)
een convergente meetkundige reeks voorstelt.
Wij zullen er nu toe overgaan de opsenvolgende termen ka(x) expli-~
ciet op te schrijven. De hoofdterm van de asymptotische ontwikke-
ling komt overecen met de hoofdterm in de bekende reeksen van Hankel
om de volledige formele overeenstemming te bewijzen moeten de ¢

expliciet berekend worden uit de recursie formules (8)
Wij zoeken q}"k(x) in de vorms

J 4 Zrilend = %

{14)

die als
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) } ’
< W'A (16)
]
kw Z.o 4 /u [:u,x)/L
epassen van (8/){ op deze reeks levert fU’kH [X} . Allereerst is het
s nodig te berekenen X1 4
_ij/-_e*’“(x j QLt -—lejl £ OH’
; L+ +2
o t? @Lt)/ b 2 v
RxL
/ / -2y X t
= - [ ) /A*HT - /U.-PZ_IQ W‘*’Q) £ C'lt ~vs
R (aix) - i 1470
puss 1
_ 5t ooan
'ﬁ/ww)(gu)/‘ o, (2ix)” »
1lgens (8) wordt dan ul'}; (16) afgeleld' P *
(24 ' -
SRNCOIND ST YR e I ) S .
+ ze A aix)M g MU+ G (21%)/“’”’
~ _,l,nj! L)‘i (-t /Z’uil o 7 (18)
‘f'/"-=~> (iLX))‘ A0 )\{/‘\fl’/)
.8
k< +1 A=/ ak
AR A b U | (19)
=) oo AMD
t f =2
Qa -
AT 0 uxl B X
iellen wij -
e J | /?y*/‘_z::_’&/w:
wn wordt de asymp’cotlsche £ rmulel voor w
LX 'x 2 ( ~f) {20)
un e Z“’k(" /QZ” (aix)f /1
Lt (19) volgt
A K M=k k :
ks 2 i SRR VR O i) O 21
Q’/‘“"z*(m_"/") }\Z._.o M+ T k /9)%0 A(A+1) (M /J/L«.//M»H) (21)
18
ks _ \m e —-’/L, ‘< (22)
Junt = O S A |
12 gy £ .Q_!/V'k
S— 0 ¥ - q_K*r M-y .
T{;l M éf M /u(/u-/)é‘ﬂ /u’
: ! w2l
’Y’/uﬂ'q,“H fy’/%“a/““ i +) f}/“v
sor Mz /|  wordt dus: /
. sy ,
m -y
’6*/A+I:{I~/u(/u(+/)\%xr/&> : (23)

srwijl J(& I
1= e
(24
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- Nu kan de formele asymptotische ontw1kkeling gemakkellgk in de vorm
ven Hankel gébracht worden door middel van

/i»‘v!/?f = {m ;,u '/1 )/U-!)'/Q,/u

Yollkomen analoog hleraan is een asymptotische ontwikkeling te vinden,
; -L X ) : . S
uivgeande van £ -, die ontstaat door in de formules 1 door =i te

vervangen, Over de toevoeging van ieze asymptotische formules aan de
eylinderfuncties is nog niets gezegd. Dit komt ter sprake bij het ver-
- schijnsel van Stokes.,

1,4, Het verschijnsel van Stokes.

Onder het verschijmnsel van Stokes verstaan wij het verschijnsel,
dat voor een bepaalde functie in een zeker gebied een bepaalde asyme
totische ontwikkeling geldt, ferwijl bij overschrijden van de grens
van het gebied deze eerste haar'geldigheid verliest en een andere
asynmptotische ontwikkeling voor dezelfde functie geldt,

Als eerste voorbeeld behandelen wij de oplossing van de Vergelijkingz
424
L SR
A z*

4o

Noo Z=¢C
]

vastgelegd door

4
Zij 1is
i
Aﬁ D& Z = y -e -2
Beschouwen wij nu het halfvlak:

(%-N\m < wig z <(¥<+2’-J)H‘

dan wordt het asymptcotische gedrag gegeven door

L, E T4 1% ;
33/4 _g Ve k even

%:%(62‘2-2) ~~ it k oneven
daar de weggelaten term in het beschouwde geval ~ ¢ is,

1,5 Het verschijinsel van Stokes voor cylinderfuncties.

In § 2,1 is voor de functies van Hankel van de eerste en tweede
soort afgeleid de asymptotische formule:

(1) a (% -4 S A NN i h
Hv(g)"(}%%)/ﬁn":gz(g " )%O(th,)m"*%*%w;a) (1)

geldig, indien 5 een getal >0 voorstelt, voor:
~TT+d < g am -6 A

@ b S Aty e (g
R B2 e DE [T R g)

(2)
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geldig voor

2T+ d < ng%{,r{-g

Le functie %(g) is gedefinieerd doors

T ) 2

heeft dus vour w8 g aglg -4 , waar beide bovenstaande
formules gelden, de asymptotische ontwikkeling«.

- (mg)n rfw-;:){m B )Z Ca)T "““”(“%ﬂ
eonlmbn )2 Lidrivhen E

(4)

2h+t }
ladiené in een ander gebied ligt, het gebled L__‘,k s gedefinieerd

door: (‘k-l)7t Y < 3/64‘ 75-’ éu\»ﬂ)ﬂ- ~g)

voeren wij in ke

—
-

e

N R
st T +é g wvgée ks < -8
en ng »km - ~kﬂ'w]'(%~

Voor ]—-(g.e k?u) is den de asymptotische ontwikkelings

. ki T\ ) . k
~kmdy /| 2| ng'e ik ) ~ ‘)( L ""5
I(b '(z*tia‘k"g (v+§)£ ‘ | %M‘) ‘,,Hh‘f 2

@

. | "~‘r<mt e )
f‘ f2 ..L. Sdﬁ' --.v..)} ‘)-‘
ﬂ ! ,;(,,H). ! 2 Z l’.)[_(s )F{w\n..,z. w} (5)
‘2% ge T{'){i-;“ ko
aus in":'f‘k geldt: |
Yoorkear 2 o0 Threhet)d
T 2PLT5V"” ‘/2 “ N ()"i) {V'f' +,,£)(_,
Ly h il )”( YIlobe)
‘L" | )(:m'g) £ ;[:? (RLE) e (6) o

Toor k Zp + 1
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oot o))" |

Lus in’ ......,,, gedzfinieerd door

’k«-}n-u g;ug{ -’I.«:w}n )

R

ARV T’{ h ot [)
:C f—j“-n .,LJ {}) 2‘ el ‘)[
]:}(S) lpng)n"’ éok h / /9 g)

' (8)
o S T vehet
+C’2Gz§)’,&& %—;a( h)wl
wazrbi]
k-gjm vt fertimiy+L)i
% 'Q( z)T(V“’z) y Caw e ?l) bMJ}! k even
(9’

i ék*'li)??‘h“’“\iﬁ

=

0

s G2 :ﬁgk-’%}ﬂvﬁ)t k oneven

N3 waarden van de coefficienten cy en Cy verspringen hier weer bij
ovarze ‘g van heu ene gebiled naar het aangrenzende,

Dc geovieden ,*"} ¢verlappen elkaar, indien 5<'/a72“ wordt gekozen,

hter zal de bissectrix van elk gebied, n.l, de lijn argg kT
steeds slechis tot één en niet meer dan een gebied behoren, op de

reele as is voor Jy»; i) dus steeds slechts één asymptotische ont-

wikkeling geldig, —

¥ij kunnen de¢ gebielen 7, dus gekarakteriseerd denken door hun bi-
rectrix, zoals 0dk de notatie aangeeft. —

Texger kiest steels S>'/;ﬂr y zodat dsar de gebieden Ty  geen

unten gemeen lmf_ﬂabemc

Tit vergemakxzelijkt het overziecht iets, is echter geenszins noodza-
kel 3 ,

L*i‘c- nat felt, dat voor S<Zﬁ de gebileden elkaar overlappen volgt,
4at daar voor Tg( g) twee asymptotische ontwikkelingen geldig zlj}n,
1le op het eerste gezicht er volmaakt verschillend uitzien, Dit heef}
CYockes op het spoor van het verschijnsel gebracht,

Wi obeschouwen dit nog eens rader, Pormule (4) is geldig voor nﬂ&,j
in het genieo.ml - +5 <-a/’zi § < n -5 er is ontstadn door
optellen van (1) en (2)

GJ

s,j



“

. -+
{z ) heo' eig;"
g - -‘?W~'“‘-)%9 [v-% I_{fim\q*'/‘)

Daarentegen inE":&z {s E<in-§ geldt
Pl)= gy e BATIE oy Thoan ot
(l?rg o ‘ (;‘J‘i gyﬁ

(11)

e N g

Beide formules zijn tegelijkertijd geldig voor O g M.ég )
Daar is het versohil echter gelijk aani

__L*_ t,§ -L mn,) Ll?“'ﬂ:v-\n—- },___, ]"‘{,‘;,{,h* )
f2'3‘33£ { - } ( ) 3‘&): )

(12)

wat, daar voor 5 § M‘ag s~

ag;mptotisch gelijk is aan nul,

in de sectox‘en)waar aangrenzende gebieden elkaar overlappen, is dus
het verschil tussen de asymptotische formules nul, Bij het verlaten
van het ene gebied is dit niet meer het geval, mesar daar zijn dan
cok beide formvles niet meer tegelijkertijd geldig.

§ 2, De_methode_van Langer, algemene theorie

1. ¥eronderstellingen,

Yanger beschouwt differentisalvergelijkingen in het complexe vlak
van een variabele s van de twecede orde, waarvan de coefficienten af-
raaxelijk zijn van een parameter A .

Als de term van de tweedce orde verdreven is, wordt de vergelijking op

ecn standaardvorm gebracht, De mecest algemene vam, die ILanger be-
rshouwd, is

{ e pe) + T} w= )

Da vergelijk»ng is gedefinieerd in een ge‘bied R van het complexe
vlzk, dat cnkelvoudig samenhangend is, Onder zekare voorwaarden is
het mogelijk om de boven beschreven methode toe tez passen,

I. Als e&rste vonrwa.ard.e §eld

WS:% So) ys}, _ e (2)*
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wearbi] ¥ >-3 en \P ) een in.F{S eenwaardige anelytische funstie
ig, die £ O ig,

IZ. De fuaciie zfX;ékan een reccl hebben in §
Yraocht word i 0D de vorms
. ; 12
PO AS \ A b i [ ’
RNy EAT R +C,(N\9 (3)
(D"So) Q"go
wearin Ay oen B constanten zijn en (’[ )5) een analytische funcule,
aie In ell o |:610 deelgebied van elijkmatig Legrensd is 1n.A
g AN = d g

Te constants Tactoren in het product A %{g)ulgn zo verdeeld, daﬁﬂx&J

-

ala owbwikleling in de omgeving van S, heeft:

o » 2ij kan echter ge-

N7 . \)(’ ‘

"fﬂ{‘}} :'"(S'So) E;%O{;{S’go}ﬁ' --..-~--‘S, (4)
¥ij brengen de vergelijking nu op een normaslvorm door te substitu-
eren ,

=2 '
S’SO:-—J;- (5\‘
d'w _ L dw [y [z DA g h
vy i TR e - L veaZebdiw=e o
door in te voeven P

vordt de bwesde ferm verdreven

)
S 2 +7 lp /
Cn ol e -3 g e @
A & 2
Is dan : XV&
Q=g
2 o ,
= 1 -« 4L,; arg A is bepaald door -3 <M1A gll (10)
/ 2 :
/ (?,Z)=ﬁ,+-%€;(k>s) (12)
YA AV
il =2 v
‘ (e
dan kan de ve”gelijking geaechreven worden als: ,
| d’lzu A‘Q ! '
e +§ § ¢ (‘_)*, e +}V(§>>Z) U=0 (13)
et gﬁhsea R‘%gaat my over in een gebied R,
Te fu 10*1@ y .
\;/'llg) S SQ‘ yltd S~ So)**“""'"" (14

is in Rq meerwaardig, indien) geen even getal is,
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L3
Voor de overige cylinderfuncties kunnen op dezelfde manier algemeen

geldige as,mp‘cotiache relaties afgeleid worden, De omloopsrelaties
voor de functies wvan Hankel zijn:

{H{ 1
O o) sintiemr g i o
oz e ’”‘mw_:_: h[ ) D VR H(
Indien : il £l AR T )
{1h )T < ong 2 <phrlm
stellen wij : ~ah T
Z =2 £ >
zodat
- < a4 z' < ¥TT
en
W W“) Mali-thWE W YT by
H (z) = [z 2 “73%1'72- Hoz') - 2 ‘“g‘%; vaz
Fu is

Hg(z')m(n.z)/2 s mi';‘zzr

T ei{z -3y -3n) & -
m(z),/z.lr» Leifz -3y z,n)Z— dk[’) ,

nz Y (212
L b i(z-2vx ) 8w (..;)k
) ) < L
en (2) , (7‘) ....2“\,11-;, 1 yﬁ' "‘tlll~i'\37r""'7r)w ok
Hy{Z):Hg(Zg )N(;—;)‘z k4 kz-mm
AT
Tz - (2!?_
b '/2 -tz --y7r~—77' ®
el e g A

k=0

y
zodat, indien wij schrijven, voor (m™ - I)Tt +6é g an z‘-’-(fw\-ﬂ) w-§

it ) 4, © - . ifa -
Hl;(Z)NC,"m(i)xﬁLzZ k[/) +¢2m[ )1 LZZ_ITZ)-

Tz o, @iz
voor m = 2p geldt

Cm non (1= 24}V . h ~l(v+'/a)%

LA = MR VT = £

(1 m 2h YR v-hE
611"“- (!)hﬂ ¢ /}2

ST amovn <




Voor M=2% +1 Ww

; el £ angz % (2h+i7 - 5
en de substitutie .{ ; : :

Verder is voor m = 2p + 1

HU(e) < H (o H0T) simatlvm 0

A VT

—VTCU uw (2h +) YT (2
NP Hv’ 2’/

-

)
zodat in dit geval gevonden wordt, da‘t
R s YR
> . T
CM (._,)T Hom 2p VT = {Y—’/z)*f
2,24 ¢t = TTAMYR @}
Cm analoge formules op te stellen voor de functie H (Z) maken
gebruik van de omloopsrelatie:

A

HY(Z{ =T N yT H#(’"f\' re fwvn?u ’{ ( )
en vinden op een analoge wijze
Als (m-)T +& s z <(/m+h1'c § —
geldt 12) ) 2 v Lz Q.. °<k (,) i) (_2‘)’1 -z ‘
\"‘v NC’,”“"(vfz) € {:— (:uz}*' +C wminz) € ';o (21
Hierin iss () R orom vy (v ,/2 =
._ szh, = 1) _TM_M%_.
)}f" JMm(:-t—z’(\. yr Wb+ l‘)a
21*\‘ —.—L“/ Y £ 7?‘
Fi4 "y L]
A Pt ol h 2] VT Pl
+1= -
1,20 41 I VT (v-klt):%l

&) (e i
b=t LR
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0m een &énwasrdige functie '\!@ ‘&’s\te verkrijgen, moet RS vervangen wor-
don door 2en deel van een agmarwl@k van Riemann, Dit oppervlak bezit
vortakkingepuaten in het punt.$=S, en in de nulpunten van de tweede
Tentor, Dedn cohter verondersteld is, dat®y behalve S,in Rggeen an-
dere aulrursan hezit, is de wortelvorm in¥iseen eenwaardige functie.

R I
» LR

Hst enige vertekikingspunt ven het Riemann oppervlak ligt dus in S,
,s-ﬁ-aﬁs rationesl getal, voorgesteld door de onvereenvoudigbare breuk
§7« dau is d2 orde van het vertakkingspunt q, d.w.z. het Riemann op-
;9rv”3k bezit g tladen, die in S, samenhangen, Is ¥ een irrationaal
~etel, dan bezit het oppervlak oneindig veel bladen,

‘Door het gebied Rsnu over G¢.it oppervlak verspreid te denken, ver-
urijgen wij, dat y,%(g) een eznweardige functie is van s,
Bij de transformatie S—Soz%} gaat dit oppervliak van Riemann over in
gen ander eppervlak‘%zme% als ~nige veritakkingspunt het punt z = O,
De functie

1
Vi) z ez Wir it oo (15)
is op dit oppervliak een eenwaardige functie van z, De orde van het
vertakkingspunt is hier echter 2X zo laag als bij het eerste vertak-
kingspunt, dsar telkens 2 bladen van‘%safgebeeld worden op één T.l.ad
van Mo,

Y}

of
Ic funeti e,h(€72) y Cle in zet corspronkelijke gebied eervieardig en

genalyiisel was, zal dit ook ou R »2ijn., Verder denken WlJLfYZJf die
volgens (12) dcor haar kwedraat is gedefinieerd, zo vastgelegd, dat
2 ”’l'z-)
.X@m-mjﬁjrwzl (16)
‘o b i
PR T < BN

Wij zoeken cen verwante Alflcrentiaslvergelijking op te stellen,
waarvoor oplossirgen direct zijin op te sshrijveny hiervoor kiezen wij
een oplossging in cylinderfwinrtics

Volgens Watson voldoet de funciie

wiz)={ vV (0 el (1)

i

\
¥
szn de Cifferentiamalvergelijking

o B LA e o

nieruit kan nog de tweede term verdreven worden door, in placts ver
vi1Z)in te vocren een functic

¥ >

Mo e =) wiz

=) g ) wiz) (3)

v
vaanioor de rergelijking overseatr ing
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& o4, i W ‘ i
SPRFR N &IPS & LI
g, e m“"‘ N A g e ’n wu—---—*»ﬂ-nV “4 s ot
axt o U gf”,‘;’} /k Tkl rz ’ i (4)
4 F ) ' A] \, ( ¥
R Y R LR S N S s S -0
[/ﬁ' SRR A RS TR N AR 7 "’)-—“f‘;" +- ’}j"
# i ) H s S
fenneer Wwi; nu 4 en i z¢ kiezen, dat

‘?ﬁ.};%"{(/t{i { ) ’} 4{ ]13»0 (6)
Ales .nu}(/ PC’O en nfmle“r u)/z}:écfé__)dz dan is
VE)=E pj U"Z)d? =0 96 &

en verder ) /
5 :._,..*1. { ) ‘§

S

dat na integratie cnlwpr‘b

*1 *’-f(
g(z— =g =) @ 19)

A
De ‘tcrm”y, is reeds geidertifiscerd met 59‘902 . Om het kerakter van
de overige termen te oxderzockeln, rst nader bestuderen het gedrag
in %*‘1 \’“«:\ Daar c,”«“::/:m'{ regulier is, hoogsterns met uitzondering
Tay :‘r = U, vaaw \4,4”5) geldt, lan troz geschreven worden als

+/ Vi
L‘f’t?}"’ )()”"-Z }3/+/5;z+..—~--'}

ieruit volgt. det "“‘L. ce vorm a.anneemt
v

(8)

o

’;-l-r‘v._m__}_( -~ ————

C_‘L {«..) - 2 < + }

dus, daar y>-—1 veromers‘. ;10 Ls, rrﬁguller is in z = O en wegens de
regulariteit van 0‘5';( mhzmok in Ryn

De fvnetie §!-- hee:ﬁs mu in d¢ omgeving van z = Q0 de gedaanie

._,..,.1 yx*
g(z)_: Hye ,“}( N ~-\ﬁ(!*{%2+"~"} /“(/

7ij is, semen met haar reciproke, alleen dan analytisch in Rz, als

M — (3 /“5

i {m (10)

i W .
gr zijn dan ok S en o :n Ky anelytisch,

p—

ks

‘5;.,&

e
v

™~
-

s

-
e

Rept ong dus nog het gedrag te ooderzoeken vean de term

¢



LA w1 a1t 2, a2
(A-p ‘)i“; 2’;“ -/32)¥;f¢ z‘c‘;"«1 13} vt‘ai"",*ﬂ L7 lr .(» =
i {ip H b ’ td Llf le:z".‘*"‘”"
2| > o (11)
:;!..‘,.,_, A7 i.l.o ,,9, 22' I A
R i J
2
| |
- (L - &?’}2 + funowie, die inf analytisch is,
Joor de corde /’~ van de» cylinderfunctie ze¢ te kiezen, dat
.'lu. A (12)

Besven wij verkregen dat
It
(=)< (257 Cal8)

cen opiLossing is ven de verwante differertiaalvergelijking

el el cwly=o &

yaarin o]{z.) een functie is, die in het gchele gebied Rz analytisch
is, Daar A zo gekozen is, dat ~n/;<arg Ag 171 y 1is en/u een recel
getal is, is een complex getal met
-Ta< onapg Ty _

Door middel van de transformaiie %(z) :Jo C{’[z)&z: wordt het
Riemann o_pperv sk, waarop Zz ligt, afgebeeld op een oppervliek van
Riemann ng. voor de punten (P .,
Het gebn.ed r{zgaat dan over in een gebied c([f en de afbeelding van Rz

é; is één-édérduidig,
‘{et geblied H is zodanig, dat (f‘(z) een eenwaardige functie van z is
Rzgaat Gocr de afbeelding (fz’,mrr in een gebied van een (i:vlak:,
Om de afbeelding ?’(Z)ééﬁ"@@ﬂdﬂl&:ﬁ te imaken, moet het Rieman opperviak
van§ zodanig zijn, dat P\@ in ditzelfde gebied wordt getransformcerd.
Een vertalltingspunt van hes oppervliak is na @:o
De ontwikkeling in deze ombeving heeft de vorm:

Glz)= ) [(—,’! = (‘S "?1 X regualiere  functie van @'
De orde vau }:.wt verm}gk:zkgsnuﬂw van R@ wordt dus bepaald door de
covstante ¥ .,

whe

Heh zebied *3 » op het oppervliak van Rlemann van.de varisbele § p @’
vetetaat dus ;’n%met de factor ? te vermenigvuldigen, dus door een
rermenigvuldiging en ecn drealing,

‘n de directe omgeving van @ =0 1is de afbeelding van Rz op R enR
dendéndvidiz, AanR,wordt nu de voorwaarde opgelegd, dat deze e:iganm s
suhey voor et gehele gdbled R. sgeldt.
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3« ~ De oplocsingen van de vervarte differentisalvergeliijking.
Daar de opsossingen van de¢ vervante differentiaslvergelijking een
grote rcl spelen, worden zij hier nsder bestudeerd,

M=) =3z, S Jet®
§al2) 2 3 ) £ YALE)

Hun determinznt ven Wronski heeft de waarde

\‘&v/ 13T ,‘3.1 Aaz'.!
.| [Ai 3) b\i %!

qid= G ¥ TR+ Y T 0]
)= 3e) ¥ Tls) gD e et 8

Ww&i 1\: g(Z)g'uTP{g) 6( Y/s
SAtR R A

LS A I I
-/ 3 o=
RYTLE L7y
:gﬂ‘ Eﬂ/“ J& -2

Vinow

Lo 7’?\=
Kz %‘S/S YP

fu ie volgews (7) en cg}s»m Dt A
LSNP Sl 2 A
B2 Sl e
> R
2.9

Wind == 4o

De twee oplossingen M ens,zijn dus onafhankelijk,
1

zodat

4, Eroblemen van Sturm-Licaville

e ok

De twee vooraféaande voorieelden zijn bijzondere gevallen van een
viasse van problemen, die bekind zijn onder de nsam Sturm-Lioaville,
Hivrender verstiaatl men het volgende probleem,

“egaven is een differentiaalvergelijking

&b ) — g+ M = o
raorbi] ng) en q{x} in een intervel o« x< 2 bij gedeelten twee

keer continue differenticerbare functics zijn en Jp.(x) >0 .
Gevraagd wordt een constante )\ te bepaien, zodanig, dat daarblj een
oplossing bchoort van vergelijking (1), die voldoet saq de voorwaarden:
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o, (o) + 3, wfo) =0 : (2)

Ay ud] t B WHEL (3)

en bovendien aan de normeringsvoorwaarde

‘foxuldxmf

o}

Toor de substitutie

X 1 a
z=§ % L=, ¥ @)
u‘: u\j”/‘; (5)

zent de vergelijking over in

% Ah - Qe = ' (6)
W ’ "4 |
Q(X):‘: qM ”‘ﬁ *l{% +i(%) ) o

die door de voorwaarde Jp/ {:0 nergens oneindig wordt
Verder zij de integraal |

| @z M

e randvoorvaarden worden nu getransformeerd in andere van dezelfde
oo

G,U{D\-\—jjlu’(o}ro (8)
M{L) *4—/8: w[L)%O ()
en de normeringsvoorwaarde in S; uldz; / (10)

Het probleem is nu verder een probleem voor de vergelijking (6) in

de vorm:i f
%‘2‘1 Al = Q=) (11)

stel A= p?
dan kan de verwante vergelijking geschreven worden als

2
AU et Q)
met pa.x‘ticuliare oplossingen |

Pz on PZ | (132
De integmaa.lvergalijkmg wordt nmu 3

*/ (9“?}+*f i o(z-) QY UR) A e
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waarin M ? en (f) bepaald moeten worden uit de drie voorwaarden
(8), (9) en (10)

L) = intpz e e e AU o

Laat q), enc&bepaald worden door:

-

Rt M hegts o

i~n leveren (8), (9) en (10) z?
@ =, . (17
M M(?L ?Cﬁ, (f;t) f&?’h{?(z g.) (fg}Q . &g (18)

Z

/u,fw'a ?chf,dz—r——ﬁfcm ?z+<p) {m?{z §)QU,d§ dz +

L1 (omplz-1). QU4 .
+-?L{£Mpl t).Q.U gs,}z_ 1 -

Uit deze drie vergelijkingen moet het acymptotlsche gedrag voor grote
Q onderzocht worden,

Kllereerst meken wij schattingen van de integralen met behulp van de
ongelijk.heid van Schwartz

UP(%)Q aa% U P&)&&W@’IM} (209

corfolz-t)- ). 0L 4E < U:ﬁo'f{ ple-8)- ¢} - il [ f I SF Mean

]

M"-\

T pnlplega= 2 jgls
L { f sinplz-HQU AL} 2 Hzm’*’y(z-ga“d SHETHE
= {I o’ plz-E)Q A§X{L Uiclg} éMz (23)

zodat uit (19) volgt, dat er getallen Qk met \@k}ﬁ 1 zijn, zodat

'2_ 1 (}1’ M HKLMI.‘.
I [sz;é»]* LMt

(24)

dus voor wvoldoend grote ? is er een constante ‘95, £ 4, onafhankelijk
van ?J zodats
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-

. pefEe %f*”*ﬂgf (@)

Hieruit Volgt. dat voor voldoend grote &3

,Mm %)L +({;} (Pl) 19 M i }9@]

& =3 (26)
dus geldt de schattlnb voor grote n:
: .
?L: mn + (I/, ?Cfg (27)

waarbij C, ongfhankelljk is van n.
De ei@emfsardenp wvan het probleem van Sturm Lionville gedragen zich
dus asymptotisch als |

go ’ﬂ'fr*g_[__cp;-rﬁ (aev

L n L L - )
Verder volgt uit dit resultaat en uit de integraalvergelijking (14),
met behulp van (23):

UE)=|E cor[ 222 + ) + Eﬂf_ (29)

waarbij de functie V (2) binnen eindige, van n en z onafhankelijke
grenzen ligt,

Hierin is ((7, bepaald door (16), d.,w.z., is b,#o s dan gedragen de

eigenfunciies zich op den duur alle als cos Mgen de eigenwaarden als

"._lL_-TE « Is echter ?f, ofB—l nul, dan gedragen de eigenwaarden zich als
e,
De benadering kan willekeurig ver uitgevoerd worden, door eerst op (14)
met (P = (19, met nog niet bepaalde J het iteratieproces willekeurig veel
keren uit te voeren en daarns uit (9) en (10) benaderingen voor en
te vinden,
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5. Underznek van de opeenvelzende integralen.

Nu woris hewszen, dat bl geschikte keuze van f’ de opeenvolgzende
benaderingan converzeren,

Eiertoe is een onderzcek van de kern K}(z} z“?) noodzakelijk en
wel in de cmzeving van é = 0 en veoer grote é .
Deer X (z_ z,,9) zowel in y, eny, (welker gedreg voorf—'o eenvou-
dig is) al in Y, ©N Vky (welker gedrag voor §—~oso  betrekkelijk
sonvoudig is), uitgedrukt kan worden, ligt het voor de hand voor
§~" 0 de uitdrukking in y, en y, en voor g—wo die in y, en ¥, te ge-
bruiken,

z2ij z een willekeurig punt op R, eng het bijbehorende punt op R
Wij leggen rm zan R, de voorwaarde op, dat het mogelijk is om het
punt g met de ocorsprong te verbinden door een T' kromme, dat is een
kromme, waarop in R, de ordinaat monotoon met de booglengte varieert,
dus ¥f niet toenemend, ¥f niet afnemend.

Is N het kleinste der getallen N,N,, f\:, ,ﬁz van par. 2.3, dan be-
schouwen wij nu twee gevallen:
a)  |El<x
b) > ¥

Geval a,

In dit gzeval is

=3 & g
male)= & (2). /T )

(° kan zo groot gekozen worden, da‘t \§}<N geheel in R, ligt.
Als integratieweg kiezen wij dan de rechte 1lijn van O naarg, zodat

Ki'(z,z,’?)::-— ’?)g S E) 2

envoor {5#0

| { QU LTI T Yo n,(a.)w\a(i)} (50

waaruit volzt

Ktz )< e e e 1™ e e T

(5.2)
Verder is \Gfr_,?)) in \g\<N begrensd, }BJZ;Y)}< Mé
en ook \S(z)}<
Voeren wij als integratievariabele in t ‘§f/{ dan is
ﬂ +
IKjtz,z, < K| O8I 4P 4778 (5.9
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Wij bewijzen nu door volledi"e inducti 0
i g‘!’?ﬂy‘*f’: g ctie, dat, indien N

-2rbij een getal ?»"8 bestaat, zodat

H"‘ "‘fg))«: Mg

(5.5)

e
)u,_, & ) W (5.6)

Teem aen, dat de stelling geldt voor ¥, . Nu is

.3 ! 2
z gowz.,z:, ).yf?g,)aifg;:lg/“ &, (5.7)

dus voor [3 P O: |

O

(5.8)
Daar/u;v O en Rep 20 , volgt hieruit
’ y”\ﬂ) g#[ ﬂ}/“r/u*p M“*’
wmegu

Voor voldoend grote zal dus in het gebied ’g}r: N de asymptotische
ontwikkeling convergeren.
Voor /5 = 0 vinden wij met een geringe wijziging hetzelfde resultaat,
Dus:
Bij de oplossing y, (z) ..S(z.)g J Qvan de verwante differentiaalver-
gelijking behoort een oplossing van de differentiealvergelijking voor
\ §<_ N gezeven door:
= Lt i )
/ﬂ ‘ ,g,@_ g I M(g
= (2). .g i }ﬁ }+% w/‘i{“"‘ , [§l< N (5.10)
Voor de funvtm u (z), waarvlt ds afg,elglde y'(z) volgt, wordt een ana-

loge ontwikkeling gevonden.

Gevel D. \&| >N

In het geval, dat \g{ groot is, meken wij gebruik van de gaymptatiaaha
formule voor y, (z)

(Z.)M S(@ §/“ g {c €t§(, oy 1) é—d )+Q g{/*z.“"’é)} (5.11)

waarbii | (z?r)% (s- ﬁ)(ﬁm}m =

| gy Dg s
Camte n,}"’t_ L) §
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Telk van de twee termen in deze ontwikkeling domineert hm‘%i af van het
teken van '3{3
Wi

LY

nemen ’f,:i.j_{;: o , voor H §),>o geldt een analoge redenering. Dan iser

i
[8

voer (&) >N een ge‘sal M,,, 7.0

§>’1(7~’~)i , Mo (5.12)
Om een schetiing te verkrijgen voor K(z  z, ,?) voor £§)>N word?t
gebruik zemsakt vin de uiitdrukkingen '

K Z Z':P)d“,
= igi‘z: ?)z’){

‘c+

-y H - (5013)
CTIOR SR VAl A

' L’z, z, 1k -E,
L)y -

A2 Yeal2) }’k,(z)yk,(z,)g é,’# 7 (5.0

L Bp,z) \ ~2i(8-%)] , 4z
- ( /"V lz’ * ' ‘
29 "/“cmz,)h*ﬁz’ Do = e Yotz } ST (.15

Hierin kiezen wij voor k de waarde, die behoort bij het halfvlek, waar-~
in é ligt
In dit g,eval igs voor \g\PN een & in

\ykii (Z)‘ Wik

Ludk

4rs -4 |
) = J) <l€}/‘ le (5.16)

Om nu de integrzal te kunnen schatten wordt de integratieweg in 3 stuk-
ken verdeeld.

Op het eerste stuk is steeds Ié,‘f N , over het tweede stuk 1s)§ ])N
maaxy g, ligt binnen een bepazld eindig deelgebied van RS

het derde stuk is het deel van de kromme, dat buiten dat deelgebied ligt.
Is R eindig, dan kan voor het deelgebied Ry zelf gekozen worden, zodat
+ dan steeds twee bogenf: en T nodig zijn.

Wij bewijzen m door volledige induetie, dat, indiengumt gedefini-

eerd door
»7h

.F/é%? , /L! r’:%?‘ | ‘{w'i,l?)
oA

<l
voor >/ (@ geld‘t voor ‘g ?N

i {z}‘< %THH"‘ - (5.18)



i NN L~ IR R | P 3 am
Toleers (B.120 geldt de stellins voer n = 0,
!

{z gedefinicerd door:
Vel (% dz,
4 {::. — s~ i ______z__’_ 1 —
rot f‘}’* .)0 \,,{z,z, ) ?) 4 £ "; (z) a g/ =
P | I . A
P AN R -

Toor elk dczer inftesralern rordt nu een schatting gemaakt met behulp
ran (1.3), 14 en 15,

Daar J[E) nesatief is, is steeds 3{%* §,)_§__ 0 langs de I" kromme,
zodat de expcnen‘biele factoren begrensd zijn., Dan is met (9) en (13)

voc?r [§£7N n E <N
=[5 [ Kl me) 42 yeyig | <

% -
éxu M | 1 /""/2
Chhethye 'y “_S %g! _ _L— .
g 7 pra =St M, o f

9}1 M +}
}‘,T/t} (20)

Verder is

‘:M-.-.J-gs/z bz |
¥ yzﬁ T‘ [ ,‘2'”9} dg;\/ (Z/)dg}

g’“’? M,,,g § A Ag/

FAN

(21)

De waarden van§ op zlgn van dezelfde orde van grootte alsS-l, zodat

voor M ”?‘/41 S -l &"M Y~
- ] g' - lb‘?

(22)
voor /u - 7’9

2
H,; a5 | =M (23)

*IOOr/L{<'/z,~bepaa1‘t de ondergrens bij g’ = N de waarde in de integraal

i(g‘%ﬁ"fig ‘

j--.

=M (24)

S:

s
«

KIESH
\%’RQM”
& My | o

,uA

e

\ ‘”*wri Valkdl (25)

/“ =1, (26)

5) /“ </y (27
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Met de definitie (17) voori? geldt dus
Z',

< t\ - ! N (28)
2) = | ,é ,% M+
Rest ’senslotte een schatting voor de integraal over het stuk 7; .
Hiertoe is het nodig nog een voorwasarde te introduceren:
In het gebied R, geldt een betrekking

0093 J.| - f"l | | |

7 (29)
P

met een zekere constante ’f, uniform t.0.v. alle bogen F, waarsgoy
|zl Z N, >0 voor zekere toegelaten waarden va.nf.

Voor |E) g_\g,} Z N geldt

| Kjle z5)|< | Lpzd | 13

S wth oy
¥ e T g

< 9?9(3 Pr;::ﬂ Mt
- } Pz, 7 ‘ ‘ =

< t&’(?» 2) *"M&["‘}. |
4,@) f’ 7 lr{{_’,fa-/a (30)

zoda‘c

\“Mg m”"‘«‘i’ M:? = 19'2"1- im. ){31)
In totaal i‘s dus j)/u f )—0/“
N |
‘yf Sl %W f( j;/“) MW*MA P’u “i'M;g -%3 ;o (3D

waarmee de stelling bewezen is.
Wij hebhen nu aa.ngetoond dat voor voldoend grote P de reeks:

[ERTSR, s

voor }§’7N convergeer’c en de asymptobtische ontwikkeling lever“c van
de functie U,f). '

Een asymptotische ontwﬁakellng voor de oplossing M;GZ) van de Verge113k1ng
kan hieruit direct afgeleid worden:.voor E{?ﬁ'

wi)= 4+ S { gz':%@ gZ— f/ D)

Een dergelijke discussie levér't voor de :Euncties u,(z} een analoge ont-
wikkeling.
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1a
2e ovlossingen van de verwente diff

Terentiselverselijking (vervolg)

Jeze opu*rsmgen zijn guechik?t om gebraikt te worden voor een onder-
'zoﬂf van d¢ olgomene oplosecing in &

in de buurt vané =0  dus ook z = 0O
4/ RS Te

recksontuiklkeling van de :mc’tles van Bessgel en Neumann
Ir daze omzeving - ov'u.; met V”"h :L gebruik gemaskt
N-.....,._..m -

/"“ By

/_. = , H>
i=St 2"‘ %jo% {«+;%-»r) (9)
: ﬁ" 7 X kl( \zk
g =g(ah VP 2 157 () LS

/ . -
A :”r‘ oo h??"{-,ufkﬂ

k
oA L (-f)k(g/i)z\
-co‘:ﬁﬂ'-(-§-) P% k!?{p«r—kw)}

[3 geen geheel getal (10)

- ~k-/)l
)= 30 Y2 5 “_,’ (& -

BENL L By (o

2 ko k!(k+p) i
n (~i)k e kim
t {_g:_) ‘ g[ KT(K) {‘i‘) (w“ ?}-— )}

/3 geheel (11)

Uit de gedaante van de reecksen, die vecr/g niet geheel in het gehele
complexe § vlek convergent zijn en uit het feit, dat < in R, analytisch

is, is het duidelijk, dat wi} steeds kunnen schrijven (voor/&nlet Zme
heel)

w(e) =502 8T ()

(12)

) =3[ T ma(®)

waarbl] steeds ge‘tallen N, en N, te vinden zijn, zodat voor

\E1<N,

(13)

Feldn ({} N}’
en voor !E" <N1
(1454 <My

waarbij M ) &8 Mz twee, van i

(#n z) onafhankelijke getallen zijn.
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Taoyr D oelend £ O behoudt de lantete opmerking haesr geldicheid, voor

i‘ffa C in darrentegen
ol

r,,i ,(::) :S{.:) N evg;,: % , 1}3[%) (14)
o l“?az UMy

[ ¢ ‘ '
=) <Ny
]
cox dz cigsleiden y' en 3,:, te kunnen berekenen, die gegeven zijn door
(47 en (3), is het rzadzasm nicuwe funciies in te voeren naast de func~

vizs y. In het slgemeen definieren wijs

o
s w(z) een functie van z, dan versioan wij onder v(z) de functie ge-
definizerd door

A=) ¢,
v(z) = %:,3,% vie) - (i)) NV (z )} (15)

Uit (4), (5), gecombineerd m‘a (7) volegt dan, dat:

e =S5 el ek TE—- £y
gz) {§/t I‘fe’ } 38 (16)
) 50 {3 Jotof 5 -

Voor ée functies y, {z) en yl(z) kunnen nu, analoog aan y, en ¥y de vol=
gende schattingen geg even worden

E)=356-57 T o
waarbij \ ‘§)f< M,

voor }§,< Nz
en voor ﬁ. £0

y(z) = 5(=) ' ” (%) (19)

it Mﬁfﬁ}i‘:% mkkux
voor /3 =0

“Ig,z(?j (=). g'/“ L—ﬁ b"‘”\slé) 120)
"‘*[("«‘:Ms ml ‘<M3

Toor grote wesrden vcng’ is het van voordeel om de functies van Hankel
te gebruiken, omdat, bij geschikte formulering voor de functies y een-~
voudige asymptotische ontwikkelingen ontstaan,

Met het oog op het verschijnsel van Stokes wordt nu voor iedere gehele
k een stel oplossingen n‘k (3 = 1.2) gedefiniecerd

en



U § L fﬂ
4«.’“*_) !“l*ﬁ'\mﬂ‘zl
VAR ram o )5 1‘) Tt
VLR IRECR AL P )@

f“&gmw/)g (‘ ) 'jiq.m 2«,2")

“3“”“‘*‘2) B P T L g

YAl €lk paar .:.-3.,,_1'1 de oplossingen onafhankelijk, Op dezelfde manier
2ls bij ¥y, en y, vinden ‘.;s'i;' voor de determinant van Wronski

\Ar({"ik :%ka} 2‘? (23}
Daar H ;{*) }"‘ y.ﬁ

gelden in de evinc van § 0 voor yk en haar afgeleide dezelfde
schattingen als voor y, en y, . Hier is Het echter van belang om het
asymptotische gedrag van de functies te bepalen,

Allercerst bevalen wij de asyrptotische ontwikkeling van de oplossing
%kaﬁ in het deelgebied Skvan het gebied Rg, bepaeld doors

(k—-d?r-r ) s ma § g(kw}?r -5 (24)

Het gebied ﬂgop het oppervlek van Riemann, behorende bij de variabeleg
is zo overdekt door een reeks, elkaar overlappende deelgebieden, Bij
elk van deze deelgebieden behoort één - éénduidig een d.eaeiLgeb»iedZk
op het Riemann oppervlak, behorende bij de variabele z, Ook deze ge-
bieden overleppen elkaar,

(22)

In i is  Mrdsonie £ m-§,
. r‘::-‘ "}M’t{,
in =, 1is S< afzﬁge <27r-—<§,

zodat in dec som van de twee gebieden is
-t +b £ < anq g.g < -§

en dus geldt de asymptotische ontwmk{elmga

; LS
ﬁ{g -'ZN"L'I’L) [**\}2 -{[54'/{ ‘f'?"ﬂ\}k g..,‘iz ‘é*( E.{'

7:#' ' .

L
{ oh (=)
" /+ha: (§ )N (25)
NI veve — |
Dus in '--M:*’z en L__‘__szﬂ iss
’A 3 "° )"
"&mw (2)= "hfm,:")"’élz) §/u {‘ ‘ hg(ﬁ } (26)
e , ~am{
. \ 2+ £ < -
;zzi:r is in L__‘_Jmm’ en’—, 3 s 07q 5e £ m-§



"in"

e o (pramel)TL g cammi
H (Ev IR o3 ¢ { T

. .
dug ia  ~—

{)*‘Z__ (%, -2mm)h } (27)
e S8 gem

k- £ Ay
n.i,;,m,_‘)lafla,.m,g(?!.)f\)g(f),i/" ‘e Lg‘{lfz‘;?} (28)

Quk voor de functies "ék,‘ kunnen wij asymptotische ontwikkelingen af-

i
leiden, wearult de ontuikkelingen voor de afgele:‘c.den/ték . gemakkelijk
bapaald kunnen worden }

( 2 7{2)2 ~) '
T ST I

o)< G o P Ty Se) & {8 H" (30

i
Dasr de asymptobische reeksen voor gqu“ "““7“) en

¥ h [g ”1'“’7“) term voor term nser § gedifferentieerd kunnen wor-

e

den, vinden wij voor nék

h
"32'«:4—!,: :,‘52&,; o~ '&g(z)-g‘/u Lg {j ozh (- } (31)
h=

I+ 2 e T
ped
Uit deze asymptotische ontwikkelingen volgt,

§d ot het mogelijk is om een
getal M te kiezen, zodat voor ‘g‘ > waarin N het kleinste der ge-

tallen N; Ng Ny N, N, I\T.S is, geldt

”gamw,l Y, = gl"l gﬁ‘& '§mm,&)

"zzmﬂ,z:%z%,l"z){z)'é *‘5 'V\m,tlg}
" (A<M [yamm 2 8)] < M

—_ - . u+h < @ oL (32)
Aéiﬁh‘l,%s&é?”“.»lw-—lgz)g/‘* e "g{ h
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Om asymptotische ontwikkelingen te vindenwvieralle waarden van E
ar,1.6.afgeleide asymptotische ont-

mnog-

ten wij gebruilk muku'z van de 11"
wikkelinzen voor h,a{g) en I*q §} /
Lit leverd:

e ) LY, )

SN
v:&arblg
cm:{__')’m-s tHoam (25 -am-)pa
W AP Ein = ,t —
- o 25~ —1g
cf“:):l_o"“ S+ LM (2S -2miAnN

am BT

A Ll L i (252w
: s . &“{5“ ‘
L“""-lf‘a L.-..st.’,"

) -5 s~ n
& WA "I"‘)M o (a,ym?(::: H}{S

Evenzo vinden wij een asymptotisehe ontwikkeling voor V4

-t ¢ ® g /,.,."‘ *ig ® o
e =S 7 fe, Y E 2l e 2 R

¥xi .‘gﬁ“
al z) = -1 {(z ‘;‘}44-2 Lg 3 ;Zz-. -dh ‘lg 3 ol
,\i‘” L§( _)§ {c,a (11—5:’_...%(1_‘__._) +Cqe (H"Z: -}-&J}

waarbij % (‘N:w%.)é"{ﬁ***7’%«}??'i —
C,=(Am} & w

y e
€= (27) lelﬁ‘ym[{b%)m B ST o
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la, Formele ovlossing van de gegeven differentiaalvergelijlhing,

oe gegeven differentiaalvergelijking in de standaardvorm 2.1.13 kan
kazn geschreven wordsn als:

42 i, At \

oou e Uy, - A ‘ }

(ém,_ﬁ—{f’ u,z(z.,%«—-——-y + 0 (z) u:{w(z) Lip,z)u (1)
Voerzn wij in de functie

Bl =iz - X[ 7, (2)

Zan vordt zij

2 a2
%1*{?2({72(2) + .f/_:'::ﬁ- +-w(z)} i :::9( ?)7.} v (3)

Van de verwznte verz lijlking is eesn compleet stel oplossingen, hetzi]
.*1, en Moy hetzi] A%‘Wen "‘}kg: Leliend, zcdat wij een intezraalvergelij-
king kunnen afleiden op de bekende manier.

pA
42) = =) e fatz) - g %*‘”*&fi;’(; *ta: ‘wé

waarin X’ en Y‘l willekeurige constanten zijn.

De oplossing, behorenie bij Y= i,ga:o noemen wij UW; , evenzo die bij
{; =Q ; Xz:; L{g

Analoog in het geval dat ’%k,: en "‘&k,z als oplossingen van de verwante

vergelijkingen worden gekozen.

Zo is

H{Y:z/ u(z,)d Z, (4)

citdh- '(z)__gzgstzmziz:)ﬂ;@)le/) bore) uiz)dz (55
O T Wiy o

&

De uitdrukking
4 [2)4a6) - 4 4 k2
Wiy, ) (6)

is onafhankelijk van de speciale keuze van Ai,en A% 1+ Verder voeren wij
in de functies y; entl’, L

Y'( ) 44 ('*')é'%zl T e

Z)z——— & : e i

L ‘S{“‘) ) 3( } §{’«E} £ (7)
waardoor de integraalvergelijking voor g overg2at in de integraalver-
gelijking voor U} J

U )= Yite) . Kyle 22500 2) ©
waarin de kern K/Z_, z, )P) gelijk is aan:

K&ll, Z, '} P} = - 6(2,,?) S.iz;i). -a(*‘}éig"gw)t %;(3)31(21"%1®ﬂfgl)' _
() W("é " )




AR L1750 2,32 18 gl
¢
&

oo | -
e B ey g ey SPERN ) ) e I Y Yz)
1//,.L
| §

ng? FAHE-EN Vkllr\ngz)eg §,) ?)\/k,[z,)x

:‘gtglzl;?> ) £
ﬂib
,D -~
J
(9)
S
Stellen wij nu \"ji (=)= Nifz)
L o
[0 4-1) -y )
(SN, - k‘"\"
\/ P (T \J
v {= UL Lo - r.\\' £\
R 1’ ._:" o P ARV
1%

dan vinden wij door iteratie de formele reeks:

Ué(l)wygiz > q(z) | (1)

dilie nader onderzocht moet worden.
Voor dit nader onderzoek zijn nodig schattingen van de opeenvolgende
integralen (10)
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ASYUPTOTISCHE ONTWIKKELINGEN.

$ 1. Brincipe vande methede van Langsr.

In de analyse ontmoeten wij naast differentiasalvergelijkingen,
die we voldoende beheersen, andere waarvan wij vrijwel niets weten.
Het doel van de methode van Langer isic's nadcrs te weten te komen over
de ovnlossingen van de differentisalvergelijking van de tweede soort,
en wel met behulp van onze kennis van de differentiaalvergelijking
van d¢ eerste scort., Voor de lsatste kiezen we een lineaire homogene
differentiaalvergelijking van de tweede orde, die we op de volgende
gedaante kunnen brengen

(1) v'' +P(z) y=0

Dit noemen we de bekende differentiaalvergelijking, als we veel
weten over de eigenschappen van de oplossingen zoals ontwikkeling in
machtrecksen, asymptotische ontwikkelingen, auvmerieke tabellen enz.
De opgave is nu de eigenschapren cp te sporen van de oplossingen van
de differentiaalvergelijking )

5

(2) w'' + ( P(z) + =z ) w=0.

Deze differentiaalvergelijking noemen ¥z de te onderzoeken verge-
1ijking. We gaan eerst formeel *te werk. Van de bekende differentiaal-
vergelijking kiezen we twse linealr onafhankelijke oplossingen y en
7. Voor deze geldv dug '

(3) y'' 4 Py =0 an Y'Y 4+ PY =0

waaruit volgt ‘
a.d_g(y9y__yyt)=yny_yyn=o

zedat de determinant van Wronskil

(4) A =y'"(z) (z) - yiz) Y (=)

gelijk is aan een constante. Omdsat y(z) en ¥Y(z) lineair onafhankelijk
verondersteld zijn, is deze ceanstante niet nuls

Om nu de oplossingen van de te onderzceken differentiaalvergelij--
king te vinden, passen we.de methode van de variatie van constanten
tee in gewijzigde vorm, d.wsze we stellen

(5) w=ocy + 0¥ ,
waarin ¢ en € differentieerbare functies van z zijn’met de eigenschap

(8) e'y + C'Y =0 % .

42
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We krijgen dus

wt=cy'+CY'

w'' o= e'y' + C'Y' + c ¥yttt + C XY
Wegers (11 seldt
ey'"+CY'"' =~Plcy+CY)=-Pw

! 5
gedat {(2) vordt
Mm o'yt +0Y + B w =0

Uit (6) en (7) kunnen we c' en (' oplossen. Wegens (4) wordt de
oplessing

-9y o gy

AN At

Derhalve is
4
(8) wiz} =nulz) + 7 f {y(s} Y(z) - y(z) Y(s)} 9(6) w(s) ds
Ci

waarin w(z) eszn oplnssing van de bekende differentiaalvergelijking
voorstelt; hierin is a willekeurig (a mag 00k + oo zijn)s

In verband hisrmede ligt het voor de hand een operator T in te
voersn ge&efinieerd.goor

(9) w7 viz) = i“‘j jl y(s) ¥(z) - y(=2) Y(S)} @ (8) v(s) ds
a

die toegepast kan worden op elke functie v(z), waarvoor het rechter~
1id betekenis heeft. Met deze notatie wordt (8)

(10) wlz) = u(z) + T w(z).

In de definitie van de operator T treden de lineair onafhanke-.
lijke orlcssingen y en Y van de bekende differentiaalvergelijking ops
Vervangen we deze echter door itwee andere lineailr onafhankelijke op~
lossingen y}f en Y%xvan de bekende differentiaalvergelijking, met
Wronski-determinant (ﬁ y dan krijgen we in plaats van T de operator
gedefirieord dbo;t

*

ade ;{ «{ Fe) Y2 - ¥¥(m) Y%(s} } Q () v(s) as
‘A J Gl
G
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Dit is precies dezelfde operator. Immers er bestaan vier constanten

ol Vs L? met

(W)

Y (Z) = fy.’f;e" KN S ‘f{ﬁ) (0“&“(33‘/#@)

Daarbi;

en dus

*1*{ ;Yx(s} T - () YY) =1
A

zodat de operstnyr wloh verauierd is. De operatnr T is dus onafhankelijk

van het paar lineair onafnankelijke oplossingen y en Y van de bekende

differentiaalvergelijsing. Indien de bekende differentiaalvergelijking

en bovendien de functie E)(z) gegeven is, is de operator T dus door

het punt a ondubbelzinnig bepaald. Daarcm wullen we T de bij het punt

a beherenie operster ncemen.

De overator T, op (10) toegepast, levert

i

{ #(s) ¥(#)- y(2) Ym}

ooz =T ulz) + W
dus
. (]
wz) =ulz) +T wa) + 7° wiz)

Aldue vizisn s voor elk natuurlijk getal n

%z}muw)+Ttﬁw-wn+Tn4Mz)+Tan%

Na deze formele beschouwingen is het plausibel te verwachten,
dat onder bepaalde veorwaarden de functie

w{z) = ulz) + T ulz) + n? u(z) + eees
een oplossing van de te onderzoeken differentiaalvergelijking voaratelt;
We zullen deze vraag in de volgende paragraaf nader bestuderen en wel
m.p.v. de majorantenmethode. Om die methode te kunnen toepassen, voeren

we een risuwe operahor T+ in, ged=finieerd dcor
z

T

b

ol e , ,
0, viz) . | |EEL¥(g) = yla) y(sx],w 100
! 'mﬁ P! ,

ds

e
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§ 2. Stellingen.

Hulpstelling.-Indien in een interval j met eindpunt a de functie
v(z), v1(z), vz(z).i.. continu zijn en de reeksen

v{z) = ;2; vy (2) en /. T, vh(z)
f=i e

convergeren, dan is in dat interval

T w(z) i Vh(Z)

]
{\/

f =y

Bewl ‘§° Voor elk natuurlijk getal n geldt immers
A , "o
4.~ 'h } )“ v 4 h
.J%:l_ F
- [t R !’_g’
- AY - ~
< T, 3)‘;(7. 2 Ty (z)}
(& N\ Ty~
N\
é q". {( / *l"»{Z) }
v g L )
oo A
£ > T, vy (2)
== -

en vij onbegrensd sangroeiende n nadert het laatste 1id tot nule.

Wij gsan nu de volgende stelling bewijzen, waarin zowel de ope=-

rator T als de operator T+ optredens

Stelling 1. Zij J een interval met eindpunt aj; een d er eindpunten of
beide mogen in het oneindige liggen. Een in het eindig liggend eoind-
punt wordt naar willekeur wel of niet ot het interval gerekends. Stel
de in de bekende differentiaalvergelijking voorkomende functie P(z)
en de in de te onderzoeken differsntiaslvergelijking optredende func-
tie E}(z} op j continues Zij u(z) in j ecn oplossing van de bekende
differentiazlvergelijking met de eigenschap, dat de reeks

(11) w(z) =ulz) + T uiz) + ° (z) A es0e .

waarin T de bij a behorenmde operator voorsitely, in een convergente
reeks overgaat, als de operator T vervangea wordt door de corresponde~
rende operator T

In cat govair convergeert in j de in (11) voorkomende reeks en
voldcef haar som veooreerst aan de te onderzoeken dlfferenxlaalvergella—



king en geldt bovendien de relatie
(12) w(z) = u(z) + T w(z) .

In nst sneziale geval, dat a tot j behoort, is w(z) de oplossing
van de te oadsrnosgsu f*Iuereu#‘aalvwgelxj.nwg met de eigenscheppen

(13) wie) = ua) en w'{a) = v'{a) '

Bewijiss De re2ks (11} pagt, als wen T door T, vervangt, over in een
ccnvergents majoraats Lixe townm ix dle :f'zzf}a.r-amt is een monotone funeo~-
tie van 2z, zodat dis recks in et intervz! a gz b (waar b een wil-
lekeurig punt in j voorsteld) wrifva sonvergeerte Dus de som w(z) is
in j een continue functie wvan L

Volgans de hulpstelliag is

5
Towl(z) =7 wlz) + T° wia) + eeee= wiz) - u(z)

dus

*

Z
(14) w(z)= u(z2)+ Tw(z)= u(z) =+ ¥(z) }( y(‘s_‘) @(s) w(g) ds -

Het rechterlid, dus ook het lirkerlid is een differcntiserbare
functie, wzarvan d= a‘g‘;lplfi iy

w'(z) = u(a)+ %ﬁl {Jr(s‘) G(s) w(s) ds ‘..L.(._lf s)@(s)w(s)&s

- A
G

+ fi:”’-- v(z) @(z) w(z) - %3‘)- Y(z) B (2) w(a)

7 ' Z
(15) wi(z) = wez) » 22 fycs) B () w(s) as - L2 Iv(e) Q(a)uls)ae
a0 o |
& Q
Door ~prieuw te differentieren kxriicen we

2 z
{
Wz = uti(z) + SLL2) J 7(8) Bee) vis) e~ X2 Y(s)@(s) w(sidu-
£ a 4 a -

: ( . : Y{ 2 {’&‘ WA 2
- fm‘ y z) @(z} W(Z) ‘ ( )u. J ( )
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Cmdat u, y en Y aan de bekende differentiamalvergelljking veldoen vin-
den we wegens (4)

wr(z) = - B(2) ulz) -~ P(2) T w(z) - §(2) wlz)
= - (P(z) + Qm) w(z)

waaruit blijkt, dat w(z) inderaad amn de te onderzoeken differentisal-
vergelijking voldoete.
Behoort a tot j, dan volgt uit (14) en (15)

w(a) = u(a) wi(a) = u'(a)

Stelling 2+ Stel de voorwaarden van stelling 1 geldene Zij verder U(z)
een van u(z) lineair onafhankelijke oplossing van de bekende differen-
tiaalvergelijking met de eigenschap, dat de reeks

W(z) = U(z) + T U(2) + 1° U(2) + voeee

in een convergente reeks overgaat, als:de operator T door de gorres-
ponderende operatcr T, werdt vervangens Dan zijin w(z) en VW(z) twee
lineair ona-fhankelijke oplossingen van de te onderzoecken differen-
tiaalvergelijking-

Bewijse Laten o{en (3 twee willekeurige constanten voorstellens Stel-
ling 1, toegepast op X w(z) + W(z) in plaats van w, levert

S w(z) + (3 W(z) = o« u(z) + 3 U(z) + Tg o w(z) + 3 W(z) .
Kiezen we o en (5 zodat o w(z) +pBW(z) identiek nul is, den is dus
ook A u(z) + @U( z) identiek nul. Omdat uw en U lineair onafhankelijk
zijn, is & = (5 = 0, zodat w(z) en W(2) eveneens lineair onafhankelijk

zi-ine

§3 » De_hoofdstellings

We geven in de volgende stelling  -voldoende voorwaarden aan,
opdat de condities van stelling 1 gelden.

Stelling 3« 2ij J een interval, waarvan a een eindpunt is; een of

meer der eindpunten van j mogen in het oneindige liggen; een in het ,

eindige gelegen eindpunt van j mag naar willekeur tot j gerekend wor-

den of niste ‘ | | S
Onder (p (2) -en A(z) verstaan we twee functies, die in j continu

en positief zijne /\ (z) stelt een monotoon niet afnemende :Eumtié"? i

voor, indien 2, te beginnen bij a het interval j monotcoon dnnrlahpt-f; '



Te
v
< Stel de bekende differentiaa lvergelijking bezit in j minstens één

paar linealr onafhankelijke orlossingen y(z) en ¥Y(z) wet

}y(Z)} £ ¢ (2 N (2 en
vl € ¢ N

Dan is voor izdere in j continue functie u(z) en voor elk natuurlijk

getal n
Z

% ou(z) & 2: ‘{7 (2) /\ (z)j/&o(ﬂ )/st))e;(S)U(s)}Gngs,E) ce

}f‘;i (ret)d

G

indien

z
P (s:2) = fifl(t) [ B e

.l
Bewijs+ Zonder de algemsenheid te schaden, kunnen we aann:men, dat a
linkereindpunt van j ise« Arders vervanuen we z dcor =z

Als we invoeren

Dis,z) = |H&.¥(2) - y(2) ¥(9)
2
dan geldt v ]
T, u(z)= “x&.&l;fﬁ.%l_:\_.ﬂzmg}@(s)u(s); is =]D(Ssz)%e(s)u(s)kds

v

1Y)

,5, Q

Tf_ u(z) = IQ 512) | n(s)’ {jD(sz,s,‘)lg(sz)u(sz)!ds‘?}ds,}
Q

J//d//3(81’2)1) 85584) !E} (81){ { E}(sz)!' 1u(s2)lds1 “.
05525 ¢z

Algemeen vindt men voor elk natuurlijk getal n

Tn U(Z)“' // ) D{ STQZ}D(Szrs-;)"D(Sn7sn__1)18(s1) "'e(sn) *

LS 4 reeca £ 7
=Tns =54 =
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