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De ruimte R is een verzameling van punten.

De rechten zijn deelverzamelingen van R,

Er bestaat minstens een rechte,

BElke rechte bevat minstens drie verschillende punten,

Ziin A en B verschillende punten, dan bestaat er een rechte,
die A en B bevat,

Zijn A en B vérschillende punten, dan bestaan er geen twee ver-
schillend® rechten, die A en B bevatten.

Er bestast geen rechte, die alle punten bevat,

Is A een punt, b een rechte, die A niet bevat, dan bestazt er
een rechte, die A bevat en met b geen punt gemeen hecft.

Is A een punt, b ecn rechte, die A niet bevat, dan bestaan er
geen twee verschillende rechten, die A bevatten en met b geen
punt gemeen hebben,

Een rechte bevat niet meer dan drie verschillende punten,
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II, 1.Ligt B tussen A en C, dan ligt B tussen C en A, en A, B en C
.zijn drie verschillende punten van een lijn.
2:2ijn A, B en ¢ drie verschillende punten op een lijn, dan ligt
één en slechts één van die punten tussen de beide andere.
3+2ijn A en B verschillende punten, dan bestaat er een punt C,
zodat B tussen A en C ligt,
4,2ijn A, B en C punten buiten een Iijn 1, en ligit tussen A en
B een punt van 1, maar tussen A en G geen punt ven 1, dan ligh
tussen B en ¢ een punt van 1,
1II, 1.Een verplaatsing V voert ieder punt A in een punt VA = B over,
2,Ligt B tussen A en C en is V cen verplastsing, den ligt VB tus-
sen VA en VG,
3.Ligt B tussen A en T, dan kan lijnstuk AB door geen verplaatsing
in lijnstuk AC overgaan,
4. Ligt D binnen £ BAC, dan kan /BAC door gecn verplaatsing in
« BAD overgaan, ‘ »
5. Iedere verplaatsing hecft e«n inverse, die ccn verplaatsing
is.
6, Het product van twee verplaatsingen is weer scn verplaatsing.
7. Er is cen verplaatsing, dic ccn gegeven punt L in ecn gegeven
punt A', ecn gegeven halve rcehte 1 met uiteindc 4 in een ge-
geven rechte 1' met uiteinde A' on cen door 1° Bcgronsd half-
viek in een bepaald dcor 1' begrensd halfvlak overvoert,

IV.. (Continuiteitsaxioma van Dedckind). Wanncer dc punton van cen
halve lijn 1 met niteinde A in twee klassen L cn R worden vere
deceld, zodat ieder punt van I tusscn L cn icdcr punt van R
ligt, dan bevat 1 een punt P zodat icder punt van L tussen A
en P ligt, terwijl P tussen 4 en icdor punt ven R ligh.

Ve {Parallelersdioma). Door een punt buitcn cen lijn geat sloehts
één 1lijn, dic dc cerstc lijn niet snijdt,



Toclichtingen, -

Grondbegrippen zijn: punt, rechte (lijn), tussen, vcrplaatsing.

Bij III, 3

Bij III. 4

o -
Bij IIX 5,6

Lijnstuk AB is dc vefrzameling van alle punten, die

tusscn A en B liggen

Leat een lijn 1 en een punt 4 gegeven zijn, Twee punten

B en C van 1 liggen op dezelfde halve 1lijn 1 met uiteinde
S, dls S5 niet tussen B en ¢ ligt, Mun kan bewijzen, dat

1 door § in twee halve lijnen verdeeld wordb.

Twee punten P en Q buiten een lijn 1 liggen asan dezelfde
kant van 1, als 1 geen punt tusscn P en Q bovat, Men

ken bewijzen, dat 1 het vlak in twec halfvlakken verdeelt,
zodat P en Q aan dezelfde kant van 1 liggen, wapnecer ze
gan dcezelfde kant van 1 liggen,

«£BAaC bestaat uit de halve lijnen AB en AC, P ligt bin-
nen «£BAC, als P aan dezelfdc kant van i3 ligt als €.

gn aam dezelflie-kant: variAC alsB,

Deze. axiomate drukken uit, dat de verpléétsingen een
transformatiegroep vormen,
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§l. In het kort werden enige hoofdopunten uit de geschiedenis der logi~
ca besproken, Ter sprake kwam: Voor bijzbnderheden zie: E,W, Beth, Ge-
schiedenis der Togica, Service's Encyclopaedie 1944,

1. De praedicatenlogica van Aristoteles.

2, De uitsprakenlogica der Stoa (Chrysipnus).

3. Het programma van Leibniz voor de opstelling van een - "Charac-

teristic universalis", "Ars combinatoria" en "Calculus ratio-
cinator",

4. De klassenlogica van Boole en de relatielogica van Peirce,
v 2. De formalisering der logica, door Leibniz geeist, werd docr Beole
en door degenen die zijn werk voortzetten tot stand gebracht. Peano

ging verder en trachtte de gehele wiskunde te formliseren.

§3. De logicisten, in de eerste plaats Dedekind en Frege, later White-

head en Russell, trachtten alle wiskundige begrippen op grond van
logische begrippen te definieren, Voor het begrip "aantal® geschiedt
dit als volgt. | |
Ben relatie R tussen twee verzamelingen A en B heet een-eenduidig
wanneer 1° uit a R b en a' R b volgt a = a'; 2°wita RbenaRb

volgt b= b'. Twee verzamelingen, waartussen een eeﬁ~eenduidige relatie
bestaat, heten gelijkmachtig., De verzameling van alle verzamelingen,
die gelijkmachtig met A zijn, heet de machtigheid eof het kardinaclgestal
van A. Veor eindige verzamelingen valt dit begrip "machtigheid" samen
et hel getruikelijke begrip "aantal®.

Voorbeelien van definities van speciale aantallen.0 is het kardi-
tralgetal van de verzemeling van alle diugen, die niet gelijk zijn aan
eenzelf, Oncer {x! verstaan wij de verzameling van alle dingen, die
a2 3k o zinr o san Xe

- het kardimmalgetal van {0} .

4. De paradox van Russell, Zij B de verzaneling van alle verzamelin. ..
' i¢ zichzell niet als element bevatten, 1° geval, B bevat B als elensrt:
. e T e Ry 0 !
Jan bevat E zichzelf niet als element volgens de def:ritie. 2 Geval
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E bevat E niet als element; dus bevat E zichzelf als element volgens de
definitie. Zowel in het eerste geval als in het tweede komt men tot
een tegenstrijdigheid. )

Deze en andere paradoxen maken een diepgaande revisie van de logic:
noodzakelijk.

§5. De axiomatische methode bestaat in het volgende.
1. Alle grondbegrippen van een theorie worden opgesomd.

2y Ieder begrip moet uitsluitend op grond van de grondbegrippen
worden gedefinieerd,

3. Alle grondstellingen (axioma's) worden geformuleerd.
4. JTedere stelling moet langs zuiver logische weg uit de grondstc”
lingen worden afgeleid.

§6. Tot de grondbegrippen behoren begrippen van grondelementen en ver
grondrelaties. Een model voor een axiomatische theorie is een verzamel:
van elementen,uwaartussen zekere relaties bestaan, dic aan de axioma's
voldoen. Twee modellen My en M, zijn isomorf, wanneer tussen My en I,
een een-eenduidige afbeelding mogelijk is met de volgende eigenschap:
Beantwoordt aan een grondrelatie R in Ml de relatie Rl’ in M2 de rela~
tie M2, en bestaat tussen twee elementen van Ml de relatie Rl' dan be-
staat tussen hun beeldelementen de relatie R,. Ben stelsel axioma's
heet categorisch, als elke twee modellen daarvoor isomorf zijn.

Is.Q é&n der axioma's uit het stelsel A, dan kan men een nieuw

stelsel A' vormen uit niet-Q en de overige axioma's van A. Heeft men
een model voor A', dan is Q onafhankelijk van de overige axioma's. Deze
begrippen werden aan cen voorbesld verduidelijkt. (zie afzonderlijk
blaadje).

§'7. De vooruitgang der wiskunde in de laatste 50 Jaar berust voor eexn
belangrijk deel op de toepassing der axiomatische methede, Als grond-
slag voor de wiskunde stuit zij echter op grote bezwaren. Wanneer voor
een stelssl axioma's niet tevoren een model is geconstrueerd,weet men
niet, of or objecten bestaan, die met de grondbegrippen corrésponderen.
De toepassing der logische begrippen als "bestaan", "volgen uit" op
zulk een letg systeem mist elke grond. Mern moet met het systeem kunnen
varken alsof het riet op een inhoud betrekking heeft. Hiervoor is
nedig, dat de logica mede in het proces der axiomatisatie betrokken
wordt. Dit geschiedt het beste door formalisatie.

@8. Fer. geformaliseerde theorie of calculins wordt als volgt gedefiﬂ.
- eard,



1. Br is een lijst van tekens. (Meestal is de 1lijst cneindig
groot, doordat matuurlijke getallen als indices worden tocgelaten).

2. Bepaalde tekencombinaties worden als formules beschouwd; er
zijn regels gegeven, wardoor van iedere tekencombinatie kan worden
uitgemazkt, of zij een formule is of nict.

3. Er is een lijst van formules, dic als axioma's worden beschouw”,

4. Br zijn afleidingsregels gegeven, waardoor uit zekere formules
een nieuwe formule kan worden afgeleid. ‘

5. Een formule, die of zelf axioma is, of uit de axiomn's donr
een eindig aantal toepassingen der afleidingsregels kan worden afge-
leid, heet ecn afleidbare formulec of ecn stelling.

e —— e ot

§9. Over de calculus wordt geredencerd in de metamathematica. Deze

maakt gebruik van ecnvoudige wiskundige begrippen, met inbegrip van de
volledige inductie., Tot haar gebied behoren de problemen der contra-
dictievrijheid (nu niet meer door e:n modsl te bewijzen), volledigheid
(in nader te preciseren zin) ende vrang, hoe uit te makoen, of een
gegeven formule afleidbaar is of niet (definiet systecm).

De metamathematica is scherp gescheiden van het werksn met het
formule systeem gelf. Hiervoor zijn zekerc eenvoudige practische
vaardigheden nodig, en men moet er voor kunnen tellen.

§lO. Het woord Maxioma" komt in verschillende betckenissen voor.

1. Veorwanrde voor het bestaan van een theorie. {In deze zin is
het bestaean van onveranderlijke en herkenbnre tekens emn axiom? voor
elke calculus).

2. Onomstotelijke wanrheid. (Iangs tijd werden de =axiomn's der
Euclidische meetkunde als zodsnig beschouwd; vele beschouwen de grond-
stellingen der logica als axioma's in deze zin).

3. Ben stelling, die als uitgangspunt voor de aflociding voxn
nieuwe stellingen wordt gebruikt (zief 5).

4, Uitgangsformule in een calculus (zie §8). 7ij getruiken het
woord alleen in de betekenissen 3 en 4.

@IL De intuitionisten stellen zich ten doel, de wiskunde zo streng

mogelijk op te bouwen, zonder ze door formalisatie van haar inhoud te
bercven., Zij gaat uit van de begrippen "eenheid" en "onbeperkte her-
haling", die in alle wetenschappelijk denken en ook in veel denken

buiten de wetenschap liggen besloten en die wij kunnen denken als in
hoge mate vrij van niet ter zake doende inhouden. Filosofie of logic
kan geen grondslag voor de wiskunde geven; zij heeft zulk een grond-

slag ook niet nodig, Ock een funderiqg door formalis~tie is onmogelijr
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De rol der taal blijft beperkt tot het leggen van contact tussen ver-
cchillende wiskundigen. De opbouw der wiskunde bestaat in een constru-
eren in onze geest, waarbij iedere stap onmiddellijk duidelijk moet
zijn. Deze evidentie komt niet toe aan de logische stellingen, zoals
het beginsel van het uitgesloten derde., De logische beginsels zijn zeer
algemene stellingen, geldig voor willekeurige wiskundige systemen, en
hebben dus een bewijs nodig. De overtuiging, dat iedere stelling of
juist, of onjuist is, berust op filosofische gronden, die wij niet als
grondslag voor de wiskunde aanvaarden. "De stelling A is juist" betekeri:
"Tk kan A bewijzen™, "A is onjuist" betekent: "Ik kan uit de onderstel~
ling A een tegensprask afleiden".

Er is noo# bewezen, dat é&n van beide altijd mogelijk is.

-t s s B (o b i Wi, s 5 e S K s D W

512. Grondtekens der uitsprakenrekening (U).
Ay v ,~#,~w;‘een onbepaald voort te zetten rij veranderlijken
8y b;';.-,’ 8.1, az,..s‘ N
Formule 1). Tedere veranderlijke is een formule.
2) Is A een formule, dan is —A een formule,
3) Zijn A en B formules, dan zijn AA B, AvB en A—B formles,
4) Slechts die tekenreeksen zijn formules, waarvoor dit op grond
van de regels 1, 2, 3 kan worden aangetoond.

%13a Wij beschouwen een tweede calculus (C).
) Grondtekens: A,V ,~—>»,™, 0, 1, =
Termen 1) O en 1 zijn termen.
2)y 3), 4) analoog met § 12,
Formules. Iedere formule heeft de vorm A = B, waarin A en B termen
zijn.
Grondformules. —0 = 1. =1 = 0.
De overige zijn van de vorm xjky = 7, waarin » &8n der tekens
“,¥Y , > is en x, y, z ieder &én der tekens 0,1 voorstelt, Wij vatten ze
somen in de tabellen:

AN R Vio 1 — 0 1
0,0 1 0 0 0 o0 &/
01 11D O

11 1 1

U Afleidingsregels. Uit X = X leidt men af [i=c. . Uit X =/ en
; =X leidt men af X =Y .
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--v vwas ue o ulTSprakenrekening voor

, 1edere verandérllgke O of 1, dan ontstaat een term T uit G, In C is of

T =0 of T=1 afleldbaar, en niet belde tegelijk,

qulggen. ‘Twee formules uit U heten equivalent (A -B), als zij bij
icdere substitutie dezelfde waarde geven.

Een formule heet een identiteit, als zij bij iedere substitutie
de waarde O levert. '
Av Reo A A AT A,

In de zin der equivalentie zijn de bewerkingen /. en Vv commutatief;
verder gelden de beide distributieve wetten

(AAB)Y Cro(Av C) ~ (B €)
(AvBYAC o (AAC)y (BAC)
en de beide formules van de Morgan:
“1{A7 B) ~ —m AV -1 B
= {(A¥B) ~ A A B
Nog twee belangrijke equivalenties:
—= Ao AL A-»Bev 1 A B,

De equivalentie is een klassenvormende relatie tussen formules, want

L AvA; 2. Uit A~ 3B volgt BroAs 3. Uit AVvB en B~C volgt A~ C.

In de zin der equivalentie kan men twee der tekens v, A, uitdrukken
in het derde en de negatie. Al de tekens zijn uit te drukken in het te-

| ken:gedeflnleerd door

ai b=7av by ar-ia a, a’\b’“*(aib)i(afb)

15. Een formule heeft de conjunctieve normassalvorm als zij de vorm
heeft A/\B/\Clx..., waarin A, B, C enz. disjuncties zijn met termen
vqn de vorm a of —1a (a is een veranderlijke). Iedere formule is egqui-—

‘valent met een formule in de conjunctieve normaalvorm,

Een formule in de conjunctieve normealvorm is dan en slechts den

Aeen identiteit, als iedere conjunctieterm eenzelfde veranderlijke zowel
zonder als met — bevat. In de uitsprakenrekening, opgebouwd met be-
;hulP van V, A ;71 geldt de dualiteitsstelling: Twee equivalente formu-
jLeS gaan in equivalente formules over, als men overal A met v verwis
Esolt Een identiteit gaat door deze verwisseling over in een formuls,

idle identiek onjuist is, en omgekeerd.

Duaal tegenover de conjunctieve normaalvorm staat de disjunctieve

Hnormaaivormu

De formules A en B zijn dan en slechts dan equivalent als A—
ﬁn B—A identiteiten =zijn
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Het aantal juistheidsfuneties (functies, die slechts de waarden
&
O en 1 aannemen) van n veranderlijken is:2z5deze worden verkregen
door de formule

met behulp van de eerste distributieve eigenschap in een conjuncticvo

normaalvorm te brengen. De deelconjuncties hiervan (met inbegrip vo

de lege formule) zijn de elementaire conjuncties in n veranderlij’.»
Iedere formule is equivalent met een elementaire conjunctie.

III. Relatierckening.
$17. In een relatierekening treden twee soorten veranderlijken op:
dingveranderlijken en relstieveranderlijken, de laatste met O,1,2....
argumenten, Aan de tekens uit de uitsprakenberekening worden toeze-
voegd de guantoren ( Yx) ("voor iedere x") en (_]x) ("er bestaat een
%, zodat"). In een formule of deel van een formule, wesrvoor een
quantor geplaatst is, is de veranderlijke x gebonden.

Een formule is een tekenreeks, die op grond van de volgende xz.-
gels 1is opgebouwd:

1. Zen uitspraakveranderlijke is een formule.

2. Een relatieveranderlijke, waarbij voor alle argumenten ding-
veranderlijken zijn ingevuld, is een formule.

3. Is A een formule, dan is 1A een formule.

4., Zijn A en B formules, zodanig,dat geen veranderlijke in A
vrij en in B gebonden optreedt, of omgekeerd, dan zijn AAB, AV B en
A—B formules.

5. Treedt x in A als vrije veranderlijke op, dan zijn ( Vx)A en

( Ax)i formules.
Axioma's zijn:

1. Iedere identiteit uit de uitsprakenrekening.

2. (Vx)a (x) —» =(y).

3. a(y) = (Ix)a(x).

Regels:

I =. Ben vrije dingveranderlijke mag overal, waar zlj voorkombt, vewr -
vangen worden door ‘een dingveranderlijke, .die nog nergens ge-
voorkomt.

b. Ben gebonden dingveranderlijke mag in het gebied ven een be--
paalde quantor door een andere dingveranderlijke vervangen
worden, mits door deze vervanging weer een formule ontstaszi.

¢. Voor een uitspraskveranderlijke mag . een willegeurige 7~
mule worden gesubstitueerd, die geen der dingveranderlij. .

bevat, die al in de oorspronkelijke formule voorkwam, Teiwil .
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duor de substitutie weer een formule moet ontstaan.
J.¥oor een relatvieveranderlijke f met n argumenten kan als volgt een
formule B(x, .....,x_ ) gesubstitueerd worden, die geen veranderlij
bevat, die ook in de oorspronkelijke formule A optreedt. Strat
crgens in A, £(y, ...,y, ) (waarin y, ,....y, veranderlijken zijn,
dic niet alle versechillend behceven te zijn), dan vervangen wij dit
door B(y,, coey Yy ). Het resultaat van de substitutie moet wecr een
formule zijn. ,
(I, Zijn A en A->B aflcidbear, dan is B afleidbaar,
III. Is de formule A—B (x) aflcidbsar, terwijl x in A niet voorkomt,
dan ig X%d x)B(x) afleidbaar,
IV, Is de formule B(x)-» LA afleidbasr, berwijl x in A nict voorkomt,
an is (dx)B(x)—>4A afleidbsar.
. $18. Men leidt nu gemakkelijk af de regels: Is A(x) cel

e

2
male dan ook (VX )A(x); en de formules: (A x)a(x)es TV x) 1o (= (1)
( 14

ofleidbaar is.

3

Acquivalentiestelling. Bevat de formule A de formule B als bouwstonl i
ig BeBY, terwijl de formule L' uit i ontstaat, door dec bouwstecn te
Cuuvangen door B'; dan geldt ALt

coijs door induectie langs de opbouw van formule 4,
.. Stclling .Bevat een formule L geen vrije dingveranderlijke on goen
1ivspreak~ of relatieveranderlijkc en is B afleidbaar uit ., dan 1s
.3 afleidbaar,
Gowijs. Volgens regel Ic vervangen we allo veranderlijken, die im &
‘roorkomen door veranderlijken, waarop in de efleiding van L uit L nur-
gene de substitutiercgel teoegepast wordt, vaarne plaatscn wij voor ie
dsre formule in die afleiding A— . Het blijkt, dat zi]
rakber van cen afleiding bchoudt, Het resulteat is nu w=l,

i j e S Yo exiomats TIn
Het belang van deze stclling ligt in het volgende. Jo cxiows
voen wiskundige theorie vormen gewoonlijk, als mcn hun conjunctic
ien ven do stolling woll .
cohouwt, cen formulc 4, dic aan de voorwserdon ven dé SUTOLLLEG WULa d
‘ ken wordcn, Kon

. vrasg, of ccn stelling B uit dic axioma's afgeleid

Scruggobracht worden ot de vraag of do formale &3 11 4o ¥
kéning afleidbaar is. In Het bijonder geldd it voor de vra
stolecl axioma's vrij van btegenspraak 1s.
‘7o, Do relaticrekening is vrij van tcgonspras

i @ ol g p
<ten wij in cen formule allc dingveranderlijk q
atieverandcerlijken door hun ultsprﬁﬁkalﬂhqh -
n identitels un:
k het ¢

sak, Om dit te bowljzcl,

i
.

en cu quaﬁtorcm WoE CH

—t

~.rvongen wij alle rel
con. Tedere aflidbarc formulc gaet daardoor over in ce :
» A S e e
Dit kan cehber nict met L en Tl Gogu-ds

d¢ ultsprakenrckening. ‘ i 3
men de relaticroLonlng To:

vel zijn. Dit bewijs komt hicrop necr, dat
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past op cen verzemeling van dingen, die slochts én element bevat

§21 De relwtlerekenlng is niet VOllbdlg &a-ée—z&n.xan—§8; na toevoc-

s behoeft geen te-
genspreak te ontstaan. Voorbeeld:

(33 a0 — (Vi) a0 (3)
is nict aflcidbaar., Het bewijs uit §20 blijft cchtoer geldig ne tou-

b

voeging van (3) als axiomsa. (3) is identick juist, als er slecchts
één individu bet%aat, mesr nict.mec

meer dan één element bezit,

Zen formule hect k-identick, =ls zij idcentiek juist is in iedui.
individuenverzomeling van hoogstens k eclementen. Nauwkeuriger: ver-
veng in de formule F overal (Vy) 4 (x) door AN oo ALK,

( J2)i(x) door L(1)YV...... VA(k)3 nadat zo .alic'guartorcn goelimi-—
necrd 21339 baschbuwen wij elke- epmbinotic van- ecn rblaulcvarlab@le
met els argumenten gekalloninit de rij 4,.s:443k als con nicuwe uits

L
spragxyeranderlijke. Verkrijgen wij zo een identiteit uit de uitspra-

kenrekenlng, dan is F k-identiek,
(730 0ut 2% 3 (X 30)( 2l x) v Ben) vt W x (A acx v A bexy)
is 2~identieck, mgar nict 3-idembick., .=t ...
leat F de conjunctie zijn van de formules
(Va) = ax, 5
Va0V ) (V) Cagx, PAACY2) — d(x,2)
Vxdd yy acxy)
—F is k-identiek voor ieder natuurlijk getal k. Neemt men echter als
- individuenverzameling alle natuurlijke getallen en voor a(x,¥) do ro-
latic x <y dan is P juist. Do vraag nesr de afleidbearheid van F is
dus gelijkwasrdig met de vreag, of de axioma's voor de ordonln der

r, als dc individuenverzameling

tuurllghg getallen tot ecn tegenspraank leiden.
§22. D¢ vraeg naar cen methode, wasrdoor ecn willekeurige formulc uitb
de relaticrekening geomaakt kan worden, of zij afleidbaesr is, noemb
men het decisieprobleem (Entschcidungsproblem). Volgens §19vzou een
oplossing hiervan automatisch de oploésing geven van ccn uitbtgebrel-
de klasse van wiskundige prdblemen. Evenwcl is door Church bewezen,
dat het decisieprobleem onder zeer algemene ondexstellingen over &e
tec gebruiken redenecrmiddelen onoplosbaar is.

Het dccisieprobleem is wel voor sommige klassen van formules op-
gelosty ook heéft men het algemecen decisieprobleem tot dat v§or 8pe-
cisle klessen van formules teruggébracht.

IV, Logistiek.

§23, Voor de bospreking van enige paradoxen en de indeling van de >
paradoxen in logische en semant ische wordt verwezen nasr E,W, Beth,
ngsbegeerte»derfW1skunde, Nijmegen 1948 (aan fe haaen alS “ﬁepu’;>
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Ter vermijding van de logische paradoxén stelde Russell de typénthe~

orie op (Beth blz,282).

Ten gevolge van de ondcerscheiding der tTypen, moeten de mecstc begrip-
JCch, 0.2, de jjxf&bohaﬁdelde, voor iedcr typc opnieuw worden gedefi-

micerd,

s24. Bepalingen. . Gegeven ccn relatic R, Eon klasse o heet R-grfeld’-
als (Vu)(Vv)(uex AwRU>Ve), b is ecn R-nakomeling van & of ap*d

ols (Vo) { et AVUHVUN LerA Ry = rex) > bex).

Dc klasse der R-nakomelingen van a heet de R-nakomelingsclhup v
§25, Wij veronderstcllen datR cun-ccndunidig iz, en dat er cen clomer
e bestaat, zodat (VX) — (xRe). Dar is cr ccn een-ecnduidige ofb-:.
"ding van de E-nakomelingschap van e op dc¢ natuurlijke getollen moge-
lijky (Beth blz.77-80)

§26. m Vg n betekont:

(o) 300 Kgf(o: =LA X € A kgf‘(cx -{x}) =)

K%dis het kardinaalgetal vanoly zic §3.cx-{x§is de klasso dor ¢lo-
menten van ¢ , die verschillend zijn van x}
De relatic Vg voldoet aan dc¢ voorwaardcn uit §25, als men O voor ¢
ncemt, Men kan dus definiercn: BZen natuurlijk getal is cen Vg-noio-
meling van O (Beth blz,193).
X X X
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V. Bewijstheorie.
27. Niet-tegenstrijdigheid van het stelsel axioma's:

I. x = gy~ (f(x)—f(y)).

2¢ XLYAT<CBaX<ZT

3¢ XAFXSYVY<X .

4, X X!

5¢ X<y — —(y< x'). .-
6. ""7(}((0).

Te x#0-(F y)(y'=x).

_ Te bewijzen: Uit de relatierekening en axioma's 1 - 7 is de for-
mule O0FO0 niet afleidbaar.

Eerst onderstellen wij, dat in de afleiding geen gebonden verander-
lijken optreden.
(X) Normalisering der afleiding. Als in de afleiding de formule B
uit de formule A door een substitutie afgeleid wordt, dan voeren wij
die substitutie ook in A uit en in alle formules die in de afleiding
aan A voorafgaat, Blijven in de afleiding nu nog veranderlijken staan,
dan worden deze door constanten vervangen.
(/5). Een cijfer is O of O met een aantal streepjes. Zijn p eny
cijfers, dan heet ¢ =7y waar, (w) als P eny dezelfde tekenrij zijn;
C,0<’\)U heet waar (w), als p een deel is van-y . Een formule, d¥e niet
Waar is, heet vals (v). Een formule, die uit priemformules = ’\{/
en (]D < ”\// met behulp van de tekens der uitsprakemrekening 'is samen=—
gesteld, heet een numerieke formule. Volgens § 13 en 14 is elke
numerieke formule w of v (w staat voor O, v voor 1 van§ 13).
(a)) Tedere formule uit de genormallseerde afleiding is w. Bewijs.
Dit geldt voor elke formule, die door substitutie uit een der uit-

gangsformules ontstaat. Geldt het voor A en A-—B, dan ook voor B.

0# 0 is v, dus niet afleidbaar.

(). Algemeen geval. De afleiding wordt genormaliseerd, waarbij nu

vrije en gebonden dingveranderlijken kunnen blijven staan. Verder

wordt overal (V =x)A(x) vervangen dcor=—(d x)A(x). 4

(€ ). Berste reductiestap. Beschouw een bouwsteen (J x) A(x), waarin

A(x) geen existentieteken bevat. Breng A(x) op de disjunctieve nor-

maalvorm Ar V Ax ... V Au. Tedere A, is een conjunctie van formules
=Q, P<Q,—(? = Q),*'v(ZP<Q) P is een cijfer of een dlngverander—

1iake of een dlngveranderlljke met streepjes; evenzo Q.
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Vervang —(P = Q) door P<Qv Q< P,

Vervang = (P<Q) door P= Qv Q P,

Breng de formule weer op de disjunctieve normaalvorm.

(é ;. Tweede reductiestap., Vervang x(k) = x'%) goor O(k) = 0(1) en
K)o %) goor 0™ o(3),

(q ). Derde reductiestap. Zij k het grootste aantal streepjes, dat bij
x voorkomt. Komt in P x 1 voor, waarin 1 kleiner dan k is, dan voege:
wij in beide leden van P(k-1) streepjes toe.

(6 ). Vierde reductiestap. A(x) heeft nu de vorm

C, (X(k))v...v G\\(X(k))v c‘“ VeasV C“.
Vervang ( 3x) A(x) door

(3x), v ... v (Ix)C, +C

™) VvV e e Vc.ni

(¢ ). Vijfde reducticstap.

1% geval C, (x k ) is (K)o R A C; (x(k)).

Vervang (3] x)C door (O(k)= v O(kl< R)A Q; (R).

2° geval. Cp (x ) is van de vorm

Rg:x Ao, Ry <1)Ax <SS, x. NhJ“(Sg
Vervang ( J x )Qe door
Om <S5, 4 -n 0Lk)< S;,
A R;<fi4-.m”.AR:<5k
A Rg<">nm AR9<S;,

(X ). Zesde reductiestap. Komt in A(x) een veranderlijke y voor, die
door de reductie verdwenen is, dan voegen wij een conjunctieterm

y =y toe,

(X ). Voer de zes reductiestappen achtexreenvolgens voor alle existen-
tietekens uit. Dan ontstaat een gereduceerde van de formule.

& 28. Bepaling. 1. BEen numerieke formule heet verificeerbaar (vb) als
zij w is. 2. Een formule, die alleen vrije dingveranderlijken bevat,

heet vb, als zij bij invullen van willekeurige cijfers voor die ver-

anderlijken waar wordt, 3. Een formule met vrije en gebonden dingver-
anderlijken heet vb, als haar gereduceerde vb is.

Stelling 1, Gegeven: (I) y is de enige veranderlijke in A(y) en R is

een gereduceerde van (J x)A(x). (II) Voor het cijfer § is A(f) waar.

Bewering: R is waar.

Stelling 2, Gegeven:(I) als boven. (II) R is waar. Bewering: Men kan

een cijfer ¥ vinden, zodat A(% ) waar is.
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Bewijs. 1° geval (zie 8 ) Cp is waar; 1 groter dan m. Neem £ = 0.

2€ geval (O(k =Ry O(k)< R)a qz (R) is waar. R is dan cen
cijfer van de vorm S k). Neem & = 8,

%€ geval. Bij de vijfde reductiestap, 2® geval, ontstaat een
ware formule., Zoek het kleinste der cijfers §, ... Sy 3 dit heeft de
vorm T(k+l); neem £ = T.

Stelling 3. Zijn C en D gereduceerden van A en vervangt men de vrije
veranderlijken in C en D op dezelfde wijze door cijfers, dan worden
beide w of beide v.

Stelling 4. Gegevens D(y) is een gereduccerde van A(y). F is een gerc-
duceerde van (dx)A(x). D'(y) en F ontstaan uit D(y) en F, door voor
de in beide voorkomende vrije veranderlijken cijfers in te wvullen.
Beweringent Is D'(1}) waar, dan is F' waar. Is F' waar, dan kan men
een cijfer & wvinden, zo dat D‘(é) waar is.

29. Iedere uitgangsformule is verificecrbaar.

De verificeerbaarheid blijft bestaan bij het toepassen van de
regels van de relatierekening. Hieruit volgt, dat iedere afleidbare
formule verificeerbaar is. 0# 0 is niet vb, dus niet afleidbaar.
Hiermece is de nict—tegensﬁrijdigheid van de axioma's uit § 27 bewezen.

30. Het axioma der volledige inductie luidts
8. £(0)a (Vx) (£(x)— £(x"))~=£(y).

In plaats hiervan kan men ook een nieuwe regel invoeren:
Ro.  AQ) A — Ax')
A(x)

Een formule zonder relatie~ of uitspraakveranderlijken, die door toe-
passing van 8 of R 9 afgeleid is, kan ook zonder 8 of R 9 afgeleid
worden. Na toevoeging van 8 of R 9 blijft het stelsel niet-tegenstrij-
dig.

31, Uit het verkregen stelsel volgen de axioma's van Peano voor de

natuurlijke getallen. Oock deze zijn dus niet-tegenstrijdig. (Beth blz.
i29). ‘

VI. Recursieve functies.

32. Recursieschema voor een primitief recursieve functie £(x,u).
f(O,u)=cP(u).
f(x',u)=y,(x,u,f(x,u)).

Voorbeelden., f(x,u)= u + X.tr(U) = u.

yp(x,u,z)= z'.



f£(x,u)= u. X. @ (u)= 0. (x,u,z)= z + u.
£(x)=8 (x). &§(0)= 0. (x')= x.
f(x,u)= u~ x. c?(u)— U. fo(x,u,z)zs (2)
flu,x)= Z glu,y). tf?(u)= 0. \/x(x,u,z)= glu,x" )+ =z,
Analoog voor het product
la - b) =(a= b))+ (b= a)
sg x = 1-— x. Sg X = SZ Sg X.
33. De representerende functie van een relatie R(x,,...,X,) is
gedefinieerd doors:
{C{)(x, geeesXn)= 0 als R juist is.
ff(x, yesesX,)= 1, als R onjuist is.
Notaties C{Jrepr. R.

Voorbeelds sg|x - y| repr. x = y.

Een relatie bheet primitief recursief, als haar representerende
functue primitief recursief is.
Stel ?(x,y) repr. R(x,y).

Dan 1 — (x,y) repr. —R(x,y).
T ¢ (x,y) repr. (Jy) (y<z » R(x,y)).
g('l \

2 oo pgfy <o Ry

sg( Z;Q § (x,3))reor. (Vy) (y< z—=R(x,5)). t<z st
Deze functie betekent: het kleinste getal y, zodat y< z o R(x,y) juist

’

isy is er zo'n getal niet, dan O. Iaat de elkaar uitsluitende praedi-
cates Q,(x),..., Q (X) tot representerende functies hebben '
ACO NN Y EOP

?(X)“ (sg '7 )t{’ + .. + (sg'«//,m )cf,m + sg (\h +...+th )cfm heeft de
eigenschap

' (x), als Q,(x) juist is.

C{(X)= %\ (x), als Q,(x) juist is.
Cfm,(x) in het overblijvende geval.

Deze functie is dus recursief, als Q, ,..., Q, het zijn.

34, a<b is (J¢) (c< bsa +c' = b).
ai b is (3 ¢c)( c<b'a ac = b)
Pr (2) is a>14A 5 (de)(1€c <« aa c!a).

Dit betekent: a is een priemgetal.

Het (i+1)€ priemgetal TV” is een recursieve functie van i. p,= 2.

P =phx(p < x<p, '+ 1A P2 (x)).
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De ontbinding van a in priemfactoren schrijven wij:

aop (@ 5@

(a), = px(x< an p.” | a/\‘-ﬁp?, | a).

A(a) is het aantal yerschillende priemgetallen, waardoor a deelbaar
is. Wij definieren eerst A (a,n):

);(ayo‘)= 0 A (a,n')= A (a,n)+ 1 als p,| a

(a,n) anders.

Ala)= A (a,2).

'35, Wij definieren g(x,n) door

g(x,0)= x!
g(0,n')= g(1,n).
. | a&lx',n")= glg(x,n'),n)
Deze functie is niet primitief recursief. -

%36, In de calculus van de elementaire rekenkunde (§ 27) moeten de
recursieformiles voor een nieuw ingevoerde functie als nieuwe axioma's
beschouwd worden. Het bewijs van niet-tegenstrijdigheid moet daarvoor
opnieuw geleverd worden. De methode uit hoofdstuk V gaat nog, als de
optelling ingevoerd is, maar niet meer na de invoering van de vermenig-
vuldiging.
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VII. Arithmetisering der metamathematica.

37. De methode der arithmetisering bestaat hierin, dat aan iedere
tekenrij een nummer wordt toegewezen, zodat jeder metamathematisch
probleem tot een rekenkundig probleem wordt teruggebracht. Als voor-
beeld nemen wij een calculus C met de volgende tekens; onder ieder
teken is het daaraan toegevoegde nummer gezet.

'
V:"”:-gyzroﬁ ’

1, 13, 17, 19, 23, 29,
dingveranderlijken X1s X5, x3, cons
5, 5%, 57, ....
uitspraakveranderlijken 81y Bpy Bzy cens
7,75, 74 ..

relatieveranderlijken
met 1 lege plaats f7, fy, fi

2 3, > o v

72, 72, ™, ...
met 2 lege plaatsen £2, f£3, §, e |
5, 725, 735, cenn enz.

Tekens voor ig teivoeren arithmetische functies
1
P1s Por Pgo oo
2 2
P1r P20 Py -
112,112,115, .. .. enz.

114,114, ... .

Zijn aan de tekenrijen P en Q de getallen p en g toegevoegd, dan
is aan P v Q het getal 211 3P 5%, san — P het getal 2°° 3P, aan (I x,)P

het getal 217'52@%~1) , aan P = Q het getal 2 19 3P 5, aan P! het

getal 229 3P toegevoegd. Is verder aan de relatieveranderlijke
fx het getal r toegevoegd, dan is aan fk(P Q) het getal 2% 3P 5%
toegevoegd; analoog voor de andere relatieveranderlijken en voar de
tekens voor arithmetische functies. e
Veorbeeld. Aan de formule x2 =0vx, = x5 is toegevoegd het getal

| 2 3
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Aan een reeks van tekenrijen P, Q5 R,..., waaraan de getallen p,q,r,...
zijn toegevoegd, wordt het getal 3p 5q 77 ... toegevoegd.

Belangrijke opmerking. Is een getal gegeven, dan kan omgekeerd de teken—
rij of de reeks tekenrijen, waaraan het eventueel is toegevoegd, daar
weer ult teruggevonden worden. '

38, VYerdere beschrijving van de calculus.

Term. 0 is een term.
1
Iedere dingveranderlijke is een term. Een term, gevolgd door is
een term. Eentéken.?k, gevolgd door X,termen, is een term.

Formule.

1. Een uitspraakveranderlijke is een formule.

la. Z2ijn P en Q termen, dan is P = Q een formule.

2. Een relatieveranderlijke, waarbij voor alle argumenten termen zijn
ingevuld, is een formule.

3, 4 en 5 als in de relatierekening (blz. 6).

Axiema's. I. Alle axioma's van de relatierekening.
IT. Xy = Xy
Xy = X, (£ (% )1 (x,))
Xy = 0.
Xy = xé-—-) Xy = Xoe
[ A—3B afkorting voor —A v B].

Het axioma van volledige inductie (blz. 12(8)).
Regels. I. Alle regels voor de relatierekening.
II. Aanvulling van regel Ia (blz. 6):
Ben vrije dingverande;lijke mag overal waar zij voorkomt door de-
zelfde term vervangen worden, mits deze geen dingveranderlijke bevat,
%ﬁie elders gebonden voorkagmt.

39. De volgende metamathematische begrippen gaan door de arithmetisa-
tie in primitief recursieve functies over.

I. ¥y is het nummer van een term P.

Voor het bewijs schrijven wij de termen, die bij de opbouw van P
achtereenvolgens ontstaan, achter elkaar en vormen het nummer z van die
reeks tekenrijen. De ontbindihg in factoren van z moet nu de volgende
eigenschappen hebben:

De laatste exponent is y.

Iedere exponent [z); verkeert in &&n der gevallen:a/(z)i = 23,
; bfﬁﬁ)i is van de vorm 5%, ¢/ Er is een vroegere exponent (z)., 2 odat
1?{3)1 = 229 3($}j. d/ Br zijn vroegere exponenten (E)j’(z)k""’ zodat .
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(z); = ov 3(2)j 5(2)x .-, Waarin v het nummer is van een ¢ -teken
met het juiste aantal argumenten. Ieder van deze gevallen is gemak-
kelijk als recursieve relatie te herkennen.
II. y is het nummer van een formule.
Het bewijs gaat analoog.
I1II. y is het nummer van een axioma. _
IVa. y is het nummer van de formule, die uit formule nummer z ont-
staat, door dingveranderlijke nummer u te vervangen door term
nummer V. Eﬁ%(y,z,u,v) .
Bewijs. Schrijf de termen en formules, die bij de opbouw van formule
nummey z voorkomen, achter elkaar op; bepaal het nummer + van deze
reeks tekenrijen. Vervang in elk van die tekenrijen dingveranderlijke
nummer u door term nummer v; de nieuwe reeks tekenrijen heeft nummer
8. Ontbind s en t in factoren; komt onder de exponenten in t,u voor,
dan correspondeert daar mee v in s; overigens bestaan tussen de ex-
ponenten in s dezelfde betrekkingen als tussen die in t. Al deze
eigenschappen worden door recursieve relaties gegeven. '

IV. b,c. Analoge beschouwingen vecor de regel I b,c.

V. ¥y is het nummer van een afleiding voor formule nummer z
Bewijs. Ontbind y in factoren. De laatste exponent moet z zijn. Voor
de overige exponenten geldt:

ef b) voor zeker j<i, u en v geldt SL((¥),, (¥) 5y w,v)
of analoog met S%E,EP&,. 13 (y) ()
’ Yk s\¥)i

of ¢) voor j, k<i geldt (y);i = 2tt3? 3 2
13.a
2773 5b voor j< i, terwijl

17.5%a

13;2 3
(y), = 2432773 5,

1

of a) (y); = M3

hier mag veranderlijke nummer 5c niét in formule nummer b voorkomen.
Dit alles geeft aanleiding tot recursieve relaties. Deze relatie
stellen we voor door R(y,z).

40. Infﬁh(y,z,s,v), waarin v het nummer van het getal § is, is
¥y =7 (z,Z ) een recursieve functie van z end .

Beschouw nu de formule -‘-xR(y,cr_‘(xl,xl>; laat deze nummer <o heb-
ben, v
Stel 6 = —R(y, o (o, )). G ontstaat uit formule nummer « , door
dearin de veranderlijke’nnmmer 5 door « te vervangen, dus G heeft het
mummer T )= . | ST
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Stel nu, dat -—*R(y,ls ) afleidbaar is; dan is G afleidbaar; isy
is het nummer van de afleiding, dan is R(y, B ) juist, dus afleid-
baar, in tegenspraak met — R(y, p ). Dus: |

I. Is C contradictievrij, dan is ﬂafz,f ) niet afleidpaa;.

Stel nu, dat R(S,[s ) voor zeker getal afleidbaar was; dan
was formule nummer @ s dat is G, afleidbaar, dus ook ""R(y,P )
wat een contradictie geeft. Dan: ,

II. Is C contradictievrij, dan is R(§,p ) voor geen getal
afleidbaar; —R(S, @) is voor jedere & juist, dus afleidbaar.

Wij onderstellén nu, dat C ) —-contradictievrij is, d.w.z. het
is onmogelijk, dat tegelijk de formules — ( VY x) A(x) en Ai( g )
voor ieder getal§ afleidbaar zijn.

III. Is C w —contradictievrij, dan is noch ( V y)— R(y,{g),
noch—( ¥ Y)*’IR(y,P ) afleidbaar.

(Stelling van Godel).

41. Opmerkingen. 1. Rosser heelt een iets ingewikkelder formule
S(y) aangegeven, waarvoor geldt:

Is C onmtradictievrij, dan is noch ( Y y)S(y), noch — (Y y)s(x}
afleidbaar. -

2. De formule —R(y, B ) betekent bij interpretatie, dat formyle
nummer(s sdat is diezelfde formule, niet afleidbaar is. De redene-
ring van Godel is dus een verscherping van de paradox van de leu-
genaar. ‘
3. De door de formule (Vy)—wﬁ(y,@ ) geformeliseerde stelling
is juist. Daar de redenering van Godel geldig blijft bij uitbrei-
ding van de calculus (mits R(y,z ) een recursieve funetie blijft),
zien wij, dat het niet mogelijk is, de gehele elementaire reken-
kunde in een calculus samen te vatten.

42. Hulpstelling 1. Is formule nummer " afleidbaar uit formule
nummer é s dan is ook de formule

( 4 %) r(x, E)—(dx R(x,-? ) afleidbaer.
Bewijs. De formulereceks, die uit de reeksen nummer y en nummer z
ontstaat door ze achter elkaar te zetten, heeft het nummer T(y,:2),
Wwaarin T een recursieve functie is. Is y het nummer voor een aflei-
ding van P en g dat voor een afleiding van Q uit P, dan is T (y,2).
het nummer voor een afleiding van Q.

"z is het nummer voor een afleiding van formule pummer q uit
formule nummer fa " ig een recursieve relatie S(z,p,q). (Bewijs
analoog met §: 39 V). De formule '

R(y,p) + 8(z,p,9) — R(7T(y,2),Q
is afleidbasr, dus eok
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(Ix) R(x, & ) A 8(5,5,7)> (3 0 R(x,0).
Maar }als; het nummer is voor een afleiding van formule nummer i
uit formule nummex%; dan is S(g,é,n) juist, dus afleidbaar.

43. Hulpstelling 2. De formule

g . .

(Hx) R(x, 213 3y)-——>(3 x) R(x, 213 3 (y,z)) is afleidbaar.
Bewijs. Is P(x1) de formule nummer y, dan betekent het linkerlid:
MP(X1) is afleidbaar®. Laat u het nummer van een afleiding voor

—7P(x1) zijn, dan is er een recursieve functie ¢ (u), zodat ¢ {u)
het nummer is voor een afleiding van ?(§ )3 "P(g) is afleidbaar"
is de betekenis van het rechterlid. Nu is

‘ SN

R(u, 273 37) S R(Y (w), 273 3% (302))

afleidbaar, dus ook de af te leiden formuls.

44, Hulpstelling 3. Isc?(x) een recursieve functie, dan is de formu-

1
T () = 0~ (Iy) Ry, ()

afleidbaar; § is het nummer vancp(x)= 0.

Het bewijs hiervan geven wij niet.

45. Stelling van G6del. Is C contradictievrij, dan is de formule
(2 2) R(z,u) —( 32)12(2,213311), (1),die de contradictievrijheid van
C uitdrukt, in C niet afleidbaar.
Bewijs. Stel dat formule (1) afleidbaar was. Laat y het nummer zijn
van R(xl,(\’: ) en & = 213 38 gat van ‘TR(Xl,@).[(S zie $ 40]. .
Volgens hulpstelling 1 is nu

(32) R(z,p )~ (2) R(5,8)
afleidbaar, dus ook (hulpst. 2) .

a{y )

R(y,p )=>(J2) Rz, 23 3 (X? ‘
dus =( Jz) R(z, 213 3T &)y, ﬁR(y,(s) (2)
Verder is afleidbaar volgens hulpst. 3:

R(y, B )= (J2) R(z,q (y,¥))
en volgens de onderstelde afleidbaarheid van (1)
R(y,p)— —(32) R(z, 22 57 (7)) (3)

Uit (3) en (2) krijet men R(y,{& )— —’R(y,(.% ), dus ﬁR(y,ﬁ ), in
strijd met é 40 I.



