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h-s;ym_pjg_t_isc..:.11.e_ on~,::likks]:_i}:h'.'1.~L..E.?l1!tle_ :i:u_n~.§_,_g,ie. 

q{)o:.-- .. :J.a.chtrc_gksen __ _g}?dafinie~rd. zi,.;jp. 

Zij @: een niet--beg1~ensde deelver,ic..:rneling Vc:\11 het comple::~e z--vla};;;. 

Beschouw een tweetal ( reele of complexe) functies f( z) en g( z) gelie".': 

finieerd voor elke waarde z van j• De nota.tie 

f(z) = 0 {g(z)l 
geef-t dan a.:::.:n, a.at de van z onafhankelijlce 1:iositicve constante K zoda•­

nig kan warden gevonden, dat de on6elijl:heio. 

/f( z)f < K l g( z) I 
geldt 'Voor elke ~-,aarde z uit ~f met voldoentl g:;:--ote absolute waarde. 

Verder zullen we met de notatie 

f(z) =of g(z)1 
de eigenachap aanduiden, dat de voor posi tieve waarden r 0edefinieerde 
(nj_et-nec;atieve) functie t~r) zodanig ka.n worden gevonden, dat voldaan 

i,s aan 

limi. (r) = 0 

en 
r,.oo 

/f ( z) l ~ f. ( I z t) ! g ( z) f 
yoor elke wac:,.rde z uit '{J met voldoend grote absolute waarde. 

·:e besohoui:0,en nu de 0ehele functie 
00 z '">I 

(1 > 'f'I ;t/ = L ~ r1£1) "" 1 .,-1?11 
'11,, 0 

, . IT 
waarin 0( en (! complexe constanten voorstellen met \ ar.::; ,X!<1• 
( v. g. 1 .. ·:right ( 194G) blz. 437) dat voor gt als het complexe 

voor elk natuu.r1ijk getal N geldt · 

(2) 
I ~ l z -(3 

Het is bek~.:nct;, 
z--vlak en 

'.,f!;t'),.,-;: T e, 1 ZJ I 

H,ierin is 2,k ::;; z~ ex:p( ~,d.1 en wordt voor de eerate som i:a het 

reenterlid van (2) de sommatie uitgestrekt over de r:;ehele waardenk> 
,m~t {a.rg ·zk f,i Jl • Formula ( 2) stel t ons in staaii de waarde y.'(z.)-' 
?l,f!lUWkeurig te berekenen vo~r het geval dat fzf zeer groot is. ' 

· · Q;ptnerke.nde d~t geld -t .a :t- Y . 1' 1-:'. 
<,; = ·"Y>~ (,1 f'"'l;, Ni 



2. 
stellen we ons nu ·-de.-·vraag in hoever1--e h~t: :tn bet algemeeh n10gelijk is 
de functie 

asymptotisch uit te drukken in de functie 
a,o n L y,(0-,J ;6 

'YI =-0 ... 
In di t verband noemen vve de vo~gende door ·.r,risht ( 1940) be,,1ezen. sene­
ralisatie van een stelling van ':-Tatson ( 1913) •.. 

'fheorema 1. Je beschom.70n in het w = u+iv - vlak ecn rechterhalfvlak 
, ' 

H, dat begrensd wordt door een verticale rechte L, die de bestaanbare 
as snijdt in de ne2:,atieve nict &,ehele waarcle h. Zij g( w) een in II een--· 
waardige en analytische functie met 

(3' g( w) = 0 { r 1 ( w + b) J 
waarin b een reele of complexe constante voorstel t. :le· stellen 

(4) P(z) = L g(n) zn 
'Y>) h 

vraarin de sommatie wordt u"ftgestrekt over de c;ehele waarden n )h. Zij 

verde:".' IX = Re~ een complexe constant met le\<¥ en stel 
(5) G(z) = ~ g(ian)zn. 

""'1=D 
':anneer peen geheel getal • 0 voorstel-t, dan geldt voor 

J. 
( 6) I arc; z <><'!(~:P JT 

met 

(7) ~P = ~ + u;.e - k2p + 1) &Jj.0 - 1 l 
dat 

Cs) ~(::r'.J "' - t 3-(-"' -n) :t -+ -J-i./ ( 2,1,) + Cf { I :;; J/' } 
]:raarin 

1 j 

= (·ze2:JT ki)oe 

0Emerkin~. Voor elk geheel getal m geldt ~ 

~(z) = _ <j-Cze 27mi) en ·arg( z;2:/llllil;k = -~0 2m]i + a,:-g z~ Ondor de 

waarden van theor-ema 1 geldt du.a in 

larg ~ -b +· U.:-0 ~m'{,,1Jp .Jr r 

de formule '}- · 

.f.(z) = ... Z. g(-ctn)z-n + i 
' ?.=J 

de sector I • 



3. 
De ongelijkheid (6) is dus alleen dan een beperking van de algemeenhe:Ld, 
w-anneer geldt 

....£9S e 2 ~ '-, 2n 7T . v II .r f p ' 

hetgeen wegens (7) aequivalent is met 

I( 2p + 1 ) c~ e - 1 L> ½• 
Di t is het geval voor - 0:se ) ½ , want dan hebben we ( wegens p ~ 0) 

( 2p + 1 ) CO ef 8 J ( 2p + 1 ) ½. ~ ~ . 

Het doel van dit rapport is de 0eneralisatie van bovencenoemde stel .... 
ling van .,..,.right. Vooreo:rst zullen ':'le het goval toelaten, d.at de functie 
g(w) analytisch is in Hop eindig vele polen na. Verder zullen wo de 
voorwaarden (3) en (6) door mind0r eisende voorwaarden vervangen. De 

I bedoelde generalisatie luidt als volgt. 

Theorema 2. ::le bcschouwen in het w = .u + iv - vlak cen rechterhalfvlak 
H, dat begrensd wordt door aGn verticale rechte L, die de bcstaanbare 
as snijdt in de negatieve niet gehele wa2rde h. Zij C eon in 1I selegen 
Jordan.l.cromme, welke een op L gelegcn boginpunt met het oneindigc ver-·· 

bindt, zodnnig dat voor elk punt w van C het deel van C tussen het b~"~ 

2,inpunt en w rcctificeerbaar is. Verder nemen we aan, <lat ellrn voldoend 

var naar rechts gelegen vorticaal de kromme C in precies in een punt 
snijdt en dat voor elk punt ,.,., = u + iv op C geldt Iv I~ p lu \ + g_, waarin 

p en q geschiltt gekozen positieve constanten voorstellen. 

Zij g(w) een in H eenwaard:ige en analytische functie op eindig vele 
' 

polen na, die niet OJ? L of C lisgen. Voor de waarden w = u + iv, matt wl 
~ ... voldoende groot, zij voldaan aan 
~1: 

( 10) {.g( u + iv))< K e 1 77 lttl . + m I v I 

v,aarin K, 1 en m gegeven niot negatieve constanten zijn met 
(11) m<.1. 

Tenslotta voronderstcllen "ff;, dat de in-'G~graal 

£g(w)z'v dw, . 
i:'JOlko voor de waardEJn z :/. ·O met I z f voldoende klein oonvergccrt on· e0n . 
analytische :functio· voorstol t, kan worden voortsezo-'G tot eon in de _sec­
tor ·. targ z/~ mncenwaardie;c en analytische functie. 

;!3ewerinf~• ".:anneer o< = ,reie en (3 = (3 1 + i (3 2 complexo get all en zijn mot 

Jflr~ en met A = : 0 ~:e. als een niet goheel noga.tj.o;E gctal dan sto:1· 

maohtrcclts 00 
I 

( 12) <f z) !#' 4 g((!;(n + fl ) zn 
ccn gehele funotie voor. H:Lerbij wo~dt aangeuo.men, dat iri hDt reoh-'r;e:r-• 

lid wordt gesommeerd O"\!'C)'.' de gehel·e waarden ni O waarvoor.ix n +(1 geen 



' 

4.:·, 
po.al· is van g( n). Zij v·oi"'der k 

' 
- - mr , 

een evo11 ganeol i;.etal > ----, zij t een,_ / . cos e 
o 0 posi tief get al <{k c; -m);; en zij , em1 positiof getal <'2(1 - m)'if. 

Dan g0ldt voor alle wanrdcn z met 

(13) 

da:b 

( 14) G( z) 

Hierin is 

( 15) 

, I 
-..· ( .2 71 {. /-) -;;;: Z ~ z e / ' 

en verder 

(16) F (z) = ,¾~ 1 g(n)zn 

waarin de sommatie v,o:rdt uitgestrekt ovor do e,ehclc wanrden n '7h, die 
• I 

niet samenvallen met con pool van s(w). Analoot word.tin 2 gesom...: 
)i<>'!(c) 

meerd over de c,ehele r-1a...1rd0n n met ))< n < D, 'l"1a2rvoor'.X n + (3 c;een pool 

van g(w) is. Verder dutdt J;, resp ~ z d.:J somrnatio aan over de ge- _. 

helo waardcn/ met, !J{ t~:G.. uaarvoor \arg z ~\ < m ;r + 1resp. jarg Z;d 4 

# m"jf+ >Jgeldt. 

Vervolge11s is f. gelijk aan de som van de residuon va:1 de :fumctic 

( 17) .; '}(µJJ 
- ::J=tfi-1):,; / -w;1. 

g 
j-t.,,yJ 77 V -0 

Or( 

( waarin hot plus- of minteken genomen wordt al naar gelai."1.::, w een 

bov0n of ben0den C gelet;en punt Vi.11 H voorstelt) uitgestrckt over alle .. , 
in H gelegen polen van g(w). 

De grootheid 'p'11( Z) io gelijk aan do som van do rosidt•.en van di:f i~rl~ 

( 18) 

(waarin het teken :!: als boven is Gekozen) uitgestrekt ovor de 

legen polen van g(w). 
Tenslotte is (/~1( Z) voor. a.rg Z ) 0 (r~sp. arg Z ( 0) 0elijl~ 

som van d._e rosiduen van de functie· 2 ;~ , g(w) Z WY-\ui t:;ostro$t 
boven (resp. bencc!en J;) en in :B. gelegen polen, v:an :g( w). 

' ' ' 'I\ ( ' ' , ' , 

' - ., - -, - ; 

Gebru.il,; makend. -~®-_ de, .f9~~ :~a,µ Stirlitl{s en vpn hot volgende l1-;·J ,w.~ .... 
1·· 

\ 



ziet men gom&kkolij'k in dat -'GheoreD1:::.1.1 eon byzondcr scval i:-: van thoor0,-­
ma 2. 

Lemma. L2.ten h en £ > C rcclo gotall0n zijn. Dan bcs-caat clG van £ en h 
afho.nl:olijl::e }?Osi tiovc conrrt affc o F~ zodo.n:lg, de:-'c do onc;oli jld1cid 

c 19) 1 -·. I < ,< e ( ¥. -I- E) I \,.) 
r L u + 1 t-1 · 

geldt voor elk com2~.ox 0Jtal w = u + iv met u ~ h~ 

B0;1ij s ,,~ondo:· bcp.Jrl~.in6 ·J.0J~ algomccni.½oid moe,en 1.w ~-'.c:t:L1n0non c1at sold. t 
£ < Jf . ,ij l\. d..) van 1)Cnodon nn.ar boven doo1"loron '010.g :Ln hut co:m:ploxe 

t ... vlak, saL1cmc;estcJ.C. tdt de twee ha.lfr(.;chten arf; ( t - t O) = -:J:'27f +! \ 

Hierin denlr.e,n no h0t rocll~ :;:>o::.dtiov:: cctal t 0 zodanig ...:,root gokozon, 

dat van elk :runt t op/\. celdt ·it I )' 1. Vcnl<..T merkcm wo op df1t voor t 
· op A :.,eldt . /arg t ! <'. -; + t . 

e'. 

Hu gc1dt de bcl,.cndo formula 

I 1 ( t -· , .. _; 
t rtw; ~ 1Tt°"I J e t cf..-t 

A 
waaru.i t vol0t voor u ),, h 

I - ' I • \ £ .J._ ( P.-x l, rrl' Wt :·ft - ul tJ q tt! +It I l,<n ~ t)J i;,('jt I 
I r ( LA.-t t. v-) l.,il l I L \ (J 

,,.C!l+£)tV'I ( - . . · ] 
~ .e. , u f.> L- k) o;Jt I +11 .. I <!A-cj( tv1 tJ olft-1 , 

.2. 77 . ' (, 
Hiorui t volgt do bowering,; dac~r immers do lae..tst2,cnoornd.o intce;rao.l con-

vcrc0ert. 

Voor het bawij s v;.:n th001"CI11a 2 maken '"7G c;ebruik vo.n ucn aantal hulp­

stellingon. Hot bonijsschema is als volgt 

thoore;nia 3 • thcorcma 4 7 
5 J thoorema 2 

thoororna 
Vooreorst boni.jzen wo 

Theorcma 3. ;~ij S een in hot w- vlak gclcscn strook, boL,rcusd door twe1 ----- ' ','"" 

ovenwijdigc; lijnon L 011 It, dio ocm positiGVt; hoc.:k 'f-< 1f ,:1,Jt do })OS:i.tiov-
t.mba.re ns :rru:tkon e:n ~,'Tier ,snijpuntcn mot do bostaanbc.ro as :niat samo:nvalle:n 

r.1et e(m goheol getalJ hierbij ligt L links van R. 0:p do l"E:i.nd v2,:i:1 on 

binnen S zij f ( ~•·r) oon ocn~."laardigo on ar.:.::.: ytische i\mctic: 2.fsezi011 van 

een c:indig nantal polon, cb.e gGGl1 VLn al.le op de rand van S li0gen. :ro 

vorondorstull0n, dat voor goschikt gokosen reolc con.sta:atc~1 L .> 0 (i)ll m . 
do ongc1ijkhoid . ,.,_,,, y,-tv"'J 
(20) lf(u + iv)J< M e 
c;old-t voor olko op de rand van en bini."1.on S &cJ.uc;en :p1.,nr'G w = 1c. + 
jw J voldocndo .groot. Tonslotto worci:t een :pu..nt op L met ccn pnut 

vo.::0bondon door oc+1 geheel b:i:1:n'lCn S .gelege.n rC;cti!icoorb.e.1:-0 
r,. 9-ie alle i.µ. S g-olc.gen. J:Jolen ·v~ :E(w) vermijdii, ' . 



Ondor d~zo voonraardon boutt V?Or olk natuurlijk got at k )' •. '4.e ,·,f:IOJI.,, 
; ',, 

I.L~ (-1 )kn' t{~) I': 
• ' ' , I , .' J •·•· • 'rl· •·· 

,,, 
uitgostrokt ova~ do goholo in (hot inwondigo van) a ~oloGon, on ,niot 
met ocn pool van f(wJ 3amonvall1.,ndc GOholo gotallc:a n, do waardo 

(21) f 81~1fi;;1 l nr 1'( H)ilw - ~ r( s) + ~ q( w/Jf( w)du,-
r 
-.{ q( w)f( 17)dw. 

Hierbij wordt do :t:ro.LD.Jlt..:: doorlopon ve.n links nanr roohte, do 
B on L van bcncdon r.1..:iF,.r bcvon. V crd0r is 

(22) q(w) = ½L· E: ±. (lc--1) iw 
sin;rw ·--· 

' 

waarin het plus- of mintckcn gonomcn wordt al naar golang w bovon of 
J b«>noden r11gt. Tcnslottc wordt de som L ui tgoetrokt over de in S 

r S 
gologen polen~van f(w), waarbij r{a) het roaidu va.u 2'ni f{w) q(tr) ir... 
voorstolt. 
1)ewijg ... :ogens continui toi tsovor•.1oe!>ingon mag men zondol'doe.lgo,mconh(.:id 

to Schad.en aa.nncmen, da.t f goen gehole :punten n bcvat. Do intecr~ !1'. 
do aorste intograal van (21) is na~a .ijk regulier in olk gehool punt 
n uit s, dat niot met een pool van f(w) samonva.lt. 

Voor hot bewijs brengcn we in de etrook Soon horiz~nta.al lijnatuk 
! a.an, dat ee:n punt van L met oen punt van R vorbindt, en dat houor 
ligt dan elk punt vr van r on ook hogor dan ollrn in S gologon pool van 
f(w). Beachouw de (positief o.mlopon) contour A, gevormd door (', ·r 
en de lijnstukkon van Len R, diol~en T vorbinden. Volscns do roaiduot.t,,­

r stelling is 
f q(w} f(w) dw 
/\ 

~ t(SJ L-- + 
5 J 

in deze sommon komcn all eon do bovon p golegen gotallen n en '.> in aanmo;r,:. 
:•Jing en ·rordt q(w) door (22) godcfiniccrd. :"ordt het horizon.tale lij?,""; 

st'0lc T naar hot onoindigo vursohoven, dan Miort zijn bijdra,se to'li• 
' ,.,,'" 

want op dat lijnatuk is voor zoltere waarde N "'7 0 

· , 1q(u + iv)l 4' No. -k 'f'lvl 

o• du wcgens (20) en k-,. m 1 
. f q_(w) :f( w) I~ MMe -(k-m)~!46 ala ·\ VI -> >0 

\l\lfus :'V~eA ~e dat 
·;·1 .. ;#· · ... ( ' .. ,.;1J '/ft.':'t·t,,.)~ _, { tJ'4> f>' ~ -

·• ·~,4•· J. ~T Ct} ; 1J. 
' \i'!•i'.'' ~•" ,: :_;•, : , -' , " n,... " al' ..,, 



7~ 
waarbij allccn ever de bovon /gel~gcn GCclocltcn vai.'1. R en L geintogrcerd 
T!<rordt, golijk is aan 

' t }z Ylf" ~ N ) L l--1) (Y.) --t L-- t .S 
+ ' ' ry1 .J 

Een analoge r0dcn0reJ.:ng: tooc.opast 
de strook S, locrt dc.t 

1 ( -{h-,J if rw (' ., - ·-;_, .. £...__________ (>.J) u(. w f 
2.. S' :..-•✓, -,r (.,_J ,.., 

gelijk is ann 

! ~ f::-1) .fr "/{Y,1 ..- ,- t, {',;) : L_ 
' .... 

'.:;;, 

optclling lcv0rt hot gcvraaedo rosu.ltaut, 
·::o bo"?rijzcn nu 

. ~rcma...b,. Zij H con ir. he-\; w :::: ,._,. + ~v vlM €!;Clogon rcchtcrl1alfvlakJ 
~bagrensd door de r~chtc J.,, o.:i.o <l~ bcsta~xibaro as ;f.t,1. do negat:levQ niet 

gohele. waardc h snijdfi en mei; de J?OSi t;j.,cvo bect~:-1rit>clre ~fJ con po~i tio­
ve hook ~ .t 1i maaltt. 

Zij C ecn in H gclc.g-::n Jordank:.~or,,1n1c, d:tc con op L &clcf$Ql1 bGg:t.npunt 
mot hct oneindige vcrbindt, zodanig dat voor elk punt ·v, OJ? C hot deol 
tusscn hot boginpunj; on w rcctificcerbaar is. Yerdor v0:.'011Corstollcn 
we, dat iedcrc voldoend vor 11aar rcchts g..:Jlogcn mot J, ovenwijdigo lijn 

R de krommc c in precios con punt snijdt. TcnsJ..otte nomen we nan dat 
elk op C 2,eleg,cn punt w = x r reilf' ( x en r bestaanbaar) wet w voldoenc.lc 

croot de verhouding i -,~~onsd is. 

Op de rand van on binnon H zij g(w) analy.tisoh, af,;czion va.."'1 eon cin·­

dig aantal polon,. die gecn van allo op C of op de rand L van H liggon. 

~Noom aan dat gold t voor de waarden w :;;: x + rei 'fc x. on r bostaanbaar; 
X ~h) in H m~t voldoend grote absolute we.ardc 

(23) Jg( X+ rei'f")J~ Ke l7!x + mrrlrl sin 't' 
waHrin K,l en m besiiaanbarc constantcn vooratcllon. 

Tonslottc boschouwen we in l1et complexc z- vlak hot gcbicd t:j. bo:paaJ,.d 

door de ongolijkheid . 

( 2 4) !( (.:.<Jo 'I') £, J I,:;/ -{ 9-i,.. 'I') ~ ';t / <_ fl - >r> j 1( f:<_'.,,. 'r - g_ 

waarin .k een v<rillolrnurig gohcol posi tiof gete.1 > m voorstcl t on waarin 
£. oo:n v,d.lle1tcurig pos,;ttiof Gotal < (k - m) 71'sin-Y, voorstol t (hot :punt 
z v1ordt niet tot 6j r;,o;ok9nd}~ ~;ij .weme;n aan1 dat do into:2,raal 

. (25) 1<z) = f pin_(k-1)7Tw g(v,'z.w qw_ .. 
< sin q 'f7 -< " 

C 

irrolko voor de wo.arden z uit vj met) z lvoldoondo lrlein co1wc.:1:·0oo:ct en 00:11 

· analyt1.sc:p.o tunctic v:oorstol t, kan wo:rden voo:rtg,:rno-t tcrB· 1• c~n iil ?J ccn~-
,.., 



(doze voori;;raar.de ia voor k = 1 al tijd ve1"'V.Jld). 

l!wea,pg. Uit (23) vol&t onmiddollijk 1 dat do machtroeks 

, 00 

·(i6) £.' { -1) ltn g( :i; zn 
· .. ·.· .. . ?'>=· . 
f.Jlf&arbij gesommoord w0rci.t ovor do gcho~e waardcn .i:1 ~O, dio niet met O(;n 

f 'l'~Q). van g( TT) samonvallcn) voor I z I < <i'1" conv..:rgoort. Do beuoring is 
~[~reerst, dat do analytlscho functic l'(z), die door dczo machtrooks 
p•:-~t-dt voorgesteld, ovaral in tg ocnwa.'lrdig en c.nalytisoh kan 'trordm1 voor·tr· 
f· .. ,oget .. 
f Om hot asymptoti;:,0:1 karaktcr ve.n do fum:tio F(z) in DJ.va:n L,rotv (z) 

bepalen wij vcrd.:r, d.r,t J:-1( z) in" 2,cschrovcn 'b:111 ',-;rorden ln. de .;odaanto 
'• 

I 

(2?) J(z) - ':[ (-1)1rn g(n)zn_ 2,r(s) + O(zh). 

· h<n(O 5 

aom. ">". • 

1 wordt uitsostrekt over de gcholo waarden >h en <o, die niot 
Pn<o ">. 

eon pool van g( w) samcnvullon. De som ~ wordt ui tgcstrekt over 
4• in R gelegen polen van g( w), '.Yaarbij r( s) hot residu ie in s van de 

~<:~ia 271i g( w) q ( w) z w.; hi£rin is 

{28) •.· w) = .2: 0 : (k-1..!_7'~ , 
~ ~t. sin 71 w 

•e.~bi;j het :)lua- of mintckcn gabruikt ,:-rordt, al nae.r gela.ng w boven 

of boncden c ligt. 

'.BcQ1,11Ja Men hec:ft 
. i~ - . 

_} ,.x~re. I: /zl x exp ~ pcoe)") log IZI 

Ii ........ ~· ~~JFt f ( k-m) 7l sin 'f - .t JJ 
:voor elk punt z in het door (24-) :.;cdcfinieerdo 

f(w) = g(w)zw 
f9tdoet dus wcgens (23) aan do ongelijk.hoid :: 

'1 .,_ . . 

( sint') ar; z}l~ 

gcbicd '-:l · Dr:: fun,ctie 
V 

f f(x+rei11) t .:f K lzl x e1 JTlxJ ex-pf Ir I ( k 7f sint'- <f.' ) }· 
stelt z ocn yvillckourig pui1t van 9/voor, tcrwijl w = x + rc1Y 

X "'n ?' !'•oel zijn) ecn punt is Vetll bet htJ.fvlalt H met voldoend 
,~,1:~ abaolutc waarde .. Door eventueel K door oen srott•ro posi ticva coll""' · 

to vcrvangcn kunnen we beperken dat (29) ook gcldt voor elk Ol,) . 

·n punt 

•···"··•· ·~ h. + re iy 
· 11,ee:aa posi-'tief gehecl gotal en zij Ry da. met L . Gvc:r1wijd5.g~ 

«ie de bestaanbare as snijdt ir.t. h:::rt; '\)unt M + .2' · • 



Mits v,rc H voldoe;nde groot kiozon, zijn alie in het het halfvlak :H g~logcn 

polen van g(w) gclogen in hc-'G binnengcbicd van de door Len RM bcgrons--

do stroolr 1.1P 0n snijdt R1~ de kromme C in prccios ,_een i:n1i11 • 1-Io~c _ lin SN_ 

gelogen dcel van C noe:men wo CN. ~!e passon nu theorcma. 3 toe mot S :;:;- Sui 

r1;; CN en f(til) = g(w)2;1 ', '.vaarin z ~en punt vanq}, voorstelt. Voor de in 

SN gelegen f'llntcn -r:r = x + re/ \./'is x besrensd! :regens ( ?9} hebben ·we q:1.1.s 

voor elk punt w = u + iv i.n 3N m~t voldoQpd &:Vote ~p~oluto waQrc\~ 

ff(u + iv)! <I:-1 exp~ (kJl- ___ ( __ ) f vi]·· • 7 sin'"( 

TTaarin K1 cen gcscl1ilct g0'irnz0n posi ticf, van w op.aihs.nkolijL:: 6etal voor-~ 

stol t. lian de voor'l!vnurdon van theorema 3 is nu volcL:..an o:n 1:.i t do bowo~· 
ring van dit thooreraa volgt 

(30) g(w)z"' dw -· i r(s) i-

-f 

Hicrin wordtinbetlinkerlid gesommeerd over de eehelo waardon >hen 
< N + * waarvoor g( w) regulier is. Verd-:;r hebben q( w) /en L r( s) d0 

~ s 
in de formulering van theoroma 4 gonoomde betekenis. 

Zij 6 eon rce0l get al ·mot 0.(; < ½ en zij Rb hct gGbiJd, dat ui t hct 

halfvle.k H ontstaat door de cirlrnlschijvenl w - n\('S" weg te laten, 
' v-raa.rin n de goholc getallcn ~h doorloo:pt. Voor elk natuurlijk: ,.sotal N 

is de rechte R11 bcvat in H6• 7e denken bovondion f zo kloin e;etozcm, d&t 

de rcchto L in H& ligt {dit is altijd mogelijk orndat h niet gehecl is). 
i .. 

ie gaan rm bcr.rijzon, dat voor olk punt w= re = u + iv in H 

' .... ., -· \ 
* .... , 

(31) Jq( w)! 4; K2e d ;r l :x:\ .... l<;; 7flvJ 

geldt bij geschikt gckozon positieve constanten don K2• 

Vooreerat mcrken vie op, dat do 11ositieve constantc z.3 zodanig kan 

· '1/'JQrden gevonde11, dat voor elk' punt w :;; u + iv in Hi voldaan is aa.11 

i sin1riu + iv1l < K3e -77'J vt 
-voor elk punt w = x + re1 11" op C met voldoend &rote abaolut1 waar-• 

1erhouding ~ bes.rensd ist bestaan de poaitieve gctalle::1 p en q m0t 

f 1il ~ P I x,t + q 



10. 
voor elk punt w = u + iv = x + rcil.f op C, Ind ion w = u + iv= x + rciy-­
oen punt van Ht voorstcl t mot )v I >p Ix I+ q a.an l:i.gt w boven C en boven do 
bost,:anbare as of bcncdr::.!.1 C on b0ri.edo11 de bcstaantai.:-o as. Ui t (3 2) en 

do dcfinitie ( 28) van CJ::,;_,'. v olgt da.n 

I ( . ) I< 1 ~· Y Ti !v I q u + 1. V . 2 1~3 C) 

.Is daarontcscn w :-:: 1.,: ·i- .17 = X + ro1Y Em. punt van Hs· f;l-"3-C I vL~ p 1 X t + g_ ,. 
dan volgt ".".'cgcns (28) J;.l. (j2) 

Jq(w)f <_ K30 --r1v3 (L-:);r/v/== K3e -lrrilvl e 2(k-1)rlvl ~ 

~K3" - k11l+v-le 2(k-1) i1(p ·1.(f + q). 

Hicrmoe is de bc~1'3ring C 3 ~) bo:10zcn voo:r de punt en v, va:.1 Hb on in hot 

byzonder dus ook voor do runten w van L on RN. 

Voor elk punt z van ~volgt uit (29) on (31) dcor majoro±ing van de 
integrand 

(J4)\fq(w)g(w)zwdw }~/zl h KK2 { z e 

L. 

::.u 

(1 + d)Tt1h f 
1 G 

+ d)Tr vol~~ 

- <' r (.. dr 

uit (33) 

: Ter"."'!ijl ;~egcns ( 23) voor de zelfde waarden z de reeks 

IL_ (-1) kn g(n)z n 
,n)h 

cotlve:;.'gcert. Door in (3 o)_ de limietovergang N • oo. toe to passen volg-t 
voo,r elke waarde z in <?)met lzl < e -( 1 +d) dat .do door ( 25) ge.definieel!d: ., , . 
integraa.l ";;/{z) convergeert .(.on .ccn anclytisohc functie voo1--stolt') .e.n Y¢r.; 
ic:rr dat 

{J~)L '(-1)kn 

/)i•)n, 

w~,l;'i~ 

{j~~(.~) :. f q( w)g( w)zwdw . 

L 

...:---2--- r(s) - R(z) 
s 

majo:r<iring (34) i:S in l'!J 1lit(z} ,e.en .e,enw.i\l:ardig,o ,eZJ. ,analytis.oh<?; · 

Uit d,e. voorwaard.on v.an -theo.?\e-ma 4 ;rrTet,en w,ra cl.c:t d.o i:::itogr:::,al J(.tJ 



11. 
kan ,,,ord.en voo:rtcozot tot · ccm in ~ cenwaardigc on am:l.lytischc functio. 

Fiet rccl1terlid van ( 35) levort dus oen in ~oenwc:,ardi0e en ruguliere 
voortzetting van do ar.alytischo functie die voor O < I z I< e-l 7Twordt gc~­

gev0n door 

+ VCz) 

Voor 

- Z r(s) - R(z) 
)\ ✓, YH O 

~Tegcms (36) on (34) volf:'.t nu do bowering van thcorerna 4 .• 

Tenslotte bewijzen wo ,) 

Theorcma .2• Zij H op;.· in bot w = u + 1v - vlak gelcgcn rochtcrhali'vld{ 

begrensd door qe vcrticale rechtc :t. Zij C eon in H c;el:3cn Jordankrornri1e 
welke een op L golegen boginpunt :>( met · het oneindiga vc-r'bind t. Noem an.n 

tdat voor elk punt w van C het deel van C tusscn X en w rcctificcorbaar 

is,. en dat elke voldoond ver naar rcchts gelcgcn vertic8.10 reqhte n d0 
kromme C in precios ee.t.). punt snijdt. Luat vordcr goJ.don 7oor olk punt v, = 

= u + iv van C 

)v t ~ p t u1 + q' 
waarin p en q goschikt go!rnzen :-:osi tieve constanjren voorstellcn. 

Op de rand van on binnen H zij g(w) ecn eenwaardigo en analytischo 
functie, op eindig vole i:clen J.1a 1 dio nict op ,L of C liggen. Voor de 

waarden w = u + iv in H met/ w /voldoende groot gelde do ongclijkhoid 

(37)' I g( u + iv}! < K 8 1 ,r/ul + m 1f il/1 
~. 

waarin K,l en m geGcvcn niet gegoticve constant0n ziJn• 
:Bewerin5. Voor · do complexo vJaa.rden z met I z{ voldoc.mdo klein en \arg z\> 

) mrr convorgeert de integrao.l 

(38) J (z) = J g(w)/117aw 
C 

en stelt aldaar ecn eenwaardige en analytische functic voor. Doze func­
toe' kan warden voortgezet tot een in de"sector 11 I arg~>m 1T eonwaardige 
en ·analytische functie j ( z). Voor elk ;paur posi tieve constant on t on w 
In(lt(A))m.1T +£ geldt in het gcbied mn+~ (. \~ .,'G \'< W 

. ' 
(39) i(z) ::;: LI r(s) + CJtzh)'., 
~~~~~ c; -') :lfheo:t?ema 5 ontlecn ik a.an 'Prof. J.G. :ran der Corput 2.io :1T0ol)cssing 

l~ do the,o.;rio dc;-r ooml)l.e~e verandcrlij1r;enu,. Stellinr; 2 ( Syll&bus 'bij , . 
;'.1;:,/!.,, I'. ' ': ,/ / ', 

~- eoll~ge asymptcti.sehe ¢.p:twikkeling, Maart 1950) 
••t\ -~ . \ -~ 



12. 
Hiorin stel t h hot Silijp'lillt Voor va:O. L met d.e reuJ.r.:- as. Verder word t 
voorarg z in (resp. nrg z -ni )~de som !r(s) uitgestrekt over de in H 
gclcgen polen 5 van g( w) boven C ( resp. :bencden C), wao.rbij r ( s) het 
residu is.van de functic 2Tfi g(w)zw ins. 

Bewijs. Voor het br.:rwij s beperken we ons tot het geval, wanrin argz-::,, 
-- q 

.. )m7f+£, daar het cowijs voor arg z<- mi>-£ gcheel a.11alooG verloopt. 
Uit (37) volgt voor cen willekeurige waarde z en voor elke waardc w = 
= u + iv met /w lvoldoend0 groot 
( 
( 40) }g( u + iv) zu+i V l <K tzr e 1 111'" ill( e m 1r/vJ-\,urg z 

4::e zullen nu bcwijzen, dat de {van z eo w onufhank.clijlw) positieve 

oonsta.nten K1 en 1 1 b0staan met 

(41) J g(u + iv)zu -t iv k K1 fz_tu el 1 71 u 6 (ma- arg z) }vl voor olko waar­

de z met farg zl <wer .. ~ elke in H en boven C gelet:,en w~arde W;;; u+iv 
met voldoend grote modulus. 

Vooreerst volgt ui t do gegevens. van theorema 5, dat voor ell;; punt 

W= u + iv op C geldt \vi(. pl u( + q. Elk boven C gelegcn punt w;;:u+iv in 

H voldoet dus aan de ongelijkheid v 4- Pl ut - q. Indicn dit :punt bovcn­
dicm beneden d0 bestaanbare as ligt (dus v = -) vl) ,dan hcbben we voor 
·iJarg z l <' w 

e-v arg z _ e-lvjarg z e -2v arg z 

( e-v arg z 0 2(p! ul +q) w 

Aan de andere kant geldt voor elk punt w; u + iv op of boven do be­
staanbare as 

8 -v arg z = 8 -;;targ z 

en in verband met ( 40) volgt nu de bewaring ( 41). Door evcntueel K1 

door een grotere constante te vervangen, kan men zorgen dat de onge­

lijkheid {41) geldt voor e~ke waarde z met t arg zl <wen voor elk boven 

C en op L gelegen punt w :::: u + iv. 
Zij R ecn voldoend ver naar rechts gelegen verticaul in R 1 z.odan:ig · 

dat alle in H gelegen polen van g( w) liggen in de door L en n b.egrensdo 

strook s, dat verder de kromme C door R in precics een :punt v10r.dt 

~sneden en dat, tenslott0, de ongelijkheid {4-1) gcldt VJoor elk punt 

w ;:: u + iv op R. Beschouw nu een hoir:izontaal. interval T, dat I, en R 
ve:tbindt, en dat hoger ligt dan el~ in S gelegen i,ool van g( w) en ~:. 

hoger dan ell;: in S gelegen punt w '1~ C. Laat fJ hat d-eelgcb:ted va:n ·s 
vdorstollen, dat begrens.d wor4t door .een rand~ bestaande u.i t het in­
t~rva). T, hot .in S gelegen dee1 van C en verder uit de aaneluitende 

C~~t1;rrvall.en o:p L. ,en .R. Toepassing van de residuenstclling op Dj geeft 
'.I 
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' -j:f f g(w)zwdw = L 1 ±-(s) 
; · •• l. ' ~ ii.> s 

'wa.atin voor arg z )' m iT :.i.c·l~ rcchtorlid juist de in dG f o:,:muloriag van 
,\lieo;rema 5 genoemdc, betcLonis hooft. ~ordt nu 1.1.ot lijn.s-~uk T nae.r hot 
;~neind·igo vorschovon, c.,1.11 volgt voor arg z > mTiuit (4-0) dat z~jn bijdrar;0 

i.iot hot linker lid van ( 4;2) naar nui gaat.. ;B'ormu1,, ( 42) &9at doo:r f;lo~e 
,.,i/'.•·•· .• 
};;l~etovorf;ang ov0r in 

· '''··· 1.1. ·· c: r; x; . 4, • ,o() · 1J·.: f -...J I;. T 

(4~). -{ G(i:'I)z'Wq.w - } s(v,.'\z~dw + J G(w)zwdw ;:: ~" r(a), 

' « ~ ~ $ 
~in de ecrste illt~g:-•s-:t;Jl van het lii.'lk(:;rlid. v:rordt ui·Ggost.rek.t over hot 
in. S golegen decl v.::m '.:. 1eovcns blijkt ui-L (40), dc.t (voo:;.• n-rg r.) m71) 

dJ ,:beide ovcrigc j_nto::;.: 1:i.1un af zonc1c~~lijk c0nvorgc11t zijn .. 

Voor elko waL,:rc'~\.. ~ mu·~; n• 7T+ f(urc ~ < t,.) [.;Gld:;11 "7~gcr.i.u (41) ·do ongclij!r·-

Q(+i.~ 

\ I g( w)zwdw i<' 1:, 1 zt a 

o< 

~ + (.:/> 

eli 7rjc.1f e --£lva1u+iY} 
(X 

/31-to<1 . .. r.,+i.dl 
'.{45J J f g(w~zwdwl,<K1 \zi0 e 1• '1fb) ~· c - £/vt dJu + ivf 

fl .. 'fJ . 
1 
·:waar.in a resp. b hot reolo dcol vano( r_csp. (3 voorstcl t. 
v,oo~ ~lke waa.rdc z met m i1 + E < arg z <wen 1 z}-< e -l,. 7T 
,' . " /J.f-t;XJ " .. 

Uit (45) VOlff~ 

Ct~_) · ;~.,{g( w}zwdw =0, 

w~lke limietfvergaug zelf,s c;elijkmatig geldt nls we bov, ... :i . .:1.icn oison 
j~}'~ee-l,iT met 0 als cen :posi tiovc consta.nte < 1. Door d3 J.i!';iietovcrt,;a."1•'.~ 

b -~t:P~e (/J) ~oe op ( 43) toe te pas sen volgt vooro0rst (!l,t do il1tcgraai 

,.//:°;(z) = J g{w)zwdw 

C 
-v:a.or m 7t+ E < arg %. < w ot3-tz r < e ·-11 1f convo~·geer-c on u1c1o.!:l.r 0c11 capwaardi .... 
ge- ell analyl;ische f1.tncti~ voors·tol t. Vcrdor volgt vo0r 1) zcJ.fde ryac.r•~. 
d$~ z 

cX 1-i.:x> 

·':f(z) = ~l r(s) - j g(w)zwdw • 
5 ' C( 

· d,9 majol:"crin~ (44) ia d~ intcgraal in he-'G rcclrtorlid van (47) in 

o;i• rrur .+ i (arg 2i<'.u>ecn cenwaard1.e;e1,>on analytischo f'nnctio. Eot. 

:''.lid van (47} levert dua eon ee:nwao;rdigc en analytischo voortzct­

'.~;J ( z) ·. in de geb.elo eeo-tor m. n ~ €. < ax-g z < w 
''.jf}, on {44), volgt _ct; 'bower~ng (39). q.e.4. 
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van thoor-u1~ Zij voldocm r.m1 do voorr,uc.:::-don van thuoret1a. 2. 

1 het rcchtor)1.a1fvluk gol0c.,on in het u 1 == u 1 +jv 1 - vlo.k, ent-
rochtc1hcilfvlclc H in hot w = u -;.. iv - vL..1.k door do trans-· 

w =v'<. u' + (:., 
wprdt H' aun d.:; lj i.1.i:::2-:.• 

ex 
:-•,j jdo b<..;:_;ronsc1 :-loor oen rcchtc L 1 , dio mot 

ho ck r = ; - f) maai;:t ( 1,7ogc.;:!1S) f)/ ( ~ i S. f ( 'f'<li 
as sni~dt iti. .-,Gn zokor nt~nt ~ -... er,en"' -- ¥.. . • .. b i,..JI 

h = Re (c(,) + /: l :! L~ 11\ + (1-; 1 

/2, 

verdor CI d0 :in h; golcgen Jordan..1<rom.me, die v:por do trnnsformc­

het beol6. is v .ill d.o goc;cvc.n in H g(lo:_;0n Jordun):rom.ro.a: c. Dg 

h(-rr 1 ) = e,(cn:r 1 +/~; = g(w) 

,,,,.,,. ,.,._ H I ecn ccw,raardig..:: 0n annlytische functio op eindi6 vele pol~n 

L I of C I zijn gelcc:,un . 

(z) = f g(w)zTTdw 

C 

di.) ~·,c..arr.iun z #: 0 me·:; l z \voldoende kl1 .. dn e11 ste:l t cld ...... ~ 

,anaJ.ytische functia 1rnor. Ui t de voori'7Uc'.:,rdl3n v.:.111 tl1core:11a 2 volgt, 
~o~o fm1ctie k'-:n 'C"rordGn voortgczet tct een eon,ao.e.::·::ligc. ,·in analytischo 

·e J (z) in de sector I nr~ z l ~ m1. :OJ or tocpassing v,:n tb e_Ctrcr.1i.t 5 
.>• _ dat dezclfde intogra,,l ):un ,·:orde11 voortgozet tot een con':'l'a2:rdi.~a ' 

~~f:~~yti~che functie in het s-.,bi,:::d/a.rg z/>m,r. SCJ1k;1:1vattcnd, vinden 
· < " · · de. intc....,raal j ( z) h:0.:.1 ·word8n voort.:;:..zct tot 0011 voor el!·~e wo.erdo 

~r,lllj.-,J;l/ii,,,;ei arg z (mettz/:f 0) ocnwaardige en an£.lytische functio (cig,,;;nlijk 

$l'4 we spreken van oen ecnt:rc..ardigea:i anaJ..ytischo functie op hvt Ric-· 

· '?:~pervlak van ln z). ·""cgeus de transforr.1c.tie {48) v:,12,t dut elk 

iEi.2,f alen 
w• g(o: , •. , 1 +p) z ·. dw 1 I . f • 1 )- • 

en . Bll. 1 J- . !J.JY..... t ' ) d i 
Sl.Ul'jW 1 g\CX W -1:~ VT 

c• 
-<'$Gu gehiage1al)., wolke convcrgeert voor d(; waardon 7i I:- J 1:1et 

klein, kan worden voortg0zct tot el)n voor 0llco ~ra.c::rdc z ~· 

~g 3 .(met z ;:. O) eenwa,.rdige eu unalytiache functiu. 

heiiben we wegens ( 10) voor elke waLrd& 
-t.?ir*eif .::;; x• + r; ei(.f-e) (x 1 en r 1 reeel) :tn H 1 met 



dus 

grote·absoluto waurdo 

lh(x' ~ r•et'Y)f =/,g(G"e1e(x'+ r'ei({ - 0 )) +(3}= g(a-owx~+ 

-< ~ exp~l 7i /cr-xcos0+ (\ I+ m iiJX4"SinEl + r,- r 1t-f32..lt 

\h(x'+ r1ci4')J<.ICio l,ir,x't+ Il\1Tlr'lsin'f' 

F p· l TT I f.>,I .,, 'YYl n- I f.:-J · 

'/S:· i 

• . I ") icr r+;~ <. 
' 

~, = :.. e , . ,1 1=<T(l cose + mfsint:1/) en m, cose, 
. . . nu thcorema 4 i:.oc voor he t geval dat de in de f orl!lulering va:r.t 
~~prema 4 voorkomend.0 voc:sarneling:non groothcden H ,L, C, lf, cs( rr), K,l en 

,~;;~n volgorde ,rorde::.1 -vE;ur::.mgon door H1,L~c; f-P, ~: 1_,1 1 en m1en waarbij 
UI'der k eon vrilleko.1:"'iG even :;eheel getal) m = !!.,Q_. 

';l~~,: · I 0080 

:~rstelt entr£een :insitiof getal< (k - m,);rcost/ voorstelt (dus r < 
('.,~ ,,. 1>J· ··,, , 

eos ..;. m)if). Aan d8 hand ve.n de gemaakto o:pmerkingcn controlleoTt 
q-

. ~\ nu gemalckelijk, d.at aan allG voorwaarden van theorema 4 is voldaan. 

Z~ ··OJ het gebied ged.Gi.'inieord door 
> ' · I ( C(?Sf) log/ z l ·- (_sinr) arg z / ~ ( k - ~)77 sint'- o"'£ • 

ti(jgens 1.f = : -e en z =crl° ~ is deze ong0lijkheid aequivalent met 

..... I 
;·. t - I J ( cos (7 ) -.,, C ) arg z t.:I'.. ~ k~ - m 1, - (;.. • 

·de be-?erins vs.11 theorer.ua 4 voli;t nu voorecrst dat de door analyti .. -
-~:e f~mctie i< z), die voor do 1:mcrdon z ui t. 6j, met \ z }voldoende l::lein 
"~~t gedefinieerd cbor de machtreeks 
. '/'/,.,. . .( ) ~ l ·r ) ~ i ( ) n 
.. c: ·.. ~ z = L-- g\D< :n +(3, = L h n z ., 

n=O n=O 
· .• ~. r1ord~n iJoorteezet tot een in het hele gebied OJ ecnwa~rdige en an~iy-­
}~fllp~e fu.i.-,.ctie. Ua~r <jJ z) rogulier is voor z = 0, en <le.~~r tenslotte het 
~~t.u.urlijk getfµ le uillekeurig :;;root kan worden gekozen, volgt dat i<z) 
~~n jehelc functie is. Uit do. bom;ring van ~heorema 4 volgt vordcr voor 

;.,~e waardo z in OJ 

l( ~)= -L,* . g(o(n +(3)zn + J si~if1~;:}r~'g("'-vr'+r~)zwdw' 
A<n<.O c' 

-e-c'.<,zl") .. 
"is de gro~tJ1eid f ~elijk aan de som van de residt'.en van de functi0 

·Te ± (k-1).frd;w* g(o<w•+p) 
.-:--' SinJW' .J · .. : ··•·· 

_plus~ of ,m,j,.~i;.~lte:n al haar g.el~ \V•ean pv.nt ·ran I:i 1is boveJi o:Z ot, ·uitg~st-;t:~~,}i~~r de, in Ht gelegen :Pol:en v~~ de functio 
' ,, ',' 1 ,, ,..,,,,• ,, * ~ • a 

.)· Door le,e~.~i~r-1!~-,~,x-;nsfori:uatie;' ( 48},·vol.gt d.2.t e juis'.'G de. 
'\s )1(,<:Jf~;, ~~ · - ' ·:~~;:t;~lt~.'?~1.P~ ,ran t~eorema ~ • 

,, ',;•·,.•, :, ' ' ,, ' .' ' . ,r.. ' ·~ ,I ' :;,~~~.if,,. - '<\· ' 
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)( ...!.. ... , 1 i ..J./ircos0 
jz/ = z"' J 1 = z ""'. exp(-osin0 arg 

'\ - ll .. ,-3, 
en A- c- cost) vol2,t voor de waarden z ui t het door ( 51) gedefi-

gebied ~ 

(j (I z I tt ) ==- rJ( ~ ,,, ; f h - ~. ) • 

,';ft beschour:en nt. de .i.n r ... st rechterlid van ( 52) ... , d ~·.n+f!>.f,.._·:,:.-ae,;l -~· op~~e~ijn e _ v,~ 

k een even na·Lin1-.. ·~·u.;:!.:: Getal is hebben we 
it-2 
2-

L 
A = -k+2 

/ ·2 -· 
• 

( 54) 
£::g 

Jez) = 
·) 

t.'(. - -I -

'i I :t) 
d,fa 

k-2 
2 

' . 

~ (z) :: f g(o(w 1+p)(z e 2' 1/) wdw' 
Jr C 1 

. we transformatie ( 48) toe, dan volgt 

i'iftt{ie:r:d door de integ:taal 
'' \"•,··-');· ,,. i 

C 

(55) en (56) 
k-2 
T 

J. i~) -.,,} ~ z;r, J r4,1. 

eer.~ 

gede-

·-·•. ft~- . . 

\J~µd~ren. •nµ de .. i1tte~a~J' ( ~) r Zij ~ ~en \1illekeuris posi tie:f 

ftf_fu)if .. ~n zi~ $J ,en·.~ositief get~ 7 mn ":). Door ~.:0epassi11.g van 

, ,JY, 'f' YOl.~ V 8-l'l ~-~t geb~ eC,. m, ')T' + 7 1 {~g Z f~ 0, d tt t 



- ,x z 13 r1 ('2) (z) + O(lzlh-(!,), 
,., (59) J(z) 

waarin e (2) ( z) ~hi.j_st c~0 beteker.ds heeft, 2,enoe:w.0. ,.n <le formulering var.. 
theorema 2, ~:"e l"'cGr;co1~-.,;v:.1 vervolc,ens de waarden z rr..et 

,,... 

( 60) / arg zl < n i1 -i -~' = ( 2- m)i7 - 0 · 

met ~ = 2( 1-m) lJ •• f~ ?.1.r: r;en pOSi tief ee·tal. 
f 

Als ~.-re in de :form1.."':) e:>J·r..;.~ 'i."El.n theorema 4 de grootheden 'f~ k on£ in volg~ 

orde vei'-vanc;e11 door :r $ :~ erfo'· dan is a.an allta voor'!IJ'a..: J:•den van theo:tetJer 
4 voldaan. Uit de 1:c,.~e-~i.~tG van t:.:.eorema 4 volGt vc0r hat d.oo~ (6C ). 
gedefinieerde gebiec' . 

. ( 61) 

waarin F( z) en t!'\::,)de i.n de formule:ring van theoram['. 2 ,_,enoaw.d.~ be··~c­
kenis hebben. 

Opmerlcende dat voor d:j 'i"!aarden z ui t het door ( 51) gecl.ef inj.eera.e 

Gebied ?;jgeldt . 

IZ,;al == l (z c ;~,, ~t)f \ =tz-h/ exp(2i~p~~~)- = O{\z-&D 
\ 

volgt ui t ( 52), ( 53) 1 ~ 54), ( 58), ( 59) en ( 61) d.<3 'Jevrering ( 14) van 
theorema 2 voor de ii"1:.? • ..::.rdG11 z uit het door ( 51) gedei:i,.nieerde gebied lj .. 

fJJ: terat_µup1: ryatp.on, G. N. ( 1913). A' al ass of integral functions de:fined 
,by Taylor' a serd.es, Trans. Camb. Phil. Soc. 22, 
15-37 • 

. [_ri.eJl..!, E. M. (1940) The asymptotic e:xpansion of integral. 
functions defined by Taylor serj.0s. Phil. Trans. 
Uoy. Soc. London A 2,.l.~, 423-451. 


