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ssymptotische ombuikkeliny ven gehele Tuncties, die

doox nachtrccksen gedefinieerd zijn.

213 g een nie*t»-begrensdé deelverguemeling van het complexe z-vlak. o
Beschouw een tweetal (resle of complexe) functies £(z) en g(z) gede-
finieerd voor elke waarde z van g De notatie

£(z) = 0 {a(=2)}
geeft dan asn, dat de van z onafhankelijke positieve constanie K zoda-
nig kan worden gevonden, dat de ongslijlkheld

[£(z)] < K |alz)l
geldt voor elke waarde z uit (,} met voldoend grote absolute waarde.
Verder zullen we met de notatie

£(z) = o {al=)} |
de eigenschap aanduiden, dct de voor positieve waarden r tedeilnleerde
{(niet-negatieve) functie ¢ir) zodanig kan worden gevonden, dat voldaan
ig aan

lim £ (r) =

reoo -
() €Iz 1) fa(=) < X
voor elke waarde z uit(g met voldoend grote absolute waarde. '

e beschouwen nu de L,ehele func’cie

(:.1)‘ IR V//Z}m Z W&mnﬂi

waarin X en [} complexe qonsuanten voorstellen net |arg qi»{% Het is bekend
(v.g.1. Tright (194C) blz. 437) dat voorg als het complexe z-vlak en
voor elk natuurlijk getal N geldt ‘ . ‘

en

. ~f ..._ ' * ;}

. r — i

(.2) // Z e ,é Z ("(L %-fnﬁ} {7 o
Hierin is 21{ °‘ e:@( ’—i‘} en wordt voor de eerste som in he‘b
rechterlid van (2) de sommatie uitgestrekt over de zehele waarden . k
ma't farg #k [(]7 . Pormule (2) stelt ons in staat de waarde V(m)
nauwkeumg te berekenen voor het geval dat |z|zeer &rcot is.

m
Oﬁmerkende dat geld"t 2
<= 2. Tl




2.
stellen we ons nu de vraag in hoeverre het in het algemeen mogelijk is
de functie

o »
g(zjzz 2. planrp) @
hzu

asymptotisch uit te drukken in de functie
oo

M =0 -
In dit verband noemen we de volgende door ‘right (1940) bewezen gene-
ralisatie van een stelling van Tatson (1913).
Theoremg 1. Je beschouwen in het w = u+iv - viak een rechterhalfvlak
H, dat begrensd wordt door een verticale rechte L, die d=z begtaanbare
as snijdt in de negatieve niet gehele waarde he 4ij g(w) een in I een-

waardige en analytische functie met

(3)  ew =0/

1
" (w + D) }
waarin b een reele of complexe constante voorstelt. Je stellen
(4) T(z) = 2 gln) 2"
Myh
waarin de sonugatie word®t ﬁ%ﬁgestrekt over de gehele waarden n dhe Zij
verder X = Re ioe een complexe constant met [01<L en stel
(5) G(z) }i g(xn)z .

Tanneer p een 'feheel getal 2 0 voorstelt, dan geldt vooxr
6 Wk )
(6)larg 2 %|<), 77

1

et

0y . 1, Gt _ T
(7) “713._2+G~ k2pl‘1) = 1}
dat

v b o |
(8) (3(7) 2 gc(—w}z +& 2 FlZ+0{127] ,

waarin
.1
. ~h _ 2F ki m
j= Tw&e-}en Z = (ze ) |
Opmexrking. Voor elk geheel getal m 0eld.‘c 4,

g(z) = (}(zezjml) en arg( ZeZmel),% = QQE’_... 2nll + arg Z. Onder de voorm

£

waarden van theorema 1 geldt dus in de sector

L '
|arg 2% + QQ%;Q-' ZJmI(QV’}]pJT

de formule

3"
£(z) = ~ Z g(~on)z™™ +
| T -

_L

(2) + @
,ﬁ%w@k { 3



3e
De ongelijkheid (6) is dus alleen dan cen beperking van de algemeenheid,
wanneer geldt
cos® . _
- 217 > Zypﬁa
hetgeen wegens (7}) aequivalent is met

[(ep + 1) =222 4]> 1,
Dit is het geval voor ”i;sé % , want dan hebben we (wegens p 2 0)

(2p + 1) 2922 > (op+ 1) 32 5

"Het doel van dit rapport is de generalisatie van bovengenoemde stel-
ling van ”righf. Vooreecrst zullen e het geval toelaten, dat de functie
g(w) analytisch is in H op eindig vele polen na. Verder zullen we de

 voorwaarden (3) en (6) door minder ecisende voorwaarden vervangen. De

) bedoelde generalisatie luidt als volgkh.

Theorema 2. e beschouwen in het w = u + iv - vliak een rechterhalfvlak
H, dat begrensd wordt door zen verticale rechte L, dic de bestaanbare
as snijdt in de negatieve niet gehele waerde h., Z21j C ecn in I selegen
Jordankromme, welke een op L gelegen beginpunt met het oneindige ver—
bindt, zodanig dat voor elk punt w van C het deel van C tussen het be-
Sinpunt en w rectificeerbaar is. Verder nemen we aan, dat elke voldoend
ver naar rechts gelegen verticaal de kromme C in precies in één punt
snijdt en dat voor elk punt w = u + iv op C geldt lvig ptul + ¢, waarin
P en q geschikt gekozen positieve constanten voorstellen.

zij g(w) een in H ecenwaardige en analytische funetie op eindig vele
polen na, die niet op L of C liggen. Voor de waarden w = u + iv, mctiw

voldoende groot, zij voldaan aan
(10) (elu + iv)|<E e 17 +m i vi

=%

waarin K, 1 en m gegeven nict negatieve constanten zijn me?d
(11) m<1.
Tenslotte veronderstellen e, dat de integraal
g(w)z" aw,
welke voor de waarden 2z # 0 met iz|voldoende klein convergcers cn eén .
analytische functic voorstélt, kan worden voortgezet tot ecn in de sec—

tor ' ltarg z| mr7eenwaardige en analytische functie.
Bewering. “Tanncer X = cet ie en/j:{l, + i/32 complexe getallen zijn met -

ER h - {3 : o f
,@’(‘g en met A = 5053 2ls een niet goheel negaticf getel den ste)

. machtrecks 00

|
(12) g(z)= E glom +8 ) 2" ~ ;
ecn gehele funetie voor. Hierbij wordt aangenomen, dat in het rechter
1id wordt gesommeerd over de gehele waarden n 0 waarvoor Xn.+Fdeen



- - 4-0 ’
pool is van g(w). Zij verder k een even zeheel ¢ zetal > «*‘:—-, zij £ een

, ‘ cos &
pogitief getalu<&:~3%gg -m)7 en zij Y eext positief getal <2(1 - m),
Dan geldt veoor alle waarden z met
' 4 ;
(13)  Jarg 2™ I& e KL - myme €
dat | F
(14) 6(z) = - )(27)(0 glrn +43) z. Z %, C/Z/,) €

- §z7€(y ) A;J f&ﬁ21}+<75 ﬂ ;'

Hierin is

, /

— ‘277{;/;47;{

(15) CZ oz
//®

en verder |

.16 F Z = > ‘ 1

(16) F(2) = 2, &n)a

waarin de sommatie wordt uitgestrekt ovoer de gehele waarden n vh, die
niet samenvallen met con pool van g(w). Analoog wordt in Z geson-

A<
meerd over de [chele waarden n met A<n< 0, waarvoorxn +;’$ seen pool
van glw) is. Verder duid+t iresp 4: 5 Q¢ sommatic aan over de ge-~ 3

hele waarden/ met, |/ { lfm‘?a x‘zaarvoor/{arg Z/h\zm v+ yrcsg larg Z/<[>/

2 mnA+ Ygeldt.
Vervolgens is p gelijk aan de som van de residucn van de fumetiec

A

- +h-d7 ¢ Eg}é |
an Zgew 2 . W
‘ Serr 77 V_’Co-:-@ e
(waarin het plus—- of mintcken genomen wordt al naar gelans, w ecn
boven of beneden C gelegen punt ven H voorstelt) uitgestrekt over alle
in H zelegen polen van g(w). ‘
De grootheid p”)(z) is gelijk aan dc¢ som vaa dc residuen vaznrde‘“fvih@fbi

4

+= 7L W - \
SN AR s
| oL Sl W +

(waarin het tcken + als boven is {;ehozen) uitgestrekt over de in K gg‘—;'
legen polen van g(vv) - . B

Tenslotte is f *(2) voor arg 7 >0 (resp. arg 7 <0) gelijk aen do
som van ée rcsiduen van de functie ‘ 2-3?- glw) Z¥Puitoestrekt ov.er;%d.\
boven (resp. beneden ,ﬁC)ren in H gelegen polen van g(w). E

Gebrul © makend. van de Iomule ven S 1rl:i’;n en van het volgende lcmme o




g

. D
ziet men gemakkcelijk in dat ‘theoremad eca byzondcr zeval 1 van theore—
ma 2.
Lemma. Laten h en £> C relle getvallen zijne. Dan bestaat de van £ en h
afhankelijke pogiticve congtantc I zodanig, det de on
I DA E A
[Tl cxe

(19)

geldt voor c¢li complex zoetal w = u + iv met u » h.
Bewijs Adonder beperiing der algemecnheid mopen we canncncu dat gelat
é'< o . Sij A\ de van beaeden naar boven doorlorcn wegy in het comploxe
t - vlak, saucengesteld wit de twee halfrcchten arg (b - uo} =
+ reele nogiticve geval to zodanig Lroot zckozen,

o)

Ngg
By

Hierin denkcn me he T
dat van ellt punt + op/\ geldt itl 2» 1., Verder merken we op dat voor 4
“op A\ zeldat .farg t] < = 4+
Iu gcldt dc behkende formule

.

e

L.
’ T lwc fﬂ ¢ "ot

; theorema 5

waaruit volyt voor u 2 h

Qa(f‘/ [fy“m;'ft - u,/mé [+l +1t| Coo @4{71‘)] LI

!
s &

]
< e(I*éWd (@xr,[_ h/q)th(ﬂéﬁ/w#ﬁ]%tl

2
Hicruit volgt dc bCWurlng, dacr immers de laatsticnocmde intograal con—

.)

crgeert,

Voor het bewijs ven theorcma 2 malken we gebrulk van ccen aantal hulp~
gstellingen. Het bewljgschema is als volat

theorina 3 - theorcma 4 2
ufthoorcma 2

Voorecrst bhewijzen we
Theorcma 3. 4ij S cen in het w— vlak gelcesen utrooA, begreusd door twe
evenwijdige 1lijnen I cn R, dic cen positiceve hock YW < 7 nut de positicove

tanbare as meken en wicr snijpunten met de bostaanbarc as nict samenvallon

et een gehecl getal; hierbij ligt L links van Re Op de¢ rand van en
binnen 8 zij £(v) ccn cenwaardige cn anc’ ytische functie af_ ezien van -

-

een cindig cantval polen, die geen ven alle op de raad van S liggen. e
. verondeorstellon, dat voor geschikt gekouen reele constanten II2>0 en n

- verbonden door cen geheel binnen 8 gelegen rcoetificocrbarc Jordanﬂrommé

de ongelijkheid

(20) jf(u + iv)f{< M e (
scldt voor celke op de rand van en binnen § gelegen punt w = 1 + 1v me%
jw| voldoende groot. Tcuslotte wordt een punt op I met ccn punt op R 5

rynv'ri'\/y}

é M, die alle in S gongen,polenwvan‘f(w) vermijdt.



6. N
Ondcr deze voorwacrden heuft voor clk natuurlijk gotal k > m do- aam
L '@ ;a‘ - . i N . f i
S i

: Y
Wy " w ok

¥

Z (-1)2 £(n),

uitgostrokt over do gehele in (het inwendige van) S8 gologen, on nioct
met ccn pool van f(w; samenvallendc gehele getallea n, de waarde

(21) fSigiz(f;;)m T(v)dw - % r(s) + 4 a(whL(w)dw -

r\
~jo a(w)£(7)dw.
I

Hierbij wordt de¢ kromac ¥ doorlopen van links naar rechts, de rechten
R en L van bcneden naar beven. Verder is

(22) q(v) = 4. ¢ % (&) dv
L sinmw ’

waarin het plus— of mintcken genomen wordt al naar gelang w boven of
ibenedenfqllut. Tenslotte wordt de som 2: uitgestrekt over de in 8

g@lcgen polen § van £(w), waarbij r(s) hot residu van 2ni £(w) golw) in
voorstelt.
Bewijs. Tcgens continuiteitsovervegingen mag men zonderdcealgemcenhoid
tc schaden aanncmen, dat| geen gehcle punten n bevat. Do intepread in
dec ecrste integrasl ven (21) is ners .ijk regulier in clk geheol punt
n uwit S, dat nict met cen pool van f£{w) samenvalt.
Voor het bewijs brengen we in de strook S ecn horizentaal lijnstuk
T aan, dat ecn punt van L met cen punt van R verbindt, en dat hoger
ligt dan elk punt w van " en ook hoger dan clke in § gelcogen pool van
£(w). Beschouw de (positief omlopen) contour /A, gevormd door /7, T°
en de lijnstukken van I en R, dic{'en T vorbinden. Volgens de residuen~
Fatelllng is
fq(w) £(w) dw
A w
gelijk aan A
St e 2
in deze sommen komen allecn de boven[ gelegen getallen m cn yin aanmor-
rgging en wordt g(w) door (22) gedefinicerd. Tordt het horizontale lijn-
"~ stuk T naar hcet oneindige verschoven, dan Bglert zijn bijdrage t@k uuiﬁ

want op dat lijnstuk is voor zckere waarde N>O
~k wivl

)

ig(u + iv)| € Ne
en dus wegens (20) en k7 m
‘ ‘ch) f(W)l < Iole "‘(}.‘C“m)ﬂﬂ/ als {v‘ - 2}
Aldus v en e dat

—»’—xs m”{m;w —+ { Q{uﬂ ‘fw ol ~ ( ;/Lu}/‘%waw ,

““ 5«.«- "T wt




T
waarbij allccn cver de boven.féelegCn sedeelten van R en L geintegreerd
wordt, gelijk is aan

Z “‘)!ﬂn ()« 2, M9
3 |

,Yj
Ben analoge rcdencreing. tocgcpast on hetbonedcn.f%olegen gedeelte van
de strook 3, leert dat ‘

2 }ﬁ Sv‘lf’l ﬂ-L,_i

K. L
gelijk is asn

>t /m Y,
" S

optelling levert et gevraagdc resultaat,

¢ bewijzen nu

Theorecma 4. 2ij H ecn in hey w = u + iv viak g¢lesen rcechierhalfvlak,
'bogrenad door de ruckte I, die de bestapnbare ag iun de nezatiecve nict
gchele waarde h snijdt cn met dc positjcve bestasubare ag aen positic-
ve hock ¥W<7 naaks.

Zij C ecn in I gelcegen Jordankromme, dic cen op L grlcegen beginpunt

met het oneindige verbindt, zodanig dat voor elk punty w op € het decl
tussen het beginpuny cn w reetificcerbaar is. Verdcer voerowersgtellen

we, dat iederc voldoend ver naar rcchts gelegen met I cvepwijdige lijn
R de kromme C in precies €én punt snijdt. Tenslotte ncmen we aan dat
elk op C gelegen punt w =2x ¢ relv'(x en r bestaanbaar) met w voldoende
groot de verhouding § «-_-cnsd is.

Op de rand van en binncn H zij g(w) analgtisch, afiezicn van ecn cin-
dig aantal polcn, dic geen van alle op C of op de rand L van H 1lgﬁcn.
fNcem aan dat geldt voor de waarden w = X+ rely(><on r bestaanbaar;
X 2h) in H met voldoend grote absolute waardc
(23) | o( X+ rei“"){s Ke /7{,( + mirtrlsin\y
waarin K,1 en m beskaanbarc constanicn voorstellon.

Tenslotte beschouwen we 1n net complexe z— vlak het boblede% bepaald
door dc ongclijkheid

(24) l/c'mv)ﬁa(;m ~[§¢4wv'/az7 :5(<[/f~ w) T G b -E

waarin k een willokénrig geheel pogitief getal »m voorsitclt cn waarin
& ccn willekeurig positict setal < (k - m) #sin¥ voorstelt (het punt
'z wordt nlet tot Qﬂgcrckcnd), i memen aan, dat dc intceciraal ‘

(25) ;7(2) _ jf gin (k-1 w g(w)z" aw,
C

singw

welke voor de waarden z uitf@fmct}z voldoende klein counvergpcert en ecen
anelytigsche functic voorstelt, kan worden voortgszet tot «onm in Jccn-



waardige en analytische functie
J(2) (deze voorwaarde is voor k = 1 altijd vervaid).
. Bewering. Uit (23) volgt onmiddellijk, dat de machtrceks
L v,
(26) Z (-D* g(a)z"
{waar‘bij gesommeord worat over de gehele waarden a0, dic niet met eon
p@ul van g{(w) samcnvalleyn) vooriz|< G convergeert. De bewering is
mraerst, dat de analytischce functic M z), dic door deszc machirccks
mmt voorgesteld, overal in %eomaardlg en enalytisch kan vorden voemw
gozet.

Om hot asymptotiseh karakter van de funmtic F(z) in Ofvan yrotc (z) e
bepalen wij verdcr, dat I'(z) :m% seschreven kan worden in de godaantce o

(27) Tioy - 0 et - Sxs) + o).
h<n<o 3

) f” Eom %(word’c uitgestrekt over de gehele waarden >h en <0, dic niet

-met ecn pool van g(w) samcnvallen. Dc som Z wordt uitgestrekt over

! &a in H gelegen polen van g(w), waarbij r(s) hct residu is in s van de

Matie 2mi g{w)q (w) z"; hierin is

+ (k- 1)7riw

e

(28) %w) = i sinw w 4

waar'bi;; het Dlus- of minteken gebruikt wordt, al naar gelang w boven
of bencden C ligt.

E;?m;a HMen hectt
iy . | |
| = [z1* exp Lr (cosy) logizl — (siny) arg ZH\(
ﬁ (fz’{ ukﬁrt { (k-m) 7 siny' ~ & }

vm}r elk punt z in het door (24) ;cdcfinicerde gcblcd% D2 functie

. £(w) = gl(w)z"”
valdoet dus wogens (23) aan dec ongelijkheid

l X+re

":“1{29) | f(x*—re:w)} Kz X et T ex:p{ r (k7 sinyg - & )} .
‘»hinr&n stelt z cen willckourig punt van (j voor, terwzgl w = x + rett

maarin x en r reéel zijn) cen punt is van het halfvlak I met voldoend -
f%e gbsolute waarde. Door eventuecl K door eem groterc positicve acsm*';ff
W te 'varvangon kunnen wc beperken dat (29) ook geldt voor elk op

&g@n punt =

w=h + re t]v
;ﬁ een positielf gehecl gotal en zij RN de met L avcrmgdig% l;v.;n
half‘vlak H, die de bestaanbare as snijdt in hot vunt N + 35 .




g L
x%\ij i
L

: , : 9.

Mifts wé N voldoende groot kiczen, zijn alle inﬁ het het halfvliak H gulegen
polen van g(w) gelcgen in het binnengcbied van de door I en R, begrens-
dec strook P‘N’ cn snijdt Ry dc kromme C in I;recies €én pun'g. Hq’ic in E’N .
gelegen dcel van C nocmen we CN‘ “Te passcn nu theorcma 3 :boe me% S = ém
M= Gy en 2(w) = g(w) 7, waarin z een punt van(%f voorstelt, Voor de in
SI\I gelegen yunten w = x + ruiwis x begrensd, “fegens (29) hebben we dus
voor elk punt w = u + iv in SN met voldoend grote absolutpe waarde
)f(u+iv)‘<1€1 exp.?(kﬂ»-—svig\f/)[vl} o

waarin K‘l een gescnikt gekozen positief, van w onafhankelijl getal voor-

stelt. Lan de voorwacrden van theorema 3 is nu voldawan cn vit de bewe-
ring van dit {thcorema volig

=1 ,
g(n)z_. f sin (k-1)Tw g(m)2™ dw - S r(s)¢

sinyw 3

(30) (-

h<en<iN "'jé'

f Q(W)g(W) zdw - J q(w)g(w) szw.
RN » L

_f

Hierin wordtlnhetllnkerlld gesommeerd over de gehele waarden >h en

(N + § waarvoor g(w) regulier is. Verdcor hebben g(w) en 3o r(s) do
: S
in de formulering van thcecorcma 4 genocmde betekenis.

Zij} B een rccecel getal ‘met 0<% <32- en zij HS het zebicd, dat uit het

halfvlek H ontstaat door de cirkclschijvenlw - ni<i weg te laten,
wazrin n de gehele getallen. Zh doorloopt. Voor clk na’cm*rllak ctal N

is de rechte Ry bevat in Hg. e denken bovendien § zo ¥lein geLoaen, det
de recehte I in Hg ligt (dit is altijd mogelijk omdat h nied geheel is).
Ve gaan m bewijzen, dat voor clk punt w= rei =u+ iv in B

A

o

x -
(31)  jalwi & Eye dmix| - kil
geldt bij Beschikt gekozen positieve constanten d en Kz.

- Vooreerst merken we op, dat dc positieve constantc Ii.a zodanig kan
worden gevonden, dat voor elk punt w = u + iv in H‘ voldaan is aan

(32) 1 -wlvl

| sing(u + ile < Kje )

Omdat voor elk punt w = x + reiwop ¢ met woldoend grote absoluts waar-
;_‘f‘ﬂdeda yerhouvding = r begrensd 15, bestaan de positieve getallen p en q met

L migrlxlea



1C.
voor elk punt w = u + iv = X + rei‘i‘/op Co Indicn w =u + iv= x + rei""
eeﬁ punt van HS voorstelt met [vI>pixi+ g dan light w boven C en boven dec
bestcanbare as of bencdza C cn beneden de bestaantare as. Uit (32) en
dc definitie (28) van ¢’ volgt dan

IQ(u + 1v) l(-;— roo il

37 |
1s daarentegen w = v ¢ 1v = X + ro’Vam punt ven He mot fvi¢ pl xi+q
dan volgt Tcgens (“2 ) 7 .5?) - .
}q(w)f{ AR DA = Ko Il 2(x-1)7 vl £

\ - .
€K3b - k‘n’l‘y[e 2(k=1>T(p 1XI + @)
Hicrmee is de bewering (3%) bewezcn voor de punten w vai Hg en in het
byzonder dus ook voor dc nunten w van L cn RN

Voor elk punt z vaa (/(',’ velgt uit (29) en (31) dcor majorchking van de
integrand

'. 1 2

(33)\ ( Q(W> g(w)zwd\ ;‘ LI’ ) ’Z} C(l + d)uf -+ —2~ j -—h ET‘

R ' .
“ , ~¥
en

. ‘ ’ 1 o

(34)\(‘1(W)g(w)zwdw )\« e 7-1\2{ . (1 +a) U emerap
oy B

Voor elke waarde z in O met izl \/e"(l + ayr

11m f a(w)z"aw = 0,

-

Terwijl webcns (23) voor dec zelfde waarden z de reelk
0 "Z (-1) ¥ g(n)z
- n7h
convergeert. Door in (30\ de limietovergang N —»00 ,t0e te passen volgt
voor elke waarde z in gimet}zi <e 1 +) dat dc door {25) gedefinieerd

integraal (f(z) convergeert {(en cen analytische funetie voorstelt) en ver—
der dat

(3,535 (-1)ER g(n)zn:-J(z) - 2 z(s) - R(2)
1>h s
vaarin

volgt uit (33)

(36R(z) = { a(w)e(w)z%aw
5 de majorering {34) is in ¥ B(z) ecn eenwaardige en enalytische -
c. Uit de voorwaarden van theorema 4 weten we dat de integraal JIj




11.
kan worden voortgczet tot ecn in %{ cenwaardige cn analytische functic.

Het rcchterlid van (35) levert dus cen in @cenw;..ardige en reguliere
-1

voortzetting van dec analytische functie dic voor O<|z (e ‘ord+t ge--
geven door
2 ) gy SR gla)z? + F(a)
; N <<y
Voor elkc Wa‘,rdu z in ’;?, seldt dus
B(z) =~ D (=1 gn)z? +(z) - X x(e) - n2)

/\ <0
Tegens (36) cen (34) volzt nu de bewering van "choorema 4,

Tenslotte bewijzen we *)
Theorema 5. Zij H cei in het w = u + iv - vliak é;elcgcn reehterhalfvlick
begrensd door de verticale rechte L. Zij C ecn in II geksen Jordankromme
welke cen op L gelegen beginpunt Xmet het oneindige verbindt. Teem aan
fdat voor clk punt w van C het deecl van C tusscn ¥ en w rcetificcerbaar
is, en dat elke voldoend ver naar rechits gelcgen verticele rechte R de
kromme C in preccics ééu punt snijdt. Laat verder gelden voor clk punt w =
=u+ iv van €
v pia+ q,

waarin p en q geschikt gekozen rositieve constanfen voorstellcen.

Op de rand van ¢n binnen H zij g(w) ecn éénwaardige en analytische
functie op eindig vele pclen aa, die nict op L of C liggen. Voor de
wearden w = u + iv in H mcetjwivoldoende groot gelde de ongelijkhcid

(37) 17ut+ m7 it

Jglu + iv),{ <K e \
waarin K,1 en m gepeven niet gegeticve constanten zijne.

Bewering. Voor dc complexe waarden z met |zl voldocndce Xlein enlarg z\>
y nj convergeert de integraal

(38) 7(2) = ‘(‘g(w)‘zwd«r«r

3 |
en stelt aldaar ecn eenwaardige en analytische functic voor. Deze func-
toe kan worden voortgezet tot een in devsector” | argdimv ecnwaardige
en analytische functlej(z) Voor elk paar positieve constantcn & cn
metwymy +£€ geldt in het gebied myr+ q‘\a,t,g FAREIY! |

B39 F(z) = S w(e) + oM.

SN s :

") Theorema 5 ontleen ik aan Prof. J.G. van der Corput zic *Tocpassing
van dc theorie der complexe Verandcrll;; Len", Stelling 2 (8ylliabus bij ,
hO*t eollege asympto‘c:.sche o.n’cml:kellng, Maart 1950)
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Hicrin stelt h hot suijpunt voor van I met de recle as. Verder worddt
voorarg 2 f (resp. arg z -m ).de som sr(s) uitgestrekt over de in H
gclegen polen s van g(w) boven C (rcsp. ‘bencden ¢), waacrbij r (s) het
residu is.van de functic 2mi g(w)z” in¢ .

Bewijs. Voor het bewijs beperken we ons tot het geval, waarin arg
.y ni+£ , daar het bewljs voor arg z< - m7-£ gecheel analoog verloopt.
Uit (37) volgt voor cen willekeurige waarde z en voor elke waarde w =
=u + iv met [wivoldoends groot
((40) le(u + 3v)z2+LY [<E Iz} o 17wl mwivkyarg z
e zullen nu bewijzen, dat de (van z en w onafhankellea) pogitieve
constanten K.1 en 1.1 bestaan met

(41)  |aglu + iv)z® + iv kK'j {7 % L1 u (mi~ arg z)lvivoor clke waar-

de z met Iarg zl {wen wer elke in H en boven C gelegen waarde W= u+iv
met voldoend grote modulus.

Vooreerst volgt uit dc gegevens. van theorema 5, dat voor clk punt
w=u + iv op C geldt )v|{ plul + g. Elk boven C gelegen punt w=u+iv in
H voldoet dus aan de ongelijkheid v.y- Pl - g. Indien dit punt boven—
dicn beneden de¢ bestaanbare as ligt (dus v = -)vl),dan hebben we voor
‘a{arg Zl( w

o~V arg z e-—!v{arg z , =2V arg z
(e v arg z c2(pluf+q)w )
Aan de andere kant geldt voor elk punt w = u + iv op of boven dc be-

gtaanbare as

o~V arg z _ e-wtarg 2z

en in verband met (40) volgt nu de bewering (41). Door eventueel Ky

door een grotere constante te vervangen, kan men zorgen dat dc onge-
lijkheid (41) geldt voor elke waarde z metlarg z|{wecn voor elk boven
Cenop L gelegen punt w = u + iv. ‘
Zij R ecn voldoend ver naar rechts gelegen verticaal in H, zodanig
dat alle in H gelegen polen van g(w) liggen in de door L en R begrensdo
strook S, dat verder de kromme C door R in precics één punt wordt
gesneden en dat, tenslotte, de ongelijkheid (41) geldt woor elk punt
w =u + iv op R. Beschouw nu een horizontaal interval T, dat T cn R
verbindt, en dat hoger ligt dan elke in S gelegen pool van g(w) en ef.
hoger dan elk in S gelegen punt w van C. Laat O] het deelgebied van 'S
‘voorstellen, dat begrensd wordt door een rand.. bestaande vit het in-
terval T, het in 8 gelegen deel van C en verder uit de aansluitende
_‘r}inftervallen op L en R, Toepassing van de residuemstelling op Ojj, geeft
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ir

”“{ 42) | j g(w)z"dw 2;_ A
wagrin voor arg 2z >mw Ao ech‘l:erlid juist de in do formulcering Van
%heorema 5 genoemde, betcienls heeft., Tordt mu het lijnstik T near het
oneind»igc verschoven, don volght voor arg z > mivit (40) dat zijn bijdrase
“tot het linkerlid van (42) naar nuwl gaat. Formule (42) gaat door doze
l:.miubov croang over in

clr i WX Ity

- A —t
(43) ({J(w)zwdw -S aiviz aw + f s(w)z"dw = :Z r(s),
O( 4 7 >

waamn de eerste integzrasl van het linkeriid wordt uitge streltt over het
in § gelegen decl van . Tovens blijkt uit (40), dzt {vooir arg = > m¥W)

do beide overige integreolon afzonlerlijk ceouvergent zijn.

- Voor elke wacrdc z met n i+ £<ars »<{ & selden wegens (41) de ongelijk
neden

o o 4150 A+ X
o, oo s _ vyl e EIVE sl
k{M) \ j a(w) z"aw i‘; . ‘Z‘a eli mc.qj;c EHL.+1.1
on <

Reioo . $1P

I “x(’ . ~ 'f,
(45) ‘!(b(W)ZWdW}<K 12 l,?‘]]b)g t"v'd}u + iv|

wacmln a@msp. b het recle decl varf?o( rosp /3 voorstclt. Uit (45) wvolgt
voor glke waardc z met m7+ £ < arg z<wenlz)./e ~L T

(84-100' .

(’46) 1im fg(w)zwdw =0,

Welke 11m10'hova, rgang zelfs gelijkmatig geldt als we bovoandicn cisocn
jz| LBe 117 et 0 als cen positicve constante < 1. Door dc linletovergan:,

b =Re {A)=% op (43) toe te passen volgt vooresrst dot de integras
,7 (z) = J z(w)z"aw

o ¢ .
voor m¥ +& < arg Z<wen|zl € ¢ L Wconvea;"“eer'u cn aldaor een ceawaardi-
g¢ en analyhlsche functic voorsitclt. Verder voiglh voor 42 zclfde wacy--
den Z

: X 40
(47) j(z) Z"r(s) - j glw)z¥aw -
< >

s de mejorering (44) is de intograsl in het rechiterlid ven (47) in
“Y’sor‘mﬂ-‘i-é <arg z{wecn cenwaardige cn analytische functic. et
arlld van (47) levert dums cen cenwaardige en analytischc voortzcet-—
van/(z) in de gehcle scotor mTi+ €<arg z < L : |

) en (44) volgt de bowering (39). q.e.d.

[E—
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van theorsnma 2. 21ij voldocn can deo voorTa arden van theorena 2.

" het rechterhalfvlok gelegen in het w! = ' +iv' - vlak, dat enmt-
t wit het rechtcrhalfvlek H in het w = u + iv - vlak door do trang-
tie

7 = 77! - 1 w—-ﬂ

woe=xw + 0 oirel v =

: \ | 3y~ L 20 X

,;‘jwordt H aan dc liager @i jde bu;}:'rcnsd. door cen rcchte L', dic met
NS ~ — _ﬁ. - - < N s .

ositieve reéls as ¢ hock W= 5 = Onmadit (wegcns|A(F is 8 ¥em

e reele as snijdl iu ~en zeker punt) . Tegens
h=Re @i+ =, Ath,

| verder C' de in it gelegen Jordankromme, dic vpor dc¢ transforma-

(49)  n(v') = glev' 4 = glw)
is in H' ecn cenwaardig: cn analytische functic op eindiyg vele polcin
ic niet op L' of C' zijn gele.cn
‘ irt&g;raal
i d(2) = f a(w) z%dw
C

f@rgeert voor dcu vaarucn z # 0 metlgzglvoldoende klcin en stelt aldaar

; analytische functic woor. Uit de voorwazrden van thcorema 2 volgt,
dat deze functie kan vorden voortgezet tet een ecawaardipe ~n analytische
functie J(z) in de sectorjarg zl£ m7. Door tocpassing van thewdreue 5

en I“‘alytische functie in het g bicd|arg }751/7. Sancnvaticnd, vlnden
W at de inte. raulj(z) kan worden voortsczet tot cen voeuor elke waerde
z=jz]e gl 8rg z (met{z]# 0) conwaardige en anelytische functie (eigenlijk
meten we spreken van cen ecnwaardigeen analytische functie op het Rie-
: m oppervlek van ln z). “"egens de transformcetie (48) volut dat elk

integralen

by w' oo n (j-Drw
f glav' +8)z" dw'  en f s:.nrw' glxw' +p)dv'

L3C66n gehsl gotal), welke convcrgeer’b voor dc waarden z ¢ U met
’ﬁm:nde klein, kan worden voortsezet tot een voor elke wacrde z

5oare 2 (met z # 0) econwa.rdige en analytische functic.

‘,‘Otm hebben we wegens (10) voor elke wacrde
x +re1\f’ x'+ elf -6) (x' en r' redel) in met



doend grote absolute waarde

ln(x' + r'e)] =lalel®(x'+ r'et i} -0), ) = s@ci¥x'+ 1ora)<
< Kk eXP%lﬂfO‘XEOSOﬂ’?},H m:’i,xo'sn,nﬁ + 0 +/32.§

‘h(x'i— rlei\}’)l< 7 o l;lTIX’I'l" m‘mr'lsinY’
!

. b, mpe
, cose@
-e passen nu theorema & toe voor het geval dat de in de formulering van
theoremu 4 voorkomende ver amellnbmcn roothoden L,L C,¥ &(w), K,1 en

en waarbij

11,=0(1 cosd + m|sindl ) en m, =

}

1wr,)orss‘l;eli; enofeen porsitief getal< (k - m );;cosy voorstelt (dvs #<
<1: cos

- m)j). Lan de hand van de gemasktc opmerkingen controllecert
men nu gemekkelijk, dat asn alle voorwaarden van theoreme 4 is voldaan.
Zij Q} het gebied zederiniecrd door

](cosyf)lo [2) - (.sin\f) arg z]\{ (k - m)7 siny-0o%.
yf\“’egensy-— T -penz =02 is deze ongelijkheid aequivalent met

€1) [ arg 2% [ & (11539-?—‘2 -m)T =~ E.
@ de berering van Lhe;o"«* cna 4 volgt nu voorecerst dat de door analyti~
sche func'ble (3(2), die voor de wacrdcn z ulté:’} met | zlvoldoende Ilein
Word‘t c.eflnleero. door de chh’creeko

v-.—.——-

3(7;) }: abn ) = ) h(n)z®

n=0 =0 .
fk&n word.n Booritgezet Lot ecen in het hele gebied ecnwaardige en ane 137—
ﬁf'tlsche fonetic. Daar %(z) rcgulicr is voor z = 0, eun decr tenslotte het
na‘tw“ll;:} gebal k W:Lllekeurl groot kan worden gelozen, volgt dat G(z)

,,,,,

;.leke‘waarde z in OJ/

; T+ ‘ . VS SR '
%_( )= - 2 glxn +{3)zn + f S”sliélfwf i g(mw’-ﬁa)zwdw'
W< 00 ¢ - '

/-*f-CJ(tzi

het plus~ of minteken al nasr belang w'een punt van H'is bomn ol

en ¢! ) vltgestrekt over de in B eleg,en polen van de funetic
)« Door 'toepaasz.ng van‘ trc.nsformatle (48) volgt datg juist de
enis heeft geno nd in ‘»g,formulering van theorcma !,
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: » ! A
Jzt =)(z7 ) | = exp(-6ginP arg z%)

e Ay ‘
en A= : —6—55@ volyt voor de waarden z uit het door (51) gedefi-

:erd,e gebied (g

o’(:z;Z = Olias iR Ay,

e beschouwen m. de in ket rechterlid van (52) optredende integraal

. ,;%gvoos@

H

IRy I \'T' ¢ t
. J (Z) = j Pt A ..(.-( ’.P..'...!J...(v.f'. g(,xW‘ +,3) ZWdW’
' U

aar k een even natuurLiil getal is hebben we

K=2
sin (k=i)Tw'_ R ‘
sinjw! S 2T LW
Z e,
A = ~k+2
2
en dus volgt uit (54)
.«: 2
= - I.S.:._.
2

7(2) gw'+p) (z e 731 "an'
Cl

P%sen we transformatie (48) toe, dan volgt
/3 W
(56) ]P(z) f g(w)z/l aw

waarin /, (z e 771) Zij J(z} de op het Riemannoppervlek van dn z eerw-
waardige en analytische functie, die voor|z|voldoende klein wordt gede-

f’inié'erd door de integraal

‘*"(‘57) j(z)- f g(w)z"aw

"»VOlgt it (55) e}r{x (56)

Jm é*a'Z Z* Jtz,).

befstuderen nu cle 1n’cegraal](z). Zij 7 een willekeurig pogitief
“2“(51-m)?i' en zij w een positief getal 7m77+)7 . Door “nepasging van
ma 5 volgt van het gebied m;r-t-)} <larg z]gw dat




3 (2)
(59) Sfég) = X 2z (:( T lg) + O(\zgh ﬂl)
waarin p (z) juist fe betekenis heeft, senoemd n de formulering van
theorema 2. Te Pcaceoivsen vervoloens de waarden z met |

(60) farg zl< ni4d = (2-m)7 o
met ¥ = 2(1-m)77 --» 2ls cen positief geval. ) ‘
4ls ve in de formulering van theorema 4 de grootheden V¥, k enéf in volg~‘
orde vervangsen door %fg 2 eﬂg' Gan is aan alle voorwacrden van theoreme
4 voldaan. Uit de Lcwering van theorema 4 volgt veor het door (6C).
gpedefinieerde gebied M,
61) J(z) F(z> o 2@y + 0 (g ®
waarin F(z) en C #3de in ‘de Lormulerlng van theoremn 2 _eunocwde behie-
krenis hebben,

Opmerkende dat voor dz waarden z uit het door (51) gedefinieerde
pebied ’g geldt

i \
U L Vi
|24l = l(z ¢ ~"&| =|2%| exp(er r—s}g.n-& = 0\ z7))
volgt uwit (52), (53, (54), (58), (59) en (61) de Dewering (14) van
theorema 2 voor de waarden z uit het door (51) gedeiinieerde gebiedé? .
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