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Berekening van de coefficienten van de
asymptotische ontwikkeling vaen de functie
o0 n
ZE z
R(Z)z .

e ,ﬁ’ T"(dm +P;,)

Inleiding.
Het doel van dit rapport is de asymptotische ontwik%eling van d=
gehele functie

0,00 Q ()= Jn 2" fo> 0
T Tlom +p) . Re(w;)> 0 (1=1, . oo ,m)

af te leiden en wel speciaal de coefficienten dezer ontwikkeling.
Daartoe begin ik met de functie

(0,1) \4}/(3)= Za'ﬁ(ai_:%w He(o(,)> 0

asymptotisch voor te stellen met behulp van de residuenrekening en
probeer dan hetzelfde te doen met de functie

il n

(0,2) X (2)= §r(u1n+pl?7"(w2n+p2) Re(e;)> 0

hetwelk lukt, dank 2zij het door Wright gepubliceerde artikel "The
asymptotic expansion of the generalized Besselfunction", Proceedings
of the London Mathematical Society, Ser 2, 38 (257-270).

De coefficienten zijn te berekenen, zelfs is dit in principe nog
mogelijk voor de functiefl(z), maar practisch is het ondoenlijk.

Het bezwaar dezer methode is dat zij niet symmetrisch is in de
0%fs of de pifs, terwijl het duidelijk is dat dit met de coeffi~
cienten wel het geval moet zijn. De symmetrische weg geef ik dan
tenslotte aan; deze bestaat uit toepassing van de belzeunce ontwikke-
ling van Stirling voorTﬂ(x), {x| wvoldoende groot en het korte tijd
geleden verschenen rapport van J.H.B. Kemperman "Asyrptotische ont-
wikkeling van gehele functies, die door machtreeksen gedefiniecerd
zijn". De stellingen uit dit rapport meken het mogeliil, aangeszien
zij functies van aanmerkelijk hogere orde toelaten da: (e oorspron~
kelijke van W.B.Ford afkomstige stellingen (zie "The ..symptotic
Developments of Functions defined by MacLaurin-series).,



1. De functieWV(z).

Stelling 1. Voor waarden van z met {z[ groot genoeg is de gehele
functieV (z) gelijk aan

' 2, 1- N -n
(1,1) X & e kg §W+g(z)

waarbi]
1° z = (ze )1
f(f,l“ 2® de sommatie Z slechts genomen wordt over die gechele waarden
van k waarvoor larg Z,} < 7T
en 3° };(z) een functie is welke gelijk is 0(2"“) .

(zie BE.M. Wright, 1940. The asymptotic expansion of integral
functions defined by Taylor series, Phil,Trans.Royal Society, Iondon
A 238 (423-451).

1}

Bewijs: In het volgende stel ik o(y =c~(i+io€1 en is C een contour,
beginnend en eindigend in -< , het nulpunt positief omlopend. Verder
is de negatieve reeéle as een snede,

Gebruikmakend van de integraalvoorstelling

(1,3) f%;)- = 'é?l?'i i e’ v au ,
gaat\}/(z) over in

(1,4). VY (z)= L_r 2z [ e TP gy,

2wi =

Men mag in (1,4) sommatie en integratie verwisselen, indien voldaan
is aan

ﬂ - »
jzl< 6 ju™l = By e % argu (0<6 < 1)
voor elk punt u op C. Vervorm nu C zodanig dat de cirkel

laf = [6 )2l ]

o,
geheel binnen C ligt en men vindt
| -By+y
(1,5) (2)= 5 / e B gu
’ Y oni A S

De integrand is analytisch met uitzondering van u=0 w1 de puntexn u
waarvoor geldt ¥ = z. Deze laatste liggen allen bianen ;. lfangezien
de negstief regle as een snede is, komen slechts di= nclen in aan-
merking, wearbi}]
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1l
(1,6) ]arg (zs&' ek"f )ls ™ %k geheel
of
(1,7 Tﬁ? |« (arg z + k 27 )= « log }z{{sn—
{

Trek ik nu C op de negatief reéle as mmen, dan gaan de spiralen in
het z-vlak:

(1,8) o arg z - of,"'llog z{-:: Titj-a'x 27

en

z & geheel
(1,9) ojarg z - o |log z|= - W{e |-k 27 {

een bijzondere rol spelen. Beperk z tot een spiraalvormig gebied I,
ingesloten door een lijn van het type (10) en een van het type {113,
gekenmerkt resp. door k en k', zodanig dat er gecn andeve spiralen
in het binnengebied bevat zijn. De rand wordt meegorckend. Ligt =z
precies op de rand, dan breng ik de snede iets om &e pool op de
negatief bestaanbare as heen, en wel, indieng ligt op een spiraal
van het type (10) er onder langs, anders er boven.

Na deze voorbereidingen trek ik C samen op een nieuwe weg D lopend
op infinitesimale afstand van de snede en vind:

) Ty 1P Rty
5 kg A, 1

Verder gebruikend:

N (n-1)a N
1 ¥ u 1 41 3

&
-z ' 2 oy Ze

gaat de integraal in (1,10) over in

-n -N
(1,11) - . - 3~ [ et B u
EZ; F(pl dln) omi > )

t unwoo~-

De stelling is dus bewezen, zodra aangetoond is, dat voor z €8
en lz|—~d de integraal in (1,11) gelijkmatig tot nul unudert.
Ik voer daartoe in

1 ’ #
{1,12) Arg z = TR [o{, arg z - o, log iz{}
en het gebiedSkan dan aangegeven worden als volgt

& »
ol
S xom < Argz €0 T-Shxr oour,
iof,}

(1113) "'ﬂ:" ‘dtP'
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Verder geldt voor alle wasrden welke voldoen aan u = z*‘
y, o
{(1,14) arg z '= Arg z - ToF 2Tm (m gecheel)
]
x o
Zij tevens een £ gekozen: 0 <& £ Min(z ,—’—&’-‘; T,
4

Dan kan ik voor elke waarde van Arg z uit S de weg D omvormen tot
D', lopende als aangegeven in de figuur
op het Riemannse opvervlak van de integrand, \:gixlfo -
zodanig dat D' asymptotisch raakt a~n 2 1lij- /2?7“\~J
nen, wier hoeken met de negatief bestaanbare d
as q% en ?& voldoen aan de betrekkingen

|9:{<

|@i- Arg 2 + T;ﬁ'}; znm} >E

of,
Wegens Arg u '= arg u, correspondeert nu met arg u = const cen

spiraal Arg u®

-

i=1,2.

=const. De voerstralen, welke overgaan in ceon zelfde

’

spiraal hebben dus een argument gelijk aan arg u + 35% 2 m met m
4

geheel. Voor u op D' en Arg z constant liggen u"’
met een verschil in Arg » & of voor |z{> R geldt, dat }u“'u z)> R!
met R' en R positief, zodanig, dat R' onbegrensd aangroeit met R.

Dus voor z€ S nadert de integraal in (1,11) gelijkmatig tot nul en

is de stelling bewezen.

en z on sSpirclen

Opmerking: Deze ontwikkeling is een speciaal geval van theorema 1
van Kemperman.
/
Kies nl. g(w)=———
T’(W+§,)
dan is

F(z)= Z‘ g(n)z® = &% zl_[&'L - 0{\2’ h§ |

n>
Voor Re @x1)>.0 en een p geheel » O is er een s zodenig dat voor
lere z¥4f<7’ T de functie

e n
Z

oy
_ n _ Cin i
G(z)..Zi gln)z Z? T'F¥1n+p1 gelijk is aan

©

¢ _ i
%i F(Zk)- Z';‘ gl-otm)z™ ™ 4 O{lz%“f“} )

waarin j = [-—a_—g%—gg] .

Ik krijg dus weer de ontwikkeling (1,1).



. De_functie X (z).

Met behulp van de zadelpuntsmethode bewees Wright in zijn in de
inleiding vermelde publicatie:
Voor A>0 kan

n

(21 6lype)= Zr(ml TOnaa - ?ﬂjc’ff“ exp(ur <) du

u

asymptotisch voorgesteld worden door

’ Z - 1 N — p =T
(2,2) Z_'_ﬂ_e n Zm}H’a {E Ck()\,/t)z,mk-i-g(—-—:—%gi + T .

| 2l
. 1
wazrin 2 = ( oz e 2™y 5
q-."' kk 9

’
en de sommatie Z’—: geschiedt over alle gehele m, welke voldoecn aan
de eis \arg z, \ < Tr/ .
De coefficienten Ck(A ,/J_) zijn als volgt te berekenen: Zij dk de

2
coefficient van v in de ontwikkeling naar oplklimmende machten van
van de functie

(2,3) [Qe) 1 i
e (- v)ﬂ{lne w0321 O3) e

dan is

_ (..1) A+Lp-trk
Nu is het mogelijk het volgende san te tonen:

Theorema: De gehele func-bieX(z) is voor waardenvan 5 met |z| vol=
doende groot te schrijven als

5% N~/

(2,5 5 E ofn g ’5' {Z Cy z;lkﬂuO’(z_;‘ﬂN)f-

a

o z -N
- Z,r(ﬁl"“ln)r(FQ'dZn) +0(= | )

waarin

o, +0f, —

7 = (oL, + ) , o2mmi X+

m of ¥ o ’
2
(2,6) ‘ o6+
s ( 2 [ _) ( 0(2)

C = c l - ) en 'Z_- = - \!' O( °

k a—' ’ F 2 P O(‘L Q(g 2
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Bewijs: Evenals in de vorige paragraaf kan ik schrijvens

L4 n
7 1 —-0(; N3,
(2,7) X (z)= gr(“lrﬁpp T j:_eu u X & du =

1 u =B z
5T l'e u '\‘[f(u%) du
Z/ok

oo
1 omdat —=2~ begrensd i c, a o
en wel omda u°(’~ egrensd is op C, dus Zmlnﬁeﬂ gelijkmatig

1}

convergent en verwisseling van integratie en sommatie geoorloofd is.,
De asymptotische ontwikkeling van W}f (%) is bekend:

] 1-8, N -
(2,0 V-t X Hog T o B0,

pyp-oqn
met

%k-‘: ( 5/92 ﬂkl) A{'

2ij voorlopig o, > 0, &> 0 end,<%, (Dit laatste is geen beperking).
Eies 3 positieve getallen &, ,&, en 653 , zodanig, dat

(2.9) oy £, < (&G + Y&, )
’ o & 4 NE +( N+ YEL < TT (e, =) .

Nu verbuig ik de contour C zodanig, dat hij asymptotisch raakt aan

twee lijnen, waarvan de een een hoek I + &, en de ander een hoek

-(E + & ) met de positief reele as ma:;kt. Verder is op C asn
larg ufx & + ¢, voldaan,

(2,8) blljf't gelden als gesommeerd wordt over de gehele wamsrden
van k welke voldoen aan

(2,10) [arg’sz}<% T - &,

Ik beweer, dat bij substitutie van (2,8) in (2,7) de sommatie
uitgestrekt mag worden over alle gehele waarden van k, welke voldoen
aan

‘ arg z +2 Tk T

Want zoals hieronder aangetoond zal worden, volgt uit (2,11)
(2, 10) en voor 8 >0 en \argfé/k{ Z +§ is voldaan san (2,11), zodat

het asymptonsch gedrag van €,8) bij substitutie in (2,7) niet ge-
stoord zal worden.



z
Voor % =5 geldt:
0(34{\'2

|are ,}ki: { arg 502271“1{ { _ l argz—dxaé:fm_jQ?Ek

T
£ (-2~ +&3)+

]
d -
2 (X - L T o+ 3
= (5 +&,)= «1[ ) +245) 5+ e 00+ 2)€‘3]<~ 5T -8
volgens (2,9).

Is nu g >0 en }arg '}k;é %U-t-gdan schrijf ik,

X
o+,

} arg z +21k
O+ 4y

X 1 o T T 1 n
< ! - R = = ¢,
= o(,+,og[2 *g"o(, (2“"5‘2)] =7v (o +o+ e, )

T
£ 3 +&,,
vooropgezet, dat ik & zo kan kiezen, dat

A8 wol B, < g %) Eg

hetwelk in verband met (2,9) mogelijk moet zijn.

Stel nu
' N .
- -, === (1-R,) 2mkiy 1y
(2,12) Hy = -é?%&—'- (z ezmﬂ) e 'C[ u & P exp§u+ %T—L—}du
C '
en
(2,13) R =-—LJ e u™ % of 5! ya
! 2ni v %5/ Y
s u
dan vindt men door middel van (2,7) en (2,8):

N~

(2,10) [ (2= X B -2

Z_’
1 Tq(P l"o( ln )r( /3 2""3(2!1)

n

+ R

/
waarbij de sommatie X‘_ slechts genomen dient te werden over dis
gehele waarde van k waarvoor voldaan is aan

g argz+2 n'kl ™
(2'15) ‘ 0(,+O(1 é 2 +&30
Het is direct duidelijk dat de restterm R hoogstens van de orde
~N
z  1is. .

Om het asymptotische gedrag van (2,12) te bepalen, gebruik ik hew
boven aangehaalde (2,2).
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Hierbij wordt gesommeerd overdie gehelc waarden van m, waarvoor
3e grootheid

o

2
. '/d . 0(,+d
[T (Z 32711{1) t eQTtml] %

sen argument in absolute waarde < TZheeft. Dit argument is gelijk
aan

« 4
&, [argz+27rk + 2TL’m] _ argz+2 Tk + 27rm /

dl . '
Wegens (2,15) en T > % komt alleen n = O in aarmerking.

!
Volgens Wright is dus
27'6'1{1)%(} )

N o o
(2,16) H, = -i‘-; (z egm{l)“’ G(a*jw(:} o+ —f(l—{ﬁl),(z e
7

8 :'};""PL"ZCE(]-“ ) ing
= B]T-'.(Z 827"1{1)_«7' {exp Zk} Zl:: &, [B/ {%\ cq\z% +@/(Z‘§z)} ,

vaarin gesteld is

/
(2,17) Zk - {T o 827'(:1(1}0[[-?0(7.,
(2,16) is gemakkelijk om te werken tot:

-1 3 N~/ '

; 7 2_n
_ o, k Z ) 2 -1l -1
Hy = —3 e " 2y [3 (3 {E n 2y "'O/(Zlc

! 7)

De coefficienten ¢, worden gevonden door in (2,3) en (2,4)

=— = + —= - .
)\ 2 en/,L Pl =, (1 p,) te nemen

Hiermede is het theorema bewezen voor oy en &%, o reeel groter dan
nul. Merken wij op, dat de coefficienten ¢ analytische functies
zijn voor alle o{L-waarden, waarvoar geldt Re(e; ;> 0, dan kunnen we

jus de coefficienten ok()\, ) analytisch voortzetten, zodanig dat de
Formules blijven gelden voor Re(w;)> O,

Inige opmerkingen.
Schrijf ik de ontwikkeling (2,5) in de volgende vorm

oo N—/
7 2-p3-B-K - -n .
G XmEa e m gy PR TR (g * 42

lan vind ik s s
P+ By i.p, %-
(3,2) ay = .\;_'_2...}1?_. (d1+°(2) 1 e o FO(2 FJ. ’
o 12[011;52—0(2jsl+«2][d1[32-o(2(31-o<3] + (ol 200 ) (o4 # 25, ))
1=~ .
o4 Vor 2t ool
Z)P P’* 0(' F‘( F’z

o4

(x 1+<>l
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welke coefficienten symmetrisch zijun ino, en o, @ en F’“'

Hierbij kan opgemerkt worden dat men gemakkelijk kan laten zien
dat de .a, voor Q= X, = ‘3, = , {3,; L+ 1 de coefficicnten worden van
de bekende asymptotische o*’rtw:LL‘{cllng; van 37,‘(2 Va).! F‘t/‘/

Men ziet echter dat de functie, waaruit zij gevormd worden, in
het geheel niet symmetrisch is. Vel is wagr is men in staat uit (2,5}
numeriek meer ontwikkelingscoefficienten te berekenen, manr een groot
nadeel is, dat om tot de asyrptotische ontwikkeling van fl(z) te
komen, mem (m-1) maal een proces moet uitvoeren als in §2 gedaan is
en krijgt men (m~2) producten te maken van recksen om dc coefficien-
ten te bepalen.

Dit is al gauw onhandelbaar. Daarom volg ik in ho% volgende hoofd-
gtuk een weg mogelijk gemaakt door theorema 4 van het in de inlei- -
ding aangehaalde artikel van Kemperman,

De functie L) (z).
Ten einde de functie(2(z) te ontwikkelen, stel ik in theorcma 4

@
Yoz

C een rechte, beginnende in het punt (-F;-N) (N een natuurlijk getal)
en een hoek -arg makend met de positief bestaanbare as en

= 1
gt f»i‘T'(ozim{si)

Uit het theorema volgt nu als k ecn even natuurlijk getal is:

= n . .
4,1 A _ j51n§k—l;n’w g(w)zaw —
(4,1) Zj y Since
N
-~
'™ 2 ) +O/(Z~N) .
Z’; ATyt
Behandel nu
(4,2) I(z)= f sigg;;%)zrw g(w)zw dw
met behulp van %:& ‘
in(k-1)vw _ O 3w
(4,3) Slrslinm - ¥=
A l Z o "
(4,4) = A"y )h Gluss) .. 5y
/}%T’("(iw +Fi) \ { — 1 izonfp+-1?1_)— ﬁocw-&‘ﬁ



waarinlg (w,s)l <k,k constante > 0. ("ie voor het laatste bijv.
K.Hughes).
Dus: ker

S
. '(;“ A “J‘g
(4,5) I(Z):‘Lii 4:5}1 cy !L%XWLP dw + R (z)y ,
2
waarin
23771 w
(4,6) R (2)= f’mm
Stel ik nu verder
(4,7) W +p+ h =
L W
(4,8) (z A e23™3y _ Zs
dan vind ik
' R=h
2imiw z“’ B 7.
zhe - W = 8 J ‘fgl-—p'—h
+h :] ¥
- wep=g-1 | j =S
en RS(Z)— /N T(W? 8( o v s)dw‘:gk e ZJ P .
Er is dus bewezen: N

S -
(4,9 £ (2)= Z-{Z?’. ey, © 3 Zl"f3 -h R (z)g - Z %szpn o.n) +
o (= &n

+O/(3“N) .

g
(4,10) waarbij Ry (2)= O (e 3 ZSS"P) ,

en deE' slechts over die waarden van j genomen dient te worden,
waarvoor {arg Zj i( .

Rest nu nog de coefficienten ¢, en de A X en[ytc benalen:

Neem aan beide zijden van het gellgk‘teken in (4 4) de logsrithme
en cntwikkel wolgens Stirling. De termen van de orde w -3 nog I
nemende, vind ik

& .
(4,11) *(g o) w log w - w{log('é%o(:li ).-i dt} —.'27'; (F'”_ O los

. > : 6/5.(/5.-1%1 !
-{,% log 2m+ 1og'f‘f “LP L} - %iﬁ ‘ 112;(~ }

2(2B,-3)+ 1 3045 (3y-")+3085-1 |
+f§{/§i Pi FS:L fgl}__;ﬁ{i /313\)(}@3 P G

{,
2 [
1 12«:?:(i J

A A



< 11
= -of W lOog W - w{e&logoc«— log A —d} ~ log W[(é—l- %§

c
—{—’* log 27~ log c, +(p-i\logd}- 9‘-{ @»]%'i)il + ——-%3/(99-»-}

N _%{ B2(28-3)+p _ BCljes 1/0 L S2/° }
w 120(2 oLe 20( 0(2
3 > 3 2 o sk cl/c"—- e 2_ ci/cfi
_ _;_{ 30p° (3-2)+30p°-1 _ 2P~ Ca/qr3P 1/ c=3e18y /e, 0
w 360 o2 3@(3 o i
C3/0o
Bl

De resultaten van gelijkstelling van de coefficienten van gelijke‘
orde links en rechts zijn achtereenvolgens

(4,12) oA = ﬁi’ Q(i,
"
of

M
B A
o3~ AN
(4'15) ‘e = o((j ‘fc dé&[s o

o (Viw )/L-s

(4,16) °1 6plp-1)+1 -1+ di 6Fi(F’i”l)+l

il

(4,14) (8

C, 120y '
e ,fZLT— P1 $(2p,- 3)+F,l (52(2@ syep C1 o5
(4,17) "5-' = d v - r ; - “‘L“é +P“"“‘ + ""?
o 120{ "%  2cf
c 2 -2)+30
(4,18) 'Ez‘ 3602 + O ~l d‘si ""‘"‘"EW -
o 5600( {5
2 é ©1%2
- i * - ) - .J..
c c
0 G
Analytisch wvalt nog‘ op te merken dat men voor £ = 2 met behulyp

van (4,15) en (4,16) weer de waarden (3,2) terugkrijg®h.
Numeriek zijn nu de eerste vier coefficienten gemakkelijk to
berekenen. Heeft men meer nodig, dan behoeft men slechts van ce
reeksontwikkelingen meer termen mede te nemen om een relatie e
krijgen, waarbij de h°® coefficient uitgedrukt wordt in de (h-L)
voorafgaande en de bekende coefficienten&i,(s {s O ong

-

<
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