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In de gewone meetkunde van de ruimte treden begrippen opals punt, 
rechte, vlak, lengte, hoek, congruentie, enz. Dn we bes-tuderen eigen­
schappen daarvan en betrekkingen daartussen. Sommige eigenschappen en 
betrekkingen in een vlakke figuur blijven geldig bij projectie, b .. v. 
vanui t een vast punt O bui ten het vlak ~ van de :figuur, op ee:q m1.der 
v.lalf.Voor andere is dit niet he'"'c geval. Dat deel 11u van -;e meetkunde, 

"Paarin de bij projectie invariante eigenschappen word en behandeld, heet 

p1-:o_j__e_cj;_gve meetkunde. Zo is de ei0enschap van een punt, op een bepaalde 
lijn te liggen, invariant. De eigenschap van een punt, het midden van 
een zeker lijnstuk te zijn, blijft in het algemeen niet behouden; al­

gemener is voor drie punten a,b,c de uitd:..~ulcl;:ing afst.(a,b) :afst.(a,c) 

niet invariant. Daa:..-entegen is er, zoals ~'!e veel later zullen zien, in 

het gevnl van vier punton a,b,c,d op .:;e:n rechte eon uitdrukking in 'Ile 
ff onderlin6e afstanden dier punten, die inva-

\ 
\ 

rian-t is, en 

~~J~,,.:...u. 
axst.ra,cl; . 

wel is: 
_§fst.(b,o\_ 
~fst.(b,FT-

.afst. b 1 Q_'-1 
• a -St• I J cPl- • 

afst. a 1 c 1 

af st. at td' 
. . 

Congruentie van twee d:richoeke.n gaat in het 
A algemeen verloJJen, maar de eigenschap van een 

/i,. / figuur ocn kegelsnede te zijn, blijft behouden, 

7 ·---:x----.......,.0------- zoals z.al blijken. 1r.--~rl;; ~'r' BeschouPen we eens die centi-a1e· projectie; 
~ in _de tekening zijn gemakshalve voor o( en (h 

een vertieaal en een horizo.ntaal vlak geno-
men, en verder O vbbr '0( en boven ~ ., }\.an een 
punt p van~ wordt op eenduidigo wijzo con 

punt p' van/) toegevoegd. :811 omgekeerd is er 
bij esn punt pt van /) een punt p van Cl( , vraar he-t de projectie van is .. 

V 
Maar er zijn uitzo11.dcringapu:ntcn: voor ecn zolcere recht0 S in o( lope 
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de projecterende lijnen evenwijdi.,B aan ~, zoda.t die rechte geen pro-
jectie heeft; om ee11 de:r.6elijke nxl~n t:roodt .:en m:::~ro·.:rechte T in ('; niet ala 
projectie op (;;;a dit alles na). De rrojecti~ vanuit O geeft dus wel, 
in het algemeen gesproken, ee:n omkeerbaar eenduidige toevoeging tussen 
de ;n .. mta1 van o( en de punten van p , maar tooh ma.nkeert er iets aan. 

Voor de behoeften van de projectieve L1eetkunde is het ge~enst deze 
schoonheidsfout uei;; te <i1,erken. Di t tan door de nu volgende :i.nvoering 
v.:-,n elementen in het oneindige .. ~venwijdige rechten hebben dezelfde 
rich-tin&, even,:-:,ijdige vJ.al.:1-,:en dezelfde stelling. ~7e beschom:en nu de 

• richti11t va::. een rechte P als een nieuw i:unt, zeg p, van die rechte en 
de stelliu,:s van ce::-, vlak o{ als es;.1 nieuwe rechte, zeg A, in dat vlak. 
j)e nieu.,...,e punte11 en rechtun no0men we 1,unten en rechten in het 011eindi­
ge. :U:ve;,1•".'tjclige rechten ga~n dan tloor hetzelfde punt in het 011eindige, 
evenr.ijdiG.C vlal.:ken door dG;:.;elfde r.achte in het oneindige. Is l? even­

wijdig ctan of bevat in q, clan zo.::,gen •10 dat p op A ligt. Van alle pun­
ten in h3t oneindice zullen ~e zeggen dat ze tezar.1en hot oneindig verre 

vlal:: vor.mE"..:n, dat ook alle recht~n in het oneindige bevat. 
~7'e i:...a~n·uil:6n t.a.v. punten, 1..--echten en vlakken de ene, uniforme 

t€rm i-J.lgj..dent zijn (met) voor: li:..,[;,Cl.l op, li6ge.n in, bevat zij11 in, 

a,aan door. Dan l{unnen "C op de vol60i1de manier zes stelling0n formule­
ren, dj_e i11 de met oneindig verro elementen a(..<.11gevulde ruimte zonder 
ui tzonde·~ing geldig zijn: 

1) TwcG verschillende punten zijn incident met een rechte 

2) :.:.:en 11unt en esn r~chte, die nict incident zijn, bezittcr.1. een ver-
bindingsvlak 

3) T\'\18G snijdende rechten lig[;ell in een vlak 

4) Twcio verschillende in een vlak geloge.p. rechten anijden eJJraar 

5) J~Gn r~chte en een vlak, die niet incident zijn, hebben een anij­
punt 

6) :11~120 vcrschillende vlakkeu hebbcn een snijlijn. 
Ik ge;:;f het be;~:ijs van 1) en 2); de rest doe men zclf~. 

Be"'iTij ,~ va1'! 1). Voor eindige puntcn a en b is er niots te bowijzen. 

Is a <')ind.i;~ en. b 011eindig, c1an is ur can cin:ligc :i:·cc:i:1to B 1 wao.rvan b 

hct oncindiG verro punt is. "illn rL: rDcht(? door a 0ve:c~:ri.jdig &all B voldoet 
aan de v~2a2.g. Is zonel a. als b oneindig, clan zijn er t'l")'GC r0chtcn A 0n 

B door e resp. b, die eindig zijn en v<.:.rschillcnde rich.ting hebben (om­
c1.at a el':i "'.J verschillend zijn). Hc.:..im nu eou vlal::, ov-.:nwijuig am:- ~ .. en Bt 
on d..::0 • .:.trvan de rcchte in • t oneindiJ;e. Die rcchto is cenduidir; bcpuald. 

Dev-,ijs van 2). Zij a hot p1.,nt, B de r ... chtc. HGt g~val va1l eindige: 
a en Bis duidelijk. Is a oncindig cu B cindig, dan is er een roohte 
A di0 cj_ndig is en door a gaat; en 6.oze rechtc is nict evenvrijdig.aan 1; 

B, war!t anders zou a op B li~en. i>us is ar een uGnduj_dig bepaald vlak. 

door B ovenvlijdig aan A1 en dat vlak volduet. aan de vraag. Is a e;indi.ir 
~n B. oueindig, _dan is erci!U ";indig vlak (,:,. ~ we~'l"'Van B de rech·l-::o ;,.. ·· 
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oneindigc is; hot vlak door a cvcn~ijdig aan {1moctcn we hegbon. Voor 
a en B oneindig krijgen we hat oneindi&, vorr;J vlak. 

Om nu op onze ccntralo projcctic torug te ~:omen, we zien cl.at die een 
ondub belzinnig omkccrbarc tocvoeging gecft tusscn d:.:; punt on van c;( en 
die van f; • ~Jr val t nog ms.:..r 01, ta mcrkon. 7o noomon cio v0rzai..1.eling run­
ten op 0en roch.!cc .Jon puntunr~, \?n do V,;;.rzamoling rcchten, die in e-~n 
vlal':: li0gen en door con punt gaan, -.)en stralenwaai.::ir. Du centrale pro­
jectie vam,i.it O voort oen rochte in o< over in cen rcchtc in /J , en omge­
keord. Juist doordat r 10 nu ov0r oncindig verrc clcmcnten ''cschikkan, 
ga.-.t o::;n purrtcnrecks over in oen puntcmreeks en omg.cJ:;:oc::rd; in • t alge­
mean zal een eindig l)Unt van de cne puntcnrc0ks corres:iondc.;:·i:ln met hot 
onaindig vc~re punt van de andorc puut0nr~cks. ~venzo is er eon omkcer­
baar ecnduidig vorband tusscn de stralE:nwaaiers in 0( en die ill (3 • :Sven­
tueel is de z.g. d:ragor vun de cne pu:c.tcnr0eks, of de to1. van de ene 
stralenna,:,ier 0011 olement in 't onoindigc. 

Voorlo1;ig zullen we ons alle~n m.et vlakke moE-tkundo bor.i&boutlen. Het 
met onej_ndig verre elemcnten - onoindig verre punton, die op de enc, on­
eindie verre rochtc lic;gGn - aang13vulde plattc vlalc hect hr:t 12.,roj ectie­
!£ vlak. Op een oigena.:::rdigheid daarva.u cijzon v:ro nog. :Jen rechto heuft. 

\ ... ··,, 
, ... - \ 

de structuu.r van cen gesloton figuur. 
Hen kan di t b. v. inzien door do pun­
tcnrecks op Ate projoctcren op oan 
cirkel vanuit eon punt n op de cirkel-7,.,!.:f/t;Q 

i ·, : \ omtrck, zeals in de tekc11ing aangege-, ' 
' \ i /' i von: rechte A horizontaal, n = hoog-
~ r' I stc punt. Hat elk punt van de rochtc 

~,'l- .,· correspondeert in een :punt van de cir-
A ..... ____ ~ __ ./"\l . kGlomtrek on om3,:-;.!.:eerd; hot oneindig 

f --~-.....,.:;;:.--.:...""-----~-,.vorre punt vein A vindt zijn bc-.:.ld in 

· n. -:B:i:i dcze .. af1::>colding blijft de af­

st,.~nd van twee :i:mr1ten niot hctzelfde; 
maar de opecnvol::~ing van de puntcn 

oi-:i A wordt niGt v0:rstoord. :Gn di t 
lacts+,-.; ·r:il ~.;;ggon dat de rechte, -rrat do ontlo::.:li1160 1·m15schikking ve.n 
ho.ar j}l:.:'iten botreft, to vcrgclijLen is met 00n cirkolomtroki d. i. eon 
f,Cslot01! figuur. Dit goldt nict voor do rocht0zo.nd .. r oncindj_c; vor :>t1.nt, 
omde.t d.;.n hot :punt n nict als bccld optroodt en de nfboelding dus niut 
go slot :;:n j_s. 

Lla t3lot van deze inlciding bowijzcn we do volgc11cic, van .Jcs.:i.rgucs 
aflrnm,::rtigo, stelling met hot hulpmiddol va.11 de ccmtralo projectic, 
Stcllillfl. 3ijn gogavcn twee dricho..::!tcn a b c on a' b· 0 1 s en gaan de· 
rochton a_ a', b b 1 , o 0 1 door een punt, dan liggen do snijpunten van 



overcc,;nli::or.i1sti.:;e zijdcn dicr bcido tl~.•icho0kcn op con rechto. 

,1°.1~0~ijs. ~e vo0ron ~en ccntrn.1~ r=ojcctio uit, zou~nig det t~ee 
dcr g.z.nocmclo snijp1..'..n-ii0n in hot: onoinC.ir;o kom..:.n t, : ic-i:cu. Lunnon we 

P bowijzcn cl..:t den ook h .. t , .. . ::, .. ..:. O110indig is, dan 

zijn v,o 1::lc.m:-. Nnar dit volst direct ( zio te­
koni!lb), als mon or:,mcrlct dat b.v. het paar 

rcchten a b, a 1 b' wvon•n:i.jc.ie i □ 0n ovcnzo hct 
paar b c, b· c;, dat dua do dri0 parcn lijnstuk­
kon pa, pa'; p b, p b', pc, p'c' con evenre­
dighcid vcrtonen, en dat dicnt~usovolgo oak de 

ruchtvn a c, n 1 c· ovcm'Tijdig zijn. 
2c ~bowijs. Kios in do ruimt<; ocn punt buiton het vlo.k d.o:,.· heir.lo drie­

i hool:cn c11 projoctcor vnnuit dat punt d,.:; punton p,c, 0 1 , op oc:.n r~chtc 

1 pc"" c'* door p. Huisolijk .~0z0~d: z:i.,~ de figuur n1inrtclijk. Dan zijn 

, 

do vlakk,:m .:-.. b c ~ 011 n 1 b· c 1 ~ vorschillcnd0 vlukke11, die dus een snij-

lijn b.Jz:i. tt...:n. :c>e s11ijpt111tcn van do drio pnrcn rochtcn a .b un a' b 1 ; a c"" 
an 0. 1 c·"'· ; b c* en b 1 0 1 "' li;::;gon in bcddo gcnocmdo vlakkon, dus op hun 
snijloi.j:n, d.t11.z. O;) ;.;-..;n r..;chto. :8n 1)ij i::z:r1.lgprojc.;c•;;.:.ron bli.jft dit lant­

st c 2;r..: J. c.. ,.m. 
~70 110.:;mcn t~70C d:i.--i-.:ihoi:...lrnn, wm.:.r~)ij c10 vcrb:lndingslijnen vtm ovorcc:n­

komsti.'.:;G ho0':::?mTton door een punt ga.tm: :2_unt_p0rs:ecc..!i£f. Twoe drichoc­
kcn, ,:,-ra:-.rl~i.j ilo r-mijp1..1ntcn van ovcrccnl,o.',i.Stige z:i.jc1on op een vochte 

lii::;gon, }:1...:te,n lijn:pcrs;eccticf. In Q.:::zl'..:~ t.:;::'~:~::.noloe,i.:: tu.nncm wG de stcl­

ling vc.n ·1)002.r.;ues cldus kort for;:mloron: Twee punt,orspcctie:;vo drio­
hoekon 1?;:.i.jn ocl;: lijnporspec·ticf. 

\ 
\ \ . 

Bcsohouwen TIO do bij do zojuist buwozon stcl­
ling o:ptrodcnde figuur nog ,:;:..;ns nader. We mer­
ken op, dat daarin 10 :,;untcn ~n 10 rochton voor­
l;:or:1.:in. En vrnl gaan door cl.: dicr punton 3 rech- · 

ten en liggcn op elk dicr x-;:;cl1ton 3 puntcn. DG 
ifisuur vcrtoont dus e~n ~rote symm0trie. 'nn we 

haddcn bowczcn: gam1 do dr10 rechton a a' ,b b' t 

cc' door een punt o, hct z.g. porspcctiviteits 
contrum van do boido drichockcn, dc.n liggon de 
drio punt1:m p,q,r op een r:cbto, de z.g. perspoc-

\/ I 

t ~v·~.·~~·, 0 ~r~ d•"nh 1-- :i.1.1;.J.l.i:;,.":i C.,.; •. Il.1;;.00,.cn. 

ILt J.}::ll:'.J r van. d<.:zo :figuur J;:unnc~1 r::c onmiddcllijk i11zicn, dnt ook 
b...;t om.::.,0kc...,r·d0 vnn do st0lli:r1G vm: :Oo.at1reug; aclc1t. ·-:-o hoovcn slochts 
do fi&,11ur op con andcro menicr -'t:.G 1,l:Jzcn11 • Hct rst::u,:::vcuo, cL::t de drichoe­
k0n ~- b o on. c,· bt c: puntpcrspectici:' zij.:~. to tu 1ntc:r·:)rot0ron, dnt dG 

dric J.ij11on:pnron qe,rb; q2. 1 ,rb1 ,r..e' i. 111J' drio snijpunton c 1 c' ,o heb­
b~n~ C.ic o:, con rochte gelogcn ztjn, t1o ~1 ..... ,,. dat de buidc drichool:.:on 

a q a', brb 1 lijni:,orspccticf zijn. Dn dat p,q,r op ocn rochte liggcn, 
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wil zeggen.dat de rechten ab, qr, a 1 b' door een punt gaan, d.w.z. 
dat de beide laatstgenoemde driehoeken ook puntperspectief zijn. 

'1e merken nof, op, dat de eigenochap van t·wee driehoeken punt - of 
lijnperspectief te zijn invariant is voor centrale projectie. ~e ge­
bruikte11 dit reeds in bet 18 be~•rijs. 

Opsaven. 1. Beryija de etellingen 3) t/m 6). 
2. Schrijf de 10 incidenties van een rechte met drie punten 

in de fi3uur van Desargues op. De stalling van ·Desnrgucs on ook zijn· 

ocgek0orde.spreken uit d3t uit 9 v~.deze incidenties de 10de volgt. 
3. Ga na, of de volgende stellingen ui t de gevmne meetkunde 

ook tot de projectieve meetkunde behoren: 
a) De diagonalen van een parallelogram delen elkaar n.1iddendoori 
b) Vier rechten in al{;,emene ligging (d.w.z. nie-t drie gaan 

door ~en punt) hebben zes snijpun·ten. 

II Il£...Y.9~0~"f..t'.l.J.amstc a;x:ioma 1 s en b:::r~_ripp'?]l_yan de .. proje_ctieye me~J;kunde. 
"Je v~:r.[.~eten nu v,at in de inleiding gezegd is, en gaan weer van voren 

af asL oa;;:;innen. :.·e willen n.l. e:en strenge opbot:-r1 va.11 d.e 'I'rojectieve 
meetkunde geven. Daarbij diende de inlciding allcreorst om U ecn vaag 
idee te vcrschaffen van wat projecjieve meetkunde is en om bij U een 
sevoel van vertrouwdheid aan te k~oken met de dineen die nu gaan ge­
beu1"en. 

In Qe roeetkunde bewijst men uitspraken omtrcnt figuren. Bewijzen 
is hicrbij altijd terugvoeren op andere uitspra!~er van eenvoudiger aard 
d.m.v. logische redenering. Dit is een reductie, waaraan uiter.o.ard 
er~enf_': e3n eind moot komen, wil men niet tot in 't 011eindige door blij­
ven go.an. Len neemt zekere ui tspraken als basis, en dat zijn de z. g. 
axiomQ'S, ~ie zijn dus ~ bij wijze van afspraak, en de overige uit­
a:prako:r, ·,.;;·~j:u waar krachtens hun ... logische afhank~l:i.jkheid va11 die axio­
ma' a. I\;~J:- doze wijze van 'l!'!'erken bereiken we dat onze uitspraken in een 
hech-i; e,e1::-ou-r::; ve:,.·enigs worden. ~enzelfde radical a st;.:1.ndpunt als t. a. v. 

de st::-11:Lngon d0r nieetkunde nen1en vro in t.a.v. d0 tcgrippcn, die in 
dcze stcllinsc:r. voorkomon, zeals punt, rochte, :Lig0on op enz. :..;;en aan­
tal vu:;; (ae bogrippen komt in de a.xioma's voor; c1.~'::c: zijn uitsluitend 
Gcd13:U 11i0Gcrl door het fei t de.t zc a.an de axioma' t~ i•old.oen, zeals in het 

schaaks:pol do figuren door hun bewegingsvretton, do s_pelregels) gcdefi­
niocrd zijn en de werkelijke vorm der figuren er :uL.:t too doet { een 
paard kan nog ,:;cl zonder paardekop fungcren) • .Andere begrippen ':vorden 
d.m.v. oxplioicte definitie op die eerste begrippon teruggevoerd. Die 
eorstr.::: begrippcn '11orden niet a.angcwez.}nt maar im.9:: .. i.r.iet gedefinieerd., 
d.w.z. gedefinieerd door hat feit, dat ze aan de ,:i;:::toma;s voldoen. 

Of de pm1tcn en rechten van de aansohouwelijk~ neetkunde ea~ 1c 
axiozna' s voldoen is een and ere vraa.g. Deze vraug l1oort niet thuis in de 

.. atrenge opbouw, ma.ar is wel van belang. Immera we hebben graag, dat 
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on!?.ic mc.:;tknndo niot ocn zinlodiu; munoovr0rG11 is mot .:;rondbogrippen en 
S?Olre:_ols, maar dat c.r ook ccn systeom van dingGn is da.t or 01) van toe­
paasing is: onze mcotk:undo moct vatbaar zijn voor een ( of mocrdere!) 
intor:pr0tati0s. In olk geval mootcn do axioma1 s zo goJ:,:ozon zijn, dat ze 
nict tot strijdige conclusios voo:rcn, en ook zo ¢I.at do aanschouv:ri;;;llijko 
ui tspra.\:zn van cJ.0 mcotkundo daar.in ala ui t.sprakcn voorkomon. Verd er zullen 
met n.::;.:mo de. axiomui s zolf zo g~koz0n 17ordon, dat ze zo voel mogelijk 
.:cansch01 .. 1~'1elijk evident zijn. T:.b zullen dus iieuren telrnnon, ma.:;r doze 
di:::ncn in do cerate plaats tcr ondcrstouning van do logischc redenc­

rin;;0n. U ziet dat zo c:.~1n de aa11schouuing toch rccht t')'Ord t bedaan en tc­
vcns ciat om-:;c 01,bou".1'1 vc:.schil t van die dor analytische me~tku_nde, '1!'1aar 

ui teindol:ljh: de fundamentalo b0_:,rir,pen on roL:.tics door .s-tcl,;:;els van 

~ gotallon .:m vorgolijl-::ingen -rrordcn gedcfinicerd. "Jc m.__:rken nog 011, a.at de 
str0ng0 o:9bouVJ ;;.;n de axioma• s van d0 ::projectiuvo mectlmnde, die "i7e nu g 

saan b0hand0lcn 1 o.11ders, algc.i10ner, en dac.',rdoor simJ;)oloi~ zij:i;i dan die 
van do geyrono mcetkunde. 

Later zull~n ~o in de analyse e~n systoem van din5cn vindon dat aan 
het axiomas·tolsel voldoct. Di t houd t in c"lat onzc mec"'ckundc, co:noistcnt 
is, als we t0nminstc uit~aan van de consist~ntic van de analyse. 

Axiom~JL:Y.£11. inci.9-cn-tic. 
A. Door twcu v0rschillondc punton caat een rcchto. 
A;. Twee vcrschillcnde rGcht~n bozitton minstcns een snijpunt. 

B. Op elke rc.chtc lig,gcn minstens dric vcrschillo11dc 1nn1tcn. 
B' • ~~r bestaan 00n punt on eon rcchto d:i:c nict door da~ runt ...,aa·l;. 

, c. P~:ntparspootiovc drichocLen zijn ook lijnpers:pecticf (Dosar~ucs). 

~§.:tc ,::~cvo;l.,i;;.trckkj.pfien. Radden twee vo~schillcndo r·rnhtcn U, V mecr 
dan een snijpunt, dus o .. a. a 0n b, dan gine;en door a,b two~ versohillende 

rochtcn, in strijd mE.t A. Dus vol2,t uit ii. + A' : 
A•• • T'l:7ee v0rschillende rccl.:·tcn bezi tten ten snij:punt. 

Beschoui:-rcn ~:,r\) ocn p-nnt a~ Er zijn twee l)untcn b Jc zoda.11ig a.at a niot 
op Ct.o rochto oo liL,t, o.ndcrs kwamen we in strijd met n• ~ Op de reohte 
be lie;·;; v103,c.;ns B non; cen dc·:-cdo pun-t d. Onder do r.:cht.::in ab, ac, ad 1:omen 
ge.;.;n sar:1envallo:i.1dc voor ( ga. na.). Dus hebbon wo: 
B•'. Door elk punt G,aan ~ninst011s drie verschillcndo rochtcn. 

Van C gcldt ook hot omgekeordc C· (in t0 zicn op dezelfde manicr 

als in do inloiding). 

P0rs~)activi teit. :Te gebruit0n de termon incident ziJn, ;purl·l;enrci,;;ks, 
stralon,:·aa.ier, als vroeger. S-'Gol no hebben twee puntonreeksen, waarvan 
de dragcrs verschillend zijn. Hot snijpunt dier dragers ll.:d:;e P• DGze pun 

·. tenreoksan1 zeg fp,a~.b,c., ••• J en {P,ai•,b• ,c',•••lhe·ten porspectief vani•' 
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hct contrum o, 2.l::: er eon conocnd11idige toevooging 
bastaat tusscn du punten van d.; one on die van do an­
dcrc puntenro1;l.:S on dl~arbij toeg1.;vo<:..gd0 punten op een 
rcchte door o liJgen. Tiat wil zegeon, dat de volgende 
incidontics bestuan. oaa'• obb', occ', cnz. Kort go-

,d(,-,-------- 1 \ zc&d. de enc ::·unL.3nru3lcs ontstaat door 1:>rojcctie 
J.> ,,~. ,g c ui t do .:1ndore ( zi~ figuur) • .Jat die projcc·:-ie oen 
I 

eoncendui~ite tocvoeging oplov0rt, vol&t uit do axioma 1 s! Het punt p, 
snij:punt c't:.:r b1;;.idu dragcrs, is kcnnclijk ac.n zichzelf toeg.)voogd. 

Op e~n de: ge1ijke manier kunnen ;1e perspectivite1t van stralenwaaiers 
definieren. De beide s"tralen17aaiers {Q,A,B 1 C, ••• } en[Ci,11.1 ,B' 1 0' ,•••! 

-~i met toppe:n resp. p en q heten :perspectief 
A' t.o.v. de r.chte P, als er een oeneenduidi.:;e 

/_¥__ toevoeging bestaat tussen de stralen van de 

,,~ I I/ 

\ -e;~ /~: 

/ 
/ 

ene en die van de andere ryaaier er. daarbij 
toegevoegcle stralen door he·i;zel:i':de punt van 
P gatm; de rechte Q door p en q is umi zich-
zelf toegevoegd. ~)e baide s-'~ralf'."'.l 'li,aaiers 

ontstaan dus door eenzelfde puntenreeks uit 
twoe pun.ten pen q ta projectoren~ .• 

Volle_dige_vierhoek ~n vierzi;ide. Hieronder verataan we de figuur, 
~e..vormd door vier punten, resp. rechten in algemene li&gir.ig, met hun 
zes verbindingsrechten resp. snijpunten. Met algemene ligging van PWl.­
ten of rechten bedoelen we dat niet drie punten op een rechte li3gen, 

;resp. drie recnten door een punt gaan. 7e beschouwen nict de f.iguur 
bestaande uit vier punton a,b,c,d met de vier lijnatukken ab, be, ed, da, 
maar we nemen de zes rechten ab,ac,ad,bc,bd,cd. 1:11 da11 ruoc"t mon van zelf 

, ook het be(;I'ip volledige vierzijde invoeren. Het is duidelijk <lat ,:ve drie 
:paren overstaande zijden (hock~nmten) kunnen au.nmijzen. 

Harmonische ligging. ~ie zeJ,gen d.at vier punten :p, q, :r, s op een 
rechte harmonisch ligsen, als er een vollcdige vierhoek ab c d bestaat, 
zodanig dat p h8t snijpunt in van t~c~ ovarstaande zijden dier vierhoek, 

q het; snij11unt v~n t"'Tee ove:;:-s-taando zij­
den, tcr'ff:i.jl van de beide ovarige zijden 
elk door len va1: de punten r on a gaat. 
~e geven le harmonische ligging symbolisoh 
aan door H(pq,rs). De vollodigo vierhoekf 
hoet uel cons't'ruc-:ronde via:i:hoek · 
va.q he"t vier"taJ. pu:u-ccn :p,q,~,s. Van welke 

f I'(.. 1- .s overataande zijden p l'1ct snij:i;,unt is, 
enz., doot er ·niot toe. ~ant houdt H(pq,rs) de incidenties adp,bcp, 
abq, cdq, bdr, acs in, waarbij men op de volgorde var.i de ;;:,unten let, 
dan blijken. H(qp, ra), H(qp,sr), 1-!(pg_,sr) betzelfde in to houden,als 
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mon achtcreenvol.::;ens cbad, bed a, bade als comstru(irt.-nd(; vicrhot.k..;n 

beschou,1t. 

PJ?.p.;c.ven. 1. Kan men als axioma C ook umnon: lijnp-.:rspccticvc d:riehoeken 
zijn ook puntp0rspectief? 

2. Be.schOU'7! drie rE:;chten P ,l:,D. en projecteer do puntenreeks 
0I1 P V8J:1Uit ecn of ander oentrum op Q en o:;:_J dezelfde ma11it,r de pun-t;en­

recks op Q vnnuit ecn ander contrum. op R. Bewijs dat hic:rdoor oen ecmrnn­
d,:ddige r11latie tussen de :::11 .. mt0nreeknc11 op P e11 n wordt t,.,,'-1.,...,uggc:bracht 

on 0 a na of evenals bij de porspcctivi toi t h0t srd jpunt va:n I en ll aan 
zichzolf is tocgcvoegd. 

3. DofinL::er met bchulp van oon vollodige viorzijdl.; harmonischo 
lisginc v2.n vierrcchten in oen stralem11as.ior .. 

~on collineatio of dire etc projccti vi tei-'G v.:.:.11 l'J.cd; vlak is Ben eonean­
duidige afbcelding van bet vlak op zichzclf, waarbij :punton in punten, 
r0chtcn in rachtQl.1 ov0rgaan, en rmo.rbij de incidontic v,:m een :punt en eon 
r0cht0 bcryaard blijft. 

Gaz.t clus bij eon colli:neatie hct :;untenpaar a, b over in hct punten 
po.£.,r ai, b 1 , dan gaat ook de r,rnhte ab over in do rochtc at b·. Blijft 

·bij 0~n collineatie Gen rcchte vast, dan gaan de; punten van dio rechte 
~ear in d0 ?untcn van de rcchte ovc~, en dit OD ecnccnduidige wijze. 
Doze door de collin0atio op de rechtc a,0induc0arde a:i.:bc0lding hcet 
projcctivitcit van de puntonreoks o:p dio rcchte. 

Algomeen hcten twoo puntenreokscn projocticf, als daartusson oen 
cenaenduidige ralatic bcstaat en er con collineatic van het platto 
vlak is, die do cno in de andere overvoert. :Jvenzo kan m;:;n projcotivitoit 
'tussc.m stralcnwaaiors definicron. 

De collineatie~ waarbij de pnnton en_rechtcn van hot vlak vast blij-
von, hoot de idcntioke collincatie .. Bij elkc collir .. eatic 7t bcstaci.t ~en 
inverse, c.tangcduid door --n--1 , d.ie steeds aan het becld zij11 origincel 
tou'voo;;t. Achter elkaa:r. ui tvoercn van '7'r' en 7<-i geoft dG :Ldontioke af­
beoldiD_8. 

·"'c zijn nu in staat om nog t 1.'!0C axioma· s to formt1lorcn: 
D. lijn p, q_, r, s vie:. punt0n, v:aarvoor geldt H(pCJ,,rs), ,.m zijn p,q,r 
vcrschillond, a.an vorschilt ook s daurvan. 
:...;. Laat uon projectivitoit op con r1,;chtu dric 1:unten vast, dan laat ze 
alle pnntcn van die rcchte vast. Gevolf:, van uxioma E; eon projectivi toi t 

G;;;;n 1•,..:chte 1 die nict de identiteit is, bezit -ten hoogstc twee inva­
:punton. 
collin~atie voert oen volledice vicrhotlk in con volledige vierhoek 

• Ligccn d0 punten p,q:r,s harmonisch op o..:,n r~chte, dwi ook do beel-
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den p' ,<1 1 ,r· ,at. Immora hct bceld van c,.,n constru01~onde v:Lar~1oek van 
het ocr,Tcv viortal is ccn constrtior..:,nil.e vicrhoct va:..1 hl.t twc0de vicr­

tal. .::;ij n dus tv,,7ee puntcnr.:::cl;:scn pro j cctief,. dan blijft harmonische lig­

ging bij die afbcclding bewaard: harmonischo lig6ing is ocn:i :;,:,roj ectief 
invariante 0igonschap. 

'":lo rdllcn nu een byzonu0r soort collincatic gaan 'bcstud.ar.:..n, waa.r-
ui t t.;;v011s zal blijkcn dat ur collincaties b:Jstaan. '"':Tt;; buschou.i;-~en d0 fi­

c;uur va:n t·wes driehock<.m: die porspectief zijn vanui t c-cn l)"t;'..11t p, C:n 

dus volgons C ook :perspectief vanui t de rech:te r. -::e latv:a nu eon van 
de hocJcpunten van de driehook, b.v. c, en tcc;clijlc het to:,g.;:;voegde 

. ,~ 
_ ... -···1/ hockpunt -c' zodanig ben0gon, d,.-rt de beido 1\ d:-ichoc:kon pers:pco-ti0f blijv..:;;n, c11 v,.::l 

/ (J,' .... ...- l)\-t stoc<ls m0t hotzolfdu ccntrcri1 p on dczelf •· 

...... ...- '· \····... d.: as P. Dat wil dus Z-:.;ggGn, dat v,u c va-

.,..,....·· ...-··.~ ;;· .. ~~\ ······.... ri0:"cn en daarbij tc.lkons 0 1 zodanig. bep.a-
.. ....- ... ········.··· ,,,./.-1- ., ··· .. ·····... lcn, dat d0 r.:::chtc 00 1 door hs::t snijpunt .· . . .·· l- --- I ·l .. . · . 

.,:{..-:·.·~········:~,::::,f2 .n 1 ·. ··->·.-,,. p van aa1 en bb' blijft ga~m on dat de 

'=d.' v· r rccht0n ac ~n a' 0 1 0lkaar o•: de r(;chtc 
P blijvon snijdcn (m;;:.rk!P <l.:1.t van d.s tocgovoogdc hock:punten van de beidc 
drieho.:::].:cn t1,ce :parcn vast blijvc:n ..:.m van de tocg0voegde zijden een 
pG~r). Vanz~lf blij~t dan het snijpunt van be en b 1 c 1 op P. In plaats 
van c l;:u1m0n we ook a laten variQ..r, ... n. Di t is nodig om h~t bewosende 
punt elk:e posi tie in hot vlak te lcunncn doen inne.raen, zondor dat we met 
ontaarde drieho0tcn t;;; mak0n krijgen .. Hot is duidelijk, dat vcrandoring 
van a ei1 dus ook a 1 gecn invloed heoft op c en c 1 • 'fie k:unnon een hook­
punt op de as P tc.:recht laton komGn, b.v. c in d; dan moGten d,.d', :p 

op .:..,011 re:chte liggun en d ~ b· moot J? ;i.n l1.:;tz.elfd0 punt r;ni;;do.n -als db, 

d.r.;r.z. ind; hi...::;~·uit volgt d = d'. 
Rc.;sli.:n;:.;rcud vindon ,;;:rij, d.2..-L bij gcg .... von p0:::-S_l)(;ctivite;itsco:nt;rum en 

- 2s a211 olk punt ·: van h0·i; vlak o,.:mduidig con :;m1t x' is to~ge-
voogd. Doze to:.:.vo .... gi:ag is l:rachtcns haor <lard omk-.;;0rbaar. ·;re vi:ndon 
:x: 1 door x b .. v. met a tc v0rbi~1.dcn er. to lott0.n o-;; d._:; incidcntios pxx' , 

axu, a·x;u (u hct snijpunt van ax raot P). Punt0n van llc as P blijven 

bij dcz0 toavo~ging vast1 
.:at e:,cb0urt or nu b;ij dozo tocvoeging met eo::,, r0chtc? Ondorstol eons 

dat dio rochte nj_.;;t door p gaat. I'laatson we onzc driehook abc zo, 
dut ac dio r(,chta is, dan golden de incidentics pxx' , acxv, a· c' x; v •. 

ti. a. w. li0t x op ac, dan l.igt x 1 op a I c 1 • Gaat d;:, rcchte door :p, dan 
blijft eon punt van die rochte da.:.rop. Sto.;ds worden dus do puntcn van 
cen 'roclr'Ge in· de punt0n van oen rcch-'G0 af&cb13eld. Di t lc::vcr-t tcvcns 
eon to0vocging vap. de rechton$ da~-:rmc0 wordt de :i,osprokon toovooging 
con oollineatie. 7e noemcn dezo collincatic ovn .9...uasi ,. pcrs_pcc;ttv_itc 
uit do punt0n van oon re:chte ontstaan i.h.a. de toogcvoogdc puntcn 
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op do becldrcchtc door projocti\J va:rmit hut ocntrum, zodat .Jr 1,;Cn pors­
pocticv0 rclatio is tusscn dv puntonrcokscn av r~chtc ~n b~~ldrochto. 
~;-:; h~rhalcn, dat 1.-10 van x h0t bc.::;ld x' krijgon door tc ciscn, x' ligt 
op d::.: r0chtc p::c; a."'r 011 a' x 1 s.nijd.:.m clkaar op P. 

·.r0 ·.iillcn nu m. b. v. axio.ma E bctlijzcn, dat 00n collinoatic die vier 
punt .. :rn. in algemono liggi11(; vastlaat, de id~nti tei t is. LHt(.n a, b, c, d 

cl 

.- \ 

di-:, vier i:-unt~n zijn. Do r.:::.chto door a, b ea.at 
over in de r..:.chtc doo·r a, b eu blij:f-i; dus vast. 
~v~nzo do rochtcn cd 1 ad, be. De puntcn p on q 
als snijpunton van ab en cd, r~sp. van ad en 
be blijvan dan ook vast. Op du r~chte ab lig-
gen dri~ invariante punt0n, dus zijn allo pun­
t~n van de r0chtc ab invariant. Oak al.lo pun-
ton van cd zijn invariant. Ncmen we tcnslotte 

r~~~/~ 
~ 1, con •'"'illekcurigc rcchtc door q, clan liggen 

dac:.rop dric invarianto puntcn, n.l. q 011 do boido snijpunten met ab on 
ed. Ook diu rcchtc blijft dus puntsgcwijs invariant. M.a.w, alle :pun-
t0n van hct vlak zijn invariant. 

Vorvolg~ns tonen we aan, dat ~r ocn collinoatic is, die vi~r eegeven 
punten in algcmenc ligging in vier andor~ gagev0n puntcn in algcmene 
licginc ovcrvoert. Laton a,b,o,d en a' ,b' ,c' ,d' die twee ?io~tallen 
punton zijn. Allereorst bost~at or ~on quasi - perspcotivitoit dieb.v, 

a,b ov~rvocrt in a 1 ,b'; hot is voldocndc als 
centrum tc ncmen hot snijpunt p van de 
rccht~n aa' ,bb' en als asoon willekeurige 
rcohtc; door h\;,t. anijpu.nt u van do rcchttln 
ab. a 1 b'. rdGn construore zelf V&"1. nog ea:Q pa.ar 
puntcn de bcclden. Laton o,d als becldcn e1,d1 
h0bbon. ~c gann nu de quasi - porsI1cctivito.i:t.. 
boschom>1en, die a' b' als as hceft, c1 in 
c' ovcrvoert ~n cen willckcurig andor punt tot 

cantrum hc~ft. Laat hio~bij d2 hot bcold van d1 zijn. Tcnslottc ncmcn 
w do t_:_u.asi - porspocti vi tci t, die a' b' tot aa en c 1 tot contrum hccft, 
terwijl d2 als beold d' hoeft. Nu is con quasi - pcrspectivitcit oen 
collinoatie, on de afbcalding, di0 --r•'f'c krijBen door achtorvcnvolgcns olk 
dozer (byzondere) collineaties uit to vooren. hcoft allo oigenschappen 
van cc::. collincatic. I:n hicrbij gaat kcnnolijk hot vicrtal a,b,c,d in 
hot vic::·,tal a.' ,lf 1 0 1 ,d' over. 

Uit tlo laatsto twee alinea's volgon ~wo~ bolangrijkc consequonties: 
1.!}:r is een en slcchts een oollineatic die eon gcgoven viorta1 punten 

in a.lgom~ne ligging in e0n andcr ,zodanig viertal ovorvae~t. Dat or een 
i is, hubbori. ,~c zojuist gozion; warcn ex: mcer, b.v. 7r, on ?l""~ , dan ,liet 
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de colltneatie ~ ·:n;- 1 , die onstaE:1t door eerst 'ii;i_- 1 en daarna -.,,-; ui t 
te voeren, l1et tweede viertal invariant en wo.s dus de ide11ti tei t, m. a. w. 
'Ai-~ 

2. ~Gen collineatie kan o~··geva.t ~,orden als het 1~ro<luct van ten hoogs­

te dric quasi - :perSJ;";ectiviteiten. Dit volgt uit 1. en c1e i::linea daar­

voo:r. 

Zijn twee puntenreeksenfo,a,b,c, •••1 en 

Lo,a' ,b 1 ,c 1 , •••} perspectief vanuit een punt p, dan is 
er ook aen quasi - perspecti"ri tei t van het vlak, wa::.r­
bij de ene punten:reeks in de a11der overgaat,. n.l. 
de qua,Ji - psrsi1ectivi tei t met p als contrurn en een 

willekeurige rechte :P doo::i'.' o als as, die a in 
a~ overvoe:;;~t. Aangezien een quasi - p8rsj_)ec-tiviteit 

een collineatie is, zijn de beide p1:ntenreetsen ook projcctief. 
Zijn omgekeerd twee puntcnreeksen :projectief, cL.,n kan de ene iu de 

andere ove~:·e;evo0rd rrorden door C:,t.--.neenschakeling Vf:.11 enige perspectivi­
tei ten. r~:.cn kan dit inzien aan de hand van :.:;eschikt gel,oze·" quasi -

. pers:.~ectiviteiten. Of ols volgt: Ln.tcn o,b,c drio punton in de one en 

/
/\,~ a' 1 b 1 , 0 1 hun be:__lden in de andere punt·.:.n-

1 \ "- rernks zijn. Beschouw de rechte ac• .. Br is een 
/ i ~ , pers1)ectiviteit die de eerste pu11tenreeks 

/ i 1 __ _/ ~---· overvoert in een puntenrceks op de rechte 

1
1 aci, zodat dus a vast blijft enc overgaat 

inc' (neem maar een perspectiviteit vanuit 
_____ __...,__~:_c__ een punt pop cc 1 ). Laat b 11 hierbij het beeld 

/ van. b zijn. ::Jr is verder ean perspectiviteit, 

\ 1 die de puutenreeks { a, b 1 1 , c•, •• • 1 overvoert 
......___~/> in (a',b',c', •••5, zodat a~ a', b;· ~ b 1 , 

,c•-,.. c 1 ; dezo perspcctiviteit moet het snijpunt q van aai en b' • b' als 
centru1.1 hebben. Aaneenschal::eling van de boide perspectivitoi ten levert 
eicn proj0c-cievc relatie op tussen de beide puntenreel::son, waar~ "'.j a in 

::-: 1 ,b in ·b 1 ,c in c· overgaat. :::::n dit is <l.e ge~.,cnste projoctiviteit. Im­
m.::rs, c::ls we ·even de gevonden :projectivitoit door.-'½ er1 do gewenste 
door 7r;_ voors-'Gollcn, dan is 7r1 ·7r2.- 1 0-.:.n projoctiviteit op Gs.Jn rochte, 

,die d:rie;; punten a' ,b' ,c' vastlao.t, dus de identiteit;dus 'lf; 1:r:.7ri: · . 

;: ":le. komen dus rac:t t7,1ee perspecti vi tei ten ui t. lng,0val do dragors der 
LpuntenroGl:::sen sa1:10nvallen, hebb-i..n vro dri(;; p0rspectiviteit0n nodig (zie 

; Oi-'2,G.Vt;;) • 

~:. In ~h" t bovenstaande ligt tevcns h..;:t bcvrij s opgesloten van de z. g. 
l}~fundam0nta&lstelling van cle projectieve me..:.:tkuwle, dia als volgt luidt: t .G.:.Jgevon een drictal punt<;.;n or, een rachte, en nag e...,n drietal punt en, 

!pole op _,en r,., .. ·.·.·.ch·t· .e •. ·.,.,·~.r .. is. prec. ies. een projoctivitliit, die hot eerste 
lr1~tnl :in b.et twecde drietal overvoert. . 
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""'e T"•eten dat een harmonisch vi-=rtal punten bij een projectiviteit 

meer in een harmonisch viertal overgaat. Omge):;:esrd kunnen we nu bewijzen, 
dat, ge0e~en t~ee harmonische viertallen, ~r een projectiviteit is, die 
het ene in het ande:re overvoert. :Bij elk viertal hoort n.1. een constru­
erende vierhoek; er is een collineatie die de e~e vierhoek in de andere 
overvoert, en daar'\lij gaat ook: het ene viertal punten in he·~ andere over. 
QP5ave_n.1. Bcwijs de bewerin2, in de tekst, dat een projectiviteit o:p 
een rechte verkregon kan wordon door samenstelling van drie perspooti­
viteitcn •. 

2. Ecn projectiviteit tussen twee rechten, waarbij het snijpunt 
aan zichzelf is toegevoegd, is oen pcrspectiviteit. 

3. Bij drie punten p,q,r op cen rochte is er slechts ein punt 
s, zodet E(pq,rs}. 

4. Bewijs, door te lettcn op de construerende vierhoel::, dat in 
de gGi'"•one meetkunde het vierde harmonische punt bij drie punt on p, q,r, 
waarbij v het midden is van pq, het oneindig verre punt van de rechto 
pq is. 

5. Bewijs dat in eGn driehock abc binncn-en buitenbiseotrice bij 
c de ovcrstaand~ zijdo harmonisch dclen (trek een rechte ~vennijdig aan 
cen bisectrice). 

6. Bewijs de be~ering, dat bij een quasi-perspectiviteit het 
centru.m op zijn plaats blijft. 

7. Bij een quasi-pcrspectiviteit kan het beeld c 1 van c zowel 
met behulp van hot puar aa' als m b.v. het paar bb' geconstrueerd wor­
dcn. Het resultaat is in beidd gevallen hetzelfde. 

IT. TI:en ~igenschap van harmoniscbo lif:5fiip.,g. 
Toelichting OE hct axioma ~. 

De hoofdstukken III en IV zijn onafhankelijk van elkaar. Hoofddoel 
ven IV is het vreemde a:xioma 2 te bewijzen voor het geval van de ge­
~one mc~tkunde. Eerst bewijzen we een eigenschap over een harmonisch 
puntenviortal, die we hierbij nodig hebbent maar die ook op zichzelf 
van belang is. 

Door dric puntcn p,q,r op een rochte is oonduidig een punts bcpaald, 
zodat gcldt H(pq,rs). 

we alleen op grand van de a:x:ioma' s A-C. "c laton 
zicn, dat als wo twee voledige vicrhoe­
ken abed, a'b'c'd' hebben, zodanig ftat 
pop de rechton ud,bc,a1 d 1 ,b'c1 ligt en 
q op de rcchtcn ab,cd,a1 b 1 ,cid' eri r op 
do r~chten bd,b'd', daaruit noodzakelijk 
volgt dat de rechton ac en a'o' olkaar 
op de rochte door p, q, r in eenzelf de ptint , 
sni~den. Dat punt :ts. dan met recbt net':. 



h0t vi~rdo,harmonisohc sen ~et is ecnduidig bopaald. 
Lotton we op bcido drichoekon abd en a 1 b'd',. dan merkcn we op dat 

corrcspondcr~ndc zijdcn clkanr resp. snijdon in q,r,p, dus in punten 
dio op cun rochtc liggcn. Maar dan zijn die driehocken lijnporspectiof 
on dus volgcns axioma Cook pu.ntperspecticf. Dus de rechton cla',be',co' 
snijd0n olki.:ar in een puut. Om dczclfdc red.en zijn de driehock:vn bed• 

b' c I d' lijn- en lus 1--:untpcrs:pcctief. D. rr. z. de r..::chten bb' , cc' ,dd' snij­
d1.::n cl:caar in een punt. Kort 8Jzogd:: dw rocht.:m aa' , bb 1 , dd' 6acm door 
een punt. :.Oat houdt o.a. in cl.at de drie:ho0~;cn .J.bc,a 1 bict ::;nmtpt)rspec­

tief zijn. En dus l:i.jnpcrs:p0ctiof. I:li t laatstc butckcnt dat J? ,Cl CIJ. het 
snijpunt van ac en a'C'1 op oon :C-Jchtc li.:;i::;en. 

Besch<'.'uwt:m we nu in do e;ov,0110 meetlrundc con :pers::pcctivitoit tussc.:n 

tr.rec :pun·to11rccksen. In do gowone mccti:undc bcstaat 

-~ 

y 
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voor de punton van Gen rochte ccn ordcrclatio, wa~ elk 
twcctal :punt0n kunncn zeggcn welk van de twee nlinks" van hot and0r..:; 
ligt; doze rolntio is transiticf. Bij onze abstracto opbouw hebbon we 
dit bcGrip nog nict. Laton a un b tot de cerste puntcnroeks bchoren 
mot b. v. a links v.::::n b on a', 1) 1 de b0cld0n van a, b z:Ljn. Op hct bogrip 
ordorclatie b0rust aldus hot bcgrip tusscn: in hot geval a links 
van b bodoclon r;c mot de pv.nton tusscn a .:..n b do puntcn dio rcchts van 
a "'·n links van b li.sgon; in hot .goval a rcchts van b zijn hot do pun­
ten roch·'..,s van b :..:: linlrn v: .. ~ ~ .. 

Laten we. voorts de vcrzamo­

ling dor puntcn tusscn a en b hot interval nb noomcn. ~0n bokcndo ei­
c;cnschap, waar we nu ni0t nador op in kunnon gaau1. is dat bij do :pcr­

spcctivi tcit of do puntcn van het interval ab op do pu11t011 van hat in­

torval a' b' afgcbvcld warden (zic linkso tok:oni.ng), of do pun-tien van 
het int0rval ab op do puntcn buiton ho~G interval afb• a:fe:,.:.illocld r.1ordcn 

wordcn (zi0 rcchtso tokening) .. 
.,..,.0 zullcn nu cuige cigcnschappon bo'l"!ijzen dio allcn hiorop ·torug 

tc vocrun zijn on zullcn culmincr0n in de stalling dat con projcctivi­
tcit, di0 dria punton op ccn rochto invariant laat, flllc punt0n van die 
r0chtc invariant laat. Dit botckont neg nict dat V70 bij onzc, 01)bouu 
axioma :m kunnon laton vallcn on da;.:,rvoor de -ordo rolatic met cl..; in de 
vo:rigo alinoa gonocmdc cdgonscha1Y in de plants stellcn, want y,o zullon 
in de-. nu volgende bcschouwi:ngcn nog con nndoro oig .. mscha:p van de go-
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~on0 mc..;tlrnnde nodig hebbon, die van vecl iogrijp0nd0r· aard is dan de 

axioma's A-E en di0 we daarom li0vcr ovorboord gooiGn. 
~o tonen nu allcrccrst aan: 

Liggcn viJr vcrschillend0 puntcn p,q,r 1 s op oen rochte harmonisch, 
dan b0hoort stoods een de::'" punton r en s tot hot inturval pq en do andert: 
nict, nat ,ne ~el zo ui tdrukkon: do parcn pq en rs scheid.:::n clkaar. 

-f 

J 

Borr.ri j s: .,.,,.c gaan ui t van do vier punt en 
:p,q,r,s en eon construer0nd0 viorhook abed • 
...,.o kiezen eon punt m op de rcchte be, zodat 
de paren pb en . m c \;;)lkaar schoidon. '!"l'e 

construcrGn vervolgons x en o als snijpunt 
van am mot resp. pq en dr, yen n uls snij­
punt van oc mot rosp. pq en pd. Projacte­
ron ~o nu h0t viwrtal punton pbmo uit 
o op de; rGchtc. pd on daarna uit o op de 
r0cht0 pq. ~o krijgun ecrst hct viertal 

pdan, daarnu hot viortal pqsy. Omdat bij 
:projector,:;n sch,:ddondo parcn in sch0idcndo parcn ouurgaan,, schGid0n de 
parcn pq 3n sy 0lkuar. Bij :proj..c;cti._,, van hot viortal pbmc uit a of uit 

o blijkt cvonzo: do paren :pq .;;;n xs schoidun elk:aar; do paron pr en xy 

schcidcn olkuur. Ondorstcllcn me nu dat s buitcn hct intorval pq ligt 
' 

(hot geval s tusscn p en q wordt 0venzo bchandcld). Dan ligt y tussen 
I> en q ;:;;n evonzo x. Dat bet-0k0nt datpbuiton het interval xy ligt; dus 
r ligt in dat int~rval. Op grond van de transivitoit van de ordorelatio 
ligt r clan oolc in hot interval pq. 

Vervolg0ne bu~rijzcn we: Liggon op con rechto zes verschillendc pun­
ton m,n,p,q,r,s en ligt zoV1ol bet paar pq als hot paar rs harmonisch 
met hot panr mn, dan scheidcn do paron pq en rs olkaar nict. 
:Bomij s: Lc1at abed construorcndo vierhoek voor hat viertul mnpq zijn. Is 

ct hct snijpunt van do rcontcn as cn-dn, 
b 1 h0t snijpunt van do rcchtun c 1 m on an, 
dnn snijdt db' do recht0 mn in r. ~ant hot 
snijpunt van db· en mn vormt m~t m,n,s een 
harmonisch golcg0n vi~rtql mot nb'c'd als 
construercnde vierhoek~ omdat het viordc 
harmonischc punt c0nduidig bopaald is, moot 

______ _._..____. ......... _-:...,......_....;:,,,-. di t snijpunt r zijn. ''Te gaan nu oon uantal 

,yv, P ~ ,.,., S 'l pors:pcctivitoiton uitvooron. -:Sn vvol pro-

jectorcn we do rcchte mn vanui t a op dn, daarna vanuit m op an, en 
to.nslotte vamli t d 1'10cr op mn. Daarbtj gaat hGt viortal mnq_s achtcreon­

volgons over in dncc', anbb', mnpr • 
..,.0 weten dat van de beido punten p Qn q een, zcg p, tot hot i1it0rval 

mn. behoort;. laat evonzo r tot net interval nm behoren. Laat vordor van 



van d~ beide punten p,r van h0t interval mn het punt r h~t meast rechtse 
zijn, d.~.z. latcn de paren mr 0n pn clkaar scheid0n. Mam- dun scheidon 
ook de porcn ms en qn olkaar. Gomakkclijk laat men zien dat nu of r on 
s beid0 tot het interval pq bchoren, of pq bcide tot hot interval rs 
bohore;,1,. 

Vnn doze eigcnschap gcldt ook 0en o.mlj:ering; li6gen op cen reahte 
vior vc~sohillcnde punten p,q,r,s en scheiden de parcn pq, rs clkuo.r 
ni1Z:t, dcc:11 bestao.n ;.;;r twee puntcn m,n op dit} rcchte zodat gcldt: 
II{mn,pq), H(mh,rs). 

Bov.,::i.~i s ~ Laten r en s tot het intc;:·val pq bahoren~ gavcn wa d.lJ intcr­
vnllcn pq 01:1 rs door I 1 resp. I 2 o.an, dan is dus It C r1• i~ij x con 
t>rillokvurig punt v::..n r1• Dim bostaut er een punt x , zodat het vi0rtal 

pqxx' h2.rmonisch is en een punt x", zodnt hGt vierta.l rsx•:::: 11 hnrmoniaoh 
is. L,:: •. ,t x1 e.:.n1 anderc posi tic zijn vc:.n x ill 11 en l_ ... cl zodanig dat do 

ta. l"' -J. ti '/.. -s £, X I 

paren px1 en qx clkaar schciden. ~vcnals in hot borijs van d~ vorige 
eigcnschap ter sprako km,am, sch:.dden dun ook ~e paron px1-. en qx t 11lkaar. 

Hi~rbij liggen de punten x' en x1 ' buiten 11• Dus ook de perJn rx1 en 
sx' schoiden ul.lrn.ar. En dnn ook de parc11 rx1 , sx". Anders gczogd: lic;t 
x1 rochts van x, dan ligt ook x1" rcchts van x". 

~o boschouwcn nu du ovorgang x ➔ xn. Hi0rbij libt :x: in I 1 , xu in I 2• 
Eet punt r heeft de eigcnschap dat voor x tussen pen r hot be0ld x" 
steeds rochts van r, en dus ook rcchts van x ligt. Voor cen punt y ve.n, 
I 1 trved·c stseds een van de beidc volgcndo govallcn op: voor elk punt 
x uit hot interval py ligt hot bccld x" rochts vun x, of or is oen 
:punt x in dat interval zodat xn samenvalt mot x of 1~inks vc.n x ligt, Hct 
~crstG ~iJVcl trcodt op voor y ~ r, h0t tv,,eGdo voor y tusson -a en q • 
Da~rmce is hct interval r1 in t~cc tlasscn vcrdoold, dia gaeu van boide 
10cc zijn, disjunct zijn 0n snmon r1 vormcn. Bchoort y tot de c~rste 
klc.ssv, elem krachtcns de; construrti~ olk punt van I 1 links vc.11 y; be­
hoort y ·tot do ·tv•~otlc klasso, dan ook elk punt van I 1 rechts van Y• 
Vocgt men nog nn.n do (.:;.;;rstu tluss0 p ;;;n do punton links van p toe en 
uan d0 t"'-",i:::cc1c klasso q 0n de: puntc:n rochts vun q, dnn h0cft m':n dus 
~en sn0do vcn ~odBkind (zio unalyso, p.33). Nu bcpaolt in de ge~one 
mc...;tkundo eon snedo v.:m Dedokind eon punt, dat of hct meast rcchtse 
v~n d0 00rsto afhet moost linksc vun de two~de klasse is (bij axioma­
tische opbouw v,ordt dvzc eigenschap gapostulocrd; ze boudt in dat bij 
invoering vun con cordjnaat op de r0chte aan olk reoel get~tl ~en punt 
is tocgcvoi3gd). 

-rro ma.ken J.e opmcrking dat b •. v.. tusaen p en y stoods oen punt x tE;} 

vindc11, b.v. hoi; viorde hurmonischc bij :p,y,q. 
Lnnt m het punt zijn, bopaald door die snedc van Dodekind. Dan is 
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m" = m. Stol cons dut m0 links van m lag, on dat y eon punt tussen m" 
en m t•ras, en IJVcnzo x c~n punt tusscn m0 on Y• Dan bchoort y tot do 

.:::urstc ld~sso. Mnar omdat x links van m ligt, ligt :x: 11 libka vc.n mu en 

dus links van x. Dit is in strijd met hot fcit 
dat y.tot do ecrste klasso behoort, Evcnzo weor­
lcgt men do O11d0rstolling: m0 roehta van m. 

Zij vcrd0r n = m'. Den lig5on non m harmonisch mJt p on q, en ook 
mot r en s. Di t moost b...:TT<0zcn wordcn. T.:.vcr1s h0..;ft hot g.:.construoordo 
punt m do cigcnsch.:-.p, d~t voor owi1 punt :x: tuss-:l11 p on m hot boold x" 

stocds rcctts vo.n x ligt. D.w.z. hot punt m is hot moost linkso punt 
met d~ gcnoomdu cigons~hap. Op d~z0lfdo mruiicr kD..n man uantoncn dut 
or oen mucat rcchtso punt in I. is,dat ken fungorcn uls 1,u11.t m. 

' 
Ui t hct laatstc kunncn v:o nu gemo.kJwlijk hu.lcn, dat bij 00n projco­

tivi tcit zoals gcdofiniccrd al.lll hct b~gin van III, schoidoudo parcn 
punton in schcidcndo pn.ron ov;:;rgaan (tJn due oot omgekcord). Stal cons, 
met bog1 .. ijpolijkc noto.tic,. de.t do :parcn pq, rs clka.c.r schcidcn -:.n do 

pn.ron p• q•, r's' niot. Dun zijn or punton m' ,n• zodut gal~t: H(m' n 1 ,P' q') 
on H(m' n' , r's'). Omdut con collincatic construcrc·nao viorhockcn in 

, oonstrucrcndc vicrho~kcn overvoert en dus harmonische ligging invari-
1 ant li1at, geldt voor de originelen men n: H(mn,pq), H{mnrs). Maar dit 

is in strijd met het feit dat· de paren pq en rs elkaar aeheiden. 
Laat nu een projectiviteit met drie invariante punten a,b,c gegeven 

zijn en een punt d verschillen van zijn 
becld d'. Laat de orderelatie van de punten a,b,c,d zijn, zoals 

in de figuur aangegeven. ,..,.egens bet boven-
1 ~ d. d1 '>n t c staande ligt met d ook d' in het interval 

ab. Hct is gcen beperking aa11 te 11emen daj van de punten d en d' het 
tweodc het meest rechtse is. ~e weten tevens dat door de prriectivitei~ 
hct interval db o:p ht:;t interval d'b mordt afgcbceld. Bvenala in het 
be'7ijs o:p p.16 kunnen vre inzion dater een mecst 15.llkse punt van het 
interval db is, zeg m, dat mot zij11 b.;eld samenvalt (evt. zo,.1. in deze 

' rcdenering m ook nog bet pu.i.~t b kunncn zijn). Verd.er wordt door de in-
verse projectiviteit hat int~rval ad' op het interval ad a.fgebeeld; 

. daarbij is '3Cll meost rochtse invariant punt, zeg n, dat of a is ar inhet 
l,.ntorval ad ligt. De punton n en m vallen niet aamen; n ligt links van 
' t m, bcide puntcn zijn invariant, maar geen punt va; het interval nm is 

invariant. V~rdor is o een zekor van n en m verschillond, invariant punt: 
en wol buiten bctinterval nm .. Haar da.n is ook het vierde harn1onische 
bij ~,m1 c invariant. En dat ligt in hGt interval nm. T0gcnspraak. 

Hiermco is bev,czcn, dat in de. gevrone maetkunde uxioma. :rJ vorvrild is. 
OJ:?aavcn.1. ·,Ui t bovonstaande bosc:houwingen blijkt dat oolc aan axioma 

D voltlaa.n-is. 



2. Leid zonder axioma E, orderelatios, of eon snede van Dedekind, 
~f dat een projeotiviteit met drio invariante puntcn ook zekee nog een 
11icrd0 punt invariant laat, n. 1. eon vierde harmonische •. 

Leid, door op verschillcnde mnnieren·cen vierde harmonisohe te nemen, 
e.f dnt de :projectivitcit in opgave 2 zelfs oncindig veel invoriante pun­
ten heeft (dut wil nog niet zcggen alle!). 

4. Definieer ordorolatie in ocn strnlcnwaaier door to snijdcn met 
eon rGohte en tc letten op de ordorelatie op die rochte. 

5.vGeldt op eon rechte H(mx,nx'),H(my,ny'), dan sohoidon de pur,m 
:xx' ,YY' ell;:n.ar. 

Bchandel in de laatste stel~ing hot gov{ll dat d nict tot cen der in­
torvallen ab,bc,ac behoort. 

V. Invooring van ooordinaten. Stelling van ~appus • 
• Ulcrc~rst mogc o~- kleinc ~ijziging aangobr4cht worde-n op blz. 10. 

Mon lozc i.p.v. regel 10 v.o. hct volgende: Tenslotte vooron we nog twoo 
: quasipe:rspectivi tei ten ui t • die ton dool hcb-bcn d 2 op de plao.ts van 
net punt d! to brengon, terwijl a• ,bt ,c• op hun plaats blijven. We 

. , 

vocrcn n.l. con quasi-perspectiviteit uit dio a'c' tot as on b' ala 
oontrum hooft, terwijl d2 op de rechte 
a'd' komt to liggon (mork op dat hot 
becld van d2, zog d3 , met d2 on b' op 
con rechto liggcn; dnt dus d3 het snij­
punt ia .. van n'd' en d1bt). En daarna 
kunncn we door con quasi-porspectivi-

t' tcit mot b 1 c• nls as on a' tot oentrum ---,,,,,,."---------~-- d 3 ind' brongcn. 
.. rre nrillon nu zekore meotkurldigo oporo.tios door symbolon wccrg,ovon, 

· wuarvoor we algcbraischc operatics mot J;}rcttigc cigcnscho.ppen kunnon 
dc~iniorcn, en zo tot cen invocring van coordinuton gcrnkon. Voor we 
hicrto0 ovcrgaat1., makcn we nog twoc opmcrkingcn, die voor hot vcrvolg 
V[m bclang zijn. 

In do eorsto plants w±jzcn we or op, dat or goon enkol boz~ao.r bo-
staat tegcn hct bcs!lhouwon van quasi-porspcctivitci-e;i,wan.rbij hct cen-

a trum .Q.l2 de as ligt. Zie de tok0ning, 
alwnar do goarcoordc driohocken abc 
en a '.b.' c 1 punt"P.e.rw,octie;f.i.. ,z:.c.1,1r it P en .L1J.pperapecrtier vanui" P , 
zijn. Eet is duidolijk, da"t ov-e.nals 
in het algeaeno geval, do quasi-per~ 

----=:;;..-...=;...v..:::,.~--........ ---......:===::llailll__,tii'ectivitoit in zijn gohcol bepaald is 
f' door as, oontrum en een toQgevoogd 

po.ur. Van cen vierhoak, wnarvan de vier hooltpunten u.it twee parcn toe-
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gevoegde punten bestaan, b.v. aba'b', hebben nu~ paren ovzrstaande 
zijden hun snijpunt op de as. 

De tweede opmerking geldt axioma E. In hfdst. III voerden we het 
begrip collineatie in. Uit E volgde dat een willekeurige collineatie 
verkregen kan worda:i als product van een eindig aantal quasi-perspecti­
viteiten. Aangezien nu bij een qausi-perspectiviteit het verband tus­
sen de puntenreelcsen op rechte en be0ldrechte zonder ui tzondering ( ga 
na!) een perspectiviteit is, kunncn we volgende stelling, E ~, uit­
spreken als consequentie van axioma E: E .~ • Gaat een puntenreeks op 
een reohte, door enige perspectiviteiton na elkaar uit te voeren, over 
in een andcre ook op die rechte gelegen puntenreeks, en hebben voorts 
die beidc puntenreeksen Qrie punten gemeen, dan hebben ze alle punten 
gemeen. 
Het is niot duidelijk, hoe men E als consequentie van E ~ zou moeten 
af'leidon; wij zullen ons met dezc kwcstie, althans voorlopig, niet be­
zighouden. Toch is Df', wel te gebruikcn als axioma i.p.v. E, omdat alle 

verderc co11sequenties in III (en omk lat0re), afgeleid uit E, ook reeds 
gctrolcken kunnen worden op grond van :J:;: , mi ts men maur onder colli-, 

noatie vorstaat het product van eindig voel quasi-perspectiviteiten. 
:ant dan is er weer een en slcohts een collineatie die cen viertal 
punt~n in algomene ligging in een Miertal in algemene ligging overvoert; 
zifn perspoctievo puntenreeksen ook projcctief, blijft harmonisohe 
ligging bewaard, geldt de fundamentaalstolling, is eon projcctiviteit 
door twee drietallcn bepaald, on mogon daarbij die driotallen wille­
keurig voorgeschreven wo~don (zie blz 10-12). We merkcn nog op, dat 
aan hot sterkere. axioma E voldaan is in hot gcval van do gewone moot­
kunde, zio hfdst. IV. 

Den punt van con vorschil tussen con projcctievo on oen coordinaten 
mcctkundo is, dat in de laatst.J goon onoindig vcrro clcmont,rn voorkomen, 
en in do norsto v,cl, en dan tcvens, in on~c abstracto opze:t, goon 
bijzondcro plaats innemen tusscn do andoru olomcntcn. Di-ti maalct ver­
klac.rbaar, dat we bij onze pogingcn om aan zckcro mootkundigo operatics 

alc~braischo symbolen too to kcnnon boginnen met de bonocmibg van eon 
vasto t doch willelrnu.rig gckazon, rcchto van hot projccticv.J vlak tot 
oneigenlijke.rechte. De punten op de oneigenlijke rechte heten oneigen­
lijke punten. De a.,ndere punten en rechten heten eigenlijk. ils v-,e 
voortaan zonder.meer van punten en rechten spreken, bedoelen we eigen­
lijl~o elementen. Rechten met oneigenlijk snijpunt heten evcnv:ijdtgo 

In dezo terminologie kunnen we b,v. uit axloma C a:floiden: zijn van 
tv:ec puntpor.specticve driehoeken twee paar zijden evenv1ijdig, da11 ook 
hot derde paar. Vgl. hierbij de figuur op blz 4; als men aanneemt dat 
:pq du oneigcnlijke rechte is I d. w. z. dat ab en a' b 1 1 en QVenzo be en 
b'c' ovenwijdig zijn, dan zijn ook ao en a'c' evenwijdig. 
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Onder een parallelogram verstaan we ecn vierhock abed met ab//cd 

n ad //be. r:rc zullcn aantonon dat de diagonalen ac en bd. clkaar in een 
d cig0nlijk punt snijdcn. Laten in de 

figuur ac on bd als oneigonlijke puntcn 
r ens hcbben. Dan is abed construe­
r0nde vierhook voor ho-t viertal punten 
p,q~r,s. Die vier punton liggen dus 
harmonisch. Als nu do vier punton 
a,b,c,d algomeno ligging hcbben, dan 

vorschilt r Ya~ pen q. Maar volgons 
axioma D vorschil t dan s van de_ puntcn 

,q,r. Sp0ciaal vorschillon r ens van 0lkaar en snijdGn dus de rochton 
c en bd elkaar nict op de onoigonlijltc rcchte. 

Uo boschouwen nu twee soorton quasi-perspcctivitoiton met do onei­
gcnlijke rochte tot as. En allercorst zull:::q. waarbij oak hot centrum 
oneigonlijk is. Gaat bij zo oon a,b in a!,b• over, dan is aa 1b'b een 
, arallelogram. Do constructio van h0t bcold :x:' van een willckcmrig 

unt :i~ is zo to beschrijvcn: vol tooi hot parallelogram op a,a• ,x (als 
rtoevallig X op de rGchtc aa I ligt' dan boschouwo men b, b 1,:x:)' Het ligt 
lin do lijn va.11 bovenstaand0 torminologie om zo'n quasi-porspoctivitoit 
icen translatio to noemen; daar hij vastgolcgd is door een paar a,a', 
I 
;mogc11 rrc hem uanduidcn door Taa; ~ ~o sch:cijvon Taat (x) = x•. Ligt x op 
laa. 1 , dan ook x'; ligt x niot op aa', dan is aa 1 x 1x con parallelogram. 

ryo nu dat het product van twoo translati0s weer 00n trans-

········· ······· 

·· .. 
·· ... 

···-.,. 
.... 

latic is. Laton we achtoreonvolgons 
uitvooren de translatics Taa, on Ta, a", 
die con punt b ecrst in b' en dan in 
b 11 ovorvooron. Dan goldt dus: 

T , "T ,(a) = a"; Ta'a"Taa'{b)=b"., a a aa · -
Zal Ta, au!raa' con translatie zijn 1 

dan is nodig (en voldoondo), dat algo-
·· mccn do punton a.,an 1 b,'b 11 ~ op eon 

_____ q,,_:.:.:._ ___ .::::s.i,p __ f _ __:_.:.._;j:::~-r-rochto liggon of ccn parallclog~am 

vormcn. 

~c mootcn vcrschillGnd0 gcvallcn ondorscheidon. Laton allorocrst do 
punton a,a! ,an nict op *con r0~htc gclcgon zijn. Indion nu in do :Eiguur 
gc0 n samonvallcndo lijncn optrcden, zijn de drichookon an 1 a11 ,bb 1 b" 
porspccticf op grond va.n do gcgcvons, die men kan nc~rschrijvon in d0 
VOl'm van de incidontics: qaa' ,qbb' ,ra' a 11 1 rb 1 b",pab, pa'b 1 , pa"b". 
En 1701 mot p en P ale contrum en as; dus snijdcn a.a", bb" clkaar ook op 

Pon vormon a.,a",b1tb con parallelogram. Doze radcncring.kan spa8k lo­
~cn, als or in do ~iguur lijnon so.monvallcn; liggcn b.v. de punton 
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1, a,, a•! ep oon rochtc, dan is hct punt r niot bcpaald en volgt nog nict 

do anoigcnlijkG rcchte P do porspoctivitoitsas is. Mon moot in dit 

cen gcschikto drichook cc' c 11 tusscnschaJ.rnlcn on ka.n dan aflciden 

11 // aa", cc"// bb 11 , dus bbu // aa" ( ga di t na!). 
Liggon a, a', a 11 op con rochto, dan ligt b" op de re;ohto bb I en is va..."l­

zolf bbtl // aa". Hiormcc zijn allo govallon afgehandcld. 

Ben translatic bozit ook ecn inverse: Ta 71 = T , h' b'. t dt a a a, 1cr J.J rec 
do idontioko transf ormatio, die allc. punt en op hun plaats laat, op als 

1. De assooiativi toi t van do boschouwdo productvorming bohoc:lft gcen 
betoog: die goldt algemcen voor transformatics •. Iots langcr moctcn 

stilstnan bij hot bowijs van do commutativitei t. 

Bcschouwcn wo twee translatios Taa' en Ta'an• Laat hierbij Ta 1 a 11 (a)= 

a"' zijn. Uit het gegovenc volgt Ta'a"(a) = Ta'an(a') = a11 ; wo willon 
zon T , T , 11 ( a) = a"'• Di t la.atsto houdt irnme1~s in,dn.too translatics aa a a 

1 11 T 1 , T , T , u dozelfdc zijn. Bcschouvrcn we corst hot gov al, dat 
an aa aa aa 

\°'-'' 

a·I r--..... a... 

1_>~ I/ ,_ -----
mouton hobbon. Rest ons nog 

a 11 niot op do rochtc an' ligt. Omdat 
a 11 en a"' de beeldon zijn van a 1 resp 

a bij do translatio Ta I ar: vormon dan 
de punton a,a' 1 a 11 .,n"' ocm parallclo- . 

gram. Iifu is :.i\1 , a 11 hotzolfdo &1.ls Taa•" 7 
on rrac.' hotzclfdo o.ls Tau• au• Dus 

Taa'To~ o.'l(a) = Ta:n D.:•Taallv(n) = a 11 ; wut 
h~t ~~v~1 d"~ nH o~ ?· r~c·,tn ~~, 1~gt 

J,,...- f::,U c::._, ' ~t..i.J c:;, .'/ \.li..J .._, 11. V c-,,c.... ...r.. .. 

docn di t af doo:t- tussonschakoling vc.n ccm pm:-t b: ni;:;t o:p die rochte 

gologon, ondor gebruikmaking van de associativii tGi t i.:n hot zojuist 

no: Ta'anTaa 1 = (TbattTa'b)Taa' = Tba11 (Ta'bTau 1 ) = lJ\an(Taa'Ta 1b)= 

(Tba11 Taa')Ta 1 b:::: (Taa'Tba11 )Ta 1 b = Taa,(Tba11 Ta'b) = Taa1 Ta1 an• 
Al mot al hebben wo bewezon, dat £.SL:.tt.an~la~ies.,_ §O~_,oornmutatioy_c t;;rQ.!U2_ 

, mot a.ls groopeperatio de ~roductvo:i:-ming 7,02J.s dio bij trans-
s gcbruikelijk is. 

-ii,;Nodc soort qua.si-perspectivi tei t mot onoie;onlijkc ae ~ 'lio we 

,,ens0n te beschouwcn, hooft cen vast, oigonlijk punt o tot contrum,, 

con qunsi-pcrspectiviteit is weer bepaald door eon tocgovoogd p2nr 
a'• Steeds liggen a., a I met o wp ccn rechto; een rochto ab gaat in eon 

ev011• . ..,:Ljdigo rechtc a I b 1 ov0r, omdat het. snijpunt op de porspec­
tivitei tsas ligt en dus ecn oneigenlijk punt is. Hot ligt voor do hnnd 

'n. q_na.si-::;orsp0cti vi tci t eon dil:1,ilat:t0 to n,:)2mon.aon to duidcn door .......,....:...-~ ... ~-- .. 

~ "' "l t • Cl 11 
;' (.,-1,,i..... 

Gcmnk:kclijk is in t.c ~35.<im~ G!.o:t de 

!.li,lataties een_JF06J?. vormen. Zij11 
7.1. v. D 1 ,D , u dilataties: , dan is aa a a 
ook D , uD , een dilatatie,. ']a..."li; a a aa 
a• ,a" liggen op de rechte oa; evenzo 
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b~.bn op de rechte eb; verder snijden de twee rechten ab 1 a'b 1 en oak.de 

twee rechten a'b' ,aub 11 elkaar op P; c1an ook de twee rechten ab 1 a 11b 11 • 

Een belangrijke eigenschap is, dat ook deze groep der dilataties 

commu~..11.§! is. Deze eigensohap ligt dieper dan de vorige d~e besproken 
"'1erden, omdat we bij het bev7ijs gebruik maken moeten van he-'G .'a:x:ioma E 

(of mi:- ) , ,.,at bij de vorige eigenschappen niet het geval was. Later zul­

len we zien, dat voor de genoemde eigenschap E ':fC niet gemist ka;.1 TTOrden~ 

dit ho1.:.c-:.t onder m~er in., dat r:i,t onafhankelijk is van A-D. 
(J ll. ll' o :• 

'\\ / /I 
'--..____,_ \, \, --✓--- / 

--"". -~ .,/\ I 

, . ;;~~:::.:;_)!!_ " 
.N-
--✓ '\---- t" L -· ---------~!~;--·-· ----· .J -- , . .----·-· -------

- __. '2.., 

-:-,:.;; gaa.'1. ui•i; van twee dilataties D • ,D , • Daarvoor geldt dus: aa a·a" 
•a11Daa'(a) = a", te!'iivijl o,a,a',a11 op een rechte liggen. '7c kiezen 

punt b~ nict op die rcchte. Dan kunncn we bu = D ·, 1/J, 1 (b) =-e 
a a aa 

Daan(b) bcpalen: o,b,bu liggen op een rechte en al::.ia.11 b" snijdGn el-

·0P P, zog in hct punt 1. De vraag is nu, of ook geldt Daa 1J\,,,,c 11 (b)= 
b" • 

""."e b8gim1E:n daartoe met Daa•Da•an(b) te construer~n. :Dorst be:pal.on W0 

pun·t c :-::: :Da•au(b); het ligt op ob ·.en de rechten a'b,a.'•c snijden 

ul) P, zec in het :punt 2. En vervolgens bepeJ e:n w0 o' = ]) aa/ ( o) . 
c.::: .,n.:::·c 1)c~1.ulp vai.'1 hct punt 3. Hct gaat er nu oms of 0eldt: e 1 ::-:: b". 

rnur!.~ r: t als snijpunt van oe met a' 3 is niet in d1J I'ieuur :-sotckcnd. 

Zij no.z x he-;; oneigenlijkc punt van a' c, en y het om;igcnlijko punt 
a 11 b~ -·c beschouv1011 nu een aanta.l porspectiovc relat:i.es tussen pm1tcn-

0 ,a;o.i :a" is perspoctief vanuit c .met r:i,3,x,2 
P,3,x,2 is perspacticf vanuit a• met; p,c',c,'b 
0 ,a,ai ,an is perspectief vanuit b mt;t p,1,2,y. 

P,1,2,y is ;_)erspectief vanuit a" mut p,b",c,b:1 
vor::;elijking ziet men dat de beide puntviertallen :p,o'c,b en 

,bn,c,b op de rochtc oc projuctief zijn. Aangozion.zc drio J)t•.nto::. 

c.n hobben, hebben ze ook het vicrdc punt gcmcenc- I:utt c 1 ::::: b" 11 ,;7:::i,., 

be,1ijz-i:m nas • 

....,0 knopen aa.n hot voorgaande hewijs nog cen opmerki:ng vast. TTD hobl°'"' 
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latcn zien dat de rcchte a' 3 de rechte be in b0 snijdt. Maar hetzelfde 
bei,ijs is.van kracht voor de beworing dat de rechten ac en a'b" clkaar 
opp, d.i. de verbindingsrechte van 1 en 2 snijden. rye merken op dat 
de keuze van de rechte P willekeurig was, evcnzo die van o. Dit houdt 
in, dat we de beide drietallen a,a',a";b",o,b van te vorcn willekcurig 
op twee rechten kunncn voorsohrijvcn. Zo krijgen we eon stelling die 
geheel los staat van de beschouwingen over dilataties. Noemcn we ter­
w:llle van de symmetrie, de beide drietallen resp. '½,a2,a3 en b11b2tb3 , 
dan luidt deze .. van Pappus afkomstige stelling: 

Liggen op twee versohillende rechten twee drietallen punten a.i,a2,a3 ; 
b1,b2,b3 , dan liggen de drie snijpunten van ~e-drie paren reohten 
a.1 b2,a2b1 ; ~ b3 ,a3 b1 ; a2b3 1 a3 b2 op een rechte. 

Korte f'ormulering van di t laatste: de drie snijpunten van de kruis-
verbindingen liggen op een rechte. Laten we eens op twee verschillende. 
rechten twee projectieve puntenreeksen {a,b,c,d, ••• 1en.[a•,b 1 ,o•,d 1 ,~.,.} 

we verbinden a met b' 1 c' 1 d', ••• en a' met b ,c,d,.". • Dan snijden 
corresponderende verbindingen elkaar 
pp een rechte R. Immers, beschouw de 
rechte door twee snijpunten x,y en 
snijd die met. de rechte aa' in p .• Dan 

r--r---,.,~~~-....=:::~~L-____ is, mngeacht welk punt d men kiest, 
R het vi_e:btal a, b, c ,d perspectief met 

P,x,y,z~ en dat weer met a' ,b' ,c' ,d~ 
met z ~ = snijpunt van a'd met R en d~= 

= snijpunt van az~ met a'b'. Door bei­

de pers:pectivi:ieiten wcrdt aan,het vie~tal a,b,o,d projeotie:f toege­
voegd het vieittal a', b' ,·c• ,d,,.,, • Het laatste is dus ook projectief met 
a' ,b' ,c' ,d'; er zijn drie gemeensohappelijke punten, en dus d..,,,.,::::: d', 
z~ = z. Een gevolg van de stelling van Pappus is nu, dat b.v. ook de 
rechten od',c'd elkaar op R snijden. En hetzelfde geldt voor de kruia­
verbindingen van een willekeurig tweetal paren toegevoegde punten, b.v. 
d,d 1 ,e 1 e 1 • Zodoende hebben we de stelling: 

Bij een projectiviteit tussen twee puntenreeksen op vcrschillende 
dragers snijden alle,kruisverbindingen elkaar op een vaste reohte,de 
z.g.n. lnppua rechte. 

Di t; houd t nog een and ere methode. in ter constructie van toegevoegde· 
punten, dan op blz. 11 gegoven werd. 

rye keren terug tot.onze translaties en dilataties en int~oduceron 
algebraisohe 1-symbolen. We herinneren er aan, da.t de oneigenlijke rechte 
Pen een punt o gekozen zijn; we kiezen nog een reohte door o en daarop 

punt /: o dat we 1 noemen. De punten van de ~echte o1 •iuiden VIG aan 
Griekae letters; o(, 13 , •.. ia dus o of 1 of een andcr punt van 
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De translatie van o naar a, d. i. Toa.t schrijven we als a, en de 
groepoperatie als optelling; en wel bedoelen we met a+b naar believen 
het product van de twee translaties T0 a,Tob of het beeld van b bij 
ttanslatie T • Blijkbaar stelt ode identiteit voor. De dilatatie van oa · 
1 naar "/:,. o du.iden i'1G aan mot CX, ; we gebruiker;i nu de multipliGa.tieve 
scru;-ijfwijze, en wel geven we met CA: (1 en O< X aan het product van 
twee dilataties, resp. het beeld van een pul'.lt X. We gebruiken ook nog 
de transformatie die aan elk 7pµnt o toevoegt, aangeduid door 0 1 met 
multiplicatie~e schrijfwijze. 

Op deze wij ze is onder .. meer .het volgende bereikt: elk ( eigenlijk) 

'· puM--~ de reohte 01 is weerge~ven door een symbool en er bestaan 
twee oompositieregels, geschreven als optelling en vermenig~uldiging, 
die op ondubbelzinnige wijze aan twee zulke symbolen een nieuw symbool 
toeveegen. -..De som « +_,4 van twee punten c< + ,1. n.1. is be:paald, als 
T O ,, . { />) en bet product o( ;3 als DO 0( ( ()

1
). ~e willen nu o. a. aan­

\;onen, dat op deze· wijze een commutatief lichaam ontstaan is. 
Allereerst is a+O = O+a = a, o.x =.0; 1.x:::: x,0(.-1 :::,~. Merk op, 

dat de letters nu eens een punt, dan weer een transformatie voorstellen~ 
en dat Griekse letters punten van 01 voorstellen, maar Latijnse letters• 
willekeu.rige punten mogen aangeven., De uitdrukking x.1 mogen we niet 
opsohrijven, want het zou betekenen het beeld van 1 bij de dilatatie 

van 1 naar x, en zo•n dilatatie is er alleen ala x op 01 ligt. Dat de 
symbolen ()( zowel t.a.v. de optelling als t .. a.v. de vermenigvuldiging, 
exclusief o, een commutatieve groep vormen, volgt gemakkelijk uit het 
op blz.10,.1/ bewezene., als we bedenken, dat a+b, d.. · (3 hetzelfde betekenen 

als het beeld van o bij de o:pvolgend ui tgevoerde translaties T0 b,Toa 
resp. het beeld van 1 bij de o:pvolgend ui tgevoerde dilataties D1p ,n10(. • 

In de· tweede plaats tonen we aan, dat de distributieve wetten gel­
den voor de symbol en 0( • we bewijzen zelfs: 

(1) (o<+13)x = o,x+f3x 
( ~) C\ ( X + 'f ) = :?< X + t>; y 

Ad: ( 1) • Voor o( ::: 0 of~ = o is. er niets te bewi.jzen. Bch.andelen we nu 
het geval o( /:. of 1'x0niet op J1. rye oonstrueren opvolgend + ~ 
o< + fl; , o< X , fiX , ( a( + 13 )X ; in de figuur zijn evenv11ijdige lijnen 

x ook evenwijdig getekend. . 
i,{ + ,ll == rXX +( c>( - :X. X )+ ;1 = 

= To 1 ,:i. J Trx.X _'--;_ /,.~) ~ 
o1. x = D1~ < x. 1, /3x = D~ 13 C .x ) ' 
( d .. + fJ ) X = n1 , ,;( + j2 ( x ) • 

O 4(' . o<+A .. In woorden: is p het vio:r:de hoekpu.nt 
;7an het 'Pf4.t"a116logram, opge bouwd op o, /3 , o( X , dan li&;-1- ·;( +/J op 01 .. 
:~odanig da.t de rechte door p en o( + (':> evenwijdig is a.an l1,J :recht-c 
~ii 



en ,die weer evenwijdig is aan de rechte door 
1 en >( en aan die door 12 eh /.>.x ; (c>( + ;1 ) X ligt dus op de rechte door 
p en o{ + p • Blijkbaar wordt o{ x +r3>< = ( (JX.. • t3 )+x'x op dezelfde 

manier gevonden als ( d + /3 ) X • 
Ligt X /:: 0 wel op 01, dan schakelen v/6 een punt y in, dat niet op 

01 ligt, bewijzen eerst ( °' + 13 )y = O'.- y + /3 y en daaruit ( o( + t-3 )>< :::: 
= o(x.+ (:,x (zie de figuur; laat 1 de rol van y vervullen). 

Ad (2). Lat~n eerst x en y niet op een rechte gelegen zijn. Beschouw 
heip;>arallelogram met hoekpunten O,x,y,x+y. Het wordt door de vermenig­
vu1diging D1Q\ weer in een parallelogram overgevoerd, en wel met hoek­
punten o, o( x, tt y, o< (x+y). Dus geldt o< (x+y) =(.'.( x+<X y. Liggen x en.y 
wel op een rechte, dan splitsen weep een geschitte manier yin y1+y2• 

~e tonen nog een andere relatie aam: 
(3) a< ( (J x) = ( o( ~ )x. 

Dit houdt meer in dan de reeds bewezen associativieve wet: i;{ ( (3 ;{ }= 

a\ f; ) o • (3) volgt ui t het f ei t, dat beide leden het beeld van)(_ bij 

een vermenigvuldiging voors,;ellen en dat beide leden voor x=1 gelijk 
zijn aan ex~ • 

Om ooordinaten in te voerent moeten we behalve O en 1 nog een ander 

kiezen. Terwille:van de syrnmetrie noemen we 1 nu liever e,en kie­
een punt / bui ten de rechte 01. Zij :p een willekeurig .punt. we 

o,--------'------..:::::.\. 
e f. ti 

trekken de rechten door p e'fenwijdig 
aan Oe en Of,.d.w.z. door de.snij­
punten a res:p, b van Oe resp. Of met 
P. Dan is ( zie tekening) p = g+h, 
waarbij g en.h eenduidig op Oe en Of 
bepaald zijn. Verder kunnen we g uit 
e en h uit f krijgGn door een verme­
nigvuldiging; zij g = q'e, h =!3f. we 
zien dus dat p eenduidig te schrij­

i'Vetl is also( e+ pf. Natuurlijk is ook elke ui tdrukking van de gedaante 

·;;1.e+13f een punt van het vlak (rechten ha en gb snijden elkaar altijd 

,1n een bui ten P gelegen punt. we' noemen' c( en 11 de coordinaten van P• 

We leiden nog een consequentie af uit axioma D, dat zegt dat bij 
"P · t- drie verschillende punten een vier-

de harmonische punt van ieder daar­
van versohilt, we gaan bij een punt 
fX }:. O Ol) 01 het punt - o< = T_;i 0( 0) 

construeren. We doen dit door tussen­
.-.---..J,,C..--~------==~~-komst van $et'l punt x; we oonatrueren 
.·.• x+ot.· m.b.v. oneigenlijke punten r en 
ir, en daarui t. - o( m,.b,. v. het parallelogram op o,x+ 0( :,X 6l:, oneigenl:tjke 
punten s en t. Maar we k:r:-ijgen zo precies de figyur voor .~ 3 construotie 
tan het vierde harmonisch~ punt bij o,s, q ; oonstruereinfie vierhoek ia 
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:x:,x+,'1( , t ,r. En dus - Cf fa 0( , of anders gezegd 2 tx.. f o. Lettende .,_op het 

begrip 1-carak-'Geristiek van ee.n lichaall"l, gedefinieerd in §6 van de cursus 

moderne algebra., kunnen •:1re dus zeggen: het lichaam gevormt door de pun~ -

~en van d.e rechte o1, heeft de karakteristiek fa 2. 
De vo:;:l.:ree;en resul taten kunnen samengevat 1~rorden in deze ene ·oewe­

ring: flE?~G __ ~q_g_~lijk in h ... et projectieve vlak oper~t~.es te _ _i_n_t_roduceren, 

zodani..(i,_4-_at de~igenl ~ j ke :12unten ee,n li!l,_e aire ruimt.t3__y a1Ldi.lll§.~1/3j._e_ twee 
.Q.liuen ~-nmutatief liohaam L van karakteristiels. . ..l 2 vor!l}fil1• 

Zie voor het c1lgom0ne bcgrip lineaire ruimte over een ring de cursus 

moderm.: algobra, blz. 12. Controleer de vijf daur opgesomde definieren-
.. • , -:'I • • • 1 l . t ,. cts e1c,e:,scnZ1.p1)en. ueze r1J e:i.genscIWlJJHHl tan nos 1e ,B vc:.:·ocnvon.i:i·tgd 

···orderJ o:i,:, grond van de commutativi tei t van het grondlicharun. 

In de ge1'1one meetkundc is L het lichaam der reele getallen. 

VI. p_q_QE..dj.nB:_i;en. Rechten. J?ro:iec_:t;;ievLtransformat,ies. Dubbelverhou­

g_ingen. 
In dit hoo:fd.stuk v,rordt van de coi:1.D1uta-t:.1.vi tei t dat' vermenigvuldiging 

in L zo "l.'!ei:nig aogelijk gebruik gemaal:t. Zij A de rechte dnor o en een 
;punt k /:. o met ooordinaten k 1 .,k2. J). w. z. ir1 ,k2 Ir, We schrijven kort 
k ::: (k1 ,k2). De ( eigenlijke) :punte.tJ van ,,\ zijn de pl:nten van de gedaan­

te Y k, ·t"" (:. L. Immers r k ontstaat ui t lr cl.oor de verr£Gnigntldigine; 

van 1 naar r , en omgekeerd. De coordinaten van -r k zijn -c k1 ~ -c- k 2, 

• 1ant -ck = t(k1 e+k2f) = r (k1e) + -r:(k2f) =( r k1 ) e+( T. k2)f. 
Een rachte B door g = { 01 , 0 2) gaat bij de t:re,.l'!8lfltio ·-=" .. g o'7er in 

een rechte door 03 een punt x van die rechte heeft bj.jgevolc: tot C(>or­

dinaten 

(1) $1::: Y1+ --r.~k1 , °s 2= ;r-·2+ rk2(met (k1 ,k2 ) zekt=<r een pnnt fa o van 

die twecde rechte). In.de betrekking (1) worde~ de v0rHchille::1dc 
punten '"Ta11 B geleverd door -r: te laten varicren ::.r L; ~e Yorma:i1 een 
Paran1ot1C;rvoorstelling van B. Pe kunnen hierui t t:· 01 im.5.neren 0:1 :z0 

.:::vn:-aken -~ot een enkele betrekking tussen s 1 en ~ 2 , •vaa:r.in zekere 

constan"t,:ii.1 optrcden, 0n die aangomcrkt kan vrordcr; als de vc:::-gelij­

::in('"; van do rcchte ]3. Bedenlrn dt-:a:rtoe dat L eon lichaam is, ii.at we 
clus va1:i ::i:Ll-,: element fa o de inverr.c:e kunnen nemen. Van 11:1 0n k2 is .zeker 

ei]u I=- 0 1 '.3\J@., l;:2. Dan herleidOl"l ,rre: 
:;: .. -"1 ,,..., -1 . -~ "\ ( r- k ··1 )-- k -1 )l 
7 2u:2 == rf 2k2 + T t dus .5 1 = (; 1+ 5 2 2 - 0 2 2 ~~p 

' ) Z::- .,_ 1 1 
.2 of~,-,+ 's 2(-k2- k1)+( i, 2k2- k1- J.,..1) = o. 

r-,e vinden dus voor B de lineaire vergelijking ( 2), ingeval k2 J: c is. 

Uit;s.a:nde van k 1 /= o vinden we ;iets dergelijks. Fe kunnen in i0der 
geva.!. zeJgen, dat de coordinatel'.l van een punt vu1 B 10l1loe:n aan 
een betrekl:ing 

3) A O + ~ 1 ,1 1 + ; 2 fl 2:::o met 111 , rl. .j- o, o. . . 
Het mooie is, dat omgekeerd de punten van het vlak, v,ie:r ooo:r-di-
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naten voldoen aan een vergelijking van de gedaante (3), altijd juistoo 

(eigenlijke) punten zijn van een rechte. Want is b.v. ~ 1 f:. o en 
-:,.. d k · · t ~ :, \ -1 1 '.! -1 stelt men <s, 2 = c, an riJg men ..:;, 1= - .ri._ 0 11.. 1 - -c /",,__ 2 r\.. 1 

en heeft men ( 1). Me;; 1--echt heet (3) de vergelijking v&n een rechte. 

Een rcchte is volkomen bepaald door de drie coordinaten 

iL 0 , r1 1 , r'l 2 van zijn vergelijking (3). We llierken op, da-'G he·t; ge.­

val A 1 = rl 2 = 0 ui tgesloten is en dat de vergelijking niet verandert 
bij rechtsvermenigvuldiging met een element p I= o. zre. gaan bewijzen, 

dat, als een rechte aan tv.ree vergeli_jkingen van de gedaante (3) vol­

doet, zeg . 

ilo+ J1 ·,11+ ~ 2 '~2 == 01 µ.o+ 31 ).t1 + ;2 J{.2 = o, 
de beicle drietallen ( ,1 0 , .rl 11 11 2),( ;t 0 , µ. 1 , J-l.2) reohtsevenre-

diG zij11, d. '". z. door rechtsvermenigvuldiging ,,,el m€£t: a.e:n,:-elmne:nt' f: o 
i11 ellrnar overgaan. 

Zij daartoe A. 2 /= o. Dan volgt: 

11 o A 2 - 1 + ~ 1 it 1 il 2 -i + ~ 2 = 0 , 

- ~: 1 :1 1 ri 2 -1' 
v:raaruit vol£,t 

dus 

)-( .. o + ~ 1 ),{. 1 -( A o A 2 - 1 + ~ 1 ;1 ·1 It ? -i) ,R 2 = o' 
f \ ) ' -1 - ( 1 J -1 \ 0 )-l O - Ii O n 2 _f-(. 2 + '.7 ·J )-ti- -r 1 fl 2 )..L 2•J:::.: Q,. 

) Neem nu t:,·?e verschillende punten van de rechte. Zijn d.e eorste co-

ordinaten van die punten gelijk, dan ook de tweede, ov 6rond van 
t1 2 fa o en de eerste vergelijking van ( 4). Dus zijn die eci~ste 

coordinaten verschillend. Maar dan volgt uit (5) door aftrekki.ng 

J.t-1 _,_- ~ 1 A 2 -i ~L g1 == o, on dus ~o - it O A 2- 1 _)..l 2 == o. Vanzelf 
geld t. P- 2 - A 2 fl'.;) }--t. 2 = o •. Anuers gezega.: 

'< -T . :'\ J -1 A ) -1 
J.J.o == ' 1 0• 1l 2 -"--'2, _;.11 = /(1· -''2 )l2, J..12 = n2· /\2 )-L2' 

Di t houd t in dat de drietallen rechts0venreJ.ig 7,ijn. 

vre 2;.oemen de coefficienten in (3) de oo~rdiuat(:n~ van d0 door (3) 
voorgostelde rechte, en spreken vm1 lijncoordL.1T~:0n. 

"H0 hebbcn thans deze si tuatic. J3ij elke rocl'n;c hoor-~ een stel van 
ondorl1ng rccbtsevenredige drietallen ( ,1 0 , ?! 1 , rt 2); het geval 

rt 1 = rl 2 = o komt niet voor. Di t alles met ui tzonderinb van de on­
eig0nlijke punten en de oneigenlijke rechte. we gaan nu deze aitua­
tic verfraaien door, zoals in de Analytische meetkunde gobruikelijk 

is, homoc;cne coordinaten in ·te vr:heren. 
Mot een :punt laten. we n.1. correspond0ren een st0l van linksaven­

rodige drietallen, en wel met ( t1, '/ 2) b:et stel ( 5 0 i. ~: 1' .-~- 2) 
met 3 0 I= o, ~o - 1 f,. 1 = r; 1, 5 0 ~ 2 = ? 2• Aan de one1ge11l1Jke 
rechte voe gen we toe het stel ( r1 , o, o}; a.an een oneigenlijk :punt, 

0 
e:n '~rel b. v. het oneigenlijke :punt van de rechte door a en (k1,k2) 
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het drietal (o,k1,k 2) en de daarmee linksevenredige d~ietallen. 

Hiermee is bereikt: aan alle punten en, rechten van het vlak, 

eigonlijke, zm•rel als oneigenlijke, is een stel links- en resp. 
rechtsevenredige drietallen toegevoegd. Alle stellen treden op, en 
,,rel steads eenmaal- ui tgezonderd het stel ( o, o, o). We bewijzen nu, 
dat onvoor'naardelijk goldt: een punt en een 11 echtc zijn incident, 
als bijbehorende drietallen ( 3 0 , 's 1 , S 2 ) en ( it _0 , A 1 , if 2) 

voldoen aan de rclatie 

6) 's O ii O + 's 1 /" 1 1 + :; 2 :;i 2 = 0 • 

Voor cigenlijkc punten en rechten volgt het uit (3) en de invoering 
van lijn- en puntcoordinate11. Zijn een eigenlijke rechte en eon on­
cigcnlijk punt (o,k1 ,k2 ) incident, dan vrll clat zeggen, dat de r.;;chte 

evo11wijdig is aan da rechte door o en (k1 ,k2), en dus wage11s (2) 
b. v. als coordinaten heeft: y 2k2 - 1 k1 - ;r 1 , 1, - k2 -ik1; maar dan 

is voor dat punt en die rechte aan ( 6) voldaan 'l;'Tegens : 
~ -1 ..;1 

i) 2k 2 k 1 • o + kf1 +k2-k2 k 1 = k 1-k1 = o. 
Is de rechte oneigenlijk- en dus het punt ook, dan 6eldt (6) op 

grond van ti 0 • o+ ci.-k1+~.k2::i!,O. 

Thans wensen we collineatiea en projectiviteiten uit te drukken 
met behulp van het gevondei:i anal:ytische model. Allereerst onderzoe­
ken me de pro j e cti vi tei ten van de re chbQ ,:,1 in zi chzclf. 

Do translatie T0 o( en de dilatatie D1 p , 1~ I= o zijn quasi-per­
spectivi•ei ten van het vlak. Op de rechte o1 indu~cron zij projecti­
Vit.'3iten, welke met onzc ingevo0rdo natatics geschrov€n l:unncn war­
den ala 

) ~• = ~ + Ci; , ~' = f· ~ C F· fa O ) • 

In b:::id0 gevallen blijft het oneigenlijke punt van o1, zeg r, O'.E' 

zijn plaats. 
De overgang van 5 op ~ - 1 is ook con projectiviteit van de rechte 

o1 in zichzalf. Construeeen we ~ - 1 . We kiezcn daartoe oon :pu~t u 
bui ten o1; zij s het oneigenlijke punt daarvan. 'f'o bepalen ~ - 1u 

uit u door de dilata.tie van 5 naar 1; 
door diozelfdo dilatmtio gaat 1 in 
~-1 over. Vorgelijk do oonstructie 

v~ ~-1u uit u,-1, ~ met die van 
u - 1s uit u,o, ·'s, • Merk op., dat r,u,s 
vast zijn, maar s varieert. Het blijkt 

't: ·1.: -1 nu, dat de overgan€; van ~ op S al-

lr'"-,;J::'7--+----,~---.----"----~ dus verk:regen kan word.en door aa.neen­
drie perspectivitciten: projeoteor uit u o:p de oneigan -

ui t 1 op ou en tenslotte ui t s wear op o1, Dus is 
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( a) ~ r = ~ -1 

(9) 

een projcctiviteit. Men least in de figuur af, dat o in r on r in o 

ovc;i.--gaat. 
VIG '\~rillen nu dinder gobruikmaking van axioma E laten zi011, dat 

elke transformatie 
c'.' • = o( S + .i:~ met c( J - g ,._.. I-= o 
'.::> ;,--~ +<> i ('/ 

eon projectiviteit is van de rcchte o1 in zichzolf, en dat omgekeerd 
olkc zodanige projac-tivi teit goschrevon kan vrorden als oen transfor-­
matie van de gedaante ( 9) • 

Bc1:djs: Allereorst bedonke mon, dat het lichaam L ~p grond van E 

00111111utatief is, dat dus het · g_uotiont van twee clcmcntcn ? 1 ?> met 
..... J 7 -1 -1 SF o zo•rrcl door -:, 'I als door 17 z; , en dus zondor c;ovuar door· 

j aangegev0n kan ,,,ordcn. Do ui tdrukking in ( 9) hcoft dus eon eendui­

dig bopaaldo bctekcn~s. Zolfs mag do noemor van hot rcchterlid o 
zijn; we_ bedoelen dan met 5 • hot on0igcnlijko punt r van de rcchte 

01. We geven r we,l aan door hot symbool en ., Voor co golden dan oj 

tsrond van de bij (7) en ( 8) gemaaJ.:::tc o1)mC;rki:ngcn de rekenregels: 
( , ) -1 co+ o( = m , p. en= ro f-•· fa o , ro = o. 

en kunncn dan (9) oplossen in enige transformaties' van hot type 
(7) of (8). We kunnen n.1 .. gomakkelijk 00n aantal van die ·brans­

formatics aanwijzen, · die, achter olkaar uitgevoerd, de transforma­

tic (9) opleveren. We ondcrscheiden hierbij de gevallen tY /:. o en 
t~ o. In het eerste gcval leiden 

r, ( 1) _ y 2 -c z-( 2) _ ~ ( 1 ) + ')· r-
.~ - ,, ::, , ":, - ;;;, ·J " 

§(3) = {'$(2)}-1, ~(4) = {.3) -t~t') ~(3) 

~- - t'= (4) +••V .. }'-1 .:.> - :.:i ,_.._. ' 

wu~rbij spe~iaal de viordc transformatic van het type (7) is op 

ero:nd van do voor~:"'aardc /d.1· - ,-x._ /' fa o ~ tot { 9). In h,:;t ~n;,0odc ge-
v "'l · ~ t n -1 ...... \'--1 ~- ,... -1 , 

c, J.S ~ = e. · ( 0( ~ + ;:3 ) = c' ti< '5, + d X (""' 

Onmiddollijk "to verkrijgen door combinatiG van twee tra11sformatios 
(7); ti"'"'."'1 -:x = o, d.vr.z. (-~= o is nu nict mogel:.i.jk wcgens .f= o, rxt-
- :::S I i F O. 

Laat omgokecrd een projectivitoit --rrgcg0vcn zijn. Laten f'"l: Y', 
do·puntcn zijn1 die ovorgaan in 0,1,co. Dus v(r,) = o., 7r(y-) = 

1, rr{w) = co • Wo boschouwcn nu de transformatie 
= . ~ - . ~ • v· - y> 

~- w • ¥'_, Lt,) ; 
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1 -i> S' = iu--1cv, 5' = ::;. • 's' ~ J-~:_. 

S --W > '..::.> - 1· 
Omdat -n- 0cn projcctivi tci t is, d. w. z. 0011 oenocnduidige transforma­

tio van de rocht0 o1 in zichzelf, zijn p, y-· ,Ci.Jal tijd vorschillend. 
Dan is altijd (10)(rosp. (11) bcgrepen in hct type (9) ... Dus is (10) 

ecn projcctivitcit. Vorder voert (10) de punten rp, 11-· ,~,opvolgend 
OV,:;r in o, 1 , oo , st0mt dus met 71•in drio puntcn overcen, is dus 
hetzclfdc als 7T. 

Door gobruikmaking V§n de reods ingevocrde homogcne ooordinaten 

kunnen "l.irre oen onbevredigcnd olemant in de voorgaandc ontwilckaling, 

n. 1. het gebruik van hct symbool oo, olimineren. Eon punt ~ op de 

rechtG o1 hecdft als homogene coordinaten ( ~ 0 ~ ~ 1 , o), waarbij 

~: 0-i . '$ i ::: S is, voor s /:. ro is hiorbij ·s O f. o te nemen en voor 

'S = oo ncmen Vire s O = o, ~ 1 fa o.. Nu word t ( 9) : 
-... r1 - I ()( 5;2 ~-':t + /3 

-:, ? + (, '.$ 0 ~1 = ·y t -1 ~ \'- , 
. C' 1 ofwol 

12) 

7::· ~ ?.: J ~ I = v( '=>1 + ! .. .7 0 

( fi:~ ' -- + (t_:- t 
.,J J.-~1 7 0 · 0 

Dit moet dan zo gelezen 'Norden: bij elk punt ( 1; 0 , S: 1 ,o) wordt 
e,en e;;:-cemplaa:i:. .. van het stel evenredige drietallen ( 'i:; 0 1 , s1 • 1 0} 7 

dat bij het beeld behoort, gegeven door (12). De meest algemene 
projectiviteit van de re(!hte o1 in zichzelf' wordt in symbolentaal 
vreer~egeven door formule (12), en omgekeerd. Formula (12) heeft het 
karaz::-ter van een lineaire transformatie .. 

De projectiviteit, die ~ 1 , 7s 2 , s 3 overvoert in resp .. 
~ t ~ t c::: t 1 , - 2 , ";;,3 1 kan worden ifeschreven in de v-0rm 

;;- - <s Z- _ 7 ·- l . ? t ~ t ::- t 
.1 3 ) J - 2 : s 3 .:.; 2 :::;; .2. r - ~z : ':, 3 ~ 'S 2 ' 

> ~ ~1 >' - C: -;., • c:: . t ? ' - ,; ' ) .,, 73 ';,1 5 - 51 -:,3 '='1 

want onerzijds krijgt men ~ • = ~i' bij invulling van S 7 ~ i ( i= 

= 1, 2 ,3), en ander.zijds wordt 3- 1 na oplossen een ui tdrukking van 
de 3edaante ( 9) in ~. Bij dit alles zijn inhomogene coordir1aten 
gebruikt. Ingeval een der getallen ~. of ~ •. gelijk aan oo is, 

l. J. 
meet men eenzelfde wijziging aanbrei-igen ala in ( 10)" 

Door invoering van een nieuw begrip kunnen we (13} nog anders 
lezen. .Als ~ 1 , ~ 2 , ~ 3 , ~ 4 vier punten van de rechte o1 zijn, 
dan noemen we de uitdrukking 

1 4 ) .~1-~2 . s3-s2 
<s4-s1 . ~3:.~1 

de dupbelverhou:di9g van de vier punten ~i, geschreven : ·, 
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DV( ~, ,-r72 , ~ 3 , 3 4 ). Bij een projectivitei t zijn voor vier pun­
te_n en hun beelden de ui tdrukkingen ( 14) a,an elkaar gelijk wegens 

(13), anders gezegd: de dubbelverhouding is invariant. Leggen we 

omgekeerd aan een 8eneenduidi5e transformatie van de rechte o1 al­
leen maar de e5.s op, dat daarbij de dubbelverhouding van drie vaste 

Punten en een vierde VE:randerlijk ✓punt invariant is, dan is die trans­

formatie een projectiviteit, omdat die eis een ar.idere manier van uit­
drukken Yan (13) is, Dus: projectieve transformaties zijn gekemnerkt 
door het fei t dat ze DV invariant laten; voorts zijn ze identiek 

met de transformaties van het type (9). 
Kiezen we in ( 13) t,,1 1 = m , 2i 2 ' = o, ~ 3 : = 1, dan wordt bet 

rechterlid s '. De dubbelverhouding van vier punten is dus de co­

ordinaat, die het vierde punt ktijgt wanneer men door een prajectic­
vc transformatie de eersto drie punten overvoert in m , o,. 1. Men 

.noemt J)V( ~ 1 , s 2 , ,S 3 , .:;.; ) de projectieve coordinaat van st~ o.v. 

de pu:rrton ~ i , s 2 , 's 3 .. We kunnen m&t · bovenstaande r€.dener.ing gemak­
kelijk een multiplicatieve eigenschap van de dubbelverhouding be­
,njzen. We hebben: 

DV ( oo , o , 1 , S, ) = ~ , DV ( en , o, ~ , -r; ) = i- , DV ( ro 1 o, 1 t 17 ) = 1 l 
Oma.at nu de dubbelverhouding een projectieve invaria.11t is, geldt: 

5) IW ( ,::X. p, r, s ) . DV (-~,,.~,""I;,, 77 ) ::-:: DV (--1 t /3 ) r' '? ) • 
Projcotieve coordinaten ontstaan uit elkaar door ee.n gebroken line­
aire transformatie. 

Met homogene aoordina~en krijgen we het volg0nde: de DV v~ vier. 
p·u.;.:r+:cn op o1 is golijk aan r! , als v.re die punten door een tra.nsfor­
matie (12) over kunnen voeren in (1,o,o),(o,1,o),(1,1 ,o},(1,J . .,o}.Toe-

.ssing van ( 12) lecrt ons dan: onde:r de stellen evenredi.ge drietallen 
voor de vier punton kunnen we zulke keuze.n dce.m, dater ka>mt 
( ;.;· ;, Y , o ) , ( (-1 , C( 1 o) , ( ? + /• , f + .X 1 o) , ( l"" + i1 /i , y + 11 •-y , o) .. En omge­

ke e.cJ. is de DV van zulke vier punten al ti,id gelijk aan. -~ • 

De DV van vier punten op een i~d.llekeurige rechte, een andere 

recb.to dan o1 dus, definieren -vro als de DV van vier punten op o1; 
waar dat eerste viertal door een collineatie in over te voeren is. 
Deze defini tie is geoorloofd, omdat die DV op o1 be stand is tegen 
een pro j e cti vi tei t en dus niet afhangt van do in de defini tiev genoern••, 

de cnllin0ati0. Speciaal is de DY invariant voor projectie van het 
vicr··i;aJ. uit een punt op een andere rechte. 

"Fe merk0n op grond van ( 1} op, dat, in de taal der homogene 

coordinaten, v•anneer x = ( ?:;,c 0 , ~ 1 , ~,_, 2 ). en Y = ( 1/ 0 , ~/ 1' ...,) 2) 
t1-re;;e v0rschillende punteo van een rechte zijn, de punten van dio 

r;o; 

rccb:te juist gep:resenteerd warden door de drietallen van de gedaa:nte 

?t :x+ ),l y. Want we kunnen ( 1) zo uitdrukken: de niet- homogene 

coordinaten van een punt van de reohte door de boide punten mot 



met homogene ce¥rdinaten (1,tJ'i, j,,d en (O,k 1 , k_.:) zijn te schriJren in de 
gediiaote: 

~ =r1· +Tk = ,·+k1 +(·. -1)k1 , F= ;,+il{;_• .i•+k.+{-, -l)k. ,· ... , / \i .r •. ; ,..-., ✓ , . . _ ,,~ 4 

homogeen worden ze dus gegeven door p+(-::--l)q, als we nemen 

p=(l,-<, +k,,, t- +k.;_), q=(O,k, .,k_., ), wat beide punten van de rechte zijn. 

Door linksvermenigvuldiging met een factor~ 0 krijgt men de punten in 

"de gedaante { p+ J'- q; daar is tevens het punt q in bevat door de keuze J :::0, 

H =l, En we Zi.jn in deze voorstelling niet gebonden aan de punten p en q; 

b, v. vervanging van Q door r= A1 p+,11. q, verschillend van p, dus met 1{ 1 f. O, 

gaat zo: q=.,l:·1r-J1,· 1 11 1 p, Ap+pq=( 1L;r; 1,-~1)p+ H_.,,,-'r. Men kan het resultaat 

van deze alinea ook verkrijgen door discussie van de schaar oploosingen 

van de vergelijking (6) bi 0i vaste .-!:. 

t We willen nu la ten z:llen dat algemeen vier punten van een rechte rnet­

DV= ,:::. voor te stellen zijn door drietallen 

x=( ·.·, .. , ·F , ·5: ) ; y=( ?,·, ?,- , _;~ ) , x+y=( '·: + ,; , ': + ;, , ,:~, +;;.,:_) 

x+A y=( ~~-· +/i;,,, ·:, +411, ~:~ +) '!.=.). 

We beschouwen eerst het geval dat de rechte niet door (0,0,1), het oneigen­

lijke punt van de rechte C'f,gaat. Dan zijn van een punt van die rechte 

nooit de eerste tW";e ~o~rdinaten tegelijk 0. Door projectie uit (O,t,1) 
op 01 gaat een punt ( -'t~-' ,.,,, :-: . .,} over in het punt ( \_., · .· ,0). Laten de vier 

genoemde punten met DV=?, bij die projectie ov-ergaan in x' .,y 1 ,z' ,u', allem 

met laatste co~rdinaat O. Omdat ook de geprojecteerde punten DV= .:1 he;,ben, 

is blijkans een hierboven uit (12) afge1eide bewering een k~uze vo~r de 

drietalien te doen, zodat z 1=x 1 +y', u'=x•+A y 1 • Zijn nu x 1 ,y 1 .z•,u1 ont-

lstaan u:tt x,y.,z,u, dan voldoen die aan de vraag. We kunnen de rechte waar~ 

v1t.n we uitgingen, ook nog b.v, vanuit (1,0,0) projec.teren op ~en andere 
rechte; de redenering is daarvoor te herhalen en we hebben zo D'(.;.\r hBt gev& -~. ~ 

dt;;t de re•~hte wel door (O,O.,l) gaat, afgehandeld. 

ht het bl$Venstaande zit epgesloten, dat we voor dr1e verschillende -pu.n­

ten i,p een rechte als drietallen kunnen uitzoeken ( ···, ::, , ·:::), ( _,.., , ~•, , h), . 
( \ + .. , :.:

1 
+ 7, , ·f .z. + /J ) • Di t vol gt ook ui t de voorlaa ts te alinea. 

We zagen: zijn r= Y, p+ .·,_q,. s== ,;1p+e,_q twee verschillende punten van de 

rechte c'~oor p en q, dan kan een willekeurig punt ;}., p+ ,J:,_q van de reohte ook 

ges<'hr(,~ven worden als (,) r+ -rs. D. w. z. zi jn de paren ·,., :x<. en (3,, /3,,~ niet 
links-evenredig$ dan bestaan er elementen (' , ,.,:· , zodat :1·1 = ·: ,.,, +a;,'..:~, }:i. = 
= f;t.2. + nB-;,_ is. We bewijzen dit nu rechtstreeks voor willekeurige .1,, ir-. • 

Uit het gegeven vol~t dat er geen elementen ) 1 ,ii::... -I 0,0 zijn waarvooor 

/,·c11 +A.,,\ =O, ).1 ,.'/1 +Ai /Ji. =0 is; dit houdt tevens in dat -~(, =·Y:t =0 uitgesloten i~. 

Zij ·Y, I o. Allereerst merken we op dat er ook geen .11 1 ,),<,-._ I 0,0 zijn, zo-

da t ·:i-,p, +~ P, .. ::=O, 1~ ;<1 + ft. J-!l=O is; waren er wel zulke J 1i, Jt i en kozen we ;,1; ,(-:/ ,· 

fo, O met ,A/-'!;·+ Ii.{~ =0, dan was voor ~ ?: , , A 2 tevens 

0= 11,(-:..i,~{1 + '¥~ )-'1}+) l C~P, + f1.Jt,)=( ), .v, +A2, _j, ))1-, +( ),-xi_ + ),f:f_) 
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= ( J., + ')c' f. 0 l'W jk f 

fo 0 n,.:,t 

\fe ti iezen nu geti:- llen en =1, • Dan is 
~.1<., +c()l,1=0, r~.lt, ;11 /;. 0 ex: vo t de vergel kin-
gen 

) = J {/, + ) • fuH, +42 = (:,, '.1 +•1)+ , 

Hieruit is ·r op te lor-,sen, d~Frm: 

merken nog cp dcler ook maar een op 
.~ !- 0 ook f1 te vinden. We 

ing voor (,) 1 '1 is; immers het atel 
0= + , O=f :-IJ.. + heeft slechts een o~lous : de triviale. 

We tonen ook nog aan: bezit van twee ver&elijkingsstelsela in 
dr ie va.riabele.n f ,., , t:; 

• +'t = ',1 

+ 
+ 

+7t, = 

+ - ' J. 

~ 

het eerste al1 "~n de trivia.le oploesing r~ = :, = T =O, dar1 ➔ bezit het twee-
de voor elke keuze van ,..,, , , een oplo~·sing, en wel ee:1duidig be-

paald. 
:Sewije: Het geval = = =O kan niet voorkomen: men kan dan gemakke-
lijk een niet trivia.le 09lossing van het eerste atelsel aangeven. Zonder 
beperking der algemeenheid mogeo we veronderatellen: ft o. Er zijn 
elementen a, , zoda.t +~ =0, + =O is. Dan volgt: 

I 

( 

/:.) ( 

)+, ( (1+" 
' I l • 

) + o· ( + 
I f l ,- "-? ' . . I I vrat we kuc;nen noteren ale + T f, = , . .1 /-·. + 1. 01 = • 

Een oploF:sing in .-:r, r van de vergelijkingen -T,13/ + 1 ¥, 1 =D, ·t/3/ +, 12' =O is 

noodzakelijk de triviale, krachtens de volgande redenering. Stal, dat 
er zo '11 cplossing cr,r /: o,o was. We kunnen wegens -(,ft O zodanig p be-
palen, dat + + r ,K =0; voor de zo gt: vanden e , ·1· , ,_ ia daL ook 

+-::.i(:1 + - , =O wegens + ~ + = '+ T,f, 1 -(rJ:<,; +'t/1(1+ ) ,), , en evenzo 
f +· f; +t' =0. Dit is in strijd met de onderatelling, dat , •T, ·c met 
die e :!2echapp~n noodzakelijk het stel O ,0 ,O moeten zij n. 

I J r·r I I t- j 

.,t.r1s hct vorige 1a nu + , == {', , + .-.1i = <.1.2. eBnduidig oplos-
baer. T•.n:iclotte is bij cr, i: nog f te bepalen uit de ecrste v-ergelij-
king ·1an het tweede stel, wegens /: 0. DE. zo gev-onden _e, er, 1: voldoe.n 
aan het ede atel vergelijkingen. 

We bcschouwen nu een collineatie 1 die de punten (1,0,0)) (0,0,1), 

(1,1,1) resp. overvoE.rt in (,·ti:,, ,c<1.),( , ,f3J,(;y;, ,,r:,),(ct;,tr;,oi.). 
De punten hebben kennelijk algemene ligging en de oollineatie is door 
daze gegeve.as bepaald .. We mogen bet bovenstaande toepassen en hebben 
dus element en r , (T"' t i: Sl'.iOdat p. ( , , o<2.) + O". (p.,1 ,j,~ , /'(} + r • ( J·;, ,<fi , v'i. 

if£. fegena de rlgemene ligging zijn tevens (J , cr-, ·c· allen 
... ·. . . . . .. I 
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van O verschillend., En vie kur.men de e1;rtte drie gt,noemde drietellen 

van te voren door zulke linkauvenredige drh:tallen vurvangGn d1;.JnkenJ, 

dat ;- =,T=r:=1 uitvalt. We not:rra:.n de vier drh,tallen onder deze omstan­
dighE:.den opvolgemd x,y, z, u en he:tbc.n dua U=x+y+z. 

We vragcn nu naar bet beeld van ht.:t punt ( .~ , )4., ;i,·) bij de collinea­
tie. Het antwoord zal heel simpel zijn en aanltiiding g1;,vsn tot ecn ana­
lytische formule voor de collineatie • .I.let beeld van (1, 1,0)mot:t ligggn 

op de rechte door x en y, en ook wegena (1,1,0)=(1,1,1)-(0,0,1) op de 
rechte door x+y+z en z. Dat beeld meet dus x+y zijn. Evonzo zfujn de 
bcelden van (1,0,1) en (0,1,1) r18sp. x+z en y+z. Verder gaan de punten 
(1,1,0), (0,0,1), (1,1,1) ov~r in reep. x+y,z,x+y+z; h&t punt (1,1,v") 

gaat dus over in x+y+: z; b6ide vi6rtallen hebben DV=.'• Evonzo betoogt 
men dat ( 1,0, l-' ) en (0, 1, i ·) ovorg1:.:.o.n in x+ l.· z resp. y+ >j z. Maar da.o is 

op dczelfdb manier J x+ )Ly+•" z het b&eld van ( 11 , )'-, ~,. ) • Noemen we 

5, '1, ~ de coordinaten van ;l x+;.i y+ :• z, dan krijgen vrn d€ volgende 
beschrijving van de collineatie. 

{ 

?," =;-'.+)U~.·.+ 'l,'Y ..,'7 t.,.,1 ,,·) ~(t 

'? =) ·t, +pf\+ )· f': 

5 = J::tJ +)t 11~ + 1•' ~l. 1 

(16) 

wat we c:;;en lines.ire transformatiE: noem:en. Uit de bE;achouwingen volgt 

nog, dat elke lineaire tranaformPtie van het type (16), waarbij do co­
effici60t6nkolommen niet lineeir afhankelijk zijn, een collmneatie wwer­
geeft. lfon ziet duidelijk, dat (16) ten 1:litbroi<ling is van (12). De 
formulc moE:.t weer zo gelezsn worden dat bij ten pun1, met dri-e-tal homo­
gon0 coordinatE.Jn ) ,}'- , y formule ( 16) een exemplaar van het stel. 1.inks-• 

evenrsdig~ drietallen levert, dat bij hct bccld hoort. 

Er i8 nog serl Endere opvatting van tre.nsforma.tie, die niet onvor-

meld bl i.1 vc. We had den tot nag toE.: steeds transformftties van bet vla.k 

of e~n r~chte €D d~ puntEn d2arvan, d.w.z. eon eeneenduidige toevoe­
ging Ye~ die punten 1:11:.m andu:·e punten. Maar v,1;., kunnen ook, wat in de 

anolyti:-.:che meetkunde gebeurt, cen tra.nsformati0 ven coordinaten onder­
nemen, D.v,.z. we kiezen eE:.n andore rechte als oneiguJlijke rechte en 

a.ndt:rc punt(;n als O,e,.f en de.finieren met b0h1llp di:.1.ervan onze coordi­

naterc We kunnen het zo zien, dat b.v. de punten O,e,f,e+f ans «coHr­

din[',t,~ :::;telsel" vastleggen .. De gono€md0 vier punten ht.Lben algemene 
liegir.s. Hebben we nu twee"coordinat~nstblsels~, dan wordt daardoor 

de volgende e:&neenduidige e.fbeelding x .;c-,.:1.x' van het vl.ak geinduceerd i 

de collineatie die hct oude viertal in het nieuwe viertal overvoert. 
Blijkbaar worden bij deze £: fbee.lding sommen en product en van liche.ams­

elomenten in elkaar afgebeeld, want alles is gE-definieerd met behr1.lp 

van z6k6re figuren, die bij de a.fbeelding mGegaan. En het is 5 8en be­

zv1aP,r aan x dezelfde coordinaten t.o .. v. het oude viertal als asn :x• 
t.o.v .. bet nieuwe vierta.l toe te kenne.o. 
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De ni&uwe coi5rdinaten 'I.run x' zijn g&lij..k. aan de oude van x en ont­

atarn due uit d~ ~i,!uw~ cct~ilnat~n ~~n x' door dez~lfde lineaire trane­
formatie V,Dn tnt tn).:: CH.), c:.s ,:1i, :·t oollincetie x➔ :x:• bascbrijft. 
:Men kan ook d,;.; pr-c;l.,.:,1t.I, .. :7, c,:.'5.:.···:tn::r· . .; v,:,r·~ ccr1 punt o~i t;,.,n ruchte t.e..v. 

drie and\'re, •1,~;·1::c:ltlJ...:i.11: ;, ";~.t·r: ,p •:'.h, rcoht1.;: in uit licht zien. Do 

dubbelv&rhc1.1d.i!lE i.c i.t:v:-1r: i:L?:.~ v;:. ... r 1:.cr:. trH.:laform:.:1t i,.:; van coordina.ton. 

Opgav•:iri.: 

1, G~ nn, w~~roro w£ vc•cr d~ r~chte liJn ~on lin~air~ vergelijking vonden~ ,,. 
2 • D ~ ( G( , f' , i· , ~~ ) . "iJ "l ( rt , f, , b , -~ ) = 1 
3. I.n u::n lic~l~.Lam 1'1-,cft d·:. 'h:rr;elijklr,tg lJ.=1 hoogs'!;e;,na tw .. (. orlossingon. 

4. Leid ujt 2., 3. an c . .x:iom-'.'.l D D.f: zi,jn ~', (3, O, f eun ha:rmonisch 
visrt1:::l, dnn is DV(ix , p , 0 , f } = -1. 

5. Zi;j t;/ e::m punt v~n 01. Hot construi.:urt m€n m , i , ; 1 J 'n~ 
(m en n n.::1.tuurlijl;:i::: t;eta.l.;,.en),. 

6. W~t ic h~t enijpunt van 1en reohte (1,1,1) 
da~ drie punten (1,0,0). (0,1,0), (0,0,1). 

met dG rechte door twee 

7. Wnt j s de: dnbbehrerboud ing in dl::! get~1on~ ID(.t:tkundE.. Bert.::kE::n de DV 

v.'J.n de vier puntt:n op •:•.fst?.nden -1, 1, r, ,. van O op de recbte 01. 

e. Vo0r bet 1Hmijs van d, fft(,1J.ing op blz. Jl als de voorv,earde vervan­
gen wordt d,.,ci:c- tt:n anr..;lcg,; t,. i;roffende h1:::t stelsel 

)es'i:<*r.-\•Y•i,=Af\d\"f, +~.r~ ·-~ #1rf.,.1_µJ:+Y 1l1= o 
r • d ~ - t •1 •· If ". - \;. \ r.• ,• ~ •• d -f ,-.- d r,,l • • k • ( 6 \ 1:,J r.1.t. S e J.en . 4 -. , , ) "' ~,, •• , ,.,. !'.l?l'.1 ,. V<0!'2,..,~.J.J _J.ng } 

• .. .I (fl " ~' ~ .. '~ ' J 

VA..stc 4; vold:;er.: w•,_r, J-::,,z;t 1J dc.:=:r J.m. vr::-....".l Zci!;.:;'-::~·? 

9. Alf.I 

met 

"10.Uit 
va.n 

dE:: thE:orii dot£m w,';;: riat de t'-br~k::t1 lin1:::!.i!'C trnnsfo1matioa q,s.n 

tet, type f 9) E,vr: groq) vorm8n. E ewij s di t dir .... ot. 

In hci·:~ ·,1oort,::.i.(mc1e 111::loben '.H: bewe;!.e-:i: hcbben w<.2 ccn 2;rojec·t.ieve meet-
1 

· ~ • .,. - · - • :. · · ,., · ,. 1 0 A ., t T' B 1 "' D r,'f 1 ::i :i \. t t :euna.e, Vid.,rin lf:.! c:.xio:md .. ~ ,.1 ,n, ,1.,, .. 1 .w g•J. •._1.en, c,,::n uGS a~, er e,:::n 

:::ommutatief ·;.·· .. ch.:·.am L van kare.kter:i.stiek -/- ~2 :r:1ei; d0- volr~ende oigon­

sehap)E'r:: e ;:· ic i:-,rn eeneentluj.dige toevoc::cins; moeeli ik tussi~n (:1.:, ·}u.11~en en 

de stel1.•.:n .::ye:nrcGi3e drietallon ( S 0 , ~ 1 , ~ 2 ) /. (O,O,O) ene:l:'7.ljds 
en tusi::w:n c:t:.: rochten en andGrzijds d,: r:t811-.m. evci·,1:r.:.dig,a 1J:·i-•tri.1lr::r_ 

( A o1; ,, ::l 2 ) I (o,o,o) ( ~ 0 , ) 1 , ! 2 , 'A 0 , ~ 1 , ·A 2 Ci L), zo(lo.t· 

i.nci<L.r1.·::it: ·it: .n e:cm :punt en ecn r;;:;chte zich·;, ·wccrspiegt)lt in do re:Ls.:-:;ie 

( 6 ) , -.. 1,i 2 7 ,. 

'~'.e 6n~,n nu 0mg:eke·:;rd ui t van oen wi11e:::eurig conrrnutaticf lichan.m 1 

.::. 

V'cllol ka.raktertntiek -f. 2. 'i7e vo:::,,r1:,n J.:1n c~,e huni1 van rli t lichaam ze1~,;re 

~ooth8r1.~:n in, lie ·v;:•:- punl;.:::.n en r,:,chtN'. no 1:i:n<.m, rm dd"inieren het bt:1f;:ri-p 

incidu:r:i.tie. Dn '\!t:l _i::; C<?!l pun:!; (~•cm stol ·2:Vi_:n1•:.c :~:.tge •Jlern.entdrio-

tallen / ( O :,0 ,o); ccn rechto wordt ook tloor zo I n ~':ltr:1 goreprcaentcerd; 

b.ed; punt ( ~ 0 , $ 1' S 2 ) ::.:;il Ge rechto ( A 0 , A 11 A 2 ,) hf:rten incident. · 
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dan en slechts dan, als voldaan is aan '3 0 A O + ·s 1 .A 1 + ~ 2 /} 2 =O. 
We zijn nu in staat te bewijzen dat de genoemde grootheden voldoen aan 

de axioma' s A~ A.• ,B .. TI', C ,D} :rf J'us hebb c:·n we een proj E,ctieve Meetkunde. 

We hebhon 1an tcrsikt~ 
1°. j)e pro;jectieve metitk,-1.nds, zoals c.oor ons opgezet> is vatbaar voor 

een interpratatie(zi& bladz. 6)~ 

2°. De rroje0t~Leve moetkunde en de analz,d;ische meetkl;.nde (hiet- geformu­

leE:.rd met homogene coordinaten voor de punten, wat niet essentieel is) 

lopGn .p~-.,.rallc1., 

3°. ·0::.' in de prcj5-:-tif,\"e mectku:cde afgBleide eigenschappen, b.v. be­

treff 0rn<~e d1ibl•E:,l verhc,11dt.06 1-;;:n;, gel6.cn voor elke ( vlakke) analyt ische 

meetkund&, o;;.1gebou.wd Ji.1. :..\7 , een ooni:~1Jt2 .. tief·licbQam van karEJ.,_kteristiek 

-f:. 2,. wo1·c.en aJ.leen vas.h gs"!~Jak:.<:elijkf;r ingezien en bewezen aen d0 hand 

._van de begripfie11 van c::~ p.:::·:);joctievo 1:·,eBtk.11.r.:ide, die aansluiten aan onze 
meetku.ndig0 intuitic, 

" · !Ila ' 7. i · n ( ;: ·e:: ~ ·) e 11 y ( 11 r) ')'] ) t .. ~Xl.0. i•.. ~--J . X = ·,. r, ~ -~ ,; , _,,. ?· = 'l O ! l 1, ·l 2 wee ver-
schille.nde pur:ten, da.n .ti,}:r:-s·c ies ~en st el evenredigl.:) drietallen 
( ;,1 0 , A 1 , ~1 2 ) 1 zodatge1dt: 

( 1) $ o }i o + 5 1 Jl 1 + S 2 it 2 = 0' /11{'\ 7I o + ~ 1 ) 1 + 'l. 2 ~ 2 = 0 • 
Bewi;is,. Zi.j b~·v, S 2 ft O. Zij A= - 52-11, 2 • Voor het drietal 
(~ ~- '.>-- )(r',:: "n '"\l::= t; ) ) o' <::-, ·1 : --:> 2 ::: /i r:} o + .::., o, /1 '-:> 1 + 11, 7) ';, 2 + ~ 2 : ook 

~ 2 ~ O. In plaats van (1) kunnen ook gesc:1?.'-:- ve.r: als ?i x + y ~ is dan 
we e~engo0d cplossen 

( 2 ) -~> C ~~ 0 -+ S 1 ~ 1 + ~ 2 /i 2 == (l ' ~ O /\ O + ~ 1 ?,_ .{ ::::. O . 

Want vc.ldQt:t Pell drietal ( 4 0 , Q 1 , 4 2) aan (1), dan ook aan (2); e.1.1 

fl>mgeke:s.r·L 0-rrdst nu x Gl:l y verschillende punte.n zijn, zijn t; en ~ 1 
niet bei,1,:: e:elijk e,en 0, De tweude vergelijking Yan (2) kunne~ we, een-
duidig ·:p ee.n ,; v "ir.ired ib•.7 he:: ;'l sf ant or Ylp ,-,p 1ossen B .,. als >- f= o 
vo ld t '"' .✓• ~- • - ~- -·r <;. .,J-~ • V · -~ '· , " , :.r.. ·· ) 1 , 

oe /l (' ::-:. ! 1 I''! 1 .:-: ·- ~) 'i ':1 0-:, T; :Lt j 8 s t-:rst 9 'Tereelijking van 
(2) vol.r.;t QGT; oc,~ ·;:; ') • 

... 
Axio:n.:-J. r.1.• ,,,o•.-.a·-:-, n_.1 .. _-,·.-:.~_; ,-,.. ,.,,-.; '''°''"!'.; ... ,., .,, .. ,,.,~ 

.. "'-"'" .;;::--'"' ...,_ !.: : .... ;> ..... ,,":.,' .1...L.Lt-" .. ;,J_· . ...,c 

§..:!;eJ.:..1.:hS£.• E1k p1.,1.nt ·10.r: de 11ac:r twee:: '✓-t)l.'.:-:o1Ll.2.lc,r:5~, p,) .. rrtc.1J x e.n y bepaalc 
rec.hte .i.a te St;nr.i·ive.ri -1 1·1 ;,,.., 0' .• ~,,1;::.,,..,nt·::. ? -,~ , .:-✓ .,, , ··1 ··t -' l" O) 

t) .. -~ -. vc- ~.::,v .. ~ ...... c... -~··-· .. ..1 .. ·:-/ ~-,,) \ .. ~1,.· ; /" r .1, {\ 

~~~i~_. ~L,<t cm.gckE.·H:•-r·de is onmirJ.dell:.tjk ch:ddeli;J}~ e.ls we de be::i de verge­
lJ.Jking=:ia <ian (-i) rret ~ rss_p .. /'- vermen:.gvuldLe_;on er.t optellen 0 1:ru_ rea.e---
nere:n •N•.·) Rls \T-'.)lgt. Zij x = ( t _ f ~ ) , v _ ( '17 '11 I") ) 

. • . , • • * > t:! ' _;) 1 ' .J 2 ' "' - l O' 'l 1 ' 7 2 ' 
dan ZJ.Jn c,ie d.2:.·H:ta.llen niet evenredig en dus b .. v .. de -narsn t · ~ ~ 

")? .l:' .... 0 • -_; ~ en 
~, c ~ '11 ciet evenredig., Laat ( ?\ o' J. 1, )1 0 __ ) a e rod:to zi~ n E'n z ,:i: 

( ,. ·- '- ... ~- . 
• == ) 0 : 1 .:> 1, '? 2J een wilJ.ekeurig punt dc:;.arvnn, ];:r 2iijr, 1.;;J.em.snt:Ei:: 

A ,- _.,,-0 .. r OsO zoaat ge]..1:t A!:- + A. °h ,:' t° .-., C - ,[A ":, ;.. 
.·..:: . . ) 0 / - lo J,;? /f S 1 ,- / .. ,,, ., :::; ';-, ,,t. ID8:S,.J'.' C::'.' 

Zi ,r 001:3•·1 eleme1,.,+e '). ~ ( I ·t' . 
··,. ~ ... !;,'-' • · · 4 " n .,.,1 , .,-] waarvoor· geldt '.?:'" 7l -1~ !--: ·;) ~ __ 

?, '"' 'A O 1 ':, 0 ., 0 . s 1 .;', 1 -
i.;f { --1 o + 1?_ 1 1 = a. Voor die rechte is dan 'A. 2 == o onmogelj_jk~ 

'A t o + /-·f o) ~ 0 + ( A s 1 + /-t t'rz 1 ) At; 



+ ( It ~ 2 t ;..i 'l 2) 11 2 
+ :;...t ~_, 2 = <; .., .. Dus z = ,1 

I .• ,:;, 
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X + J-t y • 

P.M. 
(' i1 + '7 .1. = 0 volgt dan i1?: 2+ 

., ·'1 '·)~~":}. ::, 

Axioma• s B en Bf. Het lichaa.1n I be.:itat in elk geval de elementen O, 1. 

Het punt ( 1, O,G) en de rechte ( 1,C 1 O) zijn niet incident. w.s geldt ,_.ti,,.,) 

B'. lforder wordt een willekeurige ri::!chte door de rechten ( 1, 0 ,O), ( 0, t:·o ):'\ 
zeker in twee versdhillende pur,tcn x en y gesneden. Met 

ook x + y /. x,y op de rechte. Dus t;eldt :B. 
x en y ligt 

,. 

Axioma c. Laten x,y,z en u,v,w twee driehoeken zijn, perspectief V'S.l').­

ui t een punt t.. Dan zijn de punt en x,y, t incident met een rec~te,. evcn­

zo y,v,t en z,w,t. Du.s zijn er tweetallen ,lplt1 ; i1 2 , Jt ... 2; ,1 3 , ).l.3, 
allen I o,o, met de eigenschap: t = ? 1x + ;t 1u, t = rt 2y + ;1.. 2v, t = 
::::: /.. 3z + }-l- 3w. 

Hieruit volgt: ii 1x - r1 2y = J.l 2v - },t 1u, 1l 2y - 11 3z = .f'-3'' - J.l 2v 1 

~ 3Z - ti 1X = J.l 1U - )L3"• 
Stellcn we de drie punten, die hicr staan, achtereenvolgens voor door 
p 1 q,r, dan is l)lijkbaar p het snij,:punt van de rechten xy en uv, q het .. 
snijpunt van de re ch ten yz em \'I!?, r hot snijpunt v:3,-n de rechten zx en wu .. 

Verder geldt tlen duide>li,jkste p+ri+r = 0, of r = -p-q_ en lirmen Pt q,r dus 

O}? een rechte. De driehoeken x,y~z en u,v,w zijn dus ook lijnpers:pec­

tief. 
Axioma D. Laten x 1,x2,x3 ,x4 de hoekpunten van een volledige vierhoek 

zijn. Zij :p het snijpunt van Xf~:4 en x2x3, q het snijpu.nt van x 1x2 en 
x3x 4• Het is voldoende om a~m te tonen dat het snijpunt r van x: 1x3 en 
x2·..- 4 niGt op de rechte pq ligt. 

Be'!tl'ij s. La ten 7l 1, /1 2 , 11 y rl 4 i~le:iu.enten zijn zodat p = it 1x 1 + 

+ .i! 4x4 = A 2x 2+ A 3x3• Kracht ens defini tie hebben de hoekpunten van 

c.::n voLLe.dige vierhoek algemene licging, is dus :p /. x,,x2 ,x3,x~. Dan 

z1Jn alle ,1 's /. 0. Verder is ~ 1x 1 - ,i 2x2 = rl 3x3 - ;l 4x4 het snijpunt 

q en il 1X1 - ;1 3X3 = lt 2X2 - 11 4X4 het snij:punt r. Gold nu r = p :P + c;· q 

voor zekere elementen p, a I 0 1 0 2_, aan was i4 1x 1 - /1 3:x:3 = .. p { tl. 1x 1+ 
+ A 4x~) + 'T ( ,1 3x3 - A 4x4 ), of ( fl ,1 1 - ,1 1)x 1 + { -~;- /l 3 + J 3 ):x:3+ 

+ ( - T ii 4 + l,:-i i\__ 4 ) X 4 = 0 • 
Omdat :r- 1,x:3 ,x4 niet op een rechte liggen, vole.rt hieruit f' il 1- lt. 1 = 
= ,:,·- rl 3 + /1 3 = - '.T it 4 + p /t 4 = 0 , dus f = 1 , Cf = -1 1 ;:r = p , 
if.,u.v. '.?. = O. Dit laatste kan niett omdat L de karak:teristiek /. 2 heef't. 

Dus ligt r buiten d0 rechte pq. 

De veri.ficatie van E 1 eidt me0r moci te. ·:re verifieren eerst de stel­

ling van Fappus~ We tonen dus aan: Liggcn op twee vcrschillende rechten 

t\''lee drietalle:n verschillendc punt on a, b, c en a', b 1 , c 1 , dan liggen de 

snij:punten x,y,z van de kruisverbindingen ab• 1 a'b; ac' ,ca'; be', b'c op 

een rcchte. 
!8Wijs. Ue mogen veronderstellGn dat onder drie pa:ren rech.ten geen 
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samenva1lcnd paar voorkomt, omdat anders een der punten x,y,z niet 

bepaala is en vanzelf aan de stelling 

voldaan is. Verder zijn dan x,y,z ver­

schillend van de punten a,b,c,a',b',c' 

en van elkaar, limnt b., v. x=y zou ten­
gevolge hebben b' = c' of x=y=a=b. Even­
min ligt b.v. y op de rechte ax of op de 
rechte a'x of op aa•. Zij p het snij­

pu.nt van xy met aa'. We kunnen y schrij-

ven als com.binatie van pen x, en :pals combinatie van a en a". Du.s 
is te schrijven: 

(3) Y:::: (! X + 0-a + Ta.' 
Voor b en b1 kunnen we zu.lke drietallen uli:tkiezen dat geldt:: 

C ( 4) b . :::: e X + ). . l a. ' b 1 = e,x + ;«- 0- a; 
irmners b en b t liggen Qi_) de rechte a IX res:p. ax en de element en e ' 0-, L 

in (3) zijn j o~ We kunnen dan verder voor c en c 1 als snijpunten van 
a'y en ab resp. ay en a'b' i.v .. m .. {3) en (4) schrijven: 

(5) C =ex+ 0-a +,AL.a', C 1 = e X + _/1-4-0- a+ Ta 1 • • 

Bcschouwen we nu het :punt ( l'-- + ,I'--'-- -1) e x + l\,,-M- o- a + /f"'- A -i- a 1 • Het 

kan enerzijds gesc~even Worden als ( J\. -1 ){ ex +? u- a j + 

+;«- f ex+ o-a + A't'" a•\= (j\ -1) b 1 +,,AC, ande:rzijds als (,,µ.-1) .. 

.. f f x + /.. ?: a'!+ il f e x + ,AA. o-- a + 'T a '~=(.,AA- -1} b + ..A c'. Het is 
dus het punt z. Omdat nu het lichaam. L commutatief is, geldt /\,,u =,,,.UA 
en dus 

z = ( A + ,P- -1) (: x + ~ f o-a + ~a.•} = ( /l + r, -1- A ,fa ) E'_J x + 

9+ i\_,,v- { f!_ X + v a + ?::'at > • 
Dus ligt sop de rechte door x en y. 

We gaan nu het op blz .. 18 geformuleerde axioma E* afleiden .. :Daartoe 
ecrs+, het volgende. Laten twee verschillende puntenreeksen, 

{ a:1 , e.~:, a 3 , ... j en [b1 , b 2 , byr ... } beiden perspectief zijn met een punten-
r0ek,1 • Laten die puntenreeksen liggen op de rechten 

snijpunt van Ben X. We kiezen een willekeurige 
andere rechte Y door o , snij den Y met 
de stralen p 1a 11 11 1a2 ,p1a.31 •• ~ , zodat 
de punten y 1 ,y2 ,Yy-•ontstaan., :Dan snijdon 

de rcchten b 1y 1 ,b2y 2 ,b3y 3 elkaar in een 
punt p2 • van de rochte p 1p2• ~ant de 
driehoeken b 1x 1y 1 , b 2x 2y 2 zijn puntper­
spectief vanuit? en dus volgens axiomq= 

,..__;ao.;:;;.. __ ~a::.;_-----..::::,;,,,.:.:----__.._C, waa.rvan we de geldigheid reeds inge•­
zien hebben, ook lijnperspectief; de rechten b1x 1,b2 x 2 snijden elkaar 

in p2 en de rechten x 1y 1 ,x2y 2 elkaar in p 1; dus snijden b 1y 11 b2y 2 el­
ka.ar op de rechte p 1p2 ; evenzo o 1y 17 b3 3 en ook b2y2 ,b3y3• 

.8 
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Tuascn A en B ku.nncn w1.: dus i. p. v. X ook Y tu~JScnscha)rnlen. Is een 

projcctiviteit tu.ss(:m twc,: racht-.,n A en l) tot st~·.nd tc brcngen door drie 

)Crspectivi t~i t~n A -+ B - C -D, waarbij gccn twee opvolgende rechten 

sar11enva.llcn, dan ku.nnun wo op 3rond van het bov0m1taandc de scha.kels 

via C vcrvangcn door schakvls via oen rechte c•, ga.~nde door het snij-
9unt van C m.:::t D en tcvc:ns g,1,.,nd,., door het snijpunt v,;1.n A en B. Nu is dlJ 

puntcnr~oks op A pcrs~octief mot die op ezelfde manier in te 

h 

\ 
zicn al:::1 hicrboven ~ e vorspectivi tei t tussen do puntonr,rnksen op Y en 
J3 op grond van :pc:rspcctiviteiten tussen de puntcnr.;oksen op X en Yen 
tussen die op X on B.. '.fie krij gen dus de ovorgang van A op Ti door ecrst 

-..: en 1~ro .-,;;:c Ll. vi 1;:c>1,:; ·.:ttssen• Ate proj(~CtG:r..::.n op ec. • en ai~;:na Ct' on P.., • 
Algem.dl?n zicn we zo··-iri:V' e--pun"to"iir€6k-sen--o:) twe~ vcrschillcndt: rcch-

ten kan aJ.tjy.d VGrkrc,;cm ':i'Ordcm door aaneGnschakclin.g van sl(:chts t'i7ee 
pcrspecttvitei~0n. 

In het bovenstaande kan de r;;chte Y zodanig t;E:~~ozen worthm door o, 
dat het Dcrspcctiviteitscentruru p2 • op A komt tc liggen. ~e kunnen daar­

na Y zo (lraaicn om. zijn snijpunt met A, dat bij do nic•uwe rechte, zeg 
Z, i.p.v. p 1 cJn pers,octivitaitscentrum p1 1 op B b0hoort. Bij p2 • in 

,;:o punt,:..n:r-e,,ksfa,.a.2 ,a3, .... \hoort blijkbaar p1• in de punt~nreeks 

l b 1 , b2 • 11.:, ••• \ • Volgcns de stelling van Pappus liggen nu op l"Cn rechte: 

,,/'·,B z 1 ,z2 , het snijr•unt va.n a 1b2 en a.2b1; "·'. :'~·-,.-~>-~ 1 z2 ,z3 , het snijpunt \Tan a.2b3 en a3b2 : 
/ /;;··-.'~x-:0. onz, Dus bij alle ki:uisverbindingen 

9.i :'-- · i ,.... ..... X'--- ~ ( liggen de snijpuntcn op ccn en dezelfdc I ,. . ··;.,,or-~ _...-~..:.::.., '-
<'1-r::_:·s•-;; J<:-~----~ rechte. '.le nocmrlan die rechte op bl7. .. 2,5 ::..~ -,- .. , ---...::::: :::::...., _____________ _.;;:;;_ ;,./ al de Pappus-1~echte. 

A' La·:1 -r; .:1u 7f 0 ..3ll r,roj octi vi tci t zijn van el?n re?chte :i.n zichzelf met dric 

vastc ~1;.,.i:ten a, b,c. Zij d e;".n vierdc v0rschillcnd punt en 7r d :::: a1• 

Proj cic1;c:1·en. W"?; de punt;:;nreeks fa, b, c, d, •.. ~ op ecn andere rechte, zodat 

we krijg0nta',b',c',d', .... ~, dan zijn de punt.::mre·Jksen [a 1 ,b 1 ,c•,dt~·•·} 
en { a, b,c,dp••·~ :projcctief. En bij de proj;;ctivitcit hoort volgcns 
hot bovr:·nstaande ecn Pa:ppus-re<:hte, waar o.a. de p"l.nten q,r,::;, op ltg" 

gan. i:..t .. ulat de driohooke!!, aa• qt cc' r 1:ierspectief zijn vanui t de rechte 
pb'b, gaan de rechten oa,oa' ,qr door een punt, Dus ligt o op de Pappus­
rcchte,. Speoiaal ga.J.t rs door o; dan zijn de driehocken bb'r, d1d•s 
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porspectief vanui t het :punt ~·. Dus lig-

gen c,c' en het snijpunt van bb1 en 

,~ 
0 -· .~~~ 

6t. --c. a ...._,d..,,.._........., 

u1d 1 op eGn r0chte. D.w.z. d 1=~. HiermGe 

is b(;Wezen aat?r de idGntiteit is. 

Opm. In de goconstrueerde meetkunde kan mcm met name, zoals in V ge-
bourde, translaties en dilataties beschouwen. ".!o kunnen aantonen, dat 
hot lichaarn dat bij c1ezc m.eetkunde behoort, in de zin van V, in wazen 

het lichaa.7!1 L is, waar we in VII bij de opbouw van de meotkunde van 

uitgingen. Krachtons de opmorking van blz. 33-34 is het voldoende dit 

to latcn zien voor hot geval we een bepaalde kcuze doen voor o,e,f en 
de on0igcnlijke P, en wel: o = (1,0,0) , o = (1,1to), f = (1,0,1), P= 

= (1,0,0). 

Lat en nu drie eigenlijlrn pun ten x = ( 1 t l 1, L 2 ) , y : ( 1, 11 1, 1? 2 ), 

z = ( 1 ~ ~ 1, C, 2 ) gegeven zijn, niet op eon r8chto gclegen. Bepalen we 

b.Jt vi,_;r::•d,.:; hockpunt van het parallelogram op x, y, z. Het oneigenlijke 

punt .s v1-m cle rcchte xy is y-x = to, )?1 - l 1, 11 2 - t. 2 ); evcnzo is het 

oncigcmJ.ijkc punts van de rcchte xz hct drietal (0, C., 1 - l 11 ~ 2 -C.. 2 ) 
5 

i1'"'--.._ ___ " H0t punt z + (y-x) = y + (z-x) == 

1 1 "----,, P = <1, ~1 + 11 --l1, c..,2 +Yf2- l2) 
z.rl 1 -,. 
1 ---+--.________ ~ ligt OI> de r0ch te zr. oradat h(:?t te schrij-

1 ------- ......_._ 

I I ~------~ 
X j ~ 

van is als (1 9 t) ~, i, 0 ) + 
.:.. l 'A 

+ (0, 11.,T L..,, ''l•) - ,:.,?); ovenz,o ligt • ( J , I_ _ 

h0t op do rechte ys. J)us is hot juist 1 vmt we vroog·)}.' noemd,3n Txy( z) = 

== Txz(y).. Ife conclusie~ Txy(z) = z+y-x, als we Y,Y;_z met inhQ:;n.ogene 

coorc.ii:1atcn scli.::::·ijven, blijft ook gclden in hoJi:; g0val <lat x,y,z op een 

' i:'ochto 1.:.2:g·::n. Dus goldt in hGt byzonder TO« ( /3 ) == o< + (:> • 
Eveni~,., t-onon we, Ym.t betreft de dilataties, aan ~ is x = ( 1, L 1 , l. 2 ) 

ocm pur1-: ::,.1itc:;:;. 01 , d.w.z. l 2 ft O, on is a<.../: O, da.n hc:bben de rechte 
1x 0r.. d _; :ccch tc door o( on ( 1 1 cA. L 1 , of-. £. 2 ) Jrntzo1L18 oneigcnlijke :punt 

n.1. C; t~ 1 --1, l, 2 ) :::: (O, oc...... ( l., 1 -1), d--. E-_ 2 ). En hiermee kan men 

afle:1":,.:::r:.~ I: 1°' \ /3 ) = o< (3 . 

Duali to; __ \:~ H2t zal in hot vorige o:pgcvallen zijn, c't:3. ~ er een mcrkwaar­

digc: g,:; :i_~;konis r0staat tussen d2 punten en rechten. Ellt stel evc:rD:·ect:L--

g:...: cJ :,•J.,. ,:ir:~ari:2+,allcn ropresentee;rt ecm punt, maar ook een rGchte; in 

do iT.i.c:1.lL:.:r,tievoorwaardc treden punt cm rechte symrn.etrj$'Ch op., Bij ge~mlg 

is 1)"!.,j ~~c➔ r'h1issoling van cle woordon punt en rechte ook a.an ds axioma is 

v.olda:in, en golden ook alle daRru.i t af geleide stellingen. Of anders 

gozog:l; hobbe::.1. we cGn stalling van de proj ectievc m:1,:jtku.nde Gn verwis­

solen Yv--::, daarin de woo:rden punt en r.:.:!chte en vervane;on we elk er in 

o:ptrcdcncl. begri:p door het corres:ponderend.e begri:p, waarbij de rol van 
punt 8n rccht0 ve:rvlisseld zijn, <lan ontstaat weer e.en stelling. Ileze 
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eigenschap van de meetkunde heet dualiteit; bij elk bBgrip en bij elke 
stolling hoort een duaal begrip en een duale stelling. Het bovenstaande 
g0ldt voor elke projcctievo me6tku.nde, vanwege de acquivalentie met 

dG analytischo mo0tkunde. Maar het is ook diruct in te zien, doordat 

uit de axioma's do duale uitspraken af te leiden zijn. 
Du.aal met a.xior..1.a A is A", m~t B is B11 duaal, B1 is duaal mot· zichz0lf, 

de dualo uitspraak van A' zit o:pgcaoten in A. Axioma C is duaal met 
zijn omgekc1..:.rde 0', cl.at eun gcvolg is van C (zie blz. 6). 'Nat betreft 
de dualisering van axioma D gaan we a.ldus te w0rk. 
Met puntcnrceks Gn vollcdigc vio:r.hook corresponde:c-:m duaal stralen­

waaiEr en volledigo vio.:·zij de. Vier rechten P, Q,R, Si.11. een stra.lenwaaier 

vortonon harm.onischo ligging, als or oen volledige viurzijde XYZU bcstaat 
no rcchto is tloor de puntcn XU en YZ, Q de rechte 

door XY en ZU, torwijl XZ op Ron YU op 
S ligt. Maar dan wordon op de rechtc door 

XZ on YU vier pun-ten p,q,r,s uitg.:::sneden, 

die harmonisch liggon met abed als con-
strucrende vierhook. Versch.;lt nu R van 

7"-------'---..,..,,..-----~~P en Q, dan verschilt ook S van P,Q,R, 
.J 

omdat voor p,q,r,s hct analoge geldt. En cl.us geldt de due.le 

uitsprae.k D' van D. We morkcn nog op, dat blijkbaar door cen harw.or.isch 

stralcr,vicrtal con harmonisch puntonvicrtal wordt ui tgcsncden .. 
Ox:i. F.', •luaal met E-v'-' (of E), af te leidon, lato11 .we 0e:rst zien, a.at 

hot bGGrip g_ue.si-pors:pcctivi tei t duaal is met zichzclf. Op blz. 9 z:-1..gon 

w~ ocn ~~asi-perspcctiviteit is eon eeneenduidige nfbeelding van h8t 

~vlak 0:r z.1ch2;,::-J.f, bopaald do .Jr het cen-trum p, de D.c l' en een toege­

voogd :f'i.H1t;..·:np1:,.ar a 1 a 1 (p,a,a' op con rechte); :pen ocj punton van .l! 

bli;j'\:lro..-~ vas-r, t:tj d1.) 2.fb.:;elding ('m hst beelc. b' van 1) 1~i'.:d; op pa wordt · 

govond.c.:."".!. •.1:.t CG inciclonties pbb' ,abu, a'b 1 11 (u e .,:n :;:l"'J.1t v.qn P). Beschou-

wGn we YJ'..A. ,1 x, afbl:0:Lcing, door :p,P en c::,:··~1 p~:u:1r r~cr.t(;n A1 A1 , die met P 

door ~:(r:·. ~_J•l~,t s ga,2,11, op de volg.Jnd,;:;, wij Zf; he11aaJ.d ~ :F Gn ':!'!.L"B rochte doo~ 

p blt.;~,rr;,<1.. yast; 0.:...11 rcchto B, nict door s. of p gi3.,.:std.c, gaat ovur in B. ' 1 

be:paald door de incidenties PJ3B 1 ,ABU, r-; .. ~ ..... 

;~>T······· ..... . 
✓ I .., ···, .. 

i."\ / :!...>~--. .... 

A•B•U (U .ecn rcchtc o..oor :p). Doze afbEH;l--

ding stemt nu blijkcaar overc0n mut dG 

q_uasi-:perp1pecti vitej_t die ~:ic~ pant AB . '/ \..,....,... 1· ·-.... ,.. I I 
1""" , ...... .,,,,,.. ' ......... ~ 

/ r ,.,.,.,. \ / ft,' ·····•........ in A 1 B' ovorvo ert,. ".· -~·..... I ~ ........ ..... 
_.k.<___,. '··-·::a.. Zij nu X' = Ti (X) ecn proj(::C;"°cj.vitoit 78.n 

c~n ,,a::-:d1r :Ln zichzelf mot drie vaetc stralen .. Op 0cr.. rcchto R b1dte:n 

do Wt.:.;:,ior wortlt con projectivi teit .ui tgosncden, die driG vaf::'t0 )?En:c:::u 

ho.;t't en du.s do li:dcntitoit is (do :projectiviteit j_s uit to brcj_dcm tot 
con collineatie van h0t vlak, die R vast laat h Dan is Tf de identi t"."d t. 



- 40 ... P .. K. 
"l .. Men kan i. p. v. E..e de atcllin.g var:. Pap)11s als ax.ioma nemen., '.7ant 

~ volgt ui t de Btt:lling v,ir; \F)rius. Dez(: stelling ia aequi valent met 

de comm:uta.tivi•ceit vnn hot n.,Tonalicht:u1m (zie blz. 21 en blz. 38) .. 

2. Axiom:,, C (d<1 1:it.:1lling v:u1 Deanrp.itG} kan uit E,1,/' afgi_:lcid v;orden. 

Tech hebbi~n wc:C :ils ap:irt axio:wa o:p6cnomen, 011dat veel . .::tollingen ( doch 

niat alle 1 WC(f,m8 de onr.-i.fhankl..'lij khoid v:.~n ?Ir van de andare :Jxioma • s) 
·t-

af gc lei d kunnrn \'1crdL~n zondJ.: v-an E gebruik te mak1:.m. 

Zic de figuur op blz. 4. ··.re wilh:n an.ntonen, do.t p,q,r Ol) e:~n rechte 

liggen. Stcl dat het nict hat geval was. Dan gaat e,,n derm-.hi:en pq_,qr,r_p, 

stc:l pq, nict dcor o. La:.tt pq dt:: r(1chtt·n d,a 1 , bb t, cc' opvolgcnd in x, y, z 

snij den. Dan bcrntaaiI ec·n keten van p1::rspocti vi tci ti:::n tussl:n de volgende 

puntvicr·tallen; oaxa 1 , obyb', ooze' .. Bij projectie van het laatste 

, via:tal vanuit r op de rechte oaa' gaat o in o,c in a,c' in a• over. 
:, En dus z in x wet:;cns E,,._ .. Dan ligt r o!) dB rcchte zx, d. i. de rcchte 

pq .. Dus liggen p,q,r toch o) een rechte. 

~-~\?_f!. 1. Loid voor de gewone meetkunde af: zijn voor vier ::punt cm 0·1, ecr, 

willekcurigo rcchte a, b, c, d de van teken v·oorziene afsta.ndon tot een 

punt van die r0chte, dan is de dubbolverhoudihg dier vi0r pu.nten gelijk 

a.an~ : .?_-,A (zie blz. 1 ). Schrijf hiertoe de punten als drietallen c-o c-a 
( ~ 0' ~ 1 ' .~ 2) t { ~l O' ">2 1 ' -~ 2) ' ( ~ 0 + ~ 0 j ~ 1 + ·1 p ,; 2+ ~ 2~ 

( ?i ~o + n,lo';, 5 1 + 1'1 ,A ·;2 + ?2)· 
2. Leid in de gedachte,:;fang vnn di t hoofd:Jtuk {l.:i ;1s:.:ra:r.etarvoorstel-

ling van een rechte af. 

3. In ecn lincaire ruimte van dimt:nsii:" 3 over ecn lichaam L is een 
~ transformatie van hat type VI ( 16) vastgelegd door van drie drictallen 

b. v( i ,o ,e) t ( 0, ~, O \(G,O, l;hab 1::eld vast te leggen. Toch is cen collineatie 

po.s doJr de b.::(..lden van ·,.:ior puntc:n vastg0lcgd. 

4. Een tl·an□for:t1a.tie van lijncoordinaton is co:;: ecn collincatie. En 

omgc k-2 , rd. 

5. AXicrta D ic; aequival0nt mets Vortoncn du vier punten a, btc, a. algomen& 

liggi 01.J ~m zijn u, v t w punt en die de incidentier0latiesatu.,cdu.,.:ea"'; bd;:-1'. o.d-.,,~t 

bcw b. ·n::-cdigen, dan geldt de incidentierclatie uvw- niet. 

6. De ,::.,,lling van Pap:9us is duaal met zichzelf. Merk hicrbij op, dat 

de bj .j ze stclling behorcndc figuur 9 rvchtcm en 9 punyen bcvat, wa::i1·~· 

bij C') · :lke rochte 3 punt en liggen en door elk punt 3 recht<Jn gaan 

(zic oolc st. v2.nTos::1rgues, blz 4. }. 
7. Dualise8r dG constructie van cen vic:.:-de tocgevoegd puntenpaar in 

een 9roj0ctivitoit. 
8 .. Zijin de figuur o::p blz. 7 onderaan, t hct snijpunt van ac en bd. Dan 

geldt: H(ac,ts), H(bd, rt). 
9. Snijden van t~ .. ,e.z volledigc vicrhoeken vijf paron overeenkomstige 

zijden elkaar op ~en :techte, dan ooet hcrt zesde :paar da.t ook { stelling 
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van de volledige vierhocken). 

10. Do dubb0lvcrhouding van vior punt1.m op ch;n rcchte he•.::ft, afhankelijk 
van do gekozan volgorde dicr puntcn, ten hoogstc zes verschillonde waa.r­
den. 

11. Zijn 10 ,11, ••• ,lk k+1 door c6n punt g2ande rochton en is rr 1 een 
pcrspcctiri'e r::..fbe:c-lding van li_ 1 op li ( i=1, •.• ,k), dan is ook 1i = 

= T( k Tr k-, •.. Tr1 ecn per::;::K!Cticvc afboe:lding, en wel van dl3 rechte 
10 op de r~whte lk. Ev;.!nzo is 71 i+i ••• 7Tj ( i .( j) een perspcctieve 
afbeelding. !Cunt U onder do c~ntra. van al deze perspectivituiten drietall:-r. 
vormen, die op een rechtc gclegen zijn? 
12. Zij abc e~n drichoek ens cen punt buit~n de Zijden. Laten d,e,f de 
projocties 11an s uit a,b,c op de ovcrstaande zijden van de dr:l.ohook 

zijn. Dan is def lijnpcrspectief met abc {proj~cteer ab op be vanuit 
het snij:pu.nt van ac en df). 

13. Dualisecr de vorige st~lling. 
14. Laat bij ecn quasi-pcrspectiviteit met as Pen centrwn p niot op 
Peon punt a als beeld a' I, a hebben. Laat algemeen x het beeld x 1 en 
x• hot bGeld x" hebben. Als a 11 =a.is, dan is ook x 11 = x. 
15. Laton A1,A2,A3 drie niet door een purj.t gaande rechten zijn en 
P1,P2,p3 dric niet op 6en rechte liggende 9unten, die allen bu.iten de 
drie rochtcm Ai liggcn. Zij Ti 3 { 1f p Ti 2 ) de parspecti'1itoit van 
A1 op A2 met centrum p3 (van A2 op A3 met centrum p1, resp. van 
A3 op A1 m€t ccntrum p2 ).Bewijs: nodig en voldoende opdat ,r2 1'1 1 71'3 
de identieke afbeelding v.an A1 op zichzelf is, is de voorwaarde dat 
j_1p2a 3,p2p3a 1 ,p3p 1a 2 collineairc dri 11taJlen zijn (a1 = snijpunt van 

A2 en A3 , enz.). 


