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Fundamenteel voor ons onderwwP is het begrip groep • 
. Dit is reed.s tcr sprake geltom0n in de cursus analyse {zie §1--3). Daar 

word eerst (§1) in het algemeen over verzamelingen gesproken; later (§3) 
-werd van een speciale verzameling elementen, n. 1. de verzameling der -
gehele getallen (dat zijn dus posi-tieve gehele getallen, negatieve ge­
gehele ge·i;;;~len en het gotc~l nul) onder moer c.c:.ngetoond: 

1. d.e optelling is cen be•nerlring, die aan. elk tweetal te:1ele getallen 

a en b op ondubbelzi.nnige wijze een geheel get al o toevoegt i we schrij-
ven a+b=c \ 

2. d0zc optelling is associatiof: a+(b+.c)=(a+b)+c 
3 •. er is een element, n. l. net get al O, mdt de eigenschap dat voor 

al.le a geldt: 

O+a=a. 
-4. bi.j elk getal a-bestaat ee11 eenduidig bepaald getal -a, zodat 

~ c:, old t a+( ... a) =0. , v 

--.re zcggen nu dat de gehele getal'1en s:;en groep vormen t. a. v. de opt$l­

l ing. Boschom?en we de positieve rationale getallen, dan vormen. die een 

groep ·t;y a. v" de vermenigvuldiging. Immers daardoor wordt aa1'l twee posi­
tieve :,:-at:i.onale g_etallcn ondubbelzinnig een derde posi tief rationasl 
··getal tocgcvoegd; de vermenigvuldiging is associatief i er ia oen posi- · 

-tief rationa~ getal, n.1. hat getal 1, zodat voor elke a geldt 1 .• a.= a 
on zodat or bij elke a een omgekeerdc ¾ is, waarvoor ¼ • a=1 is. Al~emeen. 
dofinicren we: 

Een &roep is een niet lege verzameling G van elementen a,b, ••• met 
de volg0nde eigenschappon: 

1. er is een compo$itierogel (operatie),. die aan elk tweetal elemen­
ten a, b ondubbe1zi~ig een dorde element toevoegt, clat meestal hct pro­
duct. van a an b genoemo. wordt en aangeduid wordt do.or ab 

2. yoor drie eleme:Q.ten a,b~o van G goldt: ( ab)c=a.fl>c). 

or ie ee11 e~~eidaelemerrt e in G met de eigensoh<;1:t>; 
-~,+,yQ 
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4. b1j 1odore a van G bostaat cc~ element a-1 , zodat seldt 
a-1a • e., a-1 beet l1nk.siuverse van a 

In bovengcnoomdo voorbcolden is do optalling i-esp. de veruJenigvuld.1 .... 
pug. d~ oo.mpositierogel. rye merken op dat bij hat produot do volaorde 
der faotoren vau belang is; ab en ba stellon beide eon element van G, 
•oor wcgene 1, maar hoovcn ni-t gelijk tu zijn. ~anneer in een groep 
ateeds ab=ba is, zoals in bovengenoemde voorbeeldcn, heet de groep 
aoramutatief of Abels. In die voorboclden is O r~ap. 1 hot oollheidsele­
llODt on -a reap.¼ hot inverse bij het element a. 

J.ndero voorbcelden van groepen zijn: 
1) d~ voreameling der roole of dor rationale getallen mot ala open.ne 

do optolling 
2) do v-J·~zomeling dor co iplexo gctallen J:. 0 met als operatie de var-, " 

" monigvuldiging 
3) do verza.meling der gotallon a+bi, a on b gob.eel, t;a.v. de optel ..... 

ling. 
4) de verzameling der getallen a+b VZ, wa.arin ~ en b rationaallen 

en niet tegelijk nul zijn, t.a.v. de verm.enigni.ld1ging 
( 

5) de verzameling der draaiingen van het platte vlak om de oorsprong 
6) de verzam.elingen der draaingen van de ruimte om de ooreprong 
7) de verzameling van de collineaties van het platte vlalt 
8) het etelsel van alle translaties van bet platte vlak 
9) bet stelsel van de permutatiea van n objecten. 

In de gevallen 5) - 9) ziJn de elementen der groep geen getallu 
11aer traneformaties. We moeten er nog bij zeggen wat bier de groep-

~ operatie is. Wel, bet product van twee elem.enten is natuurlijk de trus-., 
fonratie die verkregen wordt door eerst de ene en daarna de andere 
t:re.nsformatie toe te passen. Wat de volgorde hierbij betreft, geldt de 
Yolgende afspraak, die op het ~erste gezicbt vreem.d lijkt, maar tooh 
bandig blijkt te zijn: ender bet product~ van twee elementen a en b, 
lf88rbij dus a de eerste en b de tweede factor is, ve~staan we in de be­
eobouwde gevallen de tranaformatie die ont~aat door acht•r elkaar 
eerst de tweede en daarna de eerst& ~raaatarma-oie·, tot 11'<t ·pesaen. 
Voeren we in bet platte vlak achter elk.aar twee oollitleaties ?r1 en 712 , 
uit,d&!l gaat daarbij een punt x eerst over in y=T1x, vervoJ.aens ill · .. 
•• 7' i':;::. 7 2( 7z; ·:). En voor dit laatste nu mogen we, ale we de oollineai~: 
41.e. bet product ia van van7{' 1 en 1f'2 aanduid1n door7r2 7r1 , ook eebriS· 
fQ T' 2 7r 1 x. H.ieraan ziet men dat de afspraa)t verJtandig ia. . 

We ll108ten nu nagaan dat 1n de gevalle.n 1) .... 9) aan de groepeigen" · :; .. ~•.a .Y014aa.n is. Ye doen dit voor de gevellen 4) ea 6). In ge•-1. : , 
\;(l.,'\" j•' " • 1 ' ' • ~s 

. .,. ye ; I 

i'; .'·, '(a-t\,'f2)(~+4'Vi)=:,(ae+2W)+(ad+'--.➔V2, 
" ' ·' . . "·. ·. . . . ' . . :t ... 

·~ttl,~. ,~- ,,,.,. ~).,~;,: 
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De vermenigvuldigiilg is assooiatief en zelfa oonmu.tatier Olldat we •i 
(reele)getallen te doen gebben • .lls eenheidselem.e11t taogeert het getal 
1. fen,;lotte ie gemakk~lijk bij een getal a+ b y2 een getal c+ d V2 • 
• (a.+ bV2)-1 te vinden, zodat geldt (c+ d·\/2)(&+ b1l2) == 1 e.a nls --1 a - bv' 2 a -b _, ..., 

, n == 2 2 = 2 ~ + 2 2 Y 2= o+ d V 2J 
a+bv2 a -2b a-2b a-2b 

llierbi~ hoeft de noemer a2- 2b 2 niet a! te eohrikltcn, want die k.aD niet 
O 1ijn voor a, bF OtO• 
l••cbouwen we nu 6). Voert men achter elkaar twee draaiingen uit, den 
kl-1,gt men weer een draaiing; t u.s ia er bij twee elesenten VBl'l de ver-, · 
.,...11.ng steeds een derde element, dat het product daaryan ie. De -o­
oiativiteit volgt zo: le.at bij drie dreaii.ngen D1,D2,n3 bet punt x 
aobtereenvolgens overgaa.n in y, z, u. Dan is 

Dt>1X= z , ll3(D~1X)= D3Z= u 
D1x::: y , (D3D2) {D1x} = n3D~= u. , 

sodat de draaiingel'l n3 (Di>1) en (D3D2}D1 voor een Yillekeurig punt llet­
zeltde opleveren en du.a identiek zijn. A.ls eenbeidselement :tullgeeri de 
ideatieke tranaf'ormatie, d.i. de transformatie waa.rbij all:e punten o:t, 
bun pleats blijven. Ala inverse van een draaiing D is te nemen de draai­
u,g n-1 die juiat bet omgekeerde doet: voert Deen punt x illy over, 
4an ,oert n-1 1 in x over. 

In 6) is de vermenigvuldiging niet eomsnutatief. Want ale b.v. D1 
en »2 de reohtae draaiingen om de x-as resp. de 1-aa zijn over een 
boek van 90°~ dan wordt de positiove x-as door D~1 in de poaitieve 
s-aa en door D1D2 in de poaitieve y-as overgevoerd. 

•9Rsave 1. Onderzoek de genoemde, dooh niet b~handelde voorbeelden. 
9Uaye 2. Bewija dat.J~oDeven getallen geen groep t.a.v. de optelliAg 
a.n de getallen a+ bV 2 (a en b rationaal) geen gx-oep t.a.v. de Yer­, 
aen1gvu.ld1ging vormen. Opcave 3; Onderzoek de oomplexe getallen met ab• 
solute waarde 1. §2. Eigenaohappen ve.n.groepen. 

Wo gaan enige oonolusies trekken uit de groepeigensohappen. l'e 
heb9sn bet bestaan van een links-inverse en een eenbeidselement geeist 
en er ons niet over uit gelaten, of er meer dan een link.a-inverse be• 
ataa.t en of er ook reobts-in11eraen zijp ens. Ju kutloen we a.a volgenae 
herleid'illg geven. 

Wegens de assooiativiteit 1s (a-1)-1 .a-1a= {a•1)-1a•1 .a, of 
(a.-1)-1e= ea= a. Door ~ecbtsYermeQigvuldiSirlg ae, a-1 kost er 
( -1)-1 -1 -1 ( -1)-1 -1 . -1 _ -1 . • e,.a • aa , of a. . .ea = aa • 4ua ~- a.a • · , 

lU.t laaiiste betekent dat a-1 teve.ae reohts-1.nv-erae is, of anden:. t 
· •··· · 4.at • links-inverse :ta v81.'l' a ... 1 en dat d~ te neaen 1a (a-1)-1~, ,, .,. ' ., 

·.·.QOk .. steeds. &e= a •. 
' '.~~ . . '' ,,, ,,,; ,; ' ' ' . :. ·: ) ., 

••••• 

\ 



Zijn e1 en. e2 beiden eeoheidaelement, dan is e1e2m e2 en e1e2a e1, 

dus geldt e1= e2• 
gg9ol~sie: in een groep heeft elk element e6n inverse, dat zowel lir.iitl­
als »eohts-inverse is, en een ee.nheidselement (kort gezegd. e,n). «•t 
zowel linlrs-een als rechts-een is. tre mogen dus apreken van de inve~ 
se, de een. 

Zijn a en b elementen van een groep G, dan zijn de vergelijki:ogen 
ax= b, ya= b onftubbelzinnig oploabaar. ~ant over de e~~ste vergeli~­
killg b.v. kunnen we zeggen: x== a-1b voldoet bli;ikbaar; voldott x, 
dan krij6en we door beide leden links te vemenigvuldigen .met a-1 : 
X• a-1ax:::: a-1b. 
We kwmen het zo uitdrukken dat in een groep de deling ondubbelsi:md.g 
uitvoerbaar is. 

Voor de inverse van een product geldt: (ab)-1= b-1a-1• Vant er 
geldt: (b-1a-1).(ab)= b-1a-1ab = b-1eb= b.,.1b= e,. 

We ~Jillen nu laten zien dat we or grond van de ·groepoperatie 
ook een product van meer dan ·twee faotoren ltunnen definieren. lfe doen 
4it met een definit.ie d·oor volledige induotie: sijn gege\ten een wille­
keu:rig eindig aan5a.l elementen a1, ••• ,an uit de groep, waarbij we op 
de volgo:t,de der elementen latte.n., dan voegen we aldus hieraa.n een 
el.ement fl a;,> toe.: 

' 1=' ..J;c_ ~ 
1Ta.,= a1 , fl a._.:.: fl a,.• a.. (k= 2, ..... n). 
ii;.' v.. \ \': '1 --a: 

Y.oor n= 2 komt er 8..i¾» voor n= 3 krijgen we (a,a2)8:3, enz. t;re bewij-
aen met behulp van de assooiativiteit (groepeigenachap 2): 

.,,.,.. .,-, :!?l-2'-:>e 

-,r= a~ " 7r 8..rn+,, = JI a.,, 
V.::.1 ..-•:.' V= 1 " 

en wel met behulp van volledige .tnduotie na.ar n. Voor n= 1 staat er 
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noemon het dan ook het :product van de elemcnten a 1 ., ••• ,an• "Je mogen 
hierbij, als sevolg van de associativiteit, do vormenigvuldigingen 
in een v,rilleke1~rigo volgorde ui tvoeren, mi ts we maar de volgorde der . 

factoren in hct oog houden. Zo mogen we b.v. voor n= 5 achtereenvol­
gen.s a3 naverL1cnigv:uldigcn mot a 4, voorverm.onigvuldigen mot a2 , naver­
menigvuldigon mot a 5, voorvermeniivuldigcn met a1 • Schrijvcn we het 

product als a.1 a 2 ••• an, dan hoevon we gcen haaltjes te plaatsen; we 

mosen b.v. zotten a192~• 
In het bij zonder mo gen de factoren f;\, van een product hetzelfde 

zijn, zeg a. We nocmen het produot dan een macht en schrijven~ 
'h ,,,, 

lfai,; = 7Ta = aP. 
v~1 ·...-.:: 1 

Ui t een eigo:nschap, hierboven voor product en bc0.1ezen, volgt onmiddellijk: 
am. an= am+n. Vorel or kan men door volledigc inductie bewmj zen :( arr; n =D.~ 
Doze oigenscha1)pen blijvei.1 doorgaan als we de defini tic van de macht 
an aldus ui.tbroiden voor n= 0 resp. n=-m {m positief geheel) ~ 
... o_ ,., an- a~·m_ ( -1 )m 
a - VJ - - a ♦ 

T?'e bc,Jijzcn hie1· de rol2.t:i.e am.an= am+n(m,n gcheel). Voor n= 0 luidt 

de bcweri!lG am.ao= am, ofwel ame= efll, voor n= 0, en ovenzo voor m= O, 
is de b(;!·rering dus juist. Bcschouwon i:7C 1111 hot e,ev.:il n= 1. Voor m= O, 

is dan <.le reJ.2-tie vervuld, voor m > 0 berust hij op de d.0f'ini tic, voor 
m= -1 vol6t hij uit a-1 .a= e= a0 = a -1+1 , on voor m= -p met p) 1 geldt 

hij 9P grond van de herleiding: 
am. a= a ... P • a=( a-1 fP. a=( a-1 )P-1. a-1 • a= (a-1 fP-1 o= (a-1 )p-1 = a 1-p • 

Het geval n= -1 is hiertoe -cerug te brengen: 
am.a-1= am~1.a.a-1= am-1. 

Voor cen willekeurige waarde van n tonslotte bewijzen we de relatie 
door volledige inductic. B.v. voor n negatief zotten we n= -q~ dan 

is q ~ositief en hebben we: 
am.an== am.(a-1)q= a.111{a-1)4-1a-1= ama1-q.a-1 

= am+1-q. a-1 = am-q= a_1ll+n. 

Het i2 vacJ-..: handig een produc·~ van O facto ran tot zijn beschmkking 
0 

te hcbbe11. :Te definioren: 1r a = e. 
P><1 V 

In e:cn Abelso groep is cen product onafhankelijk Vq?l de volgorde 
dor factorcn. Precies gezegd..: is tpeen eeneenduidigc afbeelding van de 

verza~eling get~len { 1 1 2, ••• ,n J 10:p zichzelf, da.n goldt: 

§a,"(}= Ta . 
Vc.1 '-f" V V,::! J' 

Vfe bcwijzen dit weer door vo1.ledige inductic. Voor n:::: 1 is de relatie 
ec:n trivialiteit; is hij bewczen voor con 'riaa.-dc n, dan bewijzen we 
hem voor n+1 als volgt. Zi·j k het na.tuurlijkc gctal, waarvoortp(k) = 
= n+.·· 1 is (dus 1 £ k ~n+1 ).De a is k-1 · 1 """..,.1- - . K:-'.1 ,,.. .. , . ,.,,..+ 

II a· .. ,·. ,l = n a . . .·· .• a,J:k)· /I a = Tl a .· . 7r a a 
p,.::i fv1 v•.:t 'f{,-,) .,.,,. v..i-<'tt 1flv> v:1 'f(tl'}y,.1«,a~t-i n+1• 

~Jr~('~/;'~. ~¥ .iw-/•tt.i;t··) Etls V()lgl;' 
•·•·· .!?4.:t .. ., .. 

.,. ; > 
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dan is}'"( v) een eeneenduidige aTheelding van de verzameling f 1, ••• ,nJ 
op ziohzelf en hebben we 

K-1 "'>'t- I k-l rn 

T 1T JI -,, · a ( _. ) • a ( .• ) = a . :1 ) ~ a,,,,.J ) 
"""' 1 f) ,- V-= k+• l.f ,- v., 1 'Vf'- V V"' k . r '- i-1 

Ir'> 

= 1T a_,J""). 
V"'·' . If\ 'l-t 

Volgens inductieveronderstelling is dit laatate gelijk aan Fa~ en 
geldt dus: ~ .,,_ =+-1 

'\-\+I II -rr- -
J,-1:.1 

dat 

Men 

"J!:a.f(_..-} = }.!, ay;(µ) • e.n+1= "r~l av• e..n+1= !!., a,.. • 

In een Abelse groep schrijft men vaak, appellerend aan ons gevoel 
additie een commutatieve bewerking is, een product al seen 
spreekt· van tegengestelde i.t.v. inverse en schrijft 

. ~ a 1 +a2 , a 1 +a2 +a3, La , na, o, -a 

s01n. 

resp. i.p.v. -'VI 
1-',:.l f-

;r n -1 a 1 a 2 , a 1 a 2a 3, J; 
1 
a..,.. , a , e, a 

Let wel dat in deze notatie na niet het product van twee groepaelemen­
ten is. Want enerzijds is n geen element uit de groep, maar een geheel 
getal; anderzijds betekent na het resultaat na enige malen uitvoeren 
der groepoperatie. De omtrent producten em machten bewezen eigenschap-
pen luiden in de nieuwe notatie: 

1< "" ,v,. 

La + L a = La , 
1-. 1 1-- v=k + 1 .., v~ , t-' 

ma+ na.= (m+n) , n.ma= nma9 
We merken nog op, dat elk der bier bewezen eigenachappen voor elk der 
negen in §1 genoemde voorbeelden (eo natuu.rlijk ook voor elk ander 
mogelijk voorbeeld.) een ui tspraak inhoudt. ti.et voordeel van onze be­
handelingsmethode is, dat eigenschappen van groepan eens en voorttl 
bewezen warden, zonder dat men bij de bewijzen behoeft te denken a.an 
de concrete betekenis der elementen. Dit is du.a, naast het feit van 
de logische opbouw, b.et nut van onze abstracte opzet. 
Q.l?.g_~r. 1. Bewija de relatie (am)n= amn. 

2. Bewijs voor een Abelse groep: am.bm= (ab)m, m geheel. 
3. Bewijs dat de groep van de permutaties van n objecten uit 

n ! elemente,n best a.at. 

~ §3. Ringen en lichamen. 
Eigenscha:ppen. 

Sommige der in §1 genoemde voorbeelden bezitten eigenachap:pen., 
die niet logisch afhankelijk zijn van de vier, die als groepseigen­
schappen !ooropgesteld werden. Het is van belang, op abstracte wijze 
verzamelingen te beschouwen, die aan meer eigenschappe,n voldoen, dan 
vpor groepen geeist werd. In voorb~eld 1) kunnen we zow~l optellen 
ala vertitenigvuldigen. Daar .zijn dus twee compositieregels, met behulp ·. 
waarvao rnen aan twee elemet)te:neen 
rit1g$r.t en licha.m~n def i.nieren. 

, · ~tt #tbs'" Bt4·~ ~.e~}: v:et'Z~~:t,ing• 
< -~·· ·f"': ~'' / ' :,, .,. t' ,, 

derde toe ka.n voegen. We gaan nu 

w~j.n twee oompositie~ 
d~ e:n~ ,Qperat.ie t aie , 

,···:_:-~ .. -'' ./, :_.;·,i:_ <::'':: ' 'i···)/-_··~'Y :::~;J'fk 
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de andere, die als verm.enigvuldiging geschreven wordt, is asaociatief, 
terwijl als eigenschappen,die beide operatiea met elkaar in verband 
brengen, distributieve wetten gelden: 

a(b+c) = ab+ac , ( a+b) c= ao+bc, 
al.a a,b ,c willekeurige elemeneten uit R zijn. 

Het eenheidselement van de Abelse groep, die bij een ring optreedt, 
heet het nulelement van de ring. 

Een lichaam.L is een ring, die ook t.a.v. de verme.nigvuldiging een 
Abelse groep is, afgezien van het nulelement. 

Men kan de volgende lijst opstellen van de definie~ende eigen­
schappen van ring resp. lichaam; a,b,c,x,y stellen hierbij steeds ele­
menten uit de ring (het lichaam) voors 

r- 1. er ia een onduhbelzinnig uitvoerbare optelling 
\ 

Lichaaml 

I 
I 

I 

l 

Ring 

2. er is een ondubbelzinnig 
diging 

uitvoerbare vermenigvul-

3. a +(b+c):::(a+b)+c 

a+b.= b+a 4 .. 

5. de vergelijking 
a(bc)=(ab)e 
a(b+o) = ab+ac 

(a+b )c= a.c+bc 

a+x= bis steeds oploabaar 

1 6. 

l7. 
8. 
9. de vergelijking ax= b is steeds 

10. de vergelijking ya= bis steeds 
11. ab=ba .. 

its a 
niet bet 
nulele-
ment v.d. 
ring is 

Uit 5 voLgt dat de vergelijking a+x= a oploabaar is voor 
een zekE,r ,::J.o~ent a. We noemen de op loss ing O • Voor willekeurige b is 
ook oplos·::aar a+x== b; is x een oplossing dan mogen we<Gi, grond van 3 en 
4 zetten b-iG-;::: a+x;-O=a+O+x=a+x= b. Verder is b+x:::: 0 steeds oplosbaar. 
De verzameling in kwestie is dus a.lvast een Abelse groep op grond van 
1, 3- 5, met O als eenheidaelement. De eigenscbappen 1-8 leveren dua 
een ring. Beschouwen we nu de eigenschappen 9 en 10, d-an kunnen we al­
dus redeneren. Laat a een zeker element F O zijn. De vergelijking 
ya= a heeft een oploasing, zeg e. Laat x voor een willekeurige been 
oplossing van ax= b zijn. Dan is ea= a, en ook eb= e(ax)=(ea)x=ax= b. 
Verder is ya= e steeds oplosbaE.r. Dus de verzameling in kwestie is op 
grand van 9 en 10 ook een groep t.a.v .. de vermenigvuldigigg, en wel 
commutatief wegens 11. en aaarmee een liohaam. 

De aao het begin van §2 voor groepen bewezen eigenschappen leren 
one; He~ rlu.leleme,pt o van een:r,ing is eenduidig bepaald; de vergelij­

a+~:;; bihoe£t een opl.o~ai.oo· ·9.ok de· vergelijkingen 9 en 10 hebben 
'· ' : .. ·.· '-''' ' ' ,. ' . ' 

'" ?-+:t=· 0 wprq;t ~eschr~v;ell -~, 
~: ~~ 
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en heet bet tegengestelde van a. Dan is a+(-a)= Oen is de oplossing 
van a+x= b gelijk aan b+(-a), want er geldt 

a+ b+ (-a)= a+ (-a)+ b= v+ b= b+ D= b. 

Deze oplossing wordt ook geschreven als b-a. Dan is ook a-a= O, voor 
alle a. 

We kunnen nu gemakkeli,Jk verdere eigenschappen van ringen aflei­

den .Allereerst gelden de distrib1.:1.tiviteitswetten 

~(b-c)= E!b-ac . , (a-b)e::: ac-bc. 
want er geldt: 

a(b-c)+ac= a(b-c+c)= a {b+c+(-c)} = a(b+O)= ab$ 
zodat a(b-e) de oplossing is van x+ac= ab, welk:e per definitie gesohre­

ven wordtala. ab-ac. Evenzo wordt (n-b)c btbrndeld. 
Vervolgens tonen v,e ean: a.0= 0. F-0 = 0. 

Dit volgt u.it a.O::: a. (a-a)= aa-ea= O; O.a= (a-a)a= aa-aa= O. 

Verder gelden de herleidineen~ 

(-a)b= a{-b)= -ab ; (-a).(-b)= ab. 

Want we hebben b.v. (-a.)b+ab= (-a+a)b= O.b= O. En ook (-a).(-b)=-(a(-b}) 

= -(-ab)= ab ( ziE> ook a.ne.lyse p. 9). 
,, 

~oor volledige inductie naar n kunnen we uit 7 en 8 afleiden: 
'l'l ·",\ ...... ...... ' ~ - -a L- b::: Lab , L a .b= I a b , 
µ., -r V, , µ µ,., 1 1,, P: t v 

of, uitvoeriger genoteerd: 

a(b1+b 2+ ••• +b 0 )= ab 1+ab 2+ ••• +abn' 
(a1+a2+ ••• +an)b= a1'b+a2b+ ••• +anb• 

Gsldt in eGn ring steeds ab= be, dan he6t d6 ring commut~tief.We 
hebben al gezien ,dat h;:;t product ,:b gtlijk ;;-an O is, ala een der fac­
torE.n O iu. Een elemE.'nt a/:- O het.t nuldeler, en -i.,·el rechts-nuldeler,als 

er 0u1 •J11:.,ment b/: O is, zodat toch geldt: ab.: o. Evenzo heet bf= 0 

1.!.!!ke .... g:;.~~~' als er 660 element afi O is,zodat ab= 0 is. We !aullen 
hier vo0rbt;elden van zien. Een commutatieve ring, v1aarin geen nuldelers 

voorkmn;::;n, v:ordt integri tei tst;;ep~ gonoemd. 
Stelli1IB,. Een lichaam is ee,:. integri te i tsgebied. 
Bev:ijs..:. Zij ab= 0 en b.,v. a/:- O. In bet 1.i.cbaam als groep t.a.v .. ae 
vermenigvuldiging beeft a een inverse a-1 • Door vermeni6vuldiging met 
a-1 krij gen we a-1 ab= a-1 .o , ofwel b= O. Er kwamen dus geen nuldelers 
voor. 

In een lichaam beet het eenheidselemt;:nt t.a.v. de vermenigvuldi­
ging eenheidselemenet zonder m<;.er. Een lic~aam hec..ftaltijd een nul en 
een een, d..,g.z •• een lichaa?p. bevat tenminste twee el.em.~nten. 

In een rin;g_ hoeft geen ee-nheidselement e.anwezlg' te zijn. Dit zal 

in §4 uit een vQorbeeldbJ.ijkent- Er kap w~l een ~enheids&lem.ent zijnJ 

~w:m~ .. n .... •.··.··.·,.• 1z .....• ~.:J. ,,,-:t-,·.,:s. \me., .. · .. ~?.••.··.e.:.·,·.· .. ·.·,.r ... · .. • .. : .. :fi, .•. ·.•.i.•.. l~.A~: ;W~- ~~r~ f p ~i~rb ij nood,zakt- lij k. ond er-
. - ',' ,"'o: Ji··\;,,:.~··-.l,, ,-.; ~'•j{_" .-.,:.: -s '¾,,: ',';' :·,' /, ', , , ~ 

t$,tti,at ~ ... 3;QW~l , ~~P: 
);,,\•? '.~, '1;;;\';"}i_,:-4: ;'.;{<\ '."",if •,\:oj,",O\•J.,./; <, 
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.Wo, d.L ee.n e6n e, me.t BX= x voor alle x, ala een rechts-een e• met. 
a•• x voor a.lle x, dan zijn beide gelijk, wegens e= ee'= e'. In dit 
gev,1 tunnen er niet meer enen zij n ! Maar wel beat~an er ringen met b ., .. 
vel"Sohillende links-enen, en zonder rechts-een. 

In een licheam heeft elk elsm&nt een inverse. In een ring hoeft 
dit .o,iet zo te zijn. En 1?.ls in. een ring een bepaald element a een inver­
se beeft, hoaft bet niet de enige te zijn, en moet er bovendien 0111der­

.-btid gemaakt worden tussen links-inverse en rechts-inverse. Wel geldt 
M1i~als · er bij bet element zowel ecn links-inverse a-1 ala een recht.s~ 

· rse a1- 11s, die aan elkaar gelijk zijn, en dat a dan dua ook geen 
ere- inversen heE.;fti 
·uit a-1a= e, aa*-1= e volgt: 

~1 . -1(. *-1)· ( -1 ) *-1 *-1 a = a aa = a a a = a 
De aan het eind van §2 besproken eigenschappen kunnen we hier over-

n11Hn. We merkem op dat bij de bewijzen daP-rvan1voor m, n positief ge­
el alleen gebruik gemaakt wordt van de groepeigenschappen 1 en 2. Dus 

eldi algemeen voor ringen: 
.;.m n_ a.rn+n • .a - m.a+na:;; (m+n)a 
(sm)n= amn 
(ab)n= aDi,n 

(•, n positief geheel) 

m.na= mna 
n(a+b)= na+nb , 
benevens n.ab= na..b~ a.nb. 
(m, n gebeel} 

0 4erde eie,;enschap links geldt allten voor commuta.tieve ri.ngen. Voor 
l1obamen geld&n de ei6enschappen links voor will&keurige g~hele m, n. 
We Mrken nog op, dat analoog aan §2 voor n= O resp. negatief geh~el n a '" 
g.«efinieurd is als O resp. -n a en dat in de' ui tdruJ:cking n a bet symbool 

n geen ~lement van de ring, maar een geheel getal voorstelt. 
f(-;r,sl,)tte merken we op, dat men ook liohamen beschouwt, waarvoor ' 

aan ·e:,tecache.p 11 niet noodzakE::lijk voldaa.n is. MexJ epreekt dan van 
-a.. 1.: .. ...... t:tve -~.•.•)!la.men. 

,.llliilil .. •.v.:e.r.. ·1, Een soheef liohaa.m is een :ring .. 
2. I.n eon scheef licha.am heeft elk elem~nt een i~verse en is er,, 

een eenheidselement. 
3. Een acheef lichaam heeft ge~n nuldeler$. 
4. In een integriteitsgebied volgt uit ab= ac en a/: 0 d$ geli'k~-­

heid !an b en c. 
5. Een links-nuldeler be~i t g~en links-inverse, ee!l recbts­

nuldeler geen rechts-inverse 
6, Kan een ring O een inverse hebben? 

Leid 1n ee~ oon;im.utatieve ring a.f de,formule 
(a+b){c+d):;: ae+ad+be+bd 

ti~: l~id daar~ d0:0r volledi$e •ind1.1etie tj.et, bi~'.pr;~ -~~_/'' 
IrtiiA<m}af. .. · · , ··. . . ", · · :J.:/\~/}7:8~-ti:tG 
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§ 4. Voorbeelden _y.::i.n ringe11 .. c11 lich.amen. 

Ringen rrorden gevormd door o. a. . . 

10) de gehele getallen } t. o.. v. o::;itclling en vermeni.g-
11) de getallen a+bi met a,b ;.:;s::hcel vuldic;ing. 

Liohamen worden o.a. c;cvormd door 

12) de rationale, de reele, tle complexc gatallen, of ook de getallen 
a+b vI met a en b rationaal, alles t. ti. v. <le optelling en de v ,:;rmenig-

"'"!e bcschouwcn de vcrzamclin& dor polynomiu 
n ..P- Ji P (x) = a +a1x+ ••• +a x. = .,c_ a,; x n o n y::..o 

de coefficientcn ac111 , •• ~,au ree1.e getallen zijn en x een reele 
jke is. Optelling of vcrmcnigvuldie;ing van twee :polynomia 

l?(;:C:;." ec11 polynomium: 
n . ~ 

( a0 +a1x+ ••• +~x ) +(b 0 b1x+ ••• +bm:-: .. ~)::: 

=e0 +c1x+ ••• +cpxPnmet p = Bax (n,:),c0 =a0 +b0 ,c1=a1+b1, onz; 

(a0 +s.ix+ ••• +anx )(b0 b1x+ ••• +bmx )= . m 
;;,!.\ b +(a b1+a1b )x+ ••• +(a b + ••• +ab )x + •••• = 

o o o o +n o m m o 
=e0 +c1x+ ••• +crn+nx111 met c0 = a0 b O , enz. 

Deze rolynomiu vormen blijkb.~ar 0011 :;_~ing mot o als nul, 1 a.ls een. 
1>.~) De evion &ctall0n, on ovcnzo i:10 1:olynoraia in b. v. con rBelc vor­

filld(;;rlijl:c :X: on met CV(.11 .:.::;0-tallon a.ls coefficienten, vorracn e:...n l"illg 

!londa:r 00nhc:itlBclcmcnt. 

15) In 13) construeerdon we ccn ring van 1;olynomon• tr0 willo.n nu 
abetracto polynoomringcn bcschouwen. :c.gaan nu i.p.v. de reele gctal­
lo• uit van een ~illekcurigc ring R. En we beschouwen rijen van elemen­
ton van n, zodanig dat slcchts con oindig aantal niet golijk.aan nul 
zi;jn: 

T =(Po,P1,•••,Pn,o,o, ••• !. 
e =( qO J (11 J • • • I 4m I O t O J • • • ) • 

, Allor3or.s* st0llen we vast da.t tw~c rij0n alleen dan gelijlt heten, als · · 
;s~ cll;lmontsgcwijs overeonatemmom., "!;Te kunnbn voor·dozc rijon optolling 
' 
1 doi'inioren: 

... lT + ¥ =i::. == (t0 ,t1 ,t2 , ••• ) mot ti:;::pi+qi, 

wa~rbij P1 =o is voor i > n en qi =o is voor i .> m, dus t 1 = o is voor 
1 >m,nJen v-.:r.monigvuldiging met eeu olement uit do ring R: 

7{a = (p0 e,p1a, ••• ,pna,o,o, ••• ) . 
. resp. a.IT ~av0 ,a:p1 , •• .,apn,o,o,. •• }. ,t l""O !~O .krijgon, hoc.ft nog niet veel ta me.ken ~t eon polynoo1nri.nJ; 

is goon ring, omdat wo nog gcen voorschrift hebben om t1:00 ~:i,~o,ra,. 
~..Jmonton mot elk~ar te vormonigv,.lldigen. ~cl is het oon .:$I"Of)l) 1' . 

,~n goma).tkolijk ktlll nagaan, on wel eQn Ab~lso Gr~:p ..,. ... : ... ,r·, d~. 

additiof GQSOhr.cven is,. ~n lllet als 
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Om 00n ring to krijGon, gaan wo nu, op ocn manicr di0 uit 13) duide­

lijk zul zijn, hot product Va~ t~ee rijon vau elemcntcn dofinieren. En 

wol zaJ. zij n 

7r f = <f" =( 8 0' 8 ·J ' 6 2' • • •) ' 

wa.arin si = ~. pkql. 
>(-rJ: I. 

Men controL.:ort 30mal-ckelijk de; distributi..:.:v0 z1ct:bon en d0 associativi-

t.:it va;:1 do vcrmcnigv1.lldiging. -rant st0llc,j.1 -r;o 

ff=(:p 0 ,J?1 , ••• ,Pn,o,o ..., ••• ) 

e =(qo,~1,···,qm, 0 , 0 ,·•·> 
~ =(s0 ,s1 ,.,.,sr,o,o, ••• ), 
ic un0rzijdc b.v. 

(ii+ e)o- =(tott1,t2,· .. ) 
mot t 1.= ~_(pk+qk)s1 

K~.i:i. ~ ~ 
= ~ ( Pk8 1 +qk8 1) = L-- ,Pk8 1 + ~ · qksl 

,~<i /4-l=:t ~+>f"'-
=t. +""G\1 , 

l. J. 
zoda't ;.J0ldt 

( TT t- e)~ 
-- (t• t' tt )~(·t• t" ~n ) -· o' 1' 2' 0 ·• = o' 1'1.,2,••• 

= 7{(r + ec' 
an andcrzijds vindt men door uitrokenon: 

( Tf E ) 0- =( uo, u1 , u2, • , •) 

d-g.s 

mo~ ui = '5:__(~kql)sj = >- pk(qlsj), 
L-\ ... e+ l'' K t-l1J= i 

Wo mo:;:-kon op dat in do hierboven optrodvndo :nijcn stoods slochts coo 

oindig aantal olomcntcn va:n nul vorschill0n on dat d(; optrcdol:ldG som­

matiuva:raiabelcn all00n niot-naL,atiof goh0lc: TI"a,_:rd._,n aan11<:::m0n. ils R 

goon commutati~vc ring is, is d~ nieuwo ring ook ni0t commutaticf: 

rie ho0ft ni~t gclij1;: t0 zijn uan e lT a,J.a niwt stauds pkg_l::g_lpk is. Is 
de ring R daarcntcgon corumutativf, dan is d0 11iOUTTO ring h..;-t ook. 

Vordor wijz;.;:n ~l'TC er op, dat dt. verzam.:,ling van de bcschouwc10 rijon 

vatt 011.,mont(m van R in foi to du vurzamoling is van de ui tdrukkirlgQn 
n P0 +p1x+ ••• +pnx ; 

is x geon gGtal, ook goon v~rand0rlijko o:l; aun stolsel .van mo-­
groothodan, zoals m0n in voorbccld 13) nog zou lrunn,:m volhouden 

s ymbool, met.· bchul:p . vraarv-an 1uc~ tti tdrukkingon als bovonstaand9): 
die zekcro ax:tornatie?h_.ya7t~ologdq wotmatighodon VGrtonc~~ :t~ 

,~rH'H:rcit:1~,,,11trA·1'l ~l.9 uitdr~t;i.~~1,1., .w~~!,"'Q..i,f 'de p 's olemon"'be:1::r~on-,van R3: ;I'~ 
., "'> ',•,., : .. :,.k_,,,,·:_-.,a[,-,.,,_:.;_-,-,.,o,::;:;,:,:.t{;,/,;"•(l-•-:··_:-:·-:"-:···.·· ' :._ ' '" '_, -· f ?\, 
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sijn oQ ma.ken optolling un v~rmonigvuldiging mogelijk, mct,do gewenste 
u:ittomaten, door x op to v.tten als een grootheid, die men zo vaak 
aol'l -nil mot zichz"lf kan vormcnigvuldigen, "'aarbi j dus geldt: .;r..;. == 
~+l(k,l natuurlijke 'get~llcn), tGr~ijl vorder mogelijk is~~ verma~ 
Digvuldiging van.x-mct ccn ring~loment, en wel associatiof en commuta,-.. 
tiof.; tenalotte wo:::-dt distributiviteit geeist. Dus is b.v .. ,· • 

(po+p1x)•q1x = Po·q1x+p1x•q1x 
.-poq1•X+P1·X~•X = poq1x ¼ P1q~~-x 
acpoq1•X+P1 41·XX = poq1•X+P1 41X • 
Boowel hct in feite, d.w.z. wat de rekcnreguls betroft teen ver-

Johil maakt, of we afbrok~.mdo .. rij0n van olementon of f.ormeel gevormde 
po1Jt)om<3n boschouwon, zullon we toch als concossie aan ons gevool de 
aal.08,ie in schrijfviijze mot 13) bev,aron en ons aan hot lar.tsto houden • 

. :U ,re zeggen, dat do nieuwe ring ontstaan is uit R door adjunctio van 
q 4 

o.:;n onbe:gaalde x; wo geven do nicuw0 ring aan door Rtx). 
16) 110 borduren nog even voort op do in 15) ter sprako gakomon 

1belso .groep, e:q ni.;mcn a.an dat do ring ll ocn eenhoidsol~mont he oft, 

dat mowol links- als roohta -een is. ils we·nu do algcrooI30 productdo ... 
fi:rrl:tio uit 15) achtcrwcge laton,vdan kunnan we van doze Abolee groop, 
~og G, toch wol hot volgende zoggen. Er bostaat een ring, n.l. R, z-o­
dauig dat we oon clement 7' van G kum:Ion links- on rcohtsvermonigypldi,.... 
&s-~-.i ol.cmenton a, b uit die ring. Hierbij golden op grond van de 
cig~nschappon van R de volgcnde kcnmorkon: 

1° • ..,,. a on a 7f zijn clcmcnten van G 
·2°, it(a+b)= i7a+..,, b; (a+b)'iT = a 7/ +biT 

30. ( ;r + e )a = -rr a+ e. ~; a( 7T + e)::; a 7T + ae 
4 °. (ab) 71 = a( b 11 ) ; 77 (ab}=( i'T a) b 
5?.. er bestaat eon rij olomenten 711 , 71 2, ••• in G, zodru:iig dat 

con willckcurig clom.ant 71 uit G op een on sluohts een manic:r:- gescbre-. 

Yon kan wordon als c.:cn oindige som 

TT =a.1 71 1+a2 71 2+• • • +an7f n · 
of 7T = 7T 1 o,+ 71232:+. • .+ 7f n:a,n• 
Ora h~t laatsto in to zion kiezo men, ala 1 do een VEµl R is, 

iT 1 =( 1 , 0 , 0 , ••• ) , Tr 2 =( 0 ' 1 , 0 , ••• ) , • ~ • , 
( · de · 7fk:= o,o,o, ••• ,0,1,0, ••• )' met op do k plaats 1 en vcrde:r o. 

Is nu 1T c{p01p1, ••• ,PJ_o,o,. •• ) , 
dap. is blijkbaar . 

.. ·· ,Fr =llo .1T 14 P1 7f 2+• • • +PJ_ 7r 1+1= iT1Po + 7'2P1+•• .+ 11"1-t1P1 • 
~. mi ook: b.v. 

' .. ?! .~i ~ 1·+1,?1 7T 2+ ••• +p~ 7T m+1 .J ' • ·• 

'llfS$ :...I ' ' . ' ' ) 
-~ :; r~»c,P1 •••• ,P1 ,o ,-0. ~: ! ),:;;{po,P-i, ••• -~-·()·~- •••.. ~. I 

,~~-~ j~,: ~at, ~a. e~~11;~~~en:, ~ 
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Men noemt al0emeen een Abelse groep G, waarbij een ring R raet aen 

, zod~t nan 1°-5° voldaan is, een ~-i_r!,~.§tJ..r_e_mi~1E over die ring. 
e 5° houdt hierbij in, dat een element van de ruimte om zo te 

1,~ggen "'coordinaatsa;e"flija" geschreven kan worden. '7egens 2° krijgt men 
som van twee elementen door de 11 coordinatentt op te tellen. Vermenig­

vuldiging met een element va:;:1 :l V:Ordt op a;roml van 3° en 4° verkregen• 

doordat men ooordinaatagewi;}s verr.:i.en:igyuldigt: 

b Jr= b( a1 711+~ -,r 2+• • .+an 7/ n) 

= b( a1 711 )+b( a.2 7; 2)+. • • +b( an 7T n) 

== (ba1)7f 1 ·+ (ba2} 7T 2 + ••• + (ban) on• 
naar men links- of rechtavermenigvu.ldigt, moet men de eerste of de 

t,,eede vooratellin6 in 5° gebruiken. Het eenheidselement van de groep 
G heeft al.le coorcJ.inaten o. Verkregen ·we aanvankelijk onze lineaire 
ruimte als syateem van alle afbrekende rijen van elementen uit R, bij 

,ons algemeen, aan 't begin van deze alinea gekozen, uitgangspunt ver­
sobijnt hij ala het aysteem van alle eindige sommen a, 71"'1+a2 7/ 2+ ••• + 

+ a0 7T. n• waarbij de 'ff 's ee11 vaste rij van elementen ui t de ruimte 
vormen. In beide gevallen zijn blijkbaar coordinaten en rekenregels 
dezelfde. r:venals in 15) bet ;eval was~ zijn er alleen formele ver-

·SChillen. 
17) Een eindiglimenaionale lineaire ruimte over de ring R, zeg een 

n-dimensionale (nee~ patuurlijk getal) verkrijgt men als men alleen 

!!!! eleiaentrijen toelaat, r.ra.arin slechts de eera~e n elementen van 0 
kunnen verschillen. De lineaire ruimte in 16) heat one:i.udigdimensio­

naal. Dezelfde eigenschappen gelden; alleen moet in 5° de rij door een 
rij, met. n elementen, ve:rvangen vrorden. Vanui t ons ota.."lepunt 

onderworpt de ger,ane .AnaJ.ytische Ueetkunde het geval, dat n gelijk is 
aa.n 3 en voor-llen crondslag liggende ring R de verzameling der reele 
gctallen genomen wordt, aan ecn verdergaand onderzoek. 

18) In hetemdigdimensional.5 geval is het niet zo gemakkelijk, om 
zoals-in 15) gebeu.rde, voor twee elemcmtrijen een productdefinitie te 
seven. i)e daar gcgevcn definitic is niet bruikba.ar, omdat alles moet 

af'breken bij iedere n. Tech is er soms wel iets aan te doen en ia 
. er een zodanige definitie van product te geven, dat distributiviteit en 
1 :lBSOCL.:ti vi tai t, evenals toen, . bewa.al"d blijvan. -rre behandelen hier de 
, invoering vo.n de s._u~nJ.9,11.9_n• ":e kiqzen n = 4-, R :::: lichaam van de 
getallen, en noemcn 7f 1 , 7f 2 , -,r3 , 7T4 nu e,j,k1l. Leggen we van doze 
Vier olementen de produoten onderling vast, en eisen we verder 
l>utiviteit en associativiteit en verwisselbaarheid van elk: 
alementen met de aoordinaten (reele getallen), dan is 

a+~j+a3k+a41) (b1 e+b2j+b3k+b4 l). 

~. b1(;!"':,, • • +a~.f• • b4 l ," 
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on is dua algemeen het product van twee elemonten vastgelegd. En als 
maa,r de pr_pdllC'tvo.J'lming·_-:;ran die vior clementcn onderling associatie:f 

is, dan is vanzolf do :productvorming VE'..n ~illckeurigc elomcnton associ­

atiof en distributicf. ~e stollon nu: 
ec = a; j j=ld:::::11=-c 

ej=ja=e, ck=l:c==k, cl =-J.t1 e l · 

jk= l,kl = j, lj = k l kj = -1, lk = -j, jl == -k 
n.n kan zulf nagaan, dat do vcrmenigvuldiging van dezo elementcn 
alll()oiatiof is. 

""!e merkcn nog opt dat do vermonigvuldiging blijkbaar nict commmuta­
ticf is. De quaternionen vormcn dus (wn ni0t- oomi'"Ilutatieve ring. 

Men kan de complexo getallcn op dczclfdo manier invoeren, door n.l. 
n = 2 .. io nomen, uit tc gaan van 1 onion tc stellen 1.i :::..i.1 = i,i2= 

= -1. :OQ olomenten warden nu a+bi. Er is nu commutativitei t. D.e com­
plcxo g~·i;;.allon vormen zelfs con lichaam, ziG 12), want we kunnen delcn. 

VaD de quaternionen kunncn we verder aantonon, dat ze zelfs een 
e9p.oet liohaam vormcn. Om dit in to zion, hobbon 
leiding nodig: 

we d,c vo1gende her-

(a1c+a2j+a3k+a4l)(a1c-a2j~a3~-a4I) 
2 + . ·+ 2 ... -, ( 2+ 2+ 2+ 2) =a1o a1a2J-e.182J a2e-. ••-a4u= a1 a2 a3 a4 c 

Zijn nu gogevcn t\vee quatcrnioncn 
q1=a1c+a2j+a3k+a41, q2::::b1c+b2j+b3k+b41 

en stellcn ~~ voor •t gomak · 
l..-:a2+a2+a2+a2 

1 2 3 4 

dan im a a a a . 

41• (~if e - if" j - ik - r l).q2) 
81_ a2 3 a4 

= (q1•<r- Nj-1:f""k- Nl))q2 

= ie-q2 = e(b1e+b2j+b3k+b4l)=b1e+b2j+b3k+b41::::q2 
ovcn•;.o 

a1 8 2 ~ a4 · · 
(q2( N c - Nj - N' k - °"N' l)) • q1 = CJ.2• 

, 

vcrg~lijkingen q1x = q2, yq1::::q2 zijn oplosbaart mits-N.~ O is, 
d.w.z. mits nict a1 ,a2,a3,a4 allon gclijk aan mu zijn, .d.w.z. mita 
41 ~ 0 is. Hot is verdor duidolijk, date het cenheidsolemcnt is. 

-§5 .• Vorder voorbeelden • 

. 19) '!'Jo grijpcn torug op 15). Daar is door adjunotie uit oon ----• a ring R do polynoolllr:ing R (;x: J geconl;!truoQrd.. Omd.at de ring .ll • 
i. e'tl.l:'ig ~s, mogen WQ ook a,an de ring R [x] Gen n~euwe onl:>epa~q:, 



~r . !4 A blz. 15 
1 ,, 

.«jungeren. ":e kunoex:i zelfs achtereenvolgens n onbepaalden x1 ,x:2 , •• ~ 
, .adjungeren en krijgen zo een ring R [xJ [ x2 J •• : ( Bn] 1 die als ele-

. .• k1 k2 . kn 

menten be§at alle eindige sommen E' 8k1k2 ••• kn x1 ~ ••• xn met 

8k;1 k2 ••• kn in R. In deze som doorlo:pen t 1 ,k2 , ••• kn onafhaclteli jk van 

elkaar ieder een eindig a.a.ntal waardon, b.v. k1 = 01 1,2 •••• ,.it1 ; 
kn= 0,1,2, ••• ~n; is .in bepaalte term van de som ki = o, dan laten 

ki 
we de :factor ¾ 'WC@• Ye .. ,spreken :aos af clat we ~ill t,,eQ produot de on~ 
paaJ.deu o~erlitJS mogen verwi•s•len. --a ~roiken' daar•euJ 4ln llet er , 
niet toe d.oot in •elk& 't'olgorde 1111 de onbepa.alden ad3UD1••~11. Jlet h&t 
cog daarop geven we de ring ook wel. aan door R (x1,;,••••xn] • De 
eerste sym.boliek uit 15) voeren we hior Diot doo,,, ..ant. dat sou "4!t 
ingcwikkeld worde:o; en we komen daarmeo to•:h f ei 1:e op dosel.fd• · 
ring uit, juist dank: zij do vJrl'ieselbaarhoid der onbopaalden. 

20) ...,,e gaan nu eon hocl andcr typo ring bestuderen. ""fo gam ui t van 
de ring der gehele getallen, zie 10),. -o kiezc:n ean na.tu,:t"lijk getal 
m. Is nu a oen ,.,illekcurig gcheol gataJ., dan rieht~n "c onze aa.ndaab~ 
op de verzamoling dor geholc getallen b dio met a oun gahoel veelvoud 
van m verschillen. rye vocren hiorvoor do notatio in: 

b .= a(mod m), korter b !; a{m), 

en lezen dit als; 
b is congruent met a modulo (naar de modulU8} m. 

En he-t o,/t.:eicent dus, dat -c kunnon schri3vcn 
b-a =- vm, waarin v eon gehe.Jl gotal is. 
De c0~stc bewGring is nu, dat d~ rolatio: oonc;ruont zijn modulo m 

eon klasseindeling van de gehclo gotallon ttrt?Oogbrongt. Zie voor hot 
bcgri? I:lassc de cursus analyse, § 4. ~r gcldt n. l., zoals mon inziot 
door ta l0ttcn op de zojuist gogaven dofiniti~: 

a= a(m) 

a .=. b(m) -> b == a(m) 

a = b(r,1) t b = c(m) -) a=!: c(m). 
· Ecr. };:lasso is ons goval do v~rzamcling dor b, dio congruent met a 

modulo m zijn. Er zijn ecn zakcr aantal klasacn, diu goon getal gcmeon 
hebbcn_ o:ri dio t0zamon allo gcholo gotfj).lcn bcva.ttcn. 

De t~ecde bewering is, dat ~r precies m van zulkc klasson zijn en 
5dat olke klrJ.ssc een represent ant bezi t ondor de rij got all on 

1, ••• .,m-1 .. Dcze bewcring volgt uit hat fcit, dat twoo gotallon uit 

gcnocmde rij geen vcolvoud van m verschillcn, on dat hot .getal 

pi tot dio rij behoort als we kiezon v .:[~J. . 
tyolgens vatton we onzo klassen ala elcmcnton van con vursamoliJ:JC.;, 
, oor we optelling on vermonigvuldiging gaan dofirdor,u:.i. 179· 


