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§1e Groepen.
Fundamenteel voor ons onderwexrp is het begrip groep.
,Dit is reeds ter sprake gekomen in de cursus analyse {(zie §1-3). Daar
ward cerst (§1) in het algemeen over verzamelingen gegproken; later (§3)
werd van een speciale verzameling elementen, n.l. de verzameling der -
gehele getallen (dat zijn dus positieve gehele getallen, negatieve ge-
gehele zetollen en het getel nul) onder meer congetoond:

1. Ge optelling is cen bewerking, die aan elk tweetal gehele getallen
a en b op ondubbelzinnige wijze een geheel getal ¢ toevoegt; we schrij-
ven a+t+b=c N

2. dezc optelling is asgociatief: a+(b+c)=(atb)+c

3. er is een element, n.l, hect getai O, met de eigenschap dat voor
alle a geldt:

. O+a=a.

4, bij elk getal a bestaat een eenduidig bepaald getal -z, zodat

boeldt a+(~a)=0.

Te zeggen nu dat de gehele getallen ¢én groep vormen t.a.v. de optel—
ling. Beschouven we de positieve rationale getallen, dan vormen-die een
groep t.a.v. de vermenigvuldiging. Immers daardoor wordt aan twee posi-
tleve rationale getallen ondubbelzinnig een derde positief rationaal
‘getal tocgevoegd; de vermenigvuldiging is associatief; er is cen posi-
tief rationaal getal, n.l. hot getal 1, zodat voor elke a geldt 1.a=a
¢n zodat er bij elke a cen omgekeerde ~ is, waaxvoor %;.a=1 is. Algemean
definicren we:

Een groep is een niet lege verzameling G van clementen a,b,.., met
de volgende eigenschappen:

1. er is een compositiercgel (operatie), dic aen elk tweetal elemen-
ten a,b ondubbelzinnig een decrde clement toevoegt, Zat meestal het pro-
duct van a2 en b genoemd wordt en aangeduid wordd door ab

2. voor drie elementen a,b,c van G geldt: (ab)e=albe).

3. er is ecn eenheidselement e in & met de elgenschap

ea=a voor alle a 1n G
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4, bij iocdere a van G bostaat ccr element e~ s zodat geldt
a~'a =a; 2~ heet linksinverse van a

In bovengenoemdc voorbeelden is de optelling resp. de verwenigvuldi-
ging dc compositiercgel. e merken op dat bij het preduct de volgorde
der factoren vaun belang is; ab cn ba stellen beide een element van G
voor wcgens 1, maar hocven ni.t gelijk te zijn. Tanneer in ecen groep
steeds ab=ba is, zoals in bovengencemde voorbeelden, heet de groep
commutatief of Abels. In die voorbeclden is O resp. 1 het cenheidscle-
ment ¢cn —-a resp. % het inverse bij het element a.

inderc voorbecelden van groepen zijn:

1) d¢ verzameling der recle of der rationale getallen met als operatie
de optclling

2} dc vorzameling der co iplexe getallen £ O met als operatie de ver-
" menigvuldiging

3) dc¢ verzameling der getallen a+bi, a cn b geheel, t.a.v. de optel=.
ling.

4) de vergameling der getallen a%blfﬁ; waarin a en b rationaalien
en niet tegelijk nul zijn, t.a.v. de vermenigvaldiging

5) de verzameling der draaiingen van het platte vlak oi de oorsprong

6) de verzamelingen der drasingen van de ruimte om de ooraproﬁg

7) de verzameling van de collineaties van het platte vlak

8) het stelsel van alle translaties van het platte vlak

9) het stelsel van de permutaties van n objecten. .

In de gevallen 5) - 9) zijn de elementen der groep geen getallen
maar transformaties. We moeten er nog bij zeggen wat hier de groep-
, operatie is. Wel, het product van twee elementen is natuurlijk de trans-
formatie die verkregen wordt door eerst de ene en daarna de andere
transformatie toe te passen. Wat de volgorde hierbij betreft, geldt de
volgende afspraak, die op het eéerste gezicht vreemd li;kt, maar toch
hendig blijkt te zijn: onder het product sb van twee elementen a en b,
waarbij dus a de eerste en b de tweede factor is, verstaan we in de be-
schouwde gevallen de transformatie die ontstaat door achter elkaar
eerst de tweede en daarna de eerste transformatic:toe te pagssen.
Voeren we in het platte vlak achter elkaar twee collineatiesﬁwk en'ﬂé
uit,dan gaat daarbij een punt x eerst over in y:fﬁax. vervolgens in ,
5= Mpy= 2(/( 2). BEa voor dit la=tste nu mogen we, als we de collineatie
die het product is van van'T'1 en “2 aanauzden dooritg‘}“',1 , ook schrij-
ven?rz?r1x. Hieraan ziet wen dat de afspraak verstandig is. g
We moeten nu nagasn dat in de gevallen 1)-9) aan de groepeigen-

schappen voldaan is. we doen dit voor de gevallen 4) em 6). In geval
L ahbaa we

(awﬁ}(mw)w (wmmam mw 2,
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De vermenigvuldiging is associatief en zelfs commutatief omdat we met
(reele)getallen te doen hebben. Als eenheidselement fungeert het getal
1. Tenslotte is gemakkelijk bij een getal a+ b1/2 een getal c+ d\fﬂ.a
= (a+ bY2)~! te vinden, zodat geldt (c+ dV2)(a+ v1/2) = 1 en wels

1 a-bve a -b —_
V?z c+ d }/2;

a+b/2 8l - 2% @t 2b2+

hierbij hoeft de noemer al- 2b2 niet af te sohrikken, want die kan niet
Q zijn voor a, bZ 0,0. ,
Beschouwen we nu 6). Voert men achter elksar twee draaiingen uit, den
krijgt men weer een draaiing; <us is er bij twee elementen van de ver-
zameling steeds een derde element, dat het product daarvan is. De asso-
ciativiteit volgt zo: leet bij drie dreaiingen D1,D2,D3 het punt x
achtereenvolgens overgaen in y, z, u. Dan is

DéD1x= z , DBCDéD1x)=.D3z= u

Dyx=3 , (D3D2)(D1x)=ID§D2y= u,
zodat de draaiingen D3(92D1} en (D3DE)D1 voor een willekeurig punt het-
zelfde opleveren en dus identiek zijn. Als eenheidselement fungeert de
identieke transformetie, 4. i de trensformatie waarbij alle punten op
hun plaats blijven. Als inverse van een draaiing D is te nemen de draai-
ing D~ =1 aie Jjuist het omgekeerde doet: voert D een punt x in y over,
dan woert D~ -1 ¥ in x over,

In 6) is de vermenigvuldiging niet commutatief. Want als b,v. D1
en Da de rechtse draaiingen om de x-as resp. de y-as zijn over een
hoek van 90° » dan wordt de positieve x-as door DéD1 in de positieve
z-as en door B1Dz in de positieve y~as overgevoerd.
‘Opgave 1. Onderzoek de genoemde, doch niet behandelde voorbeelden.
Opgeve 2. Bewijs dat_de oneven getallen geen groep t.a.v. de optelling
en de getallen a + ﬁV’Z (e end raxlonaal) geen groep t.a.v. de ver-
menigvuldiging vormen. Opgsve 33 Onderzoek de complexe getallen met ab-
solute waarde 1. §2

. Eigenschappen van groepen.

Wec gaan enige conclusies trekken ult de groepeigenschappen. We
hebben het bestaan van een links-inverse en een eenheidselement geeist
en er ons niet over uit gelaten, of er meer dan één links-inverse be-
stast en of er ook rechts-inversen zijn enz. Nu kunnen we de volgenda
herleiding geven.

wégena de associativiteit is (a2~ 1) =12 ta= (a 1} a '.a, of
(3f1} e= ea= a., Door rechtsvermenigvuldiging met a ~1 komt er
(a” 1) Te.a™ = za 1, of (a~ 1)“1.63 1= aa 1, dus e= sa .

” Dit laatste betekent dat a -1 tevena rechtsminverse is, of andera
& ﬁﬁ&ﬂv dat a links-inverse is van a~! en dat dus te nemen is (a 1)"7
Dt t ook steeds ae= a. '

-1
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Zijn ey en e, beiden eenheidselement, dan is e48,= €, en 84e,= ey,

dus geldt e4= €y
Conclugie: in een groep heeft elk element één inverse, dat zowel links-
als rechis—inverse is, en één eenheidselement (kort gezezd één), dat
gowel links-één als rechts-één is. e mogen dus spreken van de inver-
se, de één.

Zijn a en b elementen van een groep G, dan zijn de vergelijkingen

~ax= b, ya= b onBubbelzinnig oplosbaar. Vant over de e.rste vergelij-

king L.v. kunnen we zezgen: x= a b voldoet blijkbaar; voldoet x,
dan krijgen we door beide leden links te vermenigvuldigen met a ! :
x= a~ tax= a~tb.
We kunnen het zo uitdrukken dat in een groep de deling ondubbelzinnig
uitvoerbaar is.

Voor de inverse van een product geldt: (ab)"1= v a1, Vant er
geldt: (v Ya™ . (av)= v Ta tap = b leb= 1™ Tb= e.

We willen nu laten zien dat we op grond van de groepoperatie
ook een product van meer dan iwee factoren kunnen definieren. We doen
dit met een definitie door volledige inductie: zijn gegeven een wille—
keurig eindig aansal elementen Bpeees8y uit de groep, waarbij we op
de volgqﬁgg der elementen letten, dan voegen we aldus hieraan een
element || 2 toes

P=3 e

3 3

’}Ta;— 31 ‘ﬁ— a N (k—- 2,00;,!1)

VYoor n= 2 komt er a a2, voor n= 3 krljgen we (an,l )aB, enz. ‘fe bewlij-

zen mﬁt behulp van de au5001at1v1te1t (groepelgenschap 2):

'T"a 7'_am+" = }l ay,

!,.1 =
en wel met behulp van vollaulge inductie naar n. Voor n= 1 gtaat er
bovenstaande definitie, met m= k-1. En is het bewezen voor een waarde

n, dan " olgt het gema&kellaL voor de waarde n+1:

1?5 77’%m+v = H a, - wn‘ qmer T am+n+1)

L] o T ¥=1

=(7} gy ':Z:’am+w )am+n+1

RN

‘ci'fr mEmad )
= B, 8ninyt = T a

p=a Het L

Ve merken nog ov dat het elemenx—ngam+yvastgelegd is door onze defi- “;

nitie - even a . voor "door b, . We geven het ook wel aan
door H a,. Heeftga(k) gehele waarden tussen 1 en n, dan ligt ook
?aﬂt : P'%- wrey s

)
? 11, 12 naﬁuurllgke getallen met k1+k = 1, 11+12nk2
ond van het bovenstaande

v i*" W«i 5‘ %k,ﬁ‘?’z;’far
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noemen het dan ook het product van de elemcnten 8qsevrgBpe We mogen
hierbij, als gevolyg van de asgociativiteit, de vermenigvuldigingen
in een willekeurigc volgorde uitvoeren, mits we maar de volgorde der
factoresn in het ocog houden. %o mogen we b.v. voor n= 5 achtereenvol-—
gens a3 navernenigvuldigen mct 89 voorverncnigvuldigen met ayy naver-
menigvuldigen met a5, voorvermenigvuldigen met g Schrijven we het
product als By8gee e, dan hoeven we geen haakjes te plaatsen; we
mozen b.v. zotten 313233.

In het bijzonder mogen de factoren e, van een product hetzelfde
213n, zeg a. e nocmen het product dan ecn macht en schrijven:

7T~ = T a = at.

- Pt
5;€ een eigcaschap, hierbovea voor producten beregen, volgt onmiddellijlz:
am an= m+n. Verder kan men door volledige inductie bevmazen'(a?5n a0
Deze cigenschappen blijven doorgaan als we de definitic van de macht
a® aldus witbreiden voor n= O resp. n=-m {m positief geheel): ’
a%= e, a'= a ®= (a~HE,

e berrijzen hier de rclatie a o 0. gh n(m,n gcheel). Voor n= 0 luidt

de bewering a™. a%= am, ofwel ae= am; voor n= 0, en ecvenzo voor m= 0,
is de berering dus Jjvist. Beschouwen we nu het geval n= 1. Voor m= O,
is dan de relatie vervuld, voor m > O berust hij o? de definitie, voor
m= -1 volzt hij uit a"1.a= e= a’= a~4+1, en voor m= -p met p )1 geldt
hij o» grond van de herleiding:

a®, a= a“P.az(a“1)P.a=(a'1)p“1,a"1.a= (a"1)P“1e= (a"1)p"1= al"P,

Het geVal n= -1 is hiertoe Terug te brengen: 1
a®als g1, 8,071 1, :
Voor een w1llekeurige waarde van n tenslotte bewijzen we dc relatie
door volledige inductie. B.v. voor n negatief zetten we n= -q; dan
is q mositief en hebben we:
a2, aBo am_(a~1)q= m(a~1)q~1a—j= ama1'q.a“1
= a;n+1~q.a~1= Pl U am+n.
Het ig vaek handig een produc. vean O facto rcn tot zijn beschikking
te hebben. Te definicren:lf;av= €.

In cen Abelse groep is cen product onafhankelijk van de volgorde
der factorcn. Precics gezegd: 1s:yecn eencenduidige afbeelding van de
verzamellnb getallen {1 2,...,n3 op zichzelf, dan gcldt:

‘IT: i) Ta .

Ve bewijzen dl% weor door volledige inductie, Voor n= 1 is de relatie

ecn trivialiteit; is hij bewczen voor cen waa.de n, dan bewijzen we

hem voor n+t als volgt. Zij k het natuurlijke getal, wQarvooryD(k)~
n;&}s(&m'h;k<nﬂ)nag&s Kes

| a

X = Na , .0
pl) I plk) ,Z;aw et SO ) e By

Defln;eert m@n een functlle(v) els volgw
woor 1< B O

]

m-ri
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dan isyr(y) een eeneenduidige afbeelding van de verzameling {1,...,n}
op zichzelf en hebben we

myi k-1 ”
IaP("'). V‘I’ a‘f(") = Vl—'l1 a"V(‘)) ) Pi(k a"/’(”) .“»2: a"r( )
Volgens inductieveronderstelling is dit laatste gelijk aan 'T~éﬁ en
geldt dus. m n il e
w:. y( v) T y(p) * Phets ;yiaw;' Enet™ 53,& *
In een Aoelse groep schrijft men vaak, appellerend aan ons gevoel

dat additie een commutatieve bewerking is, een product als een som.
Men spreekt van tegengestelde i, Q\v. inverse en schrijft

8y +85 a1 +a, +a3,,¢~ak s ha, 0, -a
resp. i.p.v.

84855 848, 3,‘175 , a6, 2~

Let wel dat in deze notatie na niet het product van twee groepselemen~
ten is. Want enerzijds is n geen element uit de groep, maar een geheel
getal; anderzijds bvetekent na het resultaat na enige malen uitvoeren
der groepoperatie. De omtrent producten em machten bewezen eigenachap-‘
pen lulden in dg nieuwe not&tie. m

Za P(#)= J

Z:a + a = §:a
!

>
- v=k+1 » oy’ ’
ma+ na= (m+n) , n.ma= nus. ‘

We merken nog op, dat elk der hier bewezen eigenschappen voor elk der
negen in §1 genoemde voorbeelden (en natuurlijk ook voor elk ander
- mogelijk voorbeeld) een uitspraak inhoudt. fet voordeel van onze be-
handelingsmethode is, dat eigenschappen van groepan eens en voor#l
bewezen worden, zonder dat men bij de bewijzen behoeft te denken aan
de concrete betekenis der elementen. Dit is dus, naast het feit van
de logische opbouw, het nut van onze abstracte opzet. |
Opgaver 1. Bewijs de relatie (a™)%= a™?, '

2. DBewlijs voor een Abelse groep: a LR (ah)m, m geheel.

3. Bewijs dat de groep van de permutaties van n objecten ult
n! elementen bestaat,

< §3. Ringen en lichamen,
Eigenschappen.

Sommige der in §1 genoemdé voorbeelden bezitten eigenschappen,
die niet logisch afhankelijk zijn van de vier, die als groepseigen-
schappen vooropgesteld werden. Het is van belang, op abstracte wijze
verzamelingen te beschouwen, die aan meer eigenschappen voldoen, dan
Voor groepen geeist werd. In voorbeeld 1) kunnen we zowel optellen
- als vermenigvuldigen, Daar zijn dus twee compositieregels, met behulp
waarvan men aan twee elementen een derde tce kan voegen. We gaan nu ‘
Tingen en llchamen definieren. | : ‘
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de andere, die als vermenigvuldiging geschreven wordt, is associatief,
terwijl als eigenschappen,die beide operaties met elkaar in verband
brengen, distributieve wetten gelden:
a(b+c)= ab+ac , (atb)c= ac+be,
als a,b,c willekeurige elemeneten uit R zijn.
Het eenheidselement van de Abelse groep, die bij een ring optreedt,
heet het nulelement van de ring.

Een lichaamL is een ring, die cok t.a.v. de vermenigvuldiging een
Abelse groep is, afgezien van het nulelement.

Men kan de volgende lijst opstellen van de definierende eigen—-
schappen van ring resp. lichaam; a,b,c,x,y stellen hierbij steeds ele-
menten uit de ring (het lichaam) voor:

r (1. er is een ondubbelzinnig uitvqerbare optelling
2. er is een ondubbelzinnig uitvoerbare vermenigvul-
diging '
] 3. a +(b+c)=(a+b)+c
' Ring 4. a+b= b+a
§ Lichaam<J 7 5. de vergelijking a+x= b is steeds oplosbaar
| 6. a(be)=(ab)le
. a(b+e)= gb+ac
{,8 (a+b)e= ac+be
9., de vergelijking ax= b is steeds oplosbaar)mits a
10. de vergelijking ya= b is steeds oplosbaariniet het
11. ab=ba, nulele-
ment v.d.
ring is
: Bevija. Uit 5 volgt dat de vergelijking a+x= a oplogbaar is voor
een zeker 2iement a. We noemen de oplossing O, Voor willekeurige b is
;ook oploshasr a+x= by is x een oplossing dan mogen we e grond van 3 en
| 4 zetten bi0= a+x+0=a+0+x=a+x= b. Verder is b+x= O steeds oplosbaar,
‘De verzameling in kwestie is dus alvast een Abelse groep op grond van
L1, 3~ 5, met O als eenheidselement. De eigenschappen 1-8 leveren dus
. een ring. Beschouwen we nu de eigenschappen 9 en 10, dan kunnen we al-
dus redeneren. Laat a een zeker element #£ 0 zijn. De vergelijking
fya: a heeft een oplossing, zeg e. Laat x voor een willekeurige b een
 oplossing van ax= b zijn. Dan is ea= a, en ook eb= e(ax)=(ea)x=ax= b.
- Verder is ya= e steeds oplosbasr. Dus de verzameling in kwestie is op
§grond van 9 en 10 ook een groep t.a.v. de vermenigvuldigipng, en wel
{ commutatief wegens 11, en daarmee een lichaam.
_; De aan het begin van §2 voor groepen bewezen eigenschappen leren
ﬁons. Het nulelement 0 van een m™ing is eenduldig bepaald- de vergelij-

r,_—q....-.—,.‘,,,_.. e —
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en heet het tegengestelde van a. Dan is a+(-a)= 0 en is de oplossing
van a+x= b gelijk szan b+(-a), want er geldt
a+ b+ (-a)= a+ (-a)+ b= v+ b= b+ 0= b.
Deze oplossing wordt ook geschreven als b-a, Dan is ook a-a= 0, voor
alle a.
We kunnen nu gemakkelijk verdere eigenschappen van ringen aflei-
den.Allereerst gelden de distributiviteitswetten
a(b-c)= gb-ac R (a-b)e= ac-be.
want er geldt:
' a(b-c)+ac= a(b-c+c)= a-{b+c+(-c)} = a(b+0)= ab,
zodat a(b-e) de oplossing is van x+ac= ab, welke per definitie geschre-
ven wordtald. ab-ac. Evenzo wordt (a-b)e beh-ndeld.
Vervolgens tonen ve san: 2.0= 0.a2= O.
Dit volgt uit 2.0= a.(a~-8)= sz-ss= 03 0.a= (a-a)a= ea-aa= 0.
Verder gelden de herleidingen:
(-a)b= a(-b)= —-ab (-2).(-b)= ab.
Want we hebben b.v. (-a)b+ab= (-a+a)b= 0.b= 0. En ook (-g).(-b)=-(a(-b})
= =(-ab)= ab (216 ook analyse p.9).

Door volledige inductie nzar n kunnen we uit 7 en 8 afleiden:
gl

~n v
aLb—Lab L =}_a v o,
V-1

P=1 %<3 v
of, uitvoeriger genoteerd.

a(b1+b2+...+bn)= ab1+ab2+...+abn,
(a1+a2+...+an)b= a1b+aéb+...+ahb.

Geldt in een riag steeds b= be, dan heet de ring commutatief.We
hebben al gezien dat het product b gelijk =an O is, als een der fac=-
toren O ic. Een element aZ O heet nuldeler, en wel rechts-nuldeler,als
er scu =lement bE O is, zodat toch geldt: ab= O, Evenzo heet b O
linke=2siCeler, als er eecn element af 0 is,zodat ab= 0 is. We zullen
hier voorbeelden van zien. Een commutatieve ring, waarin geen nuldelers
voorkemszn, wordt integriteits;:ebied genocemd.

Stelling. Een lichsam is ee. integriteitsgebied.

Bewijs. Zij ab= 0 en b.v. af 0. In het lichaam als groep t.a.v. de
vermenigvuldiging heeft a een inverse a'q. Door vermenigvuldiging met
g~ krijgen we 2 lab= a~ 1.0 , ofwel b= 0. Er kwamen dus geen nuldelers
voor. .

In een lichaam heet het eenheidselement t.a.v. de vermenigvuldi-
ging eenheidselemenet zonder mcer. Een lichaam heift altijd een nul en
een één, d.v.z..een lichaam bevat tenminste twee ¢lementen.

In een ring hoeft geen eenheidselement canwezig te zijn. Dit zal
in §4 uit een voorbeeld blijken. Er kan wel een venheidselement zijng
ver kunnen zelfs meerdere zljg. We mneten hierbij noodzakelijk onder-
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één, d.i. een één e, met ex= x voor alle x, =21s een rechts-één ¢' met
xet= x voor alle x, dan zijn beide gelijk, wegens e= ee'= e', In dit
gevel kunnen er niet meexr enen zijn! Masr wel bestzan er ringen met b.v.
verschillende links-énen , en zonder rechts—één.

In een licheam heeft elk element één inverss. In een ring ‘hoeft
‘dit niet zo te zijn. En 2ls in een ring een bepaald element a een inver-
ge heeft, hoeft het niet de enige te zijn, en moet er bovendien omder-
\goheid gemaakt worden tussen links-inverse en rechts~inverse. Wel geldt
Edai als er bij het element zowel ecn links-—inverse a -1 als een rechts~
;1mvarse a* 113 die aan elkaar gelijk zijn, en dat a dan dus ook geen

landere inversen hecft:
| uit a 1a~ e , aé* o e volgt'

De =zean het eind van §2 besproken elgenschappen kunnen we hier over-

nemen. We merkem op det bij de bewijzen dasrvanivoor m, n positief ge-
heel alleen gebruik gemaskt wordt van de groepeigenschappen 1 en 2. Dus
ggaldt algemeen voor ringens:

ab.a"= a7th ma+na= (m+n)a
(a™B= g™ m.na= mna
' {ab)P= 2T n(a+b)= na+ndb ,
| {m, n positief geheel) benevens n.ab= na.b= a.nb.

(m, n geheel)
e derde cigenschap links geldt alleen voor commutatieve ringen. Voor
élinhamen gelden de eigenschappen links voor willekeuripge gehele m, n,

| We merken nog op, dat analoog aan §2 voor n= 0 resp. negatief gehg¢el na °
gedefiniesrd is als O resp. -naen dat in de uitdrukking nahet symbool

n geen clement van de ring, maar een geheel getal voorstelt.

Terslotte merken we op, dat men ook lichemen beschouwt, waarvoor
{aan'ejgsnaohap 11 niet noodzakelijk voldaan is. Men gpreekt dan van
ischeve lichamen.

Upgaven. 1. Fen scheef lichaam is een rlng.

x In een scheef lichaam heeft elk element een 1nverse en ia er

een eenheidselement. '
3. Een scheef lichaam heeft geen nuldelers.
4. In een 1ntegr1teitsgeb1ed volgt uit ab= ac en a# 0 de gelijkw;

heid van b en ¢. jf

5. Ben links-nuldeler bezit geen links-inverse, een rechts- :
- nuldeler geen rechts-inverse | ‘

6. Kan een ring( een inverse hebben?

7. Leid in een commutatieve ring af de formule
| (a¥b)(c+d) ac+ad+be+bd ‘

en leid daarna doar volledlge 1nductle het binomzum va&
whon af. | : e R

[\)
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§ 4, Voorbeelden van ringen <i lichamen,

Ringen worden gevormd door 0.&. . ,
10) de gehele getallen '}_t.a.v. optelling en vermenig-
11) de getallen a+bi met a,b zcheel ) vuldiging.

Lichamen worden o.a. sevormd door

12) de rationale, de reéle, de complexe gotallen, of ook de getallen

-

fa+bV§' met a en b rationaal, alles t.a.v, de optelling en de vormenig-
' yuldiging. |
13) Te beschouwen de ver?ameligg der polynomia

P (x) = a_+a,X+...+a x2= E:ah, x Y

n o 1 n y=0

waarin dec coefficienten 8 A reessd, reele getallen zijn en x cen redle
verandgrliijke is. Optelling of vermenigvuldiging van twec polynomia
| gocft weer cen polynomiwm:
; {a +a1x+...+a xn)+(bob;xx+...+bm:x:m =
=€ FHCqXFe oot xp met p = Max (n,m),c 0=8o7by 0= +b,, onz;
(= +a1x+...+anxn)(b b1x+...+b ) =
=8 b +(a b1+a bo)x+...+(aob +...+a b eee o =
=C +c1x+...+cm nvm+n med ¢y = aolo, bn ,
Deze rolynomia vormen blijkbaar cen ring mot o als nul, 1 alg één.

14} De even getallen, cn ovenzo d¢ polynomia in b.v. cen recle vor-
anderlijkbe x en met cven sosallcen als coefficienten, vormen ecn riung
zondsr cenhcidsclement.

15) In 13) construeerdcon we ecu ring van yolyhomen; e willcn nu
abstracte polynoomringcen beschouwen. ¢.gaan au i.p.v. de reéle getal-
len uit van cen willekcurige ring R. En we beschouwen rijen van elemen—
ton van R, zodanig dat slcchts con cindig asntal niet gelijk. aan nul
zijn: )

Tr=(potp1!"':.pn:0:0s”').

e “‘(QQ:‘L}:'.‘:Q 2020,00e)y . ' i
Alleracrst gtellen we vast dat twec rijen allecn dan gellgk heten, als
Ezb "1@montsgew139 overecnstemmem. We kunnén voor deze rijon optelling
‘dofinidren:
T +P =T = (% ,t,],‘cz,...) met t;=p;+ay,
vaurbij P;=0 1s voor i > n en q; =0 is voor i> m, dus t; = o is voor
i > myn,en vermenigvuldiging mut gen clement uit de ring R-

Ta= (Poa,p1a,...,pna,o Oyens)

resp. a¥ ={ap 018D qse e 38D 30,0500 )0
Tat we =0 kri;gcn, heeit nog niet veel te maken met ecn polynoomrlns,
hﬁt is gecen ring, omdat wc¢ nog gecen voorschrift hebben om twoc rijen
van elvmonten met elkaar te vermenigvuldigen. el is het son Eroepy
‘mﬁﬂlﬁ mon gemakkeli jk Lun nagaan, c¢n wel ccn Abelse groep waarin de
ati@ additlef buschrcven 15, bn met als eonhaldselement de
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Om con ring te krijgen, gean we nu, op cen manier dic wit 13) duide-
1ijk zal zijn, het product van twee rijen van elementen definidren. En
wel zal zijn
) W’E =9 =(SO’S']’32"”)’
Ewaarln 85 ;;L Pyd; -
 Men controloort zemakkelijk de distributicve wetben cn de associativi-
toit van do vermenigvuldiging. Tant stellon wo
T=(DgsDPysesesPps0s0 . ene)
@ =(q 1,--°:qm:0 O ees)
G'«(So,d1,.‘.,SM,O,O,...),
an ig c¢nerzijds b.ve
(,,+o)a- =(% *t't’tz"")

mee By K+¢=L(Pk+qk) 8y Z‘ -
~Jc1"4;;__{_’35,’1:r“clk: 1= 2 P51t 22 %5
zodat ,uldt
(T+ )8 = (b5, 0tnseae)=(ELHE0, T3 +EY, 65+, 000)
= (togi 2,--.)*(t 1,u2,--.)

=70 + LT,
on anderzijds vindt men door uwitrckencn:
(FTEe)o =(u su1iu2:,°3‘) '

met uy = S:_(pkql)s = T pk(qls )
Wb b=

| dus

(ﬁg)¢'=ﬁ(€6).

(Yo moerken op dat ian de¢ hierboven optredonde rijen steceds slochts cen

cindig cantal clementen van nul verschillon on dat do optredende som-—
maticvaraiabelen allecn nigt-negatiof gehele wacrden aanncmene. Als R
gcen commutaticve ring 1s, is do nieume.ring ook nict commutatict:
TP hoctt nict gelijk te zijn aan p 7 als nict steuds Ppd7=4; Py ise Is
‘dc rlng R daarcntegen commutaticf, dan is d¢ nicuwe ring hit ook

: Verder wijzoen we er op, dat de verzameling van dc beschouwde rijen
- van cloenmenten van R in feite de verzameling is van de uitdrukkingen

“ p0+p1x+...+pnxn- |

hicrbij is x gecn getal, ook gecn vvrandvrllsky of ecn stelsel van mo-
gelijke grootheden, zoals men in voorbeeld 13) nog zou kunncn volhouden
clotercen s ymbool, met. bohuwlp waarvan men uitdrukkingen als bovens taandej
kan vormen, dic zckurc axiomatisch. vastgelegde wotmatighcden vbrtoncn.
© boschouwen allc witdrukkingon, waarbij de p ’s clomententon van R
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| gijn can makcen optclling c¢n virmenigvuldiging mogelijk, met,dc gewenste
' uitkomsten, door x op te v.tten als een grootheid, die men zo vask
| mon wil met zichzelf kan vermenigvuldigen, waarbij dus geldtb: k 1 =
“ uzk+1(k 1 natuurlijke getallen), terwijl verder mogelijk is de verme=
pigvuldiging van x-met ccn ringelement, en wel associaticf en commuta~
ticf; tenslotte woa.d't distributiviteit geeist. Dus 18 beVe, ..
(p0+p11{)' qix = PQ' Q1X+P1K‘ Q1X
=y XHPy Xy X = PLAGX + Dy, KX
=4 XFPdq XX = Py XFPgeqE e
Hoewel het in feite, d.w.z. wat dec rekcnregels betreft seen ver—
schil maekt, of we afbrekonde.rijen van clemcaten of formeel gevormde
polynomen beschouwen, zullcn wc toch als concessic aan ons gevocl de
analozie in schrijfwijze mct 13) bewarcn en ons aan het lactéte houden.
in we zeggen, dat de nieuwe ring ontstaan is uit R door adjunctic van
. oun onbepaaslde x; we geven de nicuwe ring aan door R{x].
16) ™c borduren nog cven voort op de in 15) ter sprake gekomen
~ Abelsc groep, cn ncemen aan dat de ring R ecn eemhcidscloment heeft,
dat zowel links- als rechts -één is. Als we nu de algimenc productde-
finitic uit 15) achtcrwege laten,vdan kunnen wc van deze Abclde groep,
zeg G, toch wel het volgende zeggen. Er bestaat een ring, n.l. R, zo-
| danig dat we ccn clcment 77 van G kunnen links—- con rechbsvermenigvuldi-
| &ep mob.s ddcmenten a,b uit de ring. Hierbij gelden op grond van de
. cigongchappen van R d¢ volgende konmerken:
’ 1% & ¢cn a7 zijn clomenten van &
'2°, 7 (atb)= wat ¥ o; (ath) 7 = a7 +b77
3% (w4 € la = 7Tat e a; a(7 +p)=a7 + ap
4%, (ab)71 = a(b 7); 7(ab)=(7 a)b
5%, ¢r bestaat een rij clementen 774y 7 5sees in G, zodanig dat
 een willckourig cloment 77 uit G op éém en slechts édn manicr geschre-
- ven kan worden als cen cindige som ‘ |
| T =84 77 j+a, 77 otesotay 77
é of 77 = /11&1-% 77’2&2+...+ 7 n
Om het laststec in te zicn klezc men, als 1 de één van R is,
T=(1;0,0,00.) T,=(0,1 4Opecs)senas
TL—(O 0303s40,0, 1,0,...) met op de kd plaats 1 en verder o.
Is mu77 =(p :911"':1)10;03"') ) \‘ .
dan ig bl:.gkbaar ‘ ' :

T =p, 7 4+p4 77‘2+...+p1 T 141 7T po* 77’2131-1—...-1- 7?'1,!.1?1* |
6o1a mi ook b.v. _ DSy
Tl Tgtmy Wbt My s |

dan was
‘ \J”(Pdpqnn;P}_;0303~~~)-(PO’P1y"!sttO!QW“)'
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Men noemt algemeen een Abelse groep G, waarbij een ring R net één
bestaat, zodat aun 1°.5° yolduan is, een lineaire ruimte over die ring.
De eis 5° houdt hierbij in, dat een element van de ruimte om zo te
zezgen "codrdinaatsgewijs" geschreven kan worden. egens 2° krijgt men
de som van twee elementen docr de "codrdinaten" op te tellen. Vermenig-
vuldiging met een element van R wordt op grond van 3° en 4° verkregen,
doordat men codrdinaatsgewijs vermenigvuldiyt:

b 7 = blay 77 qtay, T oteeetay T )

= bla, 74)+b(a, 77 ) +esutbla 7 )

= (ba1)ﬂ' 4 + (baz) 7 5 Feant (ban) an.

Al paar men links-~ of rechtsvermenigvuldigt, moet men de eerste of de
tweede voorstelling in 5° gebruiken. Het eenheidselement van de groep
'G heeft alle cotrdinaten 0. Verkregen we aanvankelijk onze lineaire
‘ruimte als sgsteem van alle afbrekende rijen van elementen uit R, bi}
‘ons algemeen, aan 't begin van deze alinea gekozen, uitgangspunt ver-
;aehijnt hij als het systeem van alle eindige sommen ay 77 448y, 77 jtesot
S ah'ﬁfn, waarbij de 7 's een vaste rij van elementen uitlde ruimte
vormen. In beide gevallen zijn blijkbaar codrdinaten en rekenregels
dezelfde. Lvenals in 15) het geval was, zijn er alleen formele verw-
‘schillen.

| 17) Zen eindiglimensionale lineaire ruimte over de ring R, zeg een
fn~dimensionale (n een natuurlijk getal) verkrijgt men als men alleen
die elementrijen toelaat, waarin slechts de eerste n elementen van 0
kunnen verschillen. De lineaire ruimte in 16) heet oneindigdimensio-
naal. Dezelfde eigenschappen gelden; alleen moet in 5% de rij door een
eindige rij, met n elementen, vervangen worden. Vanuit ons standpunt
%underwﬂrpt de gewone Analytische leetkunde het geval, dat n gelijk is
~aan 3 sn voorten [rondslag liggende ring R d¢ verzameling der reele
getallen genomen wordt, aan ecn verdergaand onderzoek.

18) In heteindigdimensionale geval is het niet zo gemakkelijk, om
zoals in 15) gebeurde, voor twee elementrijen een productdefinitie te
geven. Ne daar gegeven definitie is niet bruikbaar, omdat alles moet
‘afbreken bij iedere n. Toch is er soms wel iets aan ie doen en is ;
‘er een zodanige definitie van product te geven, dat distributiviteit em
;f:wﬁacix.;tivi“‘mit, evenals tocn,.bewaard blijven. Te behandelen hier de &
‘invoering van de guaternioncn. e kigzen n = 4, R = lichaam van de reéle
~getallen, en noemen Ty ﬁrz, 773s 77y Du 8,j,k,1. Leggen we van dege
vier clementen de prodmoten onderling vast, en eisen we verder dlstri-
butiviteit en associativiteit en verwisselbaarheid van elk dier vier
ﬁlamantan met de codrdinaten (reéle getallan), dan is ;
e (%e—t‘aeg-i-aslwa 1 (b, 18¥0,3+D; k4D 1} :

.aﬁ@.hﬁeztﬂ.rbagl‘b‘ihl?: : :
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on is dus algemeen hetd product van twyee elementen vastgelegds, In als
maar de prodmctvorming - van die vior clementen onderling associatief
is, dan is vanzoelf de productvorming van willckeurige elementen associ-
aticf en distributicf. 7e sgtelien nu:

ec = ¢; Ji=kk=ll=-cC

sj=je=e, ck=ke=k, €l =18 =1 °

k= 1,k1 = j, 1] =k

\ kj = -1, 1k = ~j, J1 ==k

Eﬁan kan zclf nagaan, dat de vermenigvnldiging van deze elementen

aaaeoiatief is.

| e merken nog op, dat d¢ vermcenigvuldiging blijkbaar niet commmuta-
;1ef is. De quaternionen vormen dus cen nict—- commutatieve ring,

Men kan de complexc getallcn op dezelfde manier invoeren, door n.l.
'n = 2 -%c nemen, uit te gaan van 1 cn 1 cn te stellen 1.1 =.i.1 = i,i2=
§g -1, Dc elementen worden nu atbi. Er is nu commutativiteit. De com-
plexe gotallen vormen zelfg cen lichaam, zic 12), want we kunnen delen,
| Van de¢ guaternionen kunncn we verder aantoncn, dat ze zelfs een
Eagﬁeef lichaan vormen. Om dit in e zien, hobben we de volgende her-
'leiding nodig:

? (§1c+a23fa3k+aél)(a1efa235é3k~§41% -
] ma1e+a1a23~a1a23+a26—..‘—a4e=(a1+a2+a3+a4)c
12ijn nmu gegeven twee quatcernionen

q =2 0+ayjraskia,l, qy=b o+b, j+h kb, 1

. en stellen we voor 't gomak )

o2, 2, 2
n~a1+a2+a3+a4
‘dan iz
% a1 3.2

a a ’
Qqe (§ﬁ~ -5 d- ﬁik - ﬁi l).qg) .
a, a a
= (q?.(;e- —£i-gi- 1)),

N - . R
= §o 0, = e(b1e+b23+b3k+b4l)-b1e+b23+b3k+b4l=q2
fen evenﬁg a a a . , .

_ 2. 4

(1o - g - X - F 1) 4 =,
’§Dn3~da vergelijitingen Q4X = Qo ¥a4=9, zijn oplosbaar, mits-N.£ O is,

dewez. mits nioct a1,a2,a3,a4 allcn gelijk aan mul zijn, GeweZe mits
19 A 0 is. Het is verdor duidelijk, dat e het cenheidseloment is.

~ §5. Verder voorbeelden. :
19) 7e grijpen terug op 15). Daar is door ad junctie uit cen wille-
&8 ring R de polynoomring R [x] geconstrucerd. Omdat de ring R
eurig is, mogen wc ook aan de ring R [x] cen nieuwe onbepasl
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adaungeren. Te kunnen zelfs achtereenvolgens n onbepaalden x1,x o1 s Xy

, adjnnberen en krijgen zo een ring R [xa [xz] e [_3] , die als ele-
'k, k k

1 "2 "n

Xz sesX met

n

menten befat alle eindige sommen Z 2 e ek Xy

ak k ...k in R. In deze som doorlopen k1,k2,...kn onafhankelijk van

elkaar ieder een eindig asantal waardcn, b.v. k1 = 0,1,2,...,31;
kn = 0,1,2,...,akn; is in bepaalde term van de som ks =0, dan laten

ky

we de factor x;  wegs We spreken nog af dat we in een product de onbe—»
paalden onderling mogen verwisselen. ™c¢ berciken daarmec dat het er
niet toe doet in welke volgorde we de onbepaalden adjungeren. Met het
cog daarop geven we de ring ook wel aan door R [x,,Xpseeesx ]« Do '“
eerste symbolick uit 15) voeren we hicr nist door, want dat zou te
ingcwikkeld worden; en we komen daarmec toeh in feite op dezelfde
ring ult, juist dank zij dc vorwisselbaarhcid der onbepaalden.

20) e gaan nu ecn heel ander type ring bestudercn. ~c¢ gaaz uit ven
de ring der gchele getallen, zie 10). ¢ kiezcn een natw rlijk getal
m. Is nu a een willekecurig geheel getal, dan richten wc onze aandacht
op de verzameling der gehele getallen b dic met a ecen geheel veelvoud
van m verschillen. Te voeren hiervoor de¢ notatic in:

b = a{mod m), korter b = a{m),
en lezen dit als:

b is congruent met a modulo (naar de modulus) m.
Bn het boickent dus, dat —¢ kunnen schrijven

b—-a = vm, waarin v cen gehecl getal is.

De cergte bewering is nu, dat do relatic: cong‘ruént zijn modulo m
ccn klasseinfeling van de gehele getallen tewcegbrengt. Zic voor het
begrip iiasse de cursus analyse, § 4. or geldt n,l., zoalg mon inzict
door t¢ lotten op de zojuist gegeven definitic:

a = alm)

a =b(m) — b= alm)

=b(n), b = elm) >a= clm).

; Tepn klassoe is ons geval de verzameling der b, dic congrucnt met a
module m zijn. Br zijn ccn zcker cantal klassen, dic geen getal gomeen
hebben cn die tezamen alle gehele getallen bevatten.

De 'i;%veede bewering is, dat c¢r precics m van zulkc klasscn zijn en
| dat clke klassc één representant bezit onder dc rij getallen

0,1, ,m-1. Deze bewering volgt uit het feit, dat twee getallen uit
3] '{;eﬂocmd‘e rij geen veelvoud van m verschillcn, cn dat het getal
m tot dic rij behoort als wc kiezen v :-(%}. 2
ervolgens vatten we onze klassen als elemecnten van cen ’v«.rzameling i
voor we optelling cn vermemgvuldlgmng gaan definicren. “7@




