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MATHEMATISCH CENTRUM, 
2de :Boerhaa-vestr-.· 49 ~ 
Am s t er d am (0 • 

Rapport ZW 1951 - 023 

Voordraoht door C.G.Lekkerkerker in de aerie 
Aotualiteiten op 24 November 1951. 

Stapeling van bollen. 

1. Zijin Rn een rechthoekig assenstelsel gegeven. Laat K(w) een 
of andere kubus zijn, waarvan de ribben evenwijdig lopen aan de coor
dinaatassen en lengte w hebben. 
Zij voorlopig w > 2. Wanneer we in het vervolg over' bollon spreken, 
zonder nadere aanduiding, dan bedoelen we daarmee n-dimensionale hyper
spheren in Rn met straal 1, De inhoud van een bol geven we aan metwn. 

Een verzameling bollen, die twee aan twee geen inwendig punt ge
meen hebben, terwijl elke bol geheel in K(w) bevat is, heet een K(w)
bolstapeling. Het maxim.ale aantal bollen in een K(w)-bolstapeling is 
een functie van w alleen, voor te stellen door A(w). We voeren nu in 
de grootheid t(w) = w-n A(w)CJ-'n' 

aangevende welk gedeelte van K(w) maxiJ:-aal bedekt is door bollen uit 
een K(w)-bolstapeling. Uiteraard geldt: 0( t(w) <1. 
We bewijzen nu allereerst, dat: t(w) oen limiet heeft voor w• OO. 
Bewijs 
1) Zij keen natuurlijk getal. 
Een kubus met ribbe kw is samen te stellen uit kn kubussen met ribbe 
w; in ieder daarvan kunnen we A(w) bollen stapelen; i.n de eerstgenoem
de kubus kunnen we dus zeker knA(w) bollen stapelen. Anders ~ezegd: 

A(kw)~kn A(w), ofwel t(kw)~t(w). 

2) Beschouwen we nu een stapeling van A(kw) bollen in een kubus met 
ribbe kw; verdelen we de kubus weer in kn kubussen K1 met ribbe w. 
We beschouwen de bollen in de stapeling, die met een bepaalde kubus K1 
althans een punt gemeen hebben. Ze zijn bevat in de met K1 concentrische 
ku.bus met ribbe w+4. Zij hun aantal A .• 

1 1 
Het aantal Ai van de bollen, die geheel in K1 bevat zijn, is 

hoogstens gelijk aan A(w). De bollen, die een randpunt van Ki bevatten, 
A1~ A11 in aantal, zijn bevat in een gebied met inhoud 

(w+4)n - (w-4)n< n.8(w+4)n-1 • r>u.s is: 

{A1 - A(w)} wn._f (A1 - A11)wn <Bn(w+4)n-1·• 
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Er is dus ook een const8Jlte c1 , zodat geldt: 

1 Ai - A(w)] w n < c1wn-1, 

,c::::- 0 1 n n ~ A1. u) < --(kw) + k A(w) W , n w n 
C 

t(kw) = (kw)-n :r Ai uJ < .J. + t( w). n w 

3) Met de methode, onder 2) uitcengezet, kunnen we ook bewijzenr 
er is een constante o2 , zodat g~ldt: 

0 (t(w-it) -t(w) ( ~ voor O,! J < 1. 

4) Zij f. > 0 gegeven. Bepaal w0 , zodat geldt: 

c, 02 w , w < f voor w > w O• 

We beschouwen nu twee willekeurige getallen w1 , w2 , be1den groter 
dan w0 • Zij k1 (k2 ) het kleinste gehele getal, dat minstens golijk is 
aan w1 (w2). Dan hebben we: £ 

ft(w1 ) - t(k1 )1 ~ 4 , jt(w2 ) - t(k2)j < ~ 
\ t(k1) - t(k1k2)I < ¼ , j t(k2) - t(k1k2)I < ¼ , 

dus I t ( w 1 ) - t ( w 2) I < ~ • 
D.w.~, lim t(w) bestaat. 
We noemen die limiet de bedeklringsgraad {) n. Ui t 

t(w) ~ t(kw) volgt nog: t(w) j p .,,..• 
.u 

2. We willen f) naar boven schatten. Triviaal is: p n ~ 1. 
Y'. n 

We beschouwen een K(w)-bolstapeling, bcstaande uit bollen B1 •••••• ,B8 , .. Elke bol B1 daaruit vervangen we door een conccntrische bol P1 , aan 
elk punt P waarvan we een gewicht o (ri) toek0nnen, alleen afhangend 
van de afstand r 1 = PP 1 van P tot· het middelpunt ,p:L ( j_:::;1, •• "~ s). De 

functie 1-T(r) wordt zo gekozen, dat voor elk punt P van de kubus K(w) 
s 

geld t: ~~ ( r 1 ) ~ 1 • .. ,., 
Hulpstclling 1. 

La ten P j = (x~ 1 , xj 2 , ••••• ,xjn) de middelpunten van enige b·)llen ui t 

een bolstapeling zijn (j c 1, ••• ,m). Zij Peen willekeurig punt van Rn 
en rj de afstan~van Pj tot P (j = 1, ••• ,m). Dan geldt: 

I'r,2 ~ 2(m-1). 
j1:, J 

Bewijs: 
Omdat e.fstanden invariant ZJ.Jn voor translatie, mogen we onderstellen 
dat Pde oorsprong is. Nu is voor j ~ k de afstand van de punten Pj en 
Pk tenminste 2. 
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Dus: t (xji - xki)2 4- 4,. 
I Z { 

Voor j = k is hot linkorlid van de laatste ongelijkheid o. We sommeren 

nu over alle j en k, en j dan: 
•')"Y'J t)'t1 .,., 

l'YYl,'W)'Y) 2 2 
L T. I_ ( xji + xki ) 3:1 li:i i.11 , 

')"P ,,,.,, 

L t ( r · 2 + r, 2 ) -

- 2 ),I;[,~' xjixki ~ 4m(m-1), 
')11•, "rr, '1'YI 

y-1 Ii,, J J{ 
2 J_. L2 X;ixki >,,. 4m(m-1), 

;·r., t;,1 '-~, <.I 
'r>'• 

2m L r . 2 ) 4rr.(m-1), J'<-1 J ,,,.,, 
waaruit de hulpstclling volg-:,. 

We kiezen nu de fu.nctio (Y""(r) 

er (r) = { 1 o--~r2 
voor 

c.ls volgt: 

r ~V2 
r >., 1/2 

Beschouw oen punt P van K(w). Laton B1 , ••• ,Bm do bollen z1Jn, met de 

eigenschap dat de bijbehorende functiewaarden o (r.) in het punt P 
l 

positief zijn. Dan is: 
"(n t')"),'O tYrl 

~ G"(r1 ) = ~(1-½r12) = m-½ ~ r 12~ m-(m-1) = 1, 
t,·x/ 1.,-,,1 <-..I 

Elke bol Bf heoft straal VT. De bollcn B.{' zijn dus bcvat in een ku.bus 
mot ribbe w+2(\12-1). Voor een bol is 

VT fl" f (!"( r) dx1 •••• dxn = j v ( r) d ( u.J nrn) = 
0 0 

n 
n f ~ n d ( l,J r ) = ,,,..1 2 :- - .:L ~ 

n n 2 n+~ 

\12 

= f ( 1-½r2) 
21) :tl 

j n r 
--2 n -l,.') ' 

' '-
r,J 

Er geldt derhalve: 
(w+1 )n) ( I°_ 0-(r.;) dx1 ••• dx = 

ir. ,, K(•.rr) ... n 

J 2 n/2 
= A ( w) _ u ( r) dx1 ••• ax fl. = A ( w ) w!1 ~ ~~ 2 • 

t:, 

Hierui t volgt: 1 n +2 _i/;' 
t(w) = w-n _ A~V:,) Ldn < ( 1 + -;;;) T 2 __ ;,/ 

n+2 n,, (_ .i.2 n. '· 
dus {°n = lim t(w) ~ -r2 , en ook t(w) ~ n~ 2 • 

3. Zij x een willekcurig punt van Rn• Liggen Y punten van Rn niet in 

n,·.n \J ... ~1 -dimensionaal hypervlak door de oorspr')ng, dan noemen we ze 

vrij gelegen ( Y een der getallen 1, ••• ,n). Een verze.rr.eling punten van 

Rn heet een rooster, als er een punt x en n vrij g,.::lr;gen punten 

a 1 •••• ,an zijn, zodat de verzameling bestaat uit de punten z, die te 

schrijven zijn als z = u 1a 1+ ••• +unan + x (u1 , ••• ,un gehele getallen). 

Wo st ell en het rooster voor door r x of r x [ a 1 ; ••• , c1.J ; de punt en 

a 1 , ••• , an heten een basis te vormen van hot roosto:t i' 0 • 
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V7b b~)schpuvt1cn yoor:tnC1.n een speciaal soort K(w)-bolsta:pelingen, nl. 
,· i ! ' f I 

zu1ko,,die; bc,stannru:j..t nlle bollen waarvan de middelpunten tot een 

of ander rooster f'x behoren, terwijl de bolien gestapeld zijn in een 

kubus K(w). Wo sprr,}•:e1~ van een rx. - K(w)-bo1stapeJ.ing en noemen deze 

maximaal, hls hct· 1..,__r~ntal er toe bchorcnde oollen maxjmaal is. Di t 

maximale aantal is woer een functie die alleen van w afhangt; we stellen 
het voor door A'f· (w). We voeren neg in de grootheid 

t:I'- ( w) = w-n A,,,_ ( w) w • 
n 

Triviale schattingen voor t i\C-(w) zijn (w) 2): 
~ 

t ( w) ~ t ( w) ,< 1 , en 

t-;t::(w) ~ W-n r WJ~» > W-n (!!..)nW ::: 4-nW • 
- ~ n 4 n n 

De eerste volgt ui t het feit, dat elke ! x- K(w)-bolstapeling ook een 
K(w)-bolstapeling is~ zcdat A*(w)f:.. A(w) is. De tweede volgt, als we 

voor a 1 het punt nomcJ:;:i, waarvan de i de ooordinaat 2 is en de overige 

coordinn:t;en O (i= 1 1 ••• ,n), cm daar:mec bet rooster 0pbouwen; bij 

geschikt~ keuzo van x bovat clan 6.e bijbchoronde r·x_ K::w)-bolsta:pe

ling . · [1 j n exemplaron. 

Zij w grater dan een nader te bepalen constante c3 , K(w) een 

kubus met ribbG w. We beschouwen een maximale r~ - K(1.,v)~bolsta:peling. 

Het rooster r0 bevat onder meer het punt O = (0,9,~.~~o), twee ver

schillende punten uit dit rooster hebben afstand >✓- 2, Do e.fstand van ee 
een punt z tot O gevcm we aan met I z I • Zij nu b 1 ;6 0 eon punt van 

r O' waarvoor I b1l minimaal is 9 en zij R:1 de door O en b' voortgebrachte 

dee1ruimte van Rn. Zij b 2 een punt van I~, zodat b 2 rf R1 en jb2 ! 
minimaa1 :Ls, en zij R2 de door O, b 1 , b~ voortgeb.t>acl~.-te doclr·0.imte. We 

defir.dr::ren vervolgens o3 ,R3 , ••• , bn,Rn• Voor Y = 1 1 , •• 1 11--·1 f01.dt dan: 
van de pu..·,1ton van r:;- buitcn Ry heeft by +1 de klnins+.o,,r1:fr.d.:0.11d_ tot 

~ i ~-2 :r t,::: !11 er.;i ;.! E= R , (lt;,nl is !'b , ~ .... -y\ > \o· + .. /1; omt,a-'.: 00k b,, +1-y 
1 • -- O , • ,; . "J·, ,. _,,, Y , · y 

tot 1·, on :i.1'.tst tot TI v behoort, 
0 . 

Zij 0.i-0rdsr TT) h&t pc..raI::.elotoo:p, voortgf.,bracht in Ry door 

O.b1 ' ... ~ ._ 10,; ( ,; _i .,,.,\ ·on ,,,,,,, .... e . .,,., 1,-. b "c·~c,~"P'C.Il 0'"11 deelrooe-
7 ':t,J .., ,,, y J,. ·-• i :, ~'· ¢ ~ ' J.J I c ..- V .t.J L~.Ll U ,J..J;. U ·J ' ft O '"J ' v' ·-'- · -,l..-~1..-:i - V 

ter )..., van I-,. in R ,1 voDr"'c 1 en VH) 7.icn :i.n, d.at e:,:- "b:tj ee:n wille-
o u • 

keurig punt y v:::-.n :R )} OE,n :punt z. to vi.nden is, zc,•.l;1.f; f;uJc.t: 
-, ') ~ 

z€1 0 >y-zE: lly 

Willen we een 1:Jas:i.s van r b.coben. dan mogen we er nj_ot van ui tgaan 
I O ' 

dat b 1 , ~ •• , b"' een ba:c-J:Ls vo:rrn8n ( ! ) • Yfo kiezon e.lle~~c,oJ--s-tj a,/ j_n .R).J , 
.L.L 

en wel a 1 = ·b1 • Zij:..--i o.11 ••• ,av gekozon, dnn moe·:; v )OT av +'1 in elk 
govaJ. gelden, du:t: ~ +1 te verkrijgen is als een geh,3cJ.tel1ige lineaire 

corr."binatie van a 1 , ~.,,, ,a V +1 • Dus kan de afstanf. v2,:.1. ~\_ 1 .J..1 to1.· F\..J 

niot groter zijn aan dio van by +r tot Ry • ::Onar v·'?·ct?.J'.l/~:i ng vr~n 

a Y +1 door -a ,.>+r geen veranderi:ng in het voortr:C1:·.:-8.c'.1i;c;; roostc-r 
gee.ft mogen W'-"':r a aan dezel+'de k" 11..J.. V'-'n R .,,.,·'Y)·~.vi ,,,·i c< b ,;;; t V )) + 1 - -'- ,..--"· \J a. - V l-' •! .• • , .•• '. ._, ___ ,~ ).' + 1 • 



·-5-

~venzo is het geoorloofd bij a V +1 een punt ui tr 011 op te tellen, 
:Crachtens het bovenstaande is het dus in elk geval mogelijk a in 

V +1 
'.let parallelotoop TT y +1 te kiezon. Anr\1,rs gezegd: er zijn getallen-::( iv , 

~odat 1 ~ i ~ Vt n en O ::;< o( i y -...< 1 is, terwi jl de punt en 

a )) = i':f o( iv bi ( y = 1 , • ~, ,n) 

een basis vanr vormen, 
0 

Na deze voorbereidingen besohouwen we weer de kubus K(w). Zij al-
vast c3 > 12. Indien de concentrische kubue K(w-8) geen bol uit de 
stapeling bevat, geldt: 

A'l'(w)W <. ~ - (w-12)n <. 12nwn-1 , 

derhalv~ t*(w) < ~ . w 
Wegens t*(w) > 4-nwn is dit onmogelijk, als c3 geschikt gekozen is. 
])us bevat K(w-8) een bol. 

Stel eens, dat I b I = J -bnl > 4 is. Zij 1 een natuurlijk getal, 
zodat voor het punt 1-~b , dat is het punt op het lijnstuk Ob met n n 
afstand 1-1 \ bJ tot o, geldt: 2f I 1-1bn ,~ 4 •.. · We vormen nu uit r 0 

het roestor r ', donr daarin het basispunt a te vervangen door 1-1 an• o n 1 
Dan om-v-at f\' het onrspronkelijke rooster r0 , terwijl b.v, 1- bn in 
r O t voorkomt. Het j_s duidelijk, dat we de gegeven bolstapeling kunnen -~-, 

ui tbreiden tot een tmdere r - K(w)-bolstapeling, die meer bollen in 
X 

K(w) heeft. 

Conclusie: lb vl~4 voor Y= 1, ••• ,n. En dan ook: jay\,.f 4,V. 
Het rooster r0 bezit dus een begrensde basis. 

Stellin5. 
Het resultaat van n~.1 geldt ook voor r - K(w)-bolstapelingen, 

X 
Bewijs, 

Zij K = K(8n) de kubus met ribbe 8n en O tot middelpunt, zij w) c3, 
0 ~ * en keen natuurlijl: getal. Ons eerste doel is A (w) en A (kw) te ver-

gelijken\9 Daartoe ·verdelen we K(kw) in kn kubussen K(w) en nemen een 
maxima.le r: - K(w)-bolstapeling bij een van die lrubussen. Is y een 

X 
willekeurig punt ~an R, dan kunnen we r uit rx verkrijgen, door n y 
verschuiven over een vector, gelegen in K0 • Daaruit volgt, dat elke 
kubus K(w) uit d~e verdeling tenminste A*(w-8n) bollen bevat, waarvan 
het middelpunt 1;ot r x behoort. Dus A "'(kw))-kn A-1' (w-8n), 

Op dezelfd~ wijze als in no. 1 zien we in: 
.A.of;. (kw)~ kn A'Jt(w+4). 

Met dezelfde redenering als eerstt alleen met andere constanten dan 
c1 en o2 , volg-t;: ook t ~ (w) heeft een limiet voor w -).:::O. .-

Deze limiet stellen we voor door e:. Er geldt blijkbaar: (: n 4 e n• 

Opµ1erking 1. He,t probleem, of hier net gelijkteken of het ongelijkteken 

~taat. is voor n) 2 nog onopgelost. 
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_Q;pmerking 2; Een voorbeeld van een rooster, waarbij de hierboven ge
vormde "minimumvectoren" b1 , ••• , bn geen basis van het rooster vormen, 
heeft men (n ~ 5) in het rooster, voort.gebracht door de punten 
( 1 , 0 , ••• , 0) , ( 0 , 1~ •• , 0) , ••• ( 0 , ••• , 0 , 1 , 0) , ( ½, ½, ••• , ½) • He t laa ts t e 

heeft afstand V l ) 1 tot O, torwijl er n vrij gGlegen punten ·zijn •.met 
a~stand 1 tot o, n.l. de eerste n-1 van do opgeschreven puntan en nog 
(0,0, ••• ,1). 
4. Verband met diophantische approximaties. Zij gegeven een positief 
definiete reole kwadratische vorm inn variabelen: 

Q(x11 ••• •"n) = ~&, a 1 jxixj (aij = aji), 

We interesseren ons voor de onderste grens M van deze vorm voor gehele 
waarden der variabelen, niet allen nul. Zij ~ = (x1 , ••• ,xn). 

Eerst tonen we aan, dat de onderste grens M aangenomen wordt. We 
merken daartoe op dat Q(x) continu is en IO voor x f o. Dan neemt Q 
op de eenheidsbol ~ Yi 2 =·Ix I 2::1 een minimum q en een maximum p aan, 
waarbij p ~ q7 0 is. Het lichaam Q(x) ~ q 1s bevat in de bol \ xi 2 ~ 1 1 

dus Q(x) ,< M+1 in I x1 2 ~ -~+1 •. Sleohts eindig veel punten x met gehele 
coordinaten voldoen ;a:;, I xt2'9:~_{M~1 • Daaronder is een punt x met Q(x) = M. 

Onder de determinant d( r) van een rooster r x verstaan we de 

absolute waarde van de determinant van de coordinaten van n punten, 
die een basis van 1 0 vormen. Die determinant is onafhankelijk van de 
gekozen basis, omdat twee bases van eenzelfde rooster r O door een ge
heel tallige unimodulaire transformatie in elkaar over te voeren zijn. 
Er geld t: d ( f' ) ) 0. 

We laten nu zien, dat bij een (' - K(w)-bolstapeling de groot
heid d( r) tenminste gelijk is aan w:( f ~)-1• Zij £.Jn-1 d( r) =~ 1 f'; 
een rooster, dat bij een bolstapeling behoort en R(w) een kubus, Be
schouw een basis van r; die is bevat in een kubus K1 : pc l 4 c4 met 0 
tot middelpunt. ZijTT het parallelotoop, opgebouwd op die basis. We 
kunnen de ruimte R opvullen met parallelotopen, die uitTT ontstaan n 
dQor verschuiven over roostervectoren. We beschouwen nog de kubussen 
K(w~2) 1 K(w-2-4c4), K(w-2+4c4 ), concentrisch met K(w); we onderstellen 
hierbij w > 2+4c4 • De parallelotopen, die een punt met K(w-2) ge~een 
hebben, zijn bevat in K(w-2+4c4); bevatten ze een randpunt van K(w-2), 
dan liggen ze buiten K(w-2-4c4 ). Merken we op, dat de inhoud van Tf ge..i..j_/ 
lijk,:: is aan d( r), dan volgt, dat het aantal punten van r 0 , dat tot 
K(w-2) behoort, en dus het aantal bollen··uit de r 0 - K(w)-bolstapeling 
te schrijven is als: wn{ d( r r-1 + O(w-1)} • 
Dan is A~(w)~ v/1( d(l__,)-1 + O(w-1)} , tf'(w))- wnf d(f'')-1+ O(w-1)}• 

= o<-1+ O(w-1). Dus I'n = lim t,,,.(w)~ Ol'-1; d(r') /; I.Un( f_.n)-1 • 
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ilorvolgens laten we zien, dater een rooster is met determinant 

kJ n ( f:)-1 , dat bij een bolstapeling behoort. Laat w een rij posi

tieve getallen w/ doorlopcn mot limiet w • :1~ij eJ..k get"al w f0 kiezen we 

een kubus K(w/) en daarbij een maximale bolstapclL:1.g, zeg een 

rt:/- -K(w/a(, )-bolstapeling. Elk rooster r;heeft eon basis, bevat 
in de kubus K0 = K( 8n) met O tot middelpunt. Dan is er oon rooster r, 
waartoe zich de roosters 1' {: verdichten (men kan de verzameling van 

de roosters met zo'n basis bij gesehikte motriek opvatten als een 

compacte motris~he ruimte). Het is duidelijk, dat (" bij eon bolstapeling 

behoort: twee verschillende punten van I hebben afstand ),- 2. 
Verder is t• (w 1 ) = w d( rv)-1+ O(w-1), dus 

p~ = l~ t~(wv) = uJn{ d(f')/ - 1 • 

Keren we weer terug tot onze kwadratische vorm. Zij d de absolute 

waarde van de ooefficientenmatrix. Door een substitutie x = Ay gaat 

Q over in~ y. 2 en de punten met gehele coordinaten in de punten van 
1.-•.: I 1 1 

een rooster met determinant - als a de absolute waarde van determinant 
2 a .~ 

A is. Er geldt: a- = d, a)O. We voeren nog de substitutie y~= ½vM z1 
ui t. Dan worden we gevoerd op een rooster r'met determina3:1-t ! Cn)nen 

voor een _ _punt z = (z1, ••• ,zn) /-0, dat tot11 bGhoort, is 

f_ z. 2 ~ 4. Dientengevolge behoort (lbij eon bolstapeling. Er 

geld.f0'Aus~ d(!') = ! (1fM')n ~ t.,Jn((°:)-1 • Anderzijus volgt uit de vo

rige alinea, dat er kwadratische vormen bestaan, z,cd~,t in de laatste 

formule het gel~~kteken staat. 
n; 1 n >,11,--

·conclus j e : a M _/ W n - 2 p n, 

-1/~ 1 ~ 
d M ( ( ~ .. ; - 2n f 

" n n 

ofwel 

2/n 
) • , 

1/n 
de grootheid d M, genomen 

over allc kwadratische vormen, hecft ocn bovenste grons, die aa~,inomen 
wordt. We noemen die bovensto grons 'i' • Dan is )).1 ~ max M(Q)d en n .L .• 

ons uitoindolijk rosultaat is: 
er bestaa t eon wereldconstante '( met de volgende eigEmschap: ·n 
bij elko :positief definiete kwadratisohe vorm Qin n variabelen be-

staat er eon stol gehele gctallen x1 , ••• ,xn, niet allen nul, zodat 
Q(x1 , ••• ,x ) -:$ 7f d 1/n is, t·arwijl er geen kleincT-3 constante met dj.e 

n n . > 
oigonschap bestaat; de constante ?{ n is met f n ve:::"oonden door de be-

trekking: '?{ n = 4( wn-1 f·:) 2/n. 

Een schatting van p;; brengt een schatting van 't n met zich mee, en 

omgekeerd. We weten nu uit no. 2, dat ge1dt: 

¥ <4 (W -1 n+2 2-n/2)2/n = 2 kl -2/n 
t,,,n" n ~ n 

Ui t I., = 21T n/2 [ r1 (~1) \~1 volgt w - 2/n ·v ,!_ * , zodat de voor d n ""'n c. -t n "-./ 11 c'.e 

gevonden bovengrens zioh voor n -> oo gedraagt als 
n 

rre . 
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5. * Het is van belang ook een benedengrens voor ~ n' en dus ook voor 

f'·-' n te hebben. We zullen die niet ops:poren, maar vermelden alleen, 

1angs welke wegen dit kan gebeuren. Laat E een bol zijn in R met O tot n 
middelpunt en volume< 1. Zij p (x) de bijbehorende karakteristieke 

functie, d.w.z. p (x) = 1 of O, al naar gelang x een punt van de bol 
is, of er bui ten ligt, Zi j r een rooster, waartoe O behoort, We kunnen 
nu enerzijds, als f(x) een tot op zekere hoogte willekeurige functie 

in Rn is, de integraal I = iR f(x) dx1 ••• dxn, anderzijds de som S( r )-::... 
f'( g), ui tgestrekt over de punten g ,J. o, die tot {'behoren, bekijken. 

Volgens een stelling van Minkowski~Hlawka-Siegel bestaat er nu een 
rooster r0 met determinant 1 , zodat geldt: S( r1) !: I. We pas sen di t toe 

op ~(x) = p.(x). Dan is I< 1 en f(g) = 1 of o. Dus behoren er geen 

roosterpunten /:. 0 ui t !~ tot E. 

Zij nu E de bol met straal 2 en O tot middelpunt, dus volume 2nkJn• 

Ui t het bovenstaande volgt dan: er is een rooster r*met determinant 

2n W , zodat behalve O geen enkel punt van r~ binnen E ligt. Ui t de 

besch~uwingen in 4. volgt dan: Wn( p:)-1~ 2nWn• 

Dus IJ ~ >✓, 2-n. Verder volgt dan: 
) n -n \. ( n )-2/n -2/n n F n ~ 2 , "tf n 11 4 2 w n . = wn . r" 21i e. 

Men is er in geslaagd de voor r: Jl'IVOnden grenzen iets dichter j .· 

bij e1kaar te brengen, maar niet noemenswaard. Vooralsnog bestaat er 

een behoorlijke kloof' tussen die grenzen. 
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