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Hoofdstuk I. REKENKUNDE

1. Een natuurlijk getal bouwen wij in gedachten op uit ecnheden.
Het wordt eerst dan als gedefinieerd beschouwd, wanneer die op-
bouw, afgezien van practische mocilijkheden, inderdaad mogelijk
is. _

"a 18 het grootste getal met de eigenschap, dat a en a-2 beide
priemgetallen zijn, of, indicen een zodanig grootste getal niet
bestaat, is a = 2", is dus niet de definitie van een natuurlijk
getal.

2. De theorie van het rekenen met natuurlijke getallen, gehele ge-
tallen en meetbare getallen geeft geen moeilijkheden.,

3. De definitie van Dedekind voor een reéel getal X eist herziening,
omdat toegelaten moet worden, dat voor een beosaald meetbaar getal
m niet bekend is, of m =X; m<x , dan wel m>x .

4, De volgende theorie van het reéle getal loopt parallel met die
van Cantor.

Onder een interval a wordt hier verstaan een interval met ratio-
nale einépunten (a1,az); a,£ a,. De intervallen a en b liggen bui-
ten elkaar, als het zij a,< b,, hetzij b,< a,; anders raken zij
elkaar.

Het gsominterval a + b is (&, + b, ,a, + b,).

Is van de vier producten a, b, a,b,, 8,b,, a,b, het kleinste c,,
het grootste e¢,, dan is ¢ = (¢,c,) het productinterval a x b .

Het tegengestelde interval ven a is -a = (~a,,=2a,)., Ligt O buiten

a, dan is het inverse interval van a a = (32"1,a,"1).

Steclling 1. Zijn p en q meetbarc getallen, waarvan p tot het inter-
val a en ¢ tot het interval b behoort, dan bchoort p+q tot het in%er%
val a+b en pxg tot het interval axb.

Stelling 2, Behoort het meectbare getal p tot het interval a, dan
behoort ~p tot -a, Behoort bovendien O niet tot a, dan bechoort '
tot a” . Y
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5. Door op ecnige gegeven intervallen a,b,c,.. een eindig aantal
malen de vier bewerkingen uit no 4 toe tec passen, ontstaat een
rationale functie f(a,b,c,..). .
Stelling 3. Zij f(a,b,c,..) een rationale functie van de interval-
len a,b,c,... Kiest men in elk van deze intervallcn een meetbaar
getal: p in a, g in b, r in ¢,..., dan ligt het gctal f(p,q,r,..)
in het interval f(a,b,c,..), mits dit laatste bestaat.
Stelling 4. ILaat £(X,,s..,Xpmy Fise-.,¥g) Ccn rationale functie
zijn, zodat f(p,,.u.yPyy Fis--+s¥n) = O, waarin p,.. p, gegeven
meetbare getallen zijn en y, ...y, willekeurige mcctbare getallen,
waarvoor f bestaat. Laat verder a,...a, intervallen zijn, zodat
P, in a; ligt (i = 1,...,m) en b, ...h, willekeurige intervallen.
Dan zal het interval f (2,,...,8n, b ,...,by) het getal O bevatten
(mits het bestaat).
6. Een intervalrij {un} = {(un,,un,)} =x hoet inkrimpend, als
¥neq €en decl is van %y Voor icdere n.

De inkrimpende intervalrij « hect convergent, als men bij icder
natuurlijk getal k ecn natuurlijk getal n kan vinden, zodat
~k
U~ & < 2
Een convergente inkrimpende interval heet een reéel getal,

7. De re&le getallen x en @ zijn gelijk (x=8), als o, en g, elkaar
raken voor icdere n,

Stelling 5. Dc betrekking = tussen reéle getallen ig reflexief,
symnetrisch en transitief,

Stelling 6. Vanncer twec re&le getallen niet ongelijk kunnen zijn,
dan zijn zij gelijk.

Opmerking, Deze stelling spreckt niet vanzelf. Als een bewering on-—
mogclijk onjuist kan zijn, is zij daarom nog niet juist. Men kan ge-
makkelijk een redel getal definilren, dat onmogelijk irrationasl kan
zijn, zonder dat het rationsal (d.w.z. gelijk aan een.bepaald meet-
baar getal) is.

8., De re8le getallen « en 8 zijn van elkaar verwijderd, B

als «; enp; voor zekere i buitcn clkaar liggon.

Stelling 7. Uit a#p , volgt x3 4.

Het omgckeerde mogen wij niet beweren.

Stelling 8, Kan & niet van 8 verwijderd zijn, dan goldtx =g8.

Stelling 9. Is agB , dan geldt voor ieder reéel getal ¥ hetzij
(g , hetzij g4 . ;

Stelling 10. Uit «g8 , B =¥ volgt x#7¥.
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9, Zijn « en 8 rcéle getallen, dan is w + 8 = {“n"“ﬁn} ,
o x A ..{mﬂx/an} .
Is o« ccn relel getal, dan is - & = {-—oc.n
Is «x cen reéel getal en ligt O ‘ouitc.n ®;, maar nict buiten e{k
(k = 1,...,i~1), dan is {ﬂn} , waarbij Ay = &7
voor n 2 i, B,= 0(; voor n < i.
Stelling 11, o +8 , X xB , =& en & als hierboven bepaald -ijn
weer reé&le getallen.

10, De reéle getallen {( T, r)}( r meetbaar) vormen een getallen=-
stelsel, dat met dat der meetbare getallen isomorf is. In deze zin
vormt het stelsel der reéle getallen een uitbreiding van dat der
meetbare getallen. .

11. Stelling 12. Is f (X,¥4Z,.s».) €en ratiomle functie en zijn

Ky B 9% se0ny X'y 8y &' ye.. re€lc getallen, zodat « = x' , g =4,
¥ =¥ .., dan is f (X 4B,y ¥ yena)= T (', 8,y ¥ yuenls
Dit volgt gemakkelijk uit stelling 3.
Stelling 13. Laat F£(X, ,eeey Xp,¥ysee+2¥n ) een rationale functie
zijn, zodat £(D,see«sPms¥y ree+3¥n )= Oy waarin p,,...,n, gegeven meet-—
bare getallen zijn en y,,....¥,. villekeurige meetbare getallen, waar-
voor f bestaat. Dan is 00k £(p,seue Dy s Gyseeey §p )= 0, waarin
D, ye-+ D, de gegeven meetbare getallen zijn, nu als reéle getallen
beschouwd (§ 10) en §,,..., ¢, willekeurige reéle getallen.
Kort gezegd: Iedere identiteit, die voor meetbare getallen geldt,
geldt ook voor redle getallen. Hieruit volgen de gewore rekemnregels
voor redle getallen, v

Wij vullen ze aan met de volgende eigenschappent

Stelling 14. Uit g volgt o« + ¥ # B+Y.
Stelling 15. Uit x#a3 en ¥# 0 volgt o3 BY.
Stelling 16. Als « %0 bestaat o' ; dan is o’ = 1,

12, Men mag niet beweren: als 8 =0 is of x = 0, of & = 0. Het kan
namelisk voorkomen, dat men niet weet, welke van de beide factoren 0
is. Wel gelden de volgende eigenschappen: ‘
Stelling 17 I. Uit o# 0 en A#0 volgt B8 # 0.

IT. Uit «#0 en AB#0 volgt «B # O
Stelling 18 I. Uit xp40 volgt o #0en g# O.

II. Uit 80 volgt x#0en g0,
Om het verschil te doen uitkomen, bewijzen wij stelling 18 I en IL
Bewijs van II. Stel datx= 0, dan is ®A8 = O in strijd met het gagev
~ven, dus ®# O . Evenzo AB=#£0, :
Bewijs van 1» ,swz m =¥, m kan x,, h@yalan zodst 0 bmm
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hebben dus hetzelfde teken. In het bijzonder hebben oy en oy,
hetzelfde teken, dus O ligt buiten «n , dus & # O, Evenzo A #O0O.

13. Bepaling. « is asanwijsbaar kleirer dan 8 ( & <o ), wanneer
x, buiten en links van g3, ligt voor zekere n.
Stelling 19. Uit o« <@B volgt «x# .8 .
Uit & # 3 volgt, dat hetzij x<epB , hetzl] A<X.
Stelling 20. L.x=R, x<eg8 , MB<ex sluiten elkaar uit.
II. Uit &<epd ,x=y,B8=8volgt ¥<od .
III, Uit X<o@ , A<e ¥ volgt «<o¥
IV. Is zowel & <0B als MB<ox ongerijmi, dan geldt
o =3,
V. Uit w<om volgt, dat voor ieder reddl getal X het-
zlj o <e¥ , hetzij ¥ <o .
Bepaling. Een relatie, die aan de 5 voorwaarden uit stelling 20 vol-

doet, ncemen wij een pseudodrdening.

14, Bepaling. « is virtueel kleiner dan 8, ( x <48 ), wanneer
zowel AB<ox als A=« cngerijmd is.

Stelling 21. Uit «<omr volgt «x<xB .

Stelling 22. De uitspraken: "Het is onmogelijk dat a<es " en
"Het is onmogelijk dat x<x g " zijn aequivalent.

Stelling 23. Veor de virtuele ordening gelden de eerste vier eigen-
schappen uit stelling 20 en beverdien:

VI. Wanneer zowel « =8 als A<« ongerijmd is, geldt « <X A .
Dit volgt enmiddellijk uit de definitie en stelling 21.

15, Stelling 24. Uit o<oB volgt x4+ ¥ <o + ¥ . Uit x<op
en 0 <o ¥ volgt Xx¥<oBXY.
Stelling 25. Uit &X<x,8 volgt x+ ¥ <x B +.
Uit x<xp en O <®x¥  volgt oxx¥ <xAxY¥.
Bewijs van het laatste. Stel ®«¥ = 8¥ , dus (% ~-A2)¥ = 0, Daar
X =A% 0, leert stelling 17 II cns, dat ¥ = 0, in strijd met het
gegeven., Dus &X¥# BY . Stel Ra<owy , dus (« =p)¥ & 0, Volgens
stelling 18 I is dan X - B8 # 0, dusg, daar & & B niet mogelijk is,
K<e B 3 dan is ¥ <% 0 in strijd met het gegevene., Ock Ay<owy
is dus onmogelijk. Dan is o¥ <x Y .

16. Niet ieder reéadl getal kan in een decimale breuk ontwikkeld worden.
Voorbeeld: a = lim a'“ « B =1 +{~2)T" , als pnder de ecerste n deci=-
malen van ¥ geen 3 opeenvolgende zevens voorkomen., &,= 1+(-2)" , als

dat wel zo is en k het rangnummer van de laatste zeven uit het eerst~
drietal is, ~

Men kan bewijzen, dat alle algebraische getallen en ook e en 7 in _
decimale breuken te entwikkelen zijn., Voor de constante van Buler i

. W £ -
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cliikingen van de eerste graad met n onbeken-

Sramer opreleet worden, nits d@t(aik>#0- Voor de
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a 2t voor x cue cdn vaarde ven 1, 4, % ¢y, dan is voor nin=-
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xoq LE :
4 . 3 o gm w2 - 1 =
(verscherpteesrdnldignerd der oplossi ).

1 trix is r, als minstens een onderdeterminant wet
r ri‘en van O vervi derd 1is, terwijl alle onderdetverminanten met r+1

Laat ecen stelsel van p vergelijkingen met n onbekenden gegeven zijn-

(i=1,....,0),

-
I P’/\D
-3
o
|
P
]
.
G’

waarin de matrix (a-~) de rang r hneeft. Zijn nm de karaskiteristieke de-

terminanten d1,...,4 alle O, dan heeft Liet stelsel een cplossing,

e

o

waarin n-r onbekenden ;**lck61r¢% btlijven. Deze oplossing is verseherpt
lledig.

Is een dsq¢ 0., dan hoort bi] ieder stel waarden van XyyewesXy minstens

een index i zodat

Z a. Xk"’;'%b

3
-

Is de rang van (aik> niet bekend, don kan men in het slgemeen nie
over de oplossingen zeggen.

19. Een stelsel homogene vergelijkingen heeft cen van de nulnplosazing
verwijderderde oplossing, zodra r<n. Weet men alleen, dav aile uicr-s
determinanten met n rijen O zijn, dan is het onmogelijk, dat «r gomn
van de nuloplossing verwijderde oplossing is.

Over Lt vermenigvuldigen van v eeltermen.
20, Uit de velrekking

.. D
{(b_x*

P

P+g >n, volgt niet, dat bpzﬂ of cqzﬂ.

n
+...+b&(cqxq+....+cc) = 8, K ... .48,



piosoinge Isb & O enc w0, dan is een a & O met h) r+s.
. . ' B n s

[ L

coolling. Is a4 U en p+qyn+t, dan 1s b =0 of ¢, = 0.
4

R =1 ! P

24, De deling doeor ceil veeltern gaat alleen, ale de begincoefficient
van O verwijderd ic. Om te onderzceken, of f::aﬁxn+...+ao deelosar iu
derr 2 =0b xp+..‘bh gtellen wij £ = gh of

(boxPel et V(e x%4 ..
(b, +ho,(cqx + .+co)

o

e

dit veert tet ewn stelsel lineaire verpelijkingen in e <esCy WEATVEL

? 4 y - - N - s
/ f% \ ;3¢ Lekende termen zijn: a
' AN y Re
; 1 - N ‘l .
: i { X i } :
: .', ~ l] o
Voo {. / n
A A VT o
\ ’ oo '
\ Wit o

Lect e gsegeven rijn b 4 0; de determinant dr met hr in de hoofddia-

goncal ie 4k 0 of o v % O met s r, Wij vinden zo zeker een deter-
mivant 4, $= 0. Ziir wu alle karskteristicke determinanten = 0, dan is
o

f deelvaar door g. Is cen karakteristiecke determinant # 0, dan is £
- 1T
verwijderd van ieder veelvoud van g; fﬂzu(g).

22. Over de discriminant d = ac—b2 van de vierkantsvergelijking
f(x)§=ax2+2bx+c = 0. ,
Stelling 1. Is & {0, dan neemt f(x) de waarde O en zowel positieve als

negatieve waarden zan.
Bewijs. Uit ¢ {0 volat b4 0 of ac 0.

2
L)

Neem eerst aan b O; dan is b+V-d #0 of t=V-da 2 0; £ (—=5—) = 0.

R

(1) = a+2b+c £{-1) = a-Cb+c.
Deze uitkomsten hebben tegengestelde tekens, of a+c = 0.
Neem nu esan, dat a= 0. De bewering volglt nu ult

e Bx2¥2dy | aql %2y,

-2

Is c# 0, dan volgt zij uit

f(w_ cd(1- ')2)

>\V»a (b+ P V*“)

§E£lié§£,5; Nzemt f(x) zowel pesitieve als negatieve wa EYOLnn e
is <. |
Bew Ueem aan, dat a d (x) 1 i (ax+b) +dz

3

"\T o

- .o N -
gl ML dally, Qv

s

=
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it wd= O volgt A0 of ac#0. . .
siteliing 3. Als d>0 zijn alle waarden van f£(x) verwijderd van 0 en heb-
vern zli] hetzelfde teken.

Bewijs. Uit d> 0 volgt ac) 0, dus a # 0. De stelling volgt nu uit de

eerste regel van het vorige bewijs.

Stelling 4. Zijn alie waarden van f£(x) verwijderd van O, en is f(x1)$#
wf(x,), dan is a>0.

Bewijs. Uit £(x,) ~ £{x,) % O volgt a# 0 of b4 0. Stel bk 0.

£( - %) = 95, dus a# oO.
b o

jo

v 3
Stel El":"g- C. f(' =, dus d & 0.

"~

Dear 4 <C omnogelizk 1e (st.1) is d20.

Hoofdgtuk IIT, BEE&SGM.

e

23. Voorbeeld van een 1eeks met positiewes termen, die beperkt blijft,
gonder convergent te zijn

Vo.1. a, = 27", behaive als n het rangnummer van de 9 uit de eerste se-—
quens uit de decimale ontwikkeling van7 is(verkort: seq (n)); dan is

an = 1.

Uit dit voorbeeld blijkt tevens, dat de stelling van de bovenste grens

niet geldt.

24.Bepaling. Een reeks %h\ heet positief convergent met de som s, als
bij ieder natuurlijk getal p een natuurlijk getal g te vinden is, zodat
voor ieder natuurlijk getal m geldt ' -

| < 2% (s, = o a,) (1)

|s - Sq+m r T

Stelling. Nodig en voldoende voor de positieve convergentie is, dat bij
ieder natuurlijk getal p een natuurlijk getal g te vinden 1s, zodat vcox
elk paar natuurlijke getallen m en n {(n<m) geldt

q+m
{.f;' o | < 270 (2)
k

Pt

=g+n
(Kenmerk van Cauchy).

25. Bepalingen. Een reeks {a f heet negatief convergent met Ce ~2Hn &,
het voor ieder natuurlijk geta7 p onmogelijk is, dat er geen nasurer LLik

geial 4 bestaal met de eigencchap, dat §24(1) voor ieder aatuurlijk gota
geldth.

De recks heet non-oscillerend, als het.voor ieder natuwlijk getad 30
Onmogellgk 13, dat er geen natuurllak getal q bestaat met ce elgnnucL 'E
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22 24702) geldt veor ieder paar natuirlijke getallen m en n (n<m).

R&A=5gpa Iedere negatief convergente rij is non-oscillerend.

e

g-+m g+n i

s -8 '

sewijs. dtel, dat 1 gevenden was, zodat er geen q bestaat, waarvoer
steeds {s - 8 J<:2"P. Dan bestaat er ook geen g, waarvoor sieeds

2 P, dus geen q, wasrvoor steeds Is - sQ+hkf2

bl

- .4
IS Al ]
£

Di% is in strijd met de negatieve convergentie. Dasrentegen behoeft ee:n
non-cscillerends reeks niet negatief convergent te zijn (Vb.1).
Vb.2. a_ = 278 Yvenhalve als seq(n) of seq(n-1).

Als seq(n) isa =n + 278

Als gec(n-1), is =

Dere raeke. ig negstiay

-n+2 71
convergent, niet zeker positief convergent.

n {a } en {bn} negatief convergent met
bn negatief convergent met som s+%.
lgt, dat het voor ieder natuurlijk getal p

onmmogelijik is, dat er een natuurlijk getal q bestaat, zodat steeds

i+ ) r el

’

-t < o~ P-1

¢}
dus 1s het eveneens onmogelijk, dat er geen q bestaat, zodat steeds

1(s+t)“— (s

wl
g+t

q+n

)| < 2P

27. Stelling. Is de reeks {an} negatief convergent met de som s en te-—
gelijk negatief convergent met de som t, dan is s=t.
Bewijs. {~an} is neg.con. met gom ~t, dus {aﬂ - an} is neg.comergernt

som s-t.

. Maar {0} convergeert positief tot 0, dus s-t = 0.
heet meervoudig negatief convergent tot de ge-
tallen 841 Bps S39.ae als het onmogelijk is dat zij niet negatief con-

Bepaling. De reeks {ah%

vergeert tot één der getallen Sy .

k

De reeks uit vb.1 is meervoudig neg conv. tot de getallen 1,2-2

(k=1’oaol)1

Stelling. Iedere meervoudig negatief convergente reeks is non~-pscille--

rend.

i

Bewijs. Bestond er geen q, waarvoor §24(2) steeds zou gelden, dan kon
de reeks tot geen enkele som negatief convergeren.

29. Stelling. Een absoluut ccnvergente reeks 1s onvoorwaardelijl con

v g . T, S ST

vergent.,

Stelliag. Is de reekq Ia } positief convergent, terwijl de reeks |

-

positi=¥ nasr o dlvergpe“t dan kan men de termen van de eerste =

- Z0 Vergohlkken, dat de som een\W1llekeur1g gegeven getal wordt..
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cvalingen. De reeks {a'} heet convergent (A +), als de reeks
vositief convergeert.

513 heet convergent (A -), als zowel {a % als {}anﬁ negatief con-
vergeert. ,

7ii heet convergent (B +), resp. (B -} s, als {agk positief, resp. nega-
tief, convergeert en f{a Q beperkte deelsommen heeft.

Opmerkingen. Uit de positieve convergentie van {]a @ Volgt die V&ﬁ{éﬁ%
Dit geldt niet voor negatieve coanvergentie.

Voor de onvoorwaardelijke convergentie is convergentie (B +) niet vol-
doende.

. waJ
I O
o

“U



