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Homologietheorie

Hfst.I. Algemene grondbegrippen van de homologletheorie

. n . .
§ 1. Def.: Een k+1-tal punten 8 s ece58), 1D de R heet een stelsel in

algemene ligging als a_,...,a, niet liggen in een (k-1)-

0 k
dimengsionaal hypervlalk.

Teder deelstelsel van een stelsel 11 algemene ligging is weer

in algemene ligging.

Def.: Een deelverzameling Sc R” heet k-dimensionaal simplex met
a

hoekpunten o 08y als
(1) a,s...,8, cen stelsel in algemene ligging is
‘ i<
11) X eSEpxn = E a., A,z 0, N, = 1.

Het k-dimensionale simnlex met de hoekpunten aoyau.,ak geven we
aan met (aOﬁ.n.,ab).

|39

Een randsiminlex van (aOﬁ...ja ) 18 ieder simplex (a. ,....a. )

Iz 1 i
waarbij §ios,a.gis} cen deelverzameling is van {aj...jk}o. In hef
=p

bijzonde

1r

is (ao,vo,,ak) een randsimplex van zichzelf,

Def.: Een simpliciaal complex [ (in de R") is een eindige
collectie simplices zodat

(i) P 6, N &, is randsimplex van ¢, &n van o,.

1 z
(i1) ¢ ¢ " = ieder randsimplex van & is in I .
2. Def.: Een corigntatie van het lk-dim. simplex (aoj..u,ak)iu cen klagos

van volgorden ay seee.,8, 0 van de hoeltounten a t/m a,..
waarbij twee vol@orden to% dezelfde llagsse gerekend wgrden
als ze uit elliaar ontstaan door een even permutatie van de
hoelcpunten,

De klasse van de hoekpuntsvolgorde a_. ... al geven we aan door

i .
[ai seeesdy 1 . en i.p.v. "orientatie" zepfen we vBortaan ool wel
1 S o e C a SNV 1! - . - R . )
ge8¢1enteera simblex” . Teder simplex van dimensie # 1 bezit precies
2 oriéntaties, een nuldimensionaal simplex heeft slechts 1 oriéntatie.

1.0V, [aO] schrijven we ook wel a



D

Zij nu ' een simpliciaal complex. Een keten van dimensie k op I
is een (eindige) formele lineaire combinatie 21['aéﬁ...ja&] +ooot

* ﬂﬁ) een k-dimensionaal sim-
29

5 <
5 e o s
0 5

s S "

hs[ 805 .. .s8), 1. n, geheel, en (a

plex uit " . Een keten bHlijft dus onveranderd als men tegelijkertijd
- R

gs .8, ] . Als 6] en [e] de tuee

oridntaties voorstellen van een simplex o (van dimensie = 1), zullen

invoegt A[:ao,,uo,ab] en -nfa
D

e
we voorts [¢] = - [o] stellen. Dit betekent dus dat, wanneer in de
b B
formele som [ & ] voorkomt met de co&fficiént n en [6°] met de co&f-
ficiEnt w« , men deze twee termen mag vervangen naar believen door
- %

(- Y oed of wel (o -n)f[e]’,

Optelling van 2 ltetens wordt op voor de hand liggende manler ge-
definieerd. Zodoende is de verzamelaing C, (') van k-(dimensionale) ke-

[

tens op I' een abelse groep geworden.

7 (k 21) wordt de rand

Voor een georienteerd simplex [ao,...,ak‘

B[ao,.a.,ak] gedefinieerd als een (k-1)-(dimensionale) keten door
de formule
i< )
alag. ... ] = ZO (=) [agse o 8y,na,] (%) .
: o

De rechterkant van (%) is onafhankelijk van de hoekpuntsvolgorde
die [ao,,,.,ak] representeert. Er geldt nl. volgens (s)
9 [ao,.,.,a = ~7[a0

5-17 R EapPETLEFEPRRREL IS I

Dus de rechterkant van () krijgt bij een permutatie van de hoekpunten
het teken + of - naar gelang de permutatic even of oneven is. Dus (%)

definieert de rand van cen georiénteerd simolex op ondubbelzinnige wij-

a = o Ja ) T b= & —= - )
ze, en voorts 1is DLaG“aq,aanu.,dk] = - 2 [aqﬂao,agyua.,ak 71

Voor een lketen f= 7 A, [GV'] s Eg*f] georiénteerd k-(dim)simplex.
o o — ; »°
k31, definieren we 9 =37 2 a{e”].
2 is daarmee geworden een homomor{isme CL(P)~>CK,1(F)9 kK 2 1.

Er geldt
(% %)

<J
o
il

@

(te verifiéren voor een georiénteerd simplex en daarmee tevens voor een
(54

Ry

keten

k~(dim)cykel is een k-keten met rand 0. De cykels vormen een on-
dergroep ZV(P) van CV(F)’ nl. de kern van het randhomomorfisme.
k-dim rand is een k-keten 3J’, J een k+l-keten. De randen vormen

een ondergroep Bk(F) = 2 CKH(!")°
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Wegens ( » %) is B (") ¢ ”(P)n Twee cykels heten onderling
nomoloog als hun verschil een rand 1s. Het'"homoloog zijn" is een
reflexieve, symmetrische en transitieve relatie. Deze relatie indu-

ceert dus een indeling van de cykels in homologieklassen. In de ver-
zameling homologielzlassen definicert men cen optelling door "repre-
sentantsgewijze ovtelling'. De aldus verkregen groep

HK(F) = ZK(F)/BK(P) heet de k-dimensionale homologiegroep van I' .
Voor k=0 stelt men formeel ZO(P) =c(r) en H (M) = zo(r)/Bo(r).

§ 3. HO(F) voor samenhangende ' . Een simnliciaal complex [ heet

L

samenhangend als ieder paar hoekpunten x,.%, van ' verbonden kunnen

L

worden, d.w.z. als bij zeder paar hoekpunten X, en x, van ' een rij

as).(as.as) o la,_gsay)

van ‘1-simplices uit [' bestaat, (a,.a,),(a 4
= J

5,
N

met a_=x a_=¥_.
0 i

o’ "n
ijkbaar is { 3 ,a ,8n] +...+ L@ , l= a_-a_=x,-%x_.
Bligk r i ‘[(. 5C ] + [a 2_] T+ [ _n_/l}an]j n-2s 1 o
Teder tweetal hoeliounten van r (opgevat als georiénteerde simplices)
is dus homoloog. Z1j x nu een vast onunt van I’ dan is dus iedere O-

keten Z:Aﬁal homoloog et (3 mi)x.

Voorts is in de rand 3[80,813231"HAVR366ﬂ georiénteerd ‘1-simplex
[ao,aq] de co&fficréntensom nul, dus is in de rand van cen 1-keten de
cogfficiéntensom oolt O, D.w.z. homologe O-ketens corresponderen met
hetzelfde veelvoud van x. Iedere homoclogieklasse van O-ketcns bevat
precies één veelvoud van x. Ompekeerd bepaalt ieder veelvoud van X
ondubbelzinnilg een homologieklasse, HO(F) is dus isomorf met de groep
van de veelvouden van x dus met de optelgroep J der gehele getallen,

) 1 . . - . - . A 3 - 1 3
§ 4. De homologie van zen kegel. Ren simpliciaal complex ' heet

kegel met ton in t als icder simnlex & randsimplex 15 van een sim-

1

plex ¢'e¢ ! dat o.a. t als hoekpunt heeft. Met te seven we dan het
leinste zodanige sumplex o' aan.

Een kegel is samenhangend want ieder hoelpunt kan door een 1-
simplex met de top verbonden worden, dug ilcder tweetal hoeclipunten kan
via de top verbonden worden.

Zij el = Lac,.n. 01] een georiénteerd simnlex in de kegel K,
Onder t{s] , t=top van I, verstaan we [t,e

VOJ»ou;ak] als ¢t niet voor-

komt onder de ¢ , S (T e d Al - '
fiboonger de 2 ..., en O dn hot ardess ;oval, De dofinditie van
cle] is mafhankeli k var de vaor & s hozi de hoelpuntavolporde

Voor een k-lketo = defaineipen wn
roeen k-keten f = 7 A, [6,] definiipen ue ty =", 0061



Homologietheores

Hoofdst.II. Topologische invariantie van ¢e homologilegroepen

§1. Ketenhomomorfismen en acyclische corrcapondentiles

Laten I en ' simpliciale complexen zijn., Len rij homomorfisme

(AP CP(V)~*-CK<? 'y, &=0,1,2,..., hcet cen kctenhomomorfisme van P
3%
i v e ! ~ "‘:4 y
in ' als @k_13 2 ¢, en als verdcr voor iedere O-keten j e

o g dezelfde co&fficiéntensom bezitten.

Ve laten de index L hij de homomorfismen @k meestal weg.

fen ketenhomomorfisme ¢ voogt cykels aan cykels toe, randen aan
randen, en homologe cykceloaren aan homologe cykelparen. Dus ¢ 1indu-
ceert een homomorfisme ¢ : H (P)— H ( Pt), x=0,1,2,... .

_~

Len corresvondentie C van T' in ' 1s een afbeeldlng die aan

ieder simplex ¢ van I” toevoegt een subcommlex C(e) van P! zodat
e c T=>C(ag)cC(T).
Len correspondentie C heeft acyclisch als voor

adere e I

l_.'

C(s) een acyclisch complex is.

Ten correspondentie C heet drager van cen ketenhomomorfisme ¢
als, voor ieder simplex ¢, ¢([ & 77) een keten op C(¢) is, waarbiy
L &7 een oriéntatie van ¢ 1is.
("Een keten f op "' ligt op C(&)" betekent: "de in J optredende
georiénteerde simplexen met coéfficiént #0 zijn ori&ntaties van sim-
plexen van C(g¢)".)

Stelling (Lefschetz). Zij C een acyclische correspondentie van [* in

', Dan is er een ketenhomomoriisme ¢ waarvan C de drager is. Zij
¥ nog een ketenhomomorfisme met drager €, dan 1s YV, = P

Bewijs: Existentle ¢ . Kies voor ieder hoecltpunt ae I’ | p(a) als een

hoekpunt van C(a). Definieer, voor iederc O-keten ! = z: A a,
=7 N,ela,).
Vervolgens g

wegens C

c((a aCS§4)iS

0’71
op C((ao,aq)) met co&fficiéntensom nul is een rand (Hfdst.I, § 3 en

aan we ¢ defini€ren voor de georiénteerde 1-simplexen
a_) en ¢( ) zign noekpunten van C(ao) en C(aq)j en
((ao,a )), dus ook hoekpunten van C((ao,aq)).

al

s acyclische complex samenhang gend, dus een O-keten

opgave 1in § 4), Er is dus in het bijzonder een 1-keten y(a a
OJ

)
zodat @(a[ao,aq 1) = go(a,l)° @(ao) = 2 [ka ’al)‘ 1
o8-
Stel nu q([ao,aq]) = I(a ,aq)
o
en (P([a/l:aoj) =")"(a

o’aﬂ)’
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Definieer voor een 1-ketel

JF=7 n, Lo, 7 (Le,] - seoriénteerde simplexen)
= 57 (& )
CP(I) "‘2___‘ Ay (P\ Lavj)v
Voor zover ¢ gedefinicerd 1s geldt nu reeds ¢ 9 = R (=)
We gaan nu ¢ defini&ren voor de 2-ketens en daartoe allereerst

voor de georiénteerde 2-simplexen,

Kies daartoe bij ileder 2-simplex ¢ = (ao,aqjag) een vaste
oriéntatie bijv. {G].

Nu is ¢ (2 [¢]) een -keten o C((aojaq))LJC((aWJag))u C((ao,ag))
dus een 1-keten op C(e). Voorts is wegens (x) 2¢(d[el) = ¢(e2{ s 1) =
= 9(0)=0. Dus ¢(2 [ ¢ J) is een cykel op C(e¢ ). C(e) 1s een acycli-
sch complex, dus iedere cykel hierop (in dimensie 531) 18 een
rand, Er 18 dus een 2-keten j& op C(6) met 33} = ¢(elel).

Stel ¢(L & 1) = f_.

Voor een 2-keten 7 ﬁy[sy]&warblg [¢,] georiénteerde 2-sim-
plexen zijn waarvoor ¢ gedefiniderd is, stellen we o(Y a,[e ] ) =
Z%“/'P[‘T\/j ’

Voor zover ¢ pgedelinieerd 1s geldt nu ¢o0= 2¢ .,

Zo definiéren we stapspewigs ¢ voor alle dimensies.,

Eenduidigheid van ¢ ., 7ij w nog een ketenhomomorfisme met C als

drager,

Voor ieder hoekpunt a zijgn ¢(a) en w(a) O-ketens op C(a) met
coéfficiéntenson 1. Dus ¢(a)-w(a) is een O-keten met co&ffici&nten-
som nul. Wegens acvclicitelt van C(a) is er een ‘1-keten A (a) op C(a)
met 2 A(a) = ¢(a) - w(a).

Definieer voor een nulketen y=73" A, a, & =73 a A(a,). Blijkbaar
geldt dan 2 A(})) = ¢ (/) - yw(y) ().

Voor ieder peoriénteerd 1-simplex [e¢] 15 ¢ ([e])- v([ & 7)

- a2 [e]) wegens (=) een 1-cykel op C(e). Vegens acycliciteit van
C(e) is er dan een 2-keten a(e) op C(e) mot

os(e) = ¢(Lel) - v(Led) - a(2la]).
Definieer ' . iv een 1-keten /= 7~ A [s Jucer A()) = A, &([6;3)
Dan geldt o o

pL(y) =Ly - w(lyD - alafyl).

Zo definiéren we stapsgewijs in dimensice s voor iedere keten VP
A (J7 als een (s+1)-keten op "' met



aaly) + a2 Ty0) =2(Lp1) -wlDyD ().

Uit (+) volgt dat ¢ ({ /) en w( [ 4 1) homoloog zijn als 4 een
cylkel is., Dus ¢, en v, beelden een homologieklasse van cykels op
" in dezelfde homo elkklasse van cyvkels on PV af.

De ketenafbeeluingen dic door ecn gegeven acyclische correspon-
dentie C worden gedragen induceren voor de homologie een homomor-
fisme dat blijgkens de stelling van Lefschetz slechts van C afhangt.
D1t homomorfisme van HK(P) ( ) geven we met U, aan,

Uit de stelling van fﬂlo«h tz  trekken we nog enize conclusies,

1
7Zijn C en D correspondenties van I 1n ' dan schrijven we

C ¢ D als voor icdere Gel geldt C(6)c D(s).

I

Conclusie 1., Alg

(TJ
wn
Ry}
}_

> en D acyclische corrcspondentic ign van ' in

"t en CcD, dan 18 C_ = D_ .
* ¥
Als C een correspondentic van I' an "' 1g en D een correspon-
dentie van ' in T'" dan defini&ren we de corrcspondentie DC van
Fin I'" door DC(@) = U D(w). Veronderstcl nu bovendien dat D en

o C(e)

C acyclisch zijn en dat I een acyclische correspondentie van
F'oin " ids met D C 2 B,

Conclusie 2, E = D C_ .

Tenslotte z1j C een correspondentic van I' 1n zichzell met
s ¢ C(e) voor 1ederc ¢ & [,

Conclusie 3, C ., = 1dentitelrt,

52, Barycentrische onderverdeling
-~

Zij a een QO-simnlex. Onder de barycentrischce onderverdeling
pla) van a verstaan wc a zelf. Ti) €= (aoﬁaq) een 1-simnlex en
zg het midden van & . De barycentrische onderverdeling ﬁ(e& van ¢
is de collectie {(aojze), (zv,aﬁ)}.

Voor een collectie 7 van fd-simplexen verstaan we onder 37
de collectie J B ().

21 nu o een 2-gimplex, & de collectie van zign ‘i-dimensionale
randsimplexen, Z het zwaartepunt van ¢ ., Ue deliniéren /3(5) als
de collectie van 2-simplexen z_ % , vep(é), waarbiy Z, T het door
Z. €n T bepaalde 2-simplex is. Voor een collectie } van 2-sim-
plexen definiéren we p 7 als_ m} ple).

"Zo voortgaande" definiéren we voor ieder simplex ¢ de bary-

centrische onderverdeling g (¢) en voor ledere collectie 3  van sim-



plexen ¢, By als ~£Jv [S(e'),
We geven voorLéén voor ileder simplex & het complex van alle
randsimplexen (inclusief 6) van ¢ aan doop '}
Uit de constructie van dc paryec CPLSChu cnoerverdeling volgt
nu:
(1) de simplexen van g (¢) zijn < o .
(2) p {G} 1s een kegel met top z_ .
(3) Als ¢ randsimplex is van T dan s plercpity:.
(4) Als 1" cen complex 1s, dan is AR eveneens cen complex
(5) De diamcter van de simplexen van ffe . ¢ een n-dimensionaal
siunolex, 13 hoogstens }iﬁ « de diamcter van ¢ .
Ziy I' een complex. §;L‘(£> en (3) volgt dat de correspondentie
Bvan ' in AP pedefinicerd door
Ble) =pict, cor
en acyclische correspondentie is.
Omgekeerd definifren we cen correscondentic van p§7 in ' door
D(v) = § drager van T} .
Volgens (1) is ieder simplex T van AT in tenminste één simolex van
" bevat; wegens voorwaarde (1) ult de definitie van simpliciaal
complex (Hfdst. I, §1) is de doorsnede van de simplexen uit I' die T
bevatten zelf ueer een simplex uit ' . De definitie van D(%) is dus
zinvol., Blijlbaar is D een acyclische corrcsvondentie (Hfdst.I, blz.t
tcepassing 1.)
Voorts blijkt gemakkelijk dat
D B(e) = J"Lshl
d.w.z. D B 18 weer een acyclische correscondentie van ¥ in ' en vel-
gens §1 conclusies 2 en 3 is:
idenbrtoit = (0 B), = 0, B
Evenzo is B D(t) = kegel met top in Zn( )
d.w.z. D D 1s acyclisch en © e B D(7T).
Dus: identiteit = (B D), = B_ D_ .
M.a v, H(p) B, H(pr) en H(pr) ZEH(r) zign inverse isomorfismen
op % .
Zijn nu ﬁk:F en pnlﬁ 5 k¢m, de k-resp. m-voudlg geltereer-
de barycentrische onderverdeling (we stellen ' = ﬁ ). Ve definiéren
mn

. I
nu een correspondentie ka van f in p T

drager van ¢ in f8

"

door



Dﬁy is weer ecen acyclische corrcshondentie., EBr geldt voor Oz2kgmgs
LM - -

D D = D, .

lan "ms S
; - N e e v ¢ o e
Bewigs: 2ig r 0. Len n-dilmcngionaal simolex ¢sp T is bligkens de

definitie van harycentrische onderverdeling ontstaan uirt tenminste
’ s " - I N
een n-dimensionaal simpnlex o' &2 PP, dow.z. gep ¢!, En dus ¢ c ',

Zou er nog ecn n-dimensionaal simplex "= T zign met &' ¢ o dan

zou &' r ¢! een randsimplex zign van &' en van ¢, Omdat evenwel

e ¢ n ' en & n-dimensionaal is, moet dan ¢" A ¢! =o' en = &',

—

R . 5 o j S . E i B s R :
B1j een n-simplex ¢ep [ 1s er dus precies één n-simplex ¢! van I

=

e
met ¢ < 6'. ' 18 blijkbaar de drager van ¢ d.w.zZ. hetv kleinste

- .
simplex vit I' dat ¢ bevat. Zig nu ¢ & & c , dim ¢ =n, en G'eﬁ‘nﬁ
met dim ¢ '=n, 20 ¢ co'. Volgens het voorafgaande 1s o' ondubbel-

. ) L - , , ) . . I¢ -

zinnig bepaald. Laat nu ¢ " het n-simplex in 4 I zijn met o¢'c g
Dan is ook blijkbaar ¢ < ¢', dus volgens het voorafzaande is o' =
dragcr van ¢ .

T ° -] 9 - . k H .l 5. “ “‘ 1 - 2 -
Dus: drager van ¢ in g [ = drager in g " van (de drager van &

‘ m o o . . . . ,

in po ). Hieruit volgt nu zonder moecitce verder de te bewijzen be-

Ttrekling.

§ 5. Homologie en continue afbeeldingen

e . . ; : {
Zijn T en ' simpliciale complexen, | ] = \Jﬁﬁ“ [ r o= e P T
e

\ . - . \ !
en  een continue afbeelding van Pﬁ in | T !. Vle gaan nu bij T

1««

\
H
{
een homomorfisme [ lK(I ) "¢}h( ') construeren, k=0,1,2,... .
s
Z13 nu ® > 0 het getal van Lebesgue voor de collectie simplices
P . u h)
1?{ 13 als verecniging van eindig vele simpliccs een gesloten
: ) 1 , . o .
ling in een R, dus f is op |T'| gelijlmatig continu,

-~ 3 - — 1 i B i -
en ©>»>0, zodat, als V< '}, en diam, V=< g,

bepgrensde verzam

Il

Bijgevolg 18 er

. . n. -
diam. £(V) < &« . Laat nu /3‘1‘ een geltereerde barycentrische onder-
verdeling van ' zijn, zodat voor iedere o &g Do , diam., & < @, dus
diam. f{¢) < o .

*) 21 UL_Jqua,,,A } een eindine collectie gesloten begrensde ver-
zamelingen in de RP, Het "lemma van Lebesgue' zezt dat er een € >0 is
zodat geldt: "Als ol ¢ ¢f, V een verzameling met diameter<8, en A nVZ£(J
voor iedere A € o5 , dan is A A£G,

Acobs
De kleinste bovengrens van de getallen © met deze eigenschap is weer
een getal met deze eilgenschap, het zgn. getal van Lchesgue voor de
collectie JI.
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. Ces N § — 1 . N
We defini&ren nu een correspondentie F_ van pI in " door

De collectie van T 's uit ' met f(e)n T 4 ¢ heelt vegens de defu-
nitic van het getal van Lebesgus cen niet lexe doorsnede,

nede 18 e¢en
pliciaal comw
Fn(G) 18 dan

acyclische covrreznon

DOOL’) D ( " N .' -
on % ; R tdentify
T T I T 3 i ™ - o TN 1 A 9 o 1y 1 !
met Hk(,)n Dus F . D ' 1s een homomorfisme van n;(P) in dk(ﬂ ) .
21) nu lt > n, Dan hligkt uit de defainities gemaldeligk dat
o< ®_D eén voorts weer dat F_ D cen acycliscng correspondentl
I n Pnlkes orts v P Phk een acycly correspondentie
™

is nl, F th(ry) = T (drager van & 1n p ). Dus = Faw Prs

n I % N Nk %
: 5O1s D . =D zi aatste d o
Voorts is Don Do = Doy (zie laatste deel § 7).
- = - =1
Dus F D =T
[ ks Pokr= ne Pons -

Het aldus geconstrueerde homomorfisme van H,(F) an H, (M') hangt niet
13 139

meer af van de toevallilp gebezigde barycentrische onderverdeling maar
slechts van ", |*' en f. We geven het (daar uwe Pen ' als "vastg”

Fal

wensen te beschouwen) aan door [, .

Uit het voorafgaande is duidelijhk P= 1! en =

[N
85
ct
e
&)
=
ez}

identieke afbeelding, [ eveneens het identiele homomorfisme 1is in
iedere dimensie,
Zij g nu nog een continue afbeelding ||~ |7'] =zodat voor

iedere x ¢ |M] meldt afstand (£(x),m(x))< i;m . Zig nu

n-voudig gelterecerde barycentrische onderverdeling zodanig dat voor

iedere swep ' geldt diam g(e¢) <« L&« . Voor ledere e [ 1s

‘ £(v) _

V(ie) = g(¢) wile) een verzameling met diameter < oo . 21y C de cor-
o n ) - e .

respondentie van g ' in ' gedefiniecerd door

- i vl |
e Evas

On dezelfde wijze als voorheen blijkt C een acyclische ¢ correspondentile

o)

¢

te zijn en klaarblijkelijk geldt Fnc C en Gnc:uu

Dus Fn = (C = Gn . , dus T =2, .
¥ i



Twee afbeeldingen die

0

duceren voor de homologi
T

1
afbeeldinge

D

en f2 verbonden kunnen

waarvan

dingen

n ileder tweet

el

.L/] =
P

coe

dan 138 dus ool =

.FI
T2 %
r'" nog een

Z1] tenslo 5
afbeelding
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