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Homologietheorie 

Hfst. I. J.\lgemene gr·ondbegrippen van de homologietheoPie 

· · R11 h ' t 1 s 1 1· n Een k+1-tal punten a 0 _, ... ,ak 1.n cle 1 ee·c een s e e 

a lgemene ligging a ls a O , ••• ., a 1.- niet lig[:~en in een ( k-1 )-
,'\. 

dimensionaal hypervlak. 

Ieder deelstelsel van een stelsel J~ algemene ligging is weer 

in algemene llgging. 

Def.: Een o.eelverzameling Sc Hn heet k-dimensionaal simplex met 

1,l O "' Jr. l.l"l +- ' ·- 8 ~ a 1 S 1 .._..,);,· .. ;) [ v---.ll Q:, ,, ,. 0 :,d}<: 

(i) a,y'.,. ,21 1r een stelsel 
\. l{ 

in a l;~emene ligging is 

( ii ) x E. s <--:;'> x = L 71 2 a .
1 

, 

l=O 
7\ .. ~ 0 ,, ~ ?\. == 1 . 

l , L l 

Het k-dimensionale simplex mct de l1oel(punten a 05 ••• ,ak geven we 

aan met (a 05 ••• J,,J, 
Een randsim;Jl12x van (a 0 , ••• ,aj,) is ieder s:lm)lex (a 1 , ... "ai ) J 

waarbij {i0 ;•••j:i. 8 } een cieelverzam;ling is van {ci, ... J·!:} 0 • In he~ 

b:LJzonder is (a .... EL ) een randsimolex van zichzclf. o- , 1( ' 

Def.: Een simpliciaal complex r (in de Rn) is een elndige 
collectie simplices zodat 

2@ Def o ~ 

( i) 0 2 E. r ~ G",l n IS 2 i. s ra s5 .. rnplex van 

(:Li) G <:. r =} iecler rands }E:X V811 u is in f, . 

Een c,r•ientatj_e van het k-d . si:n:Jlex (a 0 , ••• ,a 1J:;.;1 c,_. 
van V:) o en a_i 3 .... ,a 

- ... 'l -:-o d , waaroiJ cwee vo gor en ~o 
van c~c:: hoe tee a t/m a,,.; 

0 "· 
c:ieze1fclc klasse ge1,,ekend v'IOrden 

als ze uit el ar ontstaan Coor een even permutatie van de 
hoekpunt0n. 

De klasse van de hoeko, untsvolf.~orde a ... , ,a 0rreven we aan door . - l , . l 

(a 1 ;,, .. .,a 1 ] ; en i.p.v. 11 orientatic 11 zeggen we v~ortaan ook wel 

nge81,.,ientee~d. sim'.) ::l!. IecJer si.mplex van chmensie ~ ·1 bezit prec:Les 

2 ori~ntaties, een nuldimensionaal simplex heeft slechts 1 ori~ntatie. 

Lp.v. [a 0 ] schrJ.JVGn 1\/e ook wel a 0 • 

c_, .-., ._, 
/.,'l_J'' 



Zij nu r een simpliciaal conqlex. Een keten van dimensie k op r 
is een (eindige) formele lineaire combinatie ::\1 [ a 1 ,.,. )a/_']+.,.+ 

. 0 ~-
[ S S-i l l "s a 0 ,., • .,ak J; 7\i gel1eel, en (a 0 , ••• ,ak) 2e11 k-dimensionaal sim-

plex uit r. Een keten blijft dus o~v~randerd als men tegelijkertiJd 

invoegt ?--[a 0 .,.,.,ak] en -?\.[a 05 .,.,a1:J . .A.ls [Cl'} en [o-}"'de twee 

orion ta ties voorstellen van een simplex u (van dimensie ~ 1): zullen 

we voorts [a-]*= - [cr-J stellen, Dit betekent dus dat, \\Janneer in de 
[ J ~ ]/I" formele som c; voorkomt met cle coefficHfot r-.. en L<T _ met cle coef-

ficient /'-A. , men deze twee termen mag vervangen naar believen door-

(7'. -,,tL )[o] of wel (,J.(, --?,) [G""J*, 
Optelling van ~~ lcetens 1,9ordt op voor cJe hand liggende manier ge

clefin'.Leerd. Zocloencle is cle verzameling C1 _( r) van k-(dimensionale) ke-
:.,_ 

tens op r een abelse gro2p geworden. 

Voor een geoetenteerd simplex ! a-, ... .,a,r l (k :;;1) \\Jordt de rand 
~ u h.-' --

o[ a 0 ,.,. ,a 1,J 
de foromule 

gedefinieerd als een (k-1)-(dimensionale) keten door 

De rechte elca n t van ( ~) is ona fhan ke l i J le van cle hoe lc'.)i.m tsvolgorcle 

die [a 0 , ••• _,a~J rc::[)resenteert. Er gelC:t nl. volgens (+<-) 

Dus cle rechterkant van ( ;.-) krijgt bi,J ecn )er>mutatie van cle hoekpunten 

het telcen + of - naap geJ.anrc; de perm11 tati2 even of oneven is. Dus(,...-) 

cJef J.eert cle ran:-1 v21n een ·· or1c~nteerC:: s:LmfJJex op onc1ubbelzinnige vnJ --

ze, en voorts is J [ a .. a ·j ., 8 ,:-, ., , , • ., 8 l,r J :-cc - cl [ a .1 ~ 8 Q., 8 'l., , , , , 8 1,. J , 
( , C.. • ~ C.~ l ~ 

[ f>' v J georientee l - ( ""11 · \ "' ·i • -- 1- Y ·'-- C _lJ1 J .::i __ !,11) t.:; ,_. 

d is d cl a rmee c;e 1:10 rJ en 

Er geldt 

(te verifi~ren voor een geori~nteerd simplex en daarmee tevens voor een 

keten). 

k-(dim)cykel is een k-keten met rand O. De cykels vormen een on

dergroep Z,,( r) van c1j r);, nl. de kern van bet randhomomorfisme. 
l:\. f.., 

k-dim rand is een l{-keten cJ J', / een k+··J-keten. De randen vormen 

een ondergroep B1J r) = " Ck+·i (r1 ), 



\Jegens ( * *) is B1_J r) c Z1 (r'), Twee cykels heten onderling 
- ,{ , II ' • II • 

homoloog als hun verschil een rand is. He~ homoloog z1Jn 1s een 

reflexieve, symmetrische en transitieve relatie. Deze relatie indu

ceert dus een indeling van de cykels in hamologieklassen. In de ver-
t 1 7 " ·• II zameling homologieklassen definieert men een ope _ing ooor repre-

sen tantsge1njze opte ll1nc_; i; , De a ldus ve rlcregen groep 

Hk(r) = (r)/Bk(r) heet de k-dimensionale homologiegroep van r. 
Vooc stelt men fo1."meeJ. Z0 (r) = C0 (r) en H0 (r) = z 0 (r)/B0 (r). 

s J. Ho ( r) voor samenha ngende r . Een s J.111"'.)llC :.t.aa 1 C Ol111_Jlex r heet 

samenhen.se:?:'.l als iec1er ar hoekpunten xn 0 x,i van r ve1"bonc3en kunnen 

warden; d.w.z. als b1J iedcr paar hoek~unten x 0 en x1 van r een riJ 

van ·1-s1m·t)lices uit r bestaat, (a 0 sa,1)Ja.1;a 2 ),(a 2 ;a 3), ... ,(a 11 _4:;a 11 ) 

met a =X , a 11=x ✓1 , 
i.) 0 

BliJkbaar is ·c1{_[c1 0 ,3 1J + [a.1,2 2 ] + ... + [a 11 _ 1 .,a 11 J}= a 11 -a 0 ==x,1-x 0 • 

Iec7cr tweetal hoel:)tmten van r ( opgcvat alr:; georienteerde sim;~1lices) 

is dus homoloog. Z1J x nu een vast punt van r dan is dus icdere 0-
keten ,;;;- ",a. homolnov met ( s;;-- 7'. 1, )x. L l l ... L 

Voort[; is lll ClC: r·anci o 1" a 1=· '" r, • "'r' geor•ien'reerr1 'I '~irr:;ilex ~ Cl O :; . ') ..i -- ,, : 'i .. <, ,:) •. (I< ' ,.:: ·-· J .. - V . ,_, - 0 • i l - . 

[a 0 ,a 1] de cobff1c1~ntcnsom nul, dus is in de rand van een 1-keten de 

coefflcientensom ook 0. D,\•J,Z, homologe 0-ketens corres:JOncleren met 

hetzelfde veelvoud van x. Iedere homologieklasse van 0-kctcns bevat 

Pt"ecies een veelvou6 Vern x. Omr;ekeei-d bepaalt ieder veelv<rnc1 van x 

ondubbelz1nnig een homologieklause. H0 (r) is dus isomor-f met cJe groep 

van de veelvouden van x dus met de optelgroep J der gehele getallen. 

~ ~-. De homolog1e van ::::ei-i te,2;sl. Een simol1ciaal coin)lez r heet 

kegel met to9 int als 12der o lex van een sim-
','J _l PX ,.- l ,: n. ' . ' 1 . 
_ - v ~ •· oat o.a. ~as noekpunt heeft. Met t~ :::;even ,.-1e dan het 
:~le111ste zoclanige 1m)l2x er I aan. 

Een lcege1 is samcnhangen::l Nant iec1er hoe:: t kan door een 1-
s lex met de top ver cic:n word en, dus 1cc1cr tv1eeta 1 hoel~punten kan 
via de t verbonden warden. 

t onder dP 9 n _· .. ~11 c.~ ~. -C))C•'~}c,L ,,... 

t [G"] 
n 1, i 

·'-c:-•n Y - .,;:- ;.. [- J t, ..... ~1 !j -· l__ , . .).,) .. 11,,J~ 

.. ,'.1 

.. :\_, .::, l . 

t 1 (::: hoe 

:t n c1 e lrn g e 1 IL 

a 1s t rnet voor ... 

cl.~ .. . rtri =i.t ie ,,s r1 

1,,u·, ·t V - -:-- ;,, +-. ["" J •. . iJ - L .. µ .. , ":i, • 
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Homologietheor12 

Hoofdst.II. Topologische invar1antic van Ce homolog1egroeµen 

s'l. Ketenhomomorf1 smen en acycl1schc COi."'rc::[)OJ:1Cient1es 

Laten r en , ... 1 simpliciale ,,.,umplexcr, ZlJi1, E2n rij homomorftsrnen 

,-, ( r) ,-, ( n I) lr-Q '1 ') 1·1·,e1· ,-,e•i1 kc-+-cnl1.omomo1"f 1sme van r v le ---+- , _ _,le' j J • .. - · .:: :1 ...._ :; " " ., ., .:. \..,. u ·...... - - v 

in r I als y)l _.,,a = o <p 1 1 en alf: verd::::c voor ieder'e 0-!rnten {, Cfo f 
K I .{ 

f dezelfde co~ff1ci~ntensom bezitten. 

'!'Je laten cle inclex L 1Jij c~e ho1;10mo;.0 f:1_smen tpk meescal VJei_;. 

Een ketenhomomorfisme <p vo.::gt cykels aan cykels toe J ran,:,en aan 

r-ancien" en hrn·.wloc;e cy !:·::::l)D r·::::n aan homolc)ge cy lpa L"en. Duu r.p 1nr5u-

cee r·t een homomoPi':i.31:w (p* : H1/r)-+ I\J r I L o,;l,2; .... 

Een correspondentie c van r in r 1 is een afbeelding die aan 

iec1e1" simpl•ex u vc:in r toevoegt een subcom1Jlex C(c;) van r r zodat 

Een correspondentie C heeft acyclisch als voor iedere ~ ~ r 
C(~) een acyclisch complex is. 

Een corriesponc1ent:Le C heet clr·ager van een lrntenhomornorfisme r.p 

als~ voor iec1er simplex c;- s cp( [ IS"]) een keten op C(cr) is} waarbij 

[ er- J een orienta tie van o is, 

( 11 Een keten r op r 1 ligt op C ( 6'") 11 betekent: 11 c1e in J" optredende 

geori~nteerde simplexen met co~fficient /0 zijn ori~ntaties van sim

plexen van C ( ,r) 11 .) 

Stelling (Lefschetz). Zij C een acyclische coPcespondentie van r in 

r 1 • Dan is er een ketenhomomorfisrne ~ waarvan C de drager is. Zij 

y nog een ketenhomomorfisme met drager clan 1s y;· = (JL. 
~- ' 't>;:' 

Bevnjs: Existentie r.p • Kies voor :Lec'ier hoe;-::punt a e r , rp (a) als een 

hoek:punt van C (a). Definieer, voor iecJe:rc 0-l(eten f = / Av a)/ , 

<p( r) = [ {\ }' <p ( a y ) • 

Vervolgens gaan 1,ve ip c1efinieren voo1~ :Je georienteepde '1-simplexen 

[a 0 ,a'1]. <p(a) en y,(a,1) ziJn hoekpunten van c(a) en c(a,1L en 
c(a ) o o 

wegens o)::::: c((a ,a 1 )), .. dus ook hoel-c,nmten van C((a ,a.,,)). 
c(a, o · o 1 

C((a ,a,,,)) 1 is als acyclische complex samenhangenclJ dus een 0-keten 
0 I 

op C ( ( a O , a '1 ) ) met c o e ff :L c i en tens om nu 1 ts e en r a n d ( Hf cJ s t . I ., ! 3 en 

op gave in § ~-) • EP is dus in het bij zonder' een ·1 ---keten j" ( a , a ) 

zodat <p(d[a 0 ,a'1 J) == cp(a,1)- <p(a 0 ) = o )( )· 0 1 

Stel nu 

en 

~([ao' 8 1]) = i(a 0 ,a'1) 

<p( [a1' 8 oJ) =-l(a 0 ,a'1). 

(ao_,a,1 
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Definieer voor oen 1-keten 

.v -;- .,.. f' 6- 7 ([c.r -1, - g··eorienteer'de simplex8n) 
O = L " Y L Y J " ; .. • - . 

rll ( y ) = '> /\ .• (p ( L:- !'I:" l ) 
7- 0 t.-- } \ uv ...... .. 

v.Je gaan uu 1p cl.efinieren voor de 2-lcc~tens en daartoe allereerst 

voor de geori~nteerde 2-simplexen. 

Kies c:taartoe 1nj iec1er 2-simplex o = (a 0 Ja 1 ,a 2 ) een vaste 

orlenta tie lnJv. [ <7 J , 
Nu is q>(2l[6"]) een .. ·1--keten op c((a 0 .,a,

1
))uc((a 1 .,a 2 ))uc((a 0 ,a 2 )) 

clus een "1-:{,::ten :JP C(rJ·). Voort:3 is vie.gens (->s) oyl(?[,G"J) = r.p(:)u[c,-J) == 

= (fl( 0 )==0, Dus ((1 (o [ G' ] ) is aen cylccl 0·1~, C ( c ) , C ( ,,.) is een acyc li-

sch 0 omplex, dus iedere cykel 

i."'and. Er HJ c)us een 2-keten / 
0-

Ste l cp([ r; ]) ~ (~ .• 

hier□ J (in d1mensie ~~1) is een 

O°LJ C ( (T) met ?J J~ == 'P ( o [ 6']) . 

Voor een 2-keten :[ t'·. j) [o ,.J 1rna1.~bJ.J l~ ~l ~eori~nteerde 2-sim-Y+J c:i v 

plexen zijn 1·1aaPvoor' (f def111ieerc! u, J stellen 1Je rp ( ;[ A ,, [ (T v J ) = 

'[ri,1;[ci~YJ, 
Voor zov8~ ~ ~cdefiniee is gelclt nu (po= 7J <p 

~o defini~ren WG staps~ewiJs f voor alle d1mens1es. 

Eenduid1ghe1d van f . • ZiJ ~ nag een ketenhomomorfisme met C als 
~ ~k 

d rager. 

Voor 1ecler· hoekpunt a ziJn .p(a) en ii/(a) 0-ketens op c(a) met 

coefficienternrnr;1 1. s (p(a)- ,y(a) is een 0- 1:eten met coefL1cienten

som nul. 1,JegenfJ acyclJ.cj_teit van c(a) HJ er een "1--keten /1 (a) op C(a) 

met v l':. ( a ) ·" 9; ( a ) - ( a ) . 

Definieer• voor een nu1koteri j"= I_~:;.,., ay A= ·r7'.Yi:.(ay), BllJl{baar 

geldt dan cJ ll(t) •= \O ( ?) -- w(F) (,-,;). 
'JI ' \() 1 i} 

Voor :i.eder> geor<Usnteerd 1-simplex [ <1·] 1:::; 9 ( [ c, J)- iv ( [ a J) 
- t,(B [o~J) vJ0,gen:3 (,\,) e,c;n 1-cyke1 op C(0-). 'iegens acyclicite1t van 

C(6") ls cc dan eet1 2-kr:;ten ti(<.,-·) op C(<:r) rn,:-t 

v Ii ( er ) - (p ( [ (3'" J ) - Y' ( [ 6" .J ) 

Defin:Leer 

Dan gelclt 

i' ''' 0 D 1- lr9 +· en y, - ;;--- .,. C ,\. \; /) - /_ 

t,(a [u]), 

fl( r) 

Zo defini~ren we stapsgewiJs in dimensic s voor 1edere keten 

6 (J") als een (s+'1)-keten op r I met 

V 
(J :, 



-'7-, 

c) .6.( v) + 6.( zi [ (1._,1'
1 =) ::;c :,,'11, f > 7) / r '.•' 1 ) (1-). p - ~t ~· \.,,_i::J 

Uit ( t) VO t c1at (e ( [ { j) C::rl ( r J J ) l101:1cloos Zl n als J" ce,1 

c y ke l is " DlU:3 1Jeel .. 1en een 11cJ111()lo;_;iel{lasBe \ran c~1 

De ketenafbeel61nGen die door ecn g even acycl1sche carrespon-

dentie C warden g2dragen induceren voor de homologie een homomor

fisme dat bl1Jkens de stelling van Lefschetz slechts van C afha 

Di t homomorf1::nne va ll H, ( P) -+ H. ( r 1 ) 
l{ l( 

geven 

Uit de stellinG van Lefschctz C 01.lC l t1S 12 ~3 • 

C c i) als voor> i0ciece <7t:-: r -1 r"i "- -, ( - ) ~ 
- , ... , V t.J \ ("i i._ 

Conclusie "1. Al:J C en D acycllsche corccr3 onc,e 10~; ZlJll van P El 

\"'I I 8i1 clan 1:=:: C -- D 
7'\• ¥~ e 

Als C cen coccc::3\')0ndentic van i, 1n P 1 :uc c:::·1 ) een corrcspon--

cJentie van r I in r 11 dan defin1ercn \Je (c co1°r0 e:sJ:mc1e11tie DC van 

r- ir1 P 11 door> (s) U D(1:), Vcr1on,~:er:Jt,:l nu 1Jove J_en dat D en 

C acyclisch zijn en da jC(s) E een acyclische carrespondentie van 

r in p II is met D C ,: E' 

Conclusie 2. (' _, 

Tenslotte zij een cor-re,:1ponc1ent:u::: vCin r in zichzelf met 

lS" s C(<:r) voor 

Conclusie J, 
J_ecler'c 

(3 ( a ) 

::. iJ a een 0-.s :i_rn ! 

van a verstaan ~c 

het mhkien VcWl ci • 

r: 
i ' 

a z e 1 f . " i .1 c;~ = ( a . , a ,, ) e en i - s 
0 I 

De bar1~centr1sche onderve elin 

:L s d e c o 11 e c t i e f ( a , z ) J ( z __ J a /I )1,, , 
. 0 ~ 0 ~ 

L:x en 

P ( ~) \-,~n ,,. /';; (7 '0 •, v 

Voor- een collectie L= van i-s lexcn verstaan we onder p 
de collectie U /3 (iS-), 

r- ,.. ";"'' 
Zi,j nu ~,- '-'e~n 2-:0,implex> 0-- cle col1ect1e van Z'.LJll i-climensionale 

r•andslmplexen, z 6 . het z1.,1aartepunt van 0 • e :ief'irneren p (cs-) als 

de collectie van ~~-s1mplexen z 0 ·1: , t E, 13(c), waarb1J zo- ·c het door 

z en u bepaa lde 2--simplex is" Voor een collGc tie r· van 2-sim-
c 

p 1 ex en d e fin i ere n vJ e f3 ) a 1 s lJ __ (3 ( c-, ) , 
' - ,:r· s ·,5 , 

nzo voortgaanc1e 11 c1efinleren- i:ve voor' iecler simplex er de bar>y-

centrische onderverdeling p (~) en voor iedere collectie ~ van sim-



plexen e-- J /3 L a ls <:s- l-J ~ (3 ( e-) . 
. , .. , 

r. 
-o-

11·J,:::, ge"e·.,1 ·voor+·ac".:1i7~VOO:'.' ."1'_ 0,_,-_-l'-,··:·1--- ,,--,,·-ll"'"' - ',1r--'-- ---~-----1-,-- \···1· a 7 ,...,_ ,._, V u ,4 ~ ..., !_· - -- .....l_L.{1l~) ,,j',. 0 .. '-;L 1-..,UHij_l_,_t;A !cJ l J_ 

randsin~lexon (inclusief ~) 

Uit de constructie van 
V8n 1:.r 

nu: 

( 1 ) 

u~) 
c1e simplex~ n van /3 ( l'.f') z J. J n .-:. (,· 

- ' /3 t (f -~ is een kege l met to 
(3) Als c- :1.s van --c 

(4) Als i1 :::en complex 

( '.) ) De c):i.ai;1ctel."' van cic f'Jimc:-,lex:::n v,rn /2' e- _. er 
·n 

,SLn:~1lcx; :i:-J hoo,·;i:;·ce:1:3 -"-. ::. y~ ciiCHGCtur 
. _, 1 J + ✓ ! 

ZlJ r E,en C orn.pJ.e=:. UJ.t ( '.~) :.:n ( j) VO 

B van r :Ln (3 r geclefirneerrJ ::l ~:,or 

een acyclische corresnondent:i.e is. 

el::. 

c:en c 10:x. 

cen n-jimensionaal 

van r.- • 

t 

Omc;ekeercJ defini~ren we cen corresnon entie van 0()1"' 

Volgens (.,I) J.r3 :Leder slmp '\f cl 11 I'- p , .. lL ternnlllSte 
/ ✓ 

een 

lic:Laal 

complex (Hfclst. I; 3 'I) is de dooi:·sncde 

beva tten ze lf i:Iee r ee n simple:-: 1--11 t i7 • 

v;::i n c1 e s lexen Ult r diet 

De dcfinitie van D(~) is us 

zinvol, Blijl:bc1ar is Deen acyclischc cor-rc3 

tocpcissing 1.) 
entie (Hf□ st.I, bl:.L 

Voorts blijkt gemakkelijk d □ t 

D B( c··) 

d.w.z. DB is weer een acyclischc 

g e n s ~ ✓1 c on c 1 us 1 es ;~ en j 1 s : 

CO Pl'"je S ')(JLJ:l. C ll t; lG 

J 
I3 

Evenzo :i.s D D(-r.) :cc kegel :1112t to 

Dus: identiteit = 
rl 'r•Ifr'! I3 :!,a.VJ, _ \ . 

( B !J ) . :cc B. D ... · 

H(p ;·) cn.,,.H(;~ r) D 

op * . 

van 

. l<: r Jl -, 0 l a,e lr 1""' ··1· .r.-,1-\111U.0° ,_r:;ei· t' er0 ee1°-zj_Jll llU ('3 · en (3 I ; ~ ,{ c$ 111, • .,_- t:::·o,', , ~ ._, 

de ba1..,ycentrische onderverdeling ( we stellen r === ,e 0 r). \re clefinieren 

d t " 1, /3mn i'·11 p]cl.1 c'n"'r nu een cor'ces·oon,en ie ., .. ,1 vD.n , v 1-l1 • 
• {I11 

D (o) == f c1rager van G" in t3 k r l . 
km '- r ) 
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D. is weer een acyclische corrcs:_JondentJ.e. Er> gclclt voor O~k:5m~s: 
Km 

[l il - D .. km -,;1s ks. 

is bliJkens de 

definitie van baryccntr1sche ondervcrJeling ontstaan uit tenminste 
r een n-d1mensionoal SJ.ll1 1)lc.:x 6"" 1 (c:. r , Ct.\'J,Z. {5'" E: /3 i:, 1 ' En duo u C: <5" 1 ' 

::::ou er nog een n--chmei1sionaal simplex ,r- 11 e. r• z1Jn met c; 1 c a- 11 dan 

zou .s- 11 n u 1 een r•andsimpl8X ZiJn van IS" 1 en van <:r 11 • Omc1at evenwel 

6" c G" 1i n er' en o n-dimensionaal is:, moet dan cs- 11 I'"\ rs- 1 = 0- 1 en = 1> 11 • 

r ,, -<Sil r 
Bij een n -SHtlf)lex o e:.. r- P is er- dus precies een n-s:Lmpiex <r I van 

met 6" c. or , er- ' 

simplex uit P dat 

is bliJkbaar de drager van 

6" bevat" 13l~J nu o- c (3 s fl 

o d. IL z, het- ldeinste 

~ cl 1111 6" = n , en o· 1 e. (3 m r 
met dim (j '=n 1 en tr co··' . Volgens het voorafgaanc1e is ~ 1 ondubbel

zinnig bepaald. Laat nu c;- 11 het n-simplex in fo kr zijn met ti I c G"". 
Dan is ook: blj_Jlcbaa r o c 6. 11 , dus volgens het voorafc;aande is CF" == 

dragcr van ◊- • 
k Jr 

Dus: drager van ir- in (3 · f1 = drager in p '" r van (cle clr-ager van G" 

in (3m r). Hieruit volgt nu zoncler· moeitc ve:rder de te bewijzen be

trekking, 

§ 3. Homologie en continue afbeeldingen 

Zijn l' en r r simpliciale complexon, Ir\ = u C'i'", l r r I = u I -c 
G"e,r "tE:..r 

en f een continue afbeelding van !rl in l r'j He gaan nu bij f 

een homomorfisme f* I-Ik( f' )--➔ H1/ r r) construeren, k=O, 1,2, ... 

ZiJ nu ~ > O het getal van Lebesgue voor de collectie simplices 
,,, ) r I 

Ir l is als vereniging van eindig vele simpliccs een gesloten 

b d 1 . . R11 d f ) P ) 7 l ' . t. egr-ens e ve rzame ing in eeri , ;J us · is op ge _:LJ <ma t1g con inu, 

Bijgevolg 1s er> een 8 > 0~ zodat, als V c l f1 \ , en o·iam. V < 9, 

diam. f(V) < ix • Laat nu (3 n 1'1 een geitereerde barycentrische onder-

verdeling van r1 zijn, zoclat voor iecJere (j G (3 11 r , diam . ., < e, dus 

diam. f ( c;·) < c;,, • 

*) Zij m ={A 1, ... ,As} een eindige collectie gesloten begrensde ver
zamelingen j_n de Rn. Het "lemma van Lebesgue 11 zegt dat er een e > 0 is 
zoda t geld t: "Als ;J;. c or , V een verzameling met d iameter,e, en A n VI=¢ 
voor iedere A E. c.:& , dan is n A / ¢11 • 

A f.. :;;_. 
De kleinste bovengrens van de getallen e met cleze eigenschap is weer 
een getal met deze eigenschap, het zgn. getal van Lebesgue voor de 
collectie Ol. 



·, 

- f ( tf ) )~. '.~ \{ 

De collte;ctie v:..:in 1: 1 s tnt f' 1 
,~·, I 

1:'.C G I ~ 

nitic.: van hot 

snede is een ranCsimplox v8n 31 

F (a·) J'' 'n .. ,., 

acycli:Jchc: COV~2300Ddentie. ~lJC8VO 

Doorn ·· on e-\· 

met ( r) ' Du,3 F 
11 ;a.: 

' -::n hoe: 

0 .' t> E:11 

:c 
lJ 

-'iO-

.(r) lll ( f' I ) • 

c. 1:;i D en n nkJ voort~J ~.~1ee1: cJc!t F1 }J 1 Gen 2c::Jcl:.i.:~. 1:: 

11 ll/c 
,.:: Jr-Pe :J ponci en tie 

is n1, F 
n 

n 
'.)_ ·t (a) ;cc: F_ (·Jrac'!.'.ec v•,·,-1 ,, 1··i fl f') 1)'y~ n -c 11 • .. , '-' · , · ' ~ · • -· · 

Voort:J is D 011 Dnk = D olc ( ;;:;ie laa ts te cieel § .~). 

Dus , .. -"i 
J · on "" ' 

Het ald~s geconstrueerde homomorfisme van 

H' }? --., 
·'::"~ n;,i, '"'1nk.,.-

meer af van de toevallig cebezigdc barycentrische onderverdeling maar 

slechts van f1 J r1 1 en f. 
, . ! 7 

ne-s lCJaar \~ f1 en 

vJensen te bc,schouv1en) 21,H1 door f ,-'.- , 

Uit het voor·afgc:1.sncle is chncleliJk clat> ols r ~:; !' 1 er1 f ~-= 

ident :Leke a fbeelchnr,; J :C evenecn:0: he:t 1clent :Le L:e hornomorf isme is in 
;;_, 

ieclere dimemne, 

ZJ_J g nu nog een cont1rn.'!e :=:ii'lJecll;:in1_; ! Pl·-➔ \ r I j at voot~ 

i e cl e r· e x E- I f'' I i:.:; c:: l clt a rs t a n c: ( f' ( x ) J i2: ( ::;,~ ) ) <. > o:. , Z i ~I nu p n r1 e e n 

n--v geit~reerde barycentrische onderverdeling z an1g dat voor 

ieclere rF E. (' 11 r' o.·e C, 

V(<s) = g(c'>) uf(c;) 

,., 
\; cl i a rn g ( er) < ., tx. • Vo o I' 12 c; ere .,.. ~- (3 " r LS 

f ( r;) 
ccn verzamclinc met diameter< oc . ZiJ C de 

ref,'[Joncientie van p nr Jn 1' r geclef:u1:.1eerd cJoor 

Op dezelfde wiJze als voorheen blijkt C een acyclische corresr 

te zijn en klaarbLLjkelijk geldt F C C en C ,,., ,, 
v 

n Tn~. 

Dus clus f = ()' 
,;{• D~ 



'11 \·1ee afbeeldingen die een ondei-11nge afi3tanc1 < .'.:" o, hebben i.n-

duceren voor de homologie hetzelfde homomorf1sme. Als twee afbeel-

dingen f~ en~ verbonden 
- I ..L 2 kunnGn warden door een einJige kett1ng van 

afbeeldingen ~aarvan ieder 

dan 1 '" nu 0 ooi- f __ f 
- ..... ~ .,t.) .., _,_ ·- ,,.l 7>~ - 2 ?: 

ZiJ tenslotte r 11 nag een slmpl1c1aal complex en h een continue 

afbeeldinc; ] r1 1 l-->- ! r 11 j • Men kan nu be\·Jijzen door c;eliJksoortige 

redeneringen als boven dat 

Uit het voorafgaande volgt: z1Jn I., f '1 I 
~--:'!,· .\ C 11 r I n continue 

afbeelc.iinge11 met fg "'' 1C.1ent1ei<:e c1f1Jeel(in 1~: (:il .'.:Cf = :7..c;entieke afbeel--

f J.c\e:ntieke homonwl"'fismen. 

Dus: Hone or,10pfe s imp lie 1a lf.: c omplexen ll.e bben isomorf e homoloc;ie-

F-<I'Oepen. 

In het biJzonde1" v·Jlc;t uit c.'\it resultaat dat t\Jee simpllciale 

complexen !' en f1 1 met ! r: i --- I' 1 j isomorfe homol :Leg;roepen bezit-
ten, 

Verder kan men op grand van het bovenstaande aan een ruimte P 

dj_e homeorno1 ... f :i.s met een l t1 I v'iaarbiJ P een simpliciaal complex ls 

homologiegroepen toekennen nl. de homologiegroepen van r. Op iso-

morf na l1ggen zo dan vast. Dergelijke ruimten P noemt men polyedel"'s. 

Voor ieder polyeder P denken we ons een vast simpliciaal complex 

rp met een vast homeornorfisme -·1, P: P -+ r1 1=:i van P o) 11 P geh:ozen . 
.t ... 

1nduceert dan een continue af-Een continue afbeeldlng; f : P ,1 -·-+ P 2 
bee ld ing --r; f -:1 - i r -+ f'· _ en claa rmee een homomorfi.sme f" 

- . p0 •P~ p/1 P0' w 
~ I L 

'f{ ( D ) _ H (f1 ) ' • . / 1') ) . • T ( rl 1 v a n . . .1. ··1 -- " i p l 11 .!i \ , ') = fl I r ) , 
1 L, 

We vindcn voor de aldus gede-

f'in1e 0 rde ·0 
..., C - .L 'f{- dezelfde algemene eigenschappen als biJ def* -en voor 

d e simplicisle homologiegroepen. 

In het bijzonder is de n-dimcnsicnale sfecr Sn een polyeder nl. 

homeomorf met l { 5"} i waa rbij G" een ( n+"I )-chmensionaal simplex ia i en 

f.~} het complex van ziJn hoogstens n-dimensionale randsimplexen. 

Bijgevolg lfJ 

11 
I-I 1 (s 11 ) H ( S . ) ·- J, -- 0 0 '· l < 11 J 

0 

H . .., (Sn) - J Hj(,'3 11 ) -- 0 J > n. 
l, 3 


