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l)e.method.e•:tie:r divergente ·enkelvoudige integralen., 

· --lnclien ~>i 0. eii'r-,i O vaste getallen voorstellen. is de som 
.•· ... .•... . "' 

~· .·· (' . •.E.'1\ 
L.,.... 'Tl, { 

) ~... -· 
. . ·. ' wa.ar.Ul £ •;;; . , voor grote positieve waard-et1 van w in eerste benaderi.ng 

· gelijk aan 
. .·.~ 

. ' Ti{. @!J} . """ a- .W 
at C( 

Di&p.ergaand_ onderzoek leert, zoals we biero11der zullen zien, - dat voor 
gro.t.e positieve,.,., de som gelijk is ae.n de genoemde integra.al vermeer-
derd met e e.n a.sympt ot ische reeks , in i} ) d. 1.1 s 

""' °' . ' ~ ,. -£ ,__ . . +-t r';;' ·00 -h 
. c 1, l"':; 'J\; .e . rv ¾ r{~) "". 1-E: c1, w- .· 
- . ~~ > , . . .. C1' .. l .. 

• '-... · · . .JHl:f 

. W'ij ku.l;tnen dit results.at afleiden door direote toepassing '!tan de som ... 
9ma.ti:~;o-l,e ve.n Euler» maa.r het bewijs wordt dan ingewikkeld en de voor 

de: o,anst~nte.n c1, gevondeh uitdrukkingen zeer gecomplioeerd. De. mo$ilijk~ 
be~ zi~ hem d,aarin. 9a.t, teng.&'iQlge van de factor ::t:p . , de h- de at ... •· 
geleide V&ll :i,p- .e .. ~ voor h _. - niet a.symptotiseh tot nul 

· nadert, btaalve. in bet s:weoiaie 1.evalt da.t .(! geheel ~s. 
Volgehe .de eerste gl'Ondfo-rmule- van -§: 1 klUU'.len. we sohrijven 

- ·.~.· ' . . . . . . . . ·-" 

c2) 2:_ .1,~1., . .;r llf.rJ ... e;;. f P,1:x1 itx) .i ,._ • 
. ... ~,. . ., . ' . . 

. 'i~ie.tf.~Qer· r,..·· .·~ 0 bet reobtel'li.4 m&t f vermillderd wo:rdtt bier~··•. is 
.·. . "" . d A. 1r.£Xt 

. --~}-- ~~ .. - ' ,o_ r~ ' ' ..... 
It -~wilitei~~ g(.~) .tie.a.r. opl:~lldf#..IUQht.ezs van t -=.!.. 

·• . w 

: t~ i•,Ci ... f if:i~>~·l'. ~'ti.il.)i~~"'t •. -11 .. ·. · , . 
/t}:/ft:;:':,~,.t:~i·····: .... ,}- .-. · ...... · ... •.···· · .. ·•··•.· ··.. .• . -) 
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Algemeen zullen vve een betekenis 'toekenne.n a.an elke integ:rt:3.al van de 
gedaante 

00 

( 6) . J {l-,et) itr.} J ~ 
A, • 

waarin de funoties p, (x) en g(x) aan de volgende voorwaarden voldoen: 
1 .• De functie p 1 (x) is een Riemann-integreerbare functie met de pe-

riode 1 met de eigenschap f 11-,C:i4 ,h. ""' o 
0 

2. Er bestaat een getal b > a., waarvoor de integraal 
.t,. 
j -\v.t1) 3£-:t-) ~ 

convergeert. ~ 

3 .. Voor x~ b is g(x) te schrijven ale een som van een eindig aantal 
:functies g(x) = gt (x) + ..... +. gm(x) en er bestaan evenveel gehele getallen 

k,µ s O zodanig dat gJ-4-(x) voor x \lb een k;-, -de afgeleide bezit, die voor 
x---ll"OCl tot nul nadert en van b naaroo absoluut integreerbaar is,. 

Zijn deze voonraarden vervuld; dan kennen we als volgt een beteken11:i" 
aan· (6) toe. · 

Word t voor h ~ 2 

(7) th.(.x) ==Jx. f-h-, Ut} 4 µ • Ci, 
0 

gesteld, waarin ch zo gekozen word t, dat , 

( 8) f f-ht~JJ.x cO 

i:> 

is, dan"zijn de functies p1 (x), p,.{x)t•••, zoals we in§ 1 gezien hebb-en, 
periodiek met periode 1; dtis begrer.t~d. Wij geven nu,aan (6) de waarde 

( 9) t- .· .· f ~-I h:, . .. · lh) . . . ·""-. k jt10 . {k ) 
J.·· -►-,~A~)tl~ .. L-L(--1) 'ft.b+:ttJ ~~ ltr}+L.( ... ,}~. ~k (':It) 1:(~Jd~ 
Ill fl ·fa.,.tl-).c, . . ,.r, ·o· ~•' •r 

Elke in de laatste term vo.ol:'komende integraal conv'ergeert omdat vari de 
ir.lteg:rli\,nd de eerste factor begrensd 1 de tweede absolu.ut: integreerbaar is. 

t Deze Ucitdrukking 'komt niet .zo maar uit de lu.cht · vallen, want indien · 

de intee;raal . . , l . . 00 

. J\,l"I t['()4:.c .1.· ti.•·••• J.'.t •. 'J1-1l1 lf~l~) «:t 
O .·. ·' (l }';f -0 

o.onvergeert ~ll <la laatste integraa1 kp Uiaal 
dankri;jgt .menuitdrukking (9) ter.uninate ala men 
on~i.nd:f.ge< .. weg:taa.t. 

Doo~ o t-ot .. a te la:t7en ne&.eren, 

La-.ttl~). ~Nl ht 



(10) 
ffl,. " 1,;(J {!:~) 

+ L L-1) :J& . 1\ .,,l!){} lu {XJ d~ > 
t=' r.. ~ r 

s.angenorneZl dat deze m integralen convergeren .. 
Bovenstaa.nde definitie is alleen geoorloofd, indien bewezen wordt; 
1. Uitdrukking {9) is bij gegeven a en bij gegeven funoties p 1 (u) en 

g(u) ondu.bbelzinnig bepaald, due onafhankelijk van b, onathank:elijk van · 
de :inanier, waarop g(x) voor x~ 'b gesplitst wordt en ook o.nafhankelijk vat.l , 

de k~uze der getallen k, , ••• , ~-
. 2. Indien de integraal (6) convergeert, dan is zijn waarde gelijk a~ 

( 9). 
Voor het bewij·s van deze twee bewerir.lgen heb ik de volgende bulpstel~ 

ling nod,ig. 
< Lemma: Zij a,..(x) ( <:r = 1, ._ ... ,e) voo~ voldoe.Dd grot-e bestaanbare ~ 1nin;... 
· · 8ttena · k<r maal differentieerbaar (kcr ~. 0), zoda.nig dat bij onbegre~sd !.J:l.ll- ·•• 
If groeiende x de kc:r- -de atgeleide va..n 8o-,(x) tot nul en · · · · 

·, . ~ ~~, . '•• O,} ' I 

<11 ) [_ L t-l' ~h+-ixJ 1o- L~' 
¢'=t h.oc 

tot een eilldige limiet nadert_. Hierin stell.en Pa (x),,. ,.p~ ·H·, (x) per1o-.: 
dielte f't:Ul.c'ties met de eigensohappe.n (7) en (8) voor.-· . 

Dari is de genoemde limiet nul. 
'' . ' " 

. Voor het bewijs d.uid .ik met k het gr·ootste der geta.l.len· k 1 , ••• ,k$ ~n. 
• .. J?e bevre;_.ing is evident, a.ls P.1 (x) id.entiek nul is., wan~ dan zij:n all~ . ·, 

···. ::functiee Pb (x) voor .h ~ 2 evenee.ns id·entiek nul~ Ik .zal nu· verder .v-ero~der
: , stell~n, dat PJ. (x) niet ident1ek nul is .• !evens zal ilf k,~ 1 veronde:i:'ste+_;. 
. -e.n oJl'ld~t anders de eom, (11) _leeg, dus ~\ill is, en de bewering Aerhaive-

' e.viQe.nt is. · .. . . · · . 

.. . · Zij e. ee;1 veranderlijk gttal ~ d.at ~nbegrensd ~r.igroait.. Omrla:t ~e ~~de 
a+:g1il;te:±d~: van io- (x) voor ;x: ~-~ :tot nul nade;r-t, kan·.~en· 1;tan e)4t ... · . 
;cl,e~e:t' get~lle.fi a een natµ,url!jk gete.:i dat µiet Et onbegl:"ensd 
:~~~;tt;.,·.• ~,nte; aaf · · · · 

l_k: ·:<. . f. '.~~·· ·J· _J · ... 
~,, ~ • . I f:<r <l~ , · p i ,i,.,,-~f;~~, .. ,t ,, ,', ,,•_·.·, ',,, ,''.' ' ..• ' 

?:•·i~.,, '. ·• »tj 1>Al>~S±'en~d ,~oe.ien4'.~ .a::gel&-e ·:dari-_yoo·1r. 1eder(:t ~- iQ. d!t ,.i.i.rt~rv:ai: ···•·· ,,· .. • 

't! .. :~~.1•.:·•·:•:.·.~.
1

.·.!.•.•·;·· .. ,: .•. 

1 
.. •.· .. ••

1
···~.M.i.:.;.1.t.,.:.·.-.· .. •.:·:.·_.: •. ·,•·•-•·•·: .. _•.---_-.;.:_ .. :.·.•···· .. _ •. •.•._;_ .. ~.-.·.:.-_

1.•~•~i~ dk• •. ·.- ':\~;;: · - · · - · ,, . ):{:_;,,\.,{'/L~\·.~./; ·'/\-/?·:~:\.<i/: i~::,-_::,_., ... __ :, ~./.:-:>>i.{•,i\: 
~ ::(:.~_'(: ~~- ::::;, '.· '.,~',(\:,~/{(,('.~'. })\( .. \/},: ~-,;.,.. ::,:·: ',;\'-'· :,.~: ,.·//;; .~~ ~: .\' ,·; •'.,.:, . 



en-k: uit.-dt"~ 
Omde.t het linker lid fbegrened is;. is dat ook bet geval met 

. ·. .~ ·~ . \.t tc:"-, (°' .. ,.(' tl,+-i) t ti,•) ~r. [ l-1.> +-~.a_ ~)L I . 1i l~) 
. .-.. f h:,. . ··-iz• 't.. 

Men beeft 

. (13) 

Hier1.n ia. 

waarin 

•. 14) 

Ki.est men nu voor x de getallen a +,t[in ... ,,,.,J ...... ,k-1 
gens de periodioitei t {i--i.i..,1 (11t)t-fh.,t {tJ 

zodat . 

. (15) 

onafharikelijk van x is.- . . . .. .. . ·· 
Formule {13) levert voor elk der k. genoemde waa:,;-o.ei:t ,,;,11 :x -e~n l;illeEti:l'e. · 

betrek.king tusse~ de k getalle:n o• t •, • , O(c_, 

41ett .eysii~el'h we.arva.n d.e d.et.erminant g:elijk is 
.· ........ an der M0:nde . . . 

1 1· 1 ..... ., •... 1 
1 

. 1 
~ ..... ·k-1 

· (it-1)~ 
',", '.': '', ,,. ' . 

• • • f •.••••. ~ • ~ •••••• , .: " .... ~ 

-·. ~•.: ·-•~ • ! ·\·;,_:;·•?•,•·.:t•J __ ;. ;• ·•·•_ \~, . 
1< · .2 .. ; •.. ,, •••. ·. (k~t) 

,: ' ~:.< t,. > ,_::·' ::\ :,' ::: ·,\< 

• Deze-k relatiee lever~n <. •- , 
aan de determ:J.nant van. 

.· ~ 



k~,c.-, 

L (_-i)h ~h•.tto) <fh • ._lA-} ➔o 
bu 
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Omdat de continue periodieke functie p2 (x) niet identiek nul is, be
vat het interval O ~ :,c~ 1 een deelinterval waarin :p2 (x) steeds ongelijk 
nul is. In dat interval heeft de functie p3 (x), die door integratie uit . 

pl (x),, ontstaat, hoogstens een nulpunt, heeft p4 (x) hoogstens twee nul

punten enz. Bet interval O~ x~ 1 bevat dus zeker een punt~ met 

· }k~)+ o ·) ~?.t~) +,o·) .• ..•..• _; ~[JJ f ·o 

Ik kies nu a. ~ CW\+ i)- , waarin· bet natuu.rl:i..jke get-al m onbegrensd 
a.angroei t ! Volgens het bovenetaande is dan voor r = 1, ••• , lt - 1 

k-,z..-1 
L._ t~,)h ·;._h~t(y) lf'h~1.- ( rm t&} ~o 
h-=o 

voor m ...,,..c,o 

De keuze r = k-1 levert 

-r = k-2 geef't 

enz. Efn ten slotte r;1 levert 

~k(JJ tf,{tn1-tJJ--. o , dus 

. In verb'3,nc1 met (14) vinden we due voor' r=1, ••• k-1 
s 
\ ·. l~l a\ . fu l<r (trt1. +-Al)~() . ' ~ rrt\ ➔ 0() • ' 

. ,(16) . ' 

~>.-Z. 
. · · Bij onbee;rensd a.angroeiende ~ ku.nnen we· steeds een onbeg:rensd aan-: 

lsroeiend getal m Vind.en met 

. "I!\' 
'•·· ii,~ .. 

'N\i-~ ~.X <. tint-~ +I 



(17} 

,. Gegevcn dat (11), cl1e gelijk is a.ah 
k 

. [ (-,l f-h+,J!il 1h (~j 
i, ;:o . . 

bij onbegronsd aangro~iende x tot eeh oihdige liiniet J· · ne.<!brt, · F~riiule 
(17) leort ons, da.t-· elk der term.en mot -h=1 j2J • •. ;k to~ nul ttadort, · ~odat · 

do ?vorblijvend-~ terfn p~ (:t) f O (x) evenee.t1e. tot .t · nadert i De cont i~uo 
functie p1 {x),. die bij integratie vah o na~r 1_nul oplevort 1 is tusscn 
O en 1 ergens ·nu.l ~ Wig kuhnen · dus x zo o~b~g:tensd 1e.ten aangroeien J dat-
p1 (x) steeds nul is~ Daaruit •olgt f * o.- . 

Na deze hulpstellihg is bet vrij gcmakkeli.jk om te lateh zien~ clat_ 
(9) bij gegevcn functies p, (x) en g(x) en bij gcget"en ei._ ohd\ibbclz1nn1g 

bepaald is. Voo:r~er'st :merkcn we op, dat do bij· de dofin1tio van do di

v0rgcnte iiltcgraal J"° ft,,b'lt.J- \ftJ i ¥ 
~ ' . 

genoomdc voorwaarde~ blijv~n golden, ala b door eon gtotor gctal e wor4t 
. vorvangc:::n. Bij die vetvanging wordt uitdrukking (9) -vcrmb~rd,?rd m~t. 

~- f' fi.,oo 1l:llil>< "'t_ k' H"'-I { t,-1, •i ltJ 1 ~ ~J 
(18) i -.=t lt10.- . ' •. . ' .itri t. . 

I . -~i,.~lL-) 1 "l.t.} 1 -f, L-il),. l h,,16") t,.) {?t} h "'/;J 

\ 

zoals uit particle irrtcgratic 'blijkt. Uitdrukking (9) ii.:J t1\UI onaflla.nke ... 
lijk van de keuze van b, 
· Nu gaa.n vre na; wat er gebeurtj indieh we b hi.ct vcranlioi-f~ilt maa:r i.p. v." 

, de splitsing g{u.) ::: g 1 (ti) + ••• + g.(u) mot de getalleri k, t d, ,kl'ffl. de:t(1]J:de 

of .eon andore .aplitsing g(x) = 1,t1 (x), + ••• +XII\, (x) mot dezelfdo of andore . 
getall~n k1 , ••• ,k~ gebruiken. Dan wordt uitdru.kk~.ng (9) vormeorderd m~t 

• f:t (-,/'-' h.J.1JX~1ltJ-f. f' H)b-i h+Jl,J 1~£.tj . 
(19) -Y•t b::(> , f-•' \,,r.,, 

. . . - . 

" · , ~ · (~} · .• , k { . {kp) . -
t f. {-t 1 ·1 ?"11.,., l'Y x ~ tx}h j,t~ :I' i li-1.,,. .,11<) tr (id b 

'' ' ' 

, W$,.~?fJt~n bewi.;jzen,. dat qeze toe~atne nu.l is~t <. . ... ·· 
.... , .• ··• P~ss9.n .·vt~··.,(18), tw~e. mae.l .te>e,. ~0r~t· iil de :oo:rsp:ronl.telijko.···vox,ri.;~'V~¥;;,i 
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tcgralon naderon dan tot nul. Volgcns do voorgaando hulpstclling, toe
gepast met So:-'l\tA'I'\ is gcnoomdo limiot nul, waarmco hot bewijs geleverd 
is. Tevens is hiermee bewczen: Convorgecrt 

J tAx} il~1 tl=>t 
Cl\. 

dan is zijn waarde golijk aan (9), want men kan in uitdrukking (9), zon-
' dor dat haar waarde VGrandert, m = 1 on k1 ::: O kiezen, 

Voor het nieuwe integraalbogrip gelden regels, analoog aan die Yrnlke 
golden voor het gmvone integraalb-egrip, b 41 V. 

1b, Bestaan de integralen 
M QI) 

j fL:41l:i.}~:x.. Q/h f },U'.)K~}Jx 
"'- 0-

dan bestaat ook de integraal 
cP 

J }il'.X} { ilxJ + X l~) dJ: 
f}. 

en laa-tstgenoemde integraal is de som van de beiAe a.ndere\\. 
2°, Bestaa,t de integraal • r ;,,.t"l it:Mx , 
en is b >a, dan bestaat ook de hrte:graal., 

lb,\ f1l:t) ,~, ~ 
\, . t 

en deze laatste int€graal is gelijk a.an -d~ ae.rst:.e, vermir.t4erd me 

Voorbeeld: 
00 

t j 1-,(:tJ \ll-J & X 
~ 

Voor o <<J< 1 en 

(20} 1 f, { :x) 
A•I 

JC ~/;c -:::: 

t 

A -,,illekeurig complex, is 

~{-11) rA+, S'J 
+ ,,i j..,._ I 2.-1. 

e,oor A = O wo:rdt rechts de limiet - J- 1
( o) - d + -{ log f pedo$ld en voor 

l = -1 wordt rechts de limiet 1 - c - log J" - :l:' bedpeld. 
Het rechterli4 is in het gehele A •Vlak analy-tisch .. Het linkerlid 

ook. Dit laatste ie evident vpor. .A <-1 , volgt dan voor ft <o uit 
0(1 

f jo,{x.) ;t··l-ttt;J(,, ·~ 

d" . . 

CG 

~ f>,_( tfJ crl- ,_ t;) - ,)j Pi.l x) u l .. "dx ·' 
a 

enz. Het is ens V<>ldo.ende de gevl"aa.gtie he·trekking 
'le bewijzen. Men hee.:f't da.n 

I xJ(:lx f JJ¢QR(;)xJ-1t:lx 
I I 


