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§mnmatle van Eulem

§ 33& methade der divergente enkelvoudlge integralen.

Indlen o> O en {5& O vaste getellen voorstellen, is de som
o

Vwaarm'sna% s Voor «grote positieve waarden van w in eerste benaaering, :
gelijk azn : '

o% o »5:34 soi P:
j x® g da =24 T[ ;(-'} ey
&

Biepergaarzd onderzoek leert, zoals we hieronder zullen zien, dat wvoor
grote positieve w de som gelijk is aan de genoemde integraal vermeer-

- derd meu een asymptotische reeks in 3'53 dvg

o
£m fr!
(1) Z'ﬁﬁ w«~ (E.f) " *Z_ckw
W:L;} kunnen dl’b resultaat aflelden door dlrec'be toepassing van de som-
‘ matlefamule ven Enler, maar het beW13s wordt dan ingewikkeld en de voor
de- eanstanten €|, gevonden uitdrukkingen zeer gecompllceerd De mOEill:}k-—
~ heid zit hem &aarm dat, tengevolge van de factor :::F’ y de h- de af~
gelelde ven :xé £ voor h —>ee niet asympto'b:aach tot nul
~ nadert, bﬁha}.ve in het speciale geval, dat p geheel is.
Volgena de eerste grondformule van § 1 kwinen we schrlgven
F E,ﬁ ! y . -vH .
{23 Z_ “"r({s ) ’Pf.ac)%@)l[x
; st : L
indien vear {_’, = Q het rechterlm met : veminderd wordt hierin iiﬁ
(3) “ «-&x"‘ . L

@ Q,nzwm@lmwe g(x) mar ovlmmsnde. mach"a.en van £ == s
o e.ah e -hf | |
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en scmeren‘ We fﬂx‘mael, dan vmdan we G
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Algemeen zullen we een betekenis %oekennen aan elke integraal van de

gedaante o

(9
waarin de functies p,(x) en g(x) aan de volgende voorwaarden voldoen'

1. De functie p,{x) is een Riemann~integreerbare functie met de pe-
riode 1 met de eigenschap

J t":(x) Al =0

2. Exr bestazt een getal b > a, Waarvoor de integraal

| | J i) g0y dec
sonvergeert,

3 Vaorixét;is g{x) te schrijven als een som van een eindig aantgl
functies g(x) = g, (x) +...+,g§$x) en er bestaan evenveel gehele getallen
k}L»;g 0 zodanig dat g,(x) voor x2b een k, -de sfgeleide bezit, die voor
x—>ea tot nul nadert en van b naar e absoluut integreerbasr is,

len deze voorwaarden vervuld, dan kennen we als volgt een betekenis
aan (6) toe. ‘ ‘

'Y Wordt voor hz2

M k- J b ,wu +0,
gesteld, waarin ¢ zo gekozen wordt dat .
(8) j 9 da <o

18, dan zijn de functies p, (x), pl(X),..., zoals we in § 1 gezien hebben$
perlodleh met periode 1, dus begrenéd. W13 geven nu. aan (6) de waarde e

(9) b m
| } :w@@}ixi‘.}_(‘o )Mu +Z.(fi) Jh (x) %ﬁ (x}dx

Elke in de laatste term voorkomende integraal convergeert omdat van de :
integran& de eerste factor begrensd de tweede absoluut integreerbaar is.
 Deze uitdrukking Xomt nlet zo maar uit de lucht vallen, want indien =

: de 1ntegraa1 ‘ | i ' ; 5

j %@a%mdx -L *ZJ ‘[L,Lx; %Ju{ﬁl)dz

 aonvargeert en de laatste integraal k maal partieel geintegreerd wnrdt.‘g
;;dan krijgt ‘men uitdrukking (9), tenminste als men de bzsdragen van het :
{fcneindige weglaat.,,;;f}w , S

s Deor b 'bc;t a te l/aten naderen, 'vmdt men dat il
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sangenomen dat deze m 1ntegralen convergeren,
| Bovenstaande definitie is alleen geoorloofd, indien bewezen wordtb:
. Uitdrukking (9) is bij gegeven a en bij gegeven functies P, (0) en
g(u) ondubbelzinnig bepaald, dus onafhankelijk van b, onarhankelijk van
de manier, waarop g(x) voor x2%b gesplitst wordt en ook onafhankellgk van
de keuze der getallen k, ,..., X
2. Indien de integraal (6) convergeert dan is zijn waarde gellak aan
(9).
Voor het bewijs van deze twee beweringen heb ik de volgende hulpstel-
ling nodig, < ‘
- glemma: Zij g (x) (G = 1,...,8) voor voldoend grote bestaanbare x min-
'4"Etens ks meal differentieervaar (k.2 0), zodanig dat bij oﬁhegrensd apn-
 ‘groeiende % de k ~de afgelelde van gaix) tot nul en |

11) 2{; 3

) v&;%éi £d Phe ﬁ“’%c"@q |

tot een eiﬂdige limiet nadert, Hierin stellen pz(x),,.ypkr+rl(x) perio~

dieke functies met de eigenschappen (7) en (8& voor, | el
~ Dan is de genoemde limiet mul, ‘
e Voor het bewijs duid ik met k het grootste der getallen k,,...ks aan,
E g:De bewering is evident, als pl(x) identiek nul is, want dan zijn alle wf :
 functies p, (x) voor hz2 eveneens identiek nul. Ik zal nu verder veronder-
'fxstellen, dat p,(x) niet identiek nul is, Tevens zal ik’ k> 1 veronderstel~
‘l;en omdat anders de gom (11) leeg, dus nul 18,'en de bewering derhalve :
~ evident 15.‘ , ] : L e
e Zig &8 een verander113k getal dat onbegrensd aangroalt Omdat de grnde
- afgeleiée van gc.(x) YOOT X ~» 00 4ot nul nadert, ken men aan elk
x; dezer getallen a een natuurllak getal t toevoegen, dat met a anbegrensd
aangroemm zodanlg dat e g et

e

f Qme ‘ ?¢ (@” (GZ,L )_j,
aszsai&4¢ e , ' e el e o

ffBi3 onbegrensd aangroe;enﬁe a geldt dan voor iedere x in dit interval
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eoke witdr, (14) L
Omdat het lmkerlld(’b'egrensd is, is dat ook het geval met

. -
b8 < ZZ 1) m.lmi Ry "’ d’”}u

G" -g . "vl

Men heeft
: ks

@ geal

K223

Hierin is

a\;k%“l

c, s——--z; I~ fmhﬂ(xj ‘f’hm

waarin Zi_ (hen)
*
4l =
(14) Pred s 3o U.

' - ; keSher

Kiest men nu voor x de getallen a +at[m=sy ... k-1 , dan is we~
gens de periodiciteit {»Ma(m)é{%ﬂ(q ' ‘

zodat
r Yn-y

(15) : 3 z{ Z (..,) 'M‘*,'m thm.{"}
S i

o

- onafhankeln,;}k van x is,

~ Formule (13) levert voor elk der k genoemde waarden van X een lz.neau'e
betrekking tussen de k getallen CopeeesCi, + Deze k relaties 1everen

en sy‘steem wearven de determxnant: gellgk is aan de de'berminant van

an der Monde ‘ o

4 e A

0 1t 2 ... ket |
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“.‘v;f,Me‘s behulp van deze} be’brekkmgen kunnen wa derhalve de k ge‘ballen ‘c,; ,
1['}‘?13.nea.1r in de X getallen q{ﬁ*m‘ a.} uitdrukkem me'b coefflcism\
fﬂie ul‘ssluitend van r *exz n afhangen. dea‘!; de *getallen ‘;ff; o
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Omdat de continue periodieke functie pz(x) niet identiek nul is, be-
vat het interval 0¢ x¢ 1 een deelinterval waarin pz(x) steeds ongelijk
nul is, In det interval heeft de functie p, (%), die door integratie uit .
px(x) ontstaat, hoogstens één nulpunt, heeft p‘;(x) hoogstens twee nul-
punten enz, Het interval Os x¢ 1 bevet dus zeker een punt@' met

1’—1(6)-# o 113(«9} #o} ........ ; ‘tbk(&?) /é.o

Tk kies nu a‘““*& , waarin het natuurlijke getal m onbegrensd '
asangroeit, Volgens het bovenstaande is dan voor r = 1,,.., kK -~ 1
| ke o | | | .
Z_ ) 'M,*i@') (Fk’_,b("ﬂ}f&) —0 ,, ‘Vo.f)r m +> o0

=0

De keuze r = k=1 l.evert

hm@)q’k-,{‘m*m“’o |  Qus ., {m*«?j‘»o;
'r = k-2 geeft |

{\S@})ka—:.[m?&) — O | dus C{?k-n{’m*“}) ~0 ‘

enz, Efn ten slotte i'=1 1eVert'

ﬁk(}g) Cf;(fm-r&} -~ 0 s dus Cf, ém* f\?} - D
- In verbznd met (14) vinden we dus voor r=1,...k-1
i | Z ‘}f}[«n\v&) -0 ! «i»w -
| k,_wz, |

Bij onbegrensd aangroeiende x kunnen We steeds een onbegrensd aan~
&roelend getal m vinden met :

%1—& $a'. < fm?l?fl ’

iAangezien formule (12) dan me’c a= mw&‘ geldt, vinden we voor . g
h“o 1'50.}‘- . E E g e : .

Z’ %v("‘»)’ Z L:‘?‘) 2__. &M(‘“‘y*'&)\f’{f@p

k,.ﬁ» L >B+fp, i

'De eerste term in deze ultdrukklng nadert dus Wegens (16) to’s rml en &am
‘?:;"‘:'eerste ’cerm is f(ft,(&) 3 dus e e :




(17) (?h(&) -0 : ' (H=142, veik)s

Gegevcn dat (14), dle gcllgk is aah

Z e Prnld ¢

bij oﬁbegrcnsd aangroelende x tot eeh Olhdlge limiet f nadérts Formule
{17) lecrt ons, dat elk der termon met h=1324.003% ¥ot nul nadert, zodat
de ovcrbllavende tert pﬁ(x)cy (x) eveneshs tot 4 nadert; De continue
functie p, (x) die bij integratie vah 0 hear 1 nul QpleVGrt; is tussen
0 en 1 ergens nul‘ Wij kuhnen dus x =0 onbbgtensd iaten eangvoeien; dat
v, (x) steeds nul is, Daaruit volgt {-

Na deze hulpstellihg is het vrij gemakkcllgk om %e lateh zien, dat
(9) bij gegeven functies p,{x) en g(x) en bij gogeven &6 ondubbelzinnig
bepeald is, Vooréeréf merken we op, dat de bij de definitie ven de di-
vergente integraal J fL@Q %@0 iy

gsnocmde voorwaarden blleen gelden, als b door ech groter getal ¢ wordt
vervangen., Bij die Vervanglng wordt uxtdrukkxng (9) vermeerdcrd met

®
o [bogie S 3 (b4t
f‘kiu’) %har'ﬁ Z(f)k’u} h .,,éais @L}Mz <0

zaals uit particle integratxc bll;kt Ultdrukking (9) ik aub nnafhanke»
~ 1ijk ven de keuze van b

Nu gzen we na, wat er gebeurt) indleh we b nzct VCranﬁeren, mear i.p.v.
de splitsing g(u) = g, (W) +...+ gw(n) met de getallen k,yi14sk,, dozeltde
of ecn andcre splitsing g(x) = 2 (x) +...+X, (x) mct dezclfde of andere
;,fgetallen k, y...,k, gebruiken. Dan wordt uitdrukking (9) vcrmcerderd met

¢ ke
'k | b~ “
o (EF o udy-E o e 0
(ag)) b _ o Ml bes g
{ZH) J &»& o JX, mu Z(.,; “H‘ H(x) @Mi

};:-J

“ ‘19 moeten bewijzen, dat deze toename nul is, , e

o Pas¢cn Wwe (18) twee ‘maal toe, ecrst in de aorspronkellgke vorm en vcr-g'
‘;f"fi‘volgans voor dc nieuwe in plasts van de oudc splitsing, dan vinden we
~ door aftrokkzng dat uitdrukking (19) niet verandert, als desrin b door o ‘
ff_wbrat vcrvangen. De uitdrukklng (19) is dus gelljk aan. de limiet dle we o
Tkarijgpn.&OGT b onbegrensd te latcn aapg;ggiggﬁiﬂﬁ ;@ ﬁ%?) gpﬁrkomcnd@ ln"ﬂf
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tegrelen nadercn dan tot nul. Volgens de voorgaande hulpstelling, toe-
gepast met S=mtm  ig genoemde limiet nul, waarmee het bewijs geleverd
is, Tevens is hiermee bewczen: Convergeert

Jwitx{oz} %Mo\x
dan is zijn waarde gelijk aan (9), want men kan in uitdrukking (9), zon-

dcr dat haar waarde verandert, m = 1 en k, = O kiezen,

Yoor het nieuwe integraalbcgrip gelden regels, analcog aan die welke
gclden voor het gewone integraalbegrip, b.v,
19, Bestaan de integralen

1 glod d 00 X o) o
Lttx %ﬂ_:ﬂ x- %LTL )7(.(9[) X
dan bestaat ook de integraal
b i
IRCIRCR LS

en laatstgencemde integraal is de som van de beide anderep.
20 Bestaat de integraal

¢ | Jn hoia) 4(x)dx

en is b>a dan bestaat ook de Yrtegraal

J, b i

en deze laatste%m’segraal is gelijk aan de asgrste, verminderd met
j )Pq@‘) Q((l) dx
Qa

Voorbeeld: Voor 0 <d< 1 en A willekeurig complex, is

o > 2(-2) &Wn‘ &A
20 ol = _ B M

!
@cor ) = 0 wordt rechts de limiet -} (o) - & + < log § bedoeld en voor
A = -1 wordt rechts de limiet 1 - ¢ - log J - 1-’2, bedoeld., |
Het rechterlid is in het gehele A -vlak analytisch, Het linkerlid

ook, Di% laatste is evident voor A<-/ , volgt dan voor A<o uit
[ o]

[ ) x w2 —ptE) 8 ‘—zA—:)_[/oztx) 2
d

enz, Het is ons voldoende de gevrasgde betrekking in het halfvlek RX ¢
te beww;;zen. Men heeft dan ;

SO

Z: e 13 Ix)dx + Aj /9(9‘) x'dx

w=t



