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I• _T.9_e.P?.1?,s.ip.g_ d_e_r _p;r_oj_e_c.t_i~v~e-~~-?.. 
1. Het Euclidische vlak wordt uitgebre1d tot het projectieve vlak, 

door de volgende oneigenlijke elementen toe te voegen: 
a) aan de verzameling van alle lijnen, evenwijdig aan een gegeven 
lijn, een oneigenlijk punt, dat op die lijnen, en op geen andere 
ligt; 
b) :i.an de verzamoling van alle vla.kken, evenwijdig aan een gegevl;3n 
vlak, een oneigenlijke lijn, die in die vlakken en in geen antler 
vlak ligt, terwijl zij de oneigenlijke punten van alle in die vla.k­
kon gelegen lijnen, en goen ande1·e beve .. t? 

c) een onoigenlijk vlak, dat alle oneigonlijke punten on lijnen en 
slochts deze bcvat. 
Do volgonde eigenschappon gelden nu zonder uitzondering: 
oe') Twee verschillende punten bopalcn 66n en slechts eon lijn, die 
ze boido bevat. 
(3) Twoe verschillonde vlakkon hcbbon 66n on slechts e6n lijn go­
moon. 
d,,.) Een vlak en e:on lijn, die niet in dat vlak ligt 9 hobben eon en 
slochts 66n punt gemeon. 

( .. . 

6) Two.:; vorschillende lijnen in oen vlak hobben 66n on slcchts 
66n punt gomcon. 
£.) Drio punton, niet op 60n rcchto lijn gcleEcn, bepalon e6n en 
s chts 66n vlak, dat ze bcvat. 

2., Door contralo projectio gaat de onoigonlijke rochto van oen vlak 
O( over in 00n gowone rochto. Omgekoord kan men door goschikte. kouzo 
van projcctiocontrum on te..foreel -C iodore rochte v2.n o<. in de on~i­
genlijko rcchte van --C overvooron. 

3. :qo ste]J.in.1t._van Desarguos .. 
a) Zijn twee driohoekon ABC en A'B'C' zo in 0cn vlak golegen, dat 
AA', BB' on CC I door eon punt gaan, torwijl AB//A 'B I on AC//A 'C ', 
dan is ook BC//B'C' 
Het bcwijs is zcor oenvoudig mot ovenrodigheid van lijnstukken. 



b) Zijn twoo driohookon ABC on A 1B'C' zo in ocn vlak golegon, dat 
AA', BB' en CC' door con punt gaan, on zijn P, Q on R do snijpunten 
van BC mot B 1C ', van AC mot A •c I on van AB mot A 1B 1 , dan liggcn 
P, ~ on R op con rechto lijn. 
J3.9_w1j§.•_ Projoctoor de figuur zo op con andcr vlak, da t PQ in de on­
oigonlijko rechto ovorgaet; pas a) toe on projoctoor torug. 
c) Door con andero rcchto in do oncigonlijko rochto to projcctoron, 
lcidt men uit b andoro bijzondoro gevallen af. 
d) Do figuur van b) vormt con configuratio (103), die opgovnt kan 
wordon, als do doorsncde van ecn vollcdigo ruimtolijk0 vijfhock mot 
con plat vlnk. Eioruit volct, dat do configur.atio in zichzelf over­
gaat door 00n eroep~ dio isomorf is m0t de symmotrischo groop van 
5 olomonton. 

4. ,P_o_s_t_o,J.]._ing Vc~n P~21QS_._ 

&) Liggon op 1 do punton A, B, Con op m do punton A', B', C', zo­
dat AB 1//A'B on AC 1//A'C, dan is ook BC'//B'Ca 
~!:)wijs_. Is 1//m, dan is hot bcwijs zoor ocnvoudig. Snijdon 1 on m 

~ 

clkaar ins, dan volgt uit &\:SB= SB': SA.' en SA.:SC = SC 1 :Sl., dat 
SA.SA' = SB.SB' = SC.SC', dus SB:SC = SC I z SB' o 

b) Door projoctoron leidt men uit a) af: 
Liggon do hookpunton van con onkolvoudigo zcshook bourtolings op 
twee rochto lijnon 1 en m, dan liggon do snijpunton van ovorstaandc 
zijdcn op con rochte lijn. 
o) Evonals ender 3c) worden andoro bijzondero gevallen behandeld. 
d) De Pappusfiguur vormt een configurant& (93), die invariant is 
tcgenover een groep van 108 porr.utaties. 
e) Do stelling van Pappus is identiok met haar du.ale stelling: 
Guan do zijden van een enkelvoudige zeshook beurtolings door twoe 
punten Pen Q, dan gaan de verbindingslijnen van ovo~staande. hoek 
punton door een punt R. 

5. De centralo collineatie. , a --- .. -- • .,,,o; ___ ......,.. ______ ....,.:;..;..,:. 

a) Projccteert men do punten van eon vlak ~ uit twee contra o1 en 
02 op vlak -c, dan bestaat tusson de projecties P1 on P2 van Peen 
betrekking met de volgonde eigenschappen: 
I) zij is eon - eenduidig; 
II) zij voort rechto lijnon in rochto lijnen over; 
III) verbindingslijnen van overoonkomstige punten gaan door eon vast 
punt O ( snijpunt van o1 o2 mot 'C ) ; 

IV) snijpunton van overeenkomstige lijnen liggon op con vaste lijn 
d (snijlijn van o< met t). 

Een bctrekking met deze vier eigenschappcn hoet ccntrale collino~tia, 



b) .$_tei_1_ip_g_._ Er is con en slcchts een centrale collinE-atie met ge­
govon Oen d, die A1 in A2 overvoert ( A1 en A2 buiton O on d) , 
mits A1A2 door O gnat. 
J?_o_wi_j_s.~. Men construeert do betrokking, door een vlak CJ.. door d te 
brengen en o1 willekeurig te kiezen. o1A1 snijdt 0< in A; A2A snijdt 
001 in o2 • 

De betrekking is eenduidig bepaald~ omdat met de eigenschappen 
I/-IV/ het toegevoegde punt B2 v~n ieder punt B1 geconstrueerd kan 
worden. 
c) _In ple.ij ts van toegevoegde pun ten A 1 , A2 kan men ook toegevoegde 
lijnen ~,, 12 geven. In het bijzonder is e~9 ~entrale collineatie, 
die de oneigenlijke rechte w1 overvoert in een lijn w2//d, of omge­
keerd een lijn v1//d in de oneigenlijke rechte v2 • 
d) De bewijzen van 3b/ en 4b/ kunnen dus in plaats van door pro­
jecteren ook met behulp van een centrale collineatie uitgevoerd 
worden. Dit geeft de mogelijkheid, de methode tot de ruimte uit te 
breiden. 
e) Neerslaan van een vlak ~in--C: komt neer op projecte~en uit het 
oneigenlijke punt o2 _L·een bissectrixvlak van 0( en --C • Tussen de 
projectie en de neergeslagen figuur bestaat dus een centrale colli­
neatie. Bij parallelprojectie (Ci oneigenlijk) wordt O oneigenlijk. 
De betrckking is dan een axiale affinite.i~. Ook tussen de beide pro­
jectios bij de methode van Monge bostaat oen axiale affiniteit. 

6 ~ Do_J.1l.JF!!tE?.l.:!-...jK~--C?.&_ntralo collino..9tie ~ 
a) De dofinitie is als 5,I-IV; slechts moet de as d door eon vast 
vlak S vervangen worden. 
b) {3_t_eJ]..i~•- Er is een en slechts een centrale collinea tie met gege ... 
ven O en 6 j die A1 in A2 overvoort ( A.1 en A2 bui ten O en ~ ) , mi ts 
A1A2 door O gaat. o 



Bewijs. In ieder vlak door OA 1A2 construeert men een centrale col­
linea+,ie volgens 5b), Laat B1c1 een lijn zijn, die OA niet snijdt, 
B1 -➔ B2 , c1 ~ c2 • A1B1 snijdt A2B2 in R; A1c1 snijdt f½C 2 in Q; 

B1c1 en B2c2 gaan door het snijpunt P van BC en QR. De lijn B1c1 
voldoet dus aan II en IV. 

De centrale collinf _a:•·.ie in vlak OAB gaa t nu door projecteren 

uit P over in die in vlak OAC. De verkregen betrekking is dus ook op 
OA eenduidig. Wij hebben nu een betrekking geconstrueerd, die aan 
I-IV voldoet. Dat zij de enig mogolijke is, blijkt als onder 5b). 

7o a) Stellingc Zijn drie lijnen a 1 , a2 , a3 evenwijdig aan vlak f en 
worden zij gesneden door do lijnen b1 , b2//cx, dan zal iedere lijn 
b3JJ d.., dio a 1 en a2 snijdt, ook a3 snijden. 
,!iewijs. 

,a;i,. 
a3 

g~ 
~ 

3 

J..--

~d, 
------------­·----

a, 

B'3 
7?,. 
p 

If 

Het snijpunt van a1 met bk no0men wij Pik' Projecteer a2 , a39 b2 , 
b3 in de richting van a1 op()(; de projectie van a1 is ci, die van 

bi is di; die van Pik is Qik• d3 snijdt ?3 in R; R is de projectie 

van Sop a3• P32 Q32 : SR= P31 Q32 : P31 R = p21 Q22: p21 Q32= 
p22 Q22 : P23 Q23 'dus SR= P23 Q23• 
S ligt dus in het vlak door P 13;; N.. en in he t vlak door b3 en a1 , 
dus op b3 • 
b) ,Ste=!,linge Worden 
in een vlak liggen, 
iodere lijn b4, die 
16-puntenstelling. 

vier lijnen a0 j a1 ~ a2 , a3 , waarvan geen twee 
gesnoden door drie lijnon b0 ~ b1 , b2 , dan zal 
a 0 , a 1 , a2 snijdtj ook a3 snijden. 

ll§wij s.,. Door een centrale collineatie, die het vlak door a0 en b0 , 

in hot oneigenlijke vlak overvoert, brengen wij dezo stelling terug 
tot a), waar a0 do oneigenlijke rechte van e>< en b0 de oneigenlijke 
rechte van pis, 
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c) De 16-ptU'ltenstelling staa t r..auw verba.nd met de stelling van 

Papnus. Van zeshoek P13P12P32P31 r21 P23 , gevormd door de lijnen 
a 1 , b2 , a3 , , a2 , bJ,snijden e twee overstaande zijden elkaar, 

de verbindingslijnen V8.n ove:".'staande hoekpunton snijden elkaar 
a3,n twee; deze lijnen niet in eon vlnk liggcn, ga:in zij 

door eon ptU1t Q. Projecteort men de zoshook uit P00 op oen vlnk -r, 
gt'an do project1es van a 1 , a2 , a3 door hot snijpunt vun b0 met 

, die van b 1 , b2 , b3 door hct snijpunt van a 0 met r.. Men vindt 
dus de figuur vm 4e). Do 16-plLDtcnstelling en de stolling van 
Pappus kur..non zo uit olkaar lcid wordon. 

8. Involutio;;;., 

a) .§_tg]..ling. W2nncer van two: vollcdigo viorhoekon A1 B1 c1 D1 en 

A2 B2 c2 D2 vijf p~.ar ovcr0onkomstigo zijdcn ovenwijdig lopcn, da.n 
loopt ook hot zcsdo paar cvonwijdig. Hot bcwijs gaat zeer oonvou­
dig mot golijkvormighoid van drichockcn. 
b) _$tolling. Wrmnoer vnn twee vollodige vierhooken A 1 B1 c1 D1 en 
A2 B2 c2 D2 vijf pnar overeenkomstigo zijden elkaar snijden op een 
lijn 1, dan ligt ook het snijpunt dor zijden van hot zesde paar op 
1. 
Dit volgt onmiddellijk uit a) door projectie of door toepassing 
vc,n oon centrale collinea tie• 
c) Snijden de paron ovorstaande zijden 1 in P1 , P2; Q1 , Q2, R1 , R2, 
dan zcggen wij, dat ( P1P2 ; Q1Q2 ; R1R2 ) ecn vierhooksdoorsnijding 

is. Elk der z0s punton is door do vijf overigo eenduidig bopaald. 
d) Stalling_._ Zijn ( P1P2 ; Q1Q2 ; R1R2 ) en ( P1P2 ; Q1Q2 ; 8182 ) vier­
hooksdoorsnijdingon, dan is ook ( P1P2 ; R1R2 ; s1s2 ) een viorhooks­
doorsnijding. 

Bewijs~ [In do figuur is voor 1 de oneigenlijke rochto gonomeno] 
ABCD goeft do eorsto vierhooksdoorsnijding. Trek LE door s1 , EF 
door Q2 ; dan lcvert ABEF rJo tweedeo Trek nu ~G door R2 ; volgens do 

stalling van P,-=>.ppus 9 tocg0p.?.st op BDCGJ!JF, gaa t CG door s2 • ACGE 

geoft dus d0 viorhocksdoorsnijding, 

4~, 
H 

/~ 
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e) Is bovondicn ( P1P2 ; Q1 
is ook ( n1 ; s1s2 ; T1T2) 

f3.c:.Prtling,. De vcrzamolinc 

; T1T2 ) oen vierhocksdoorsnijding, dan 

ccn vinrhocksdoorsnijding. 

Gon ksdoor 
Uit t voorgao.nde: volr_ t mu 

puntonpnron, die mot twoc gcgcvon 

jdj_ng vorrnon, hoot oen ip_v_9Ju_t_i,o_,_ 

,, nuntcnpnron op oon r0cht0 lijn 

be: .lcn con en slochts ,~en invclutio, wr,nrtoo zij brddo bohorcn. 

f) pJ_j_?..Q.J.1do_r _g_cvp.J. 
Noam .:::on dor zijdcn vr'.n do viorhook lr.i.nr:s do oncigonlijko rochte, 

zodat P1 oncigonlijk is. Mon vindt dan: 

P2Q1 X P2Q2 = P2R1 X P2R2. 
P 2 hoet hot £E.l_n_t_r_u_m w1n do involutie, hct constr1nt6 product 

hoct do ~\C_ht. 

i;) Eon involutic gac. t door ccmtrnle projcctio over in eon involutio. 

Dit volgt uit hot foit, d0t oen volledigo viorhock door contrnle 

projcctio in oon vollodigo vicrhook ovorgcat. 
h) Ben stro.loninvolutio kan op 2 manieron ontstaan: 

I. Door do p?-ren van con pu.ntoninvolutio ui t eon punt to projc;cto­

ron. 
II. Door do pe.ron ovcrst.r.r.ndo hockpunton vv.n con vollcdige vierzijde 

mot oon Vt".st punt to vcrbindcn. 

Dut boiclo mothodon op hctzclfd<) nccrkomon 1 blijkt uit do figuur. 



.7 .. 

vollodigo viorzijdo wordt govormd door do zijdon vnn driohook 
ABC c.:n do onui6cnlijko rochto 1. De vorbindingslijnon vc.n D mot do 

ovor hockpuntcn snijdcn op 1 do puntonparcn P1P2 , ·Q1Q2 
on~ uit, diu ook door do vollodigo viorhook ABCD uitrosnodon 

wordon. 

9.. .r.n~ox1.i_s_cp.a__JJ:·rip,t:. 
a) ~.<?.P.:!1-..:!-.r.f..!. Vormon do puntonplron AA, BB, CD con viorhooksdoor-
sni j , d~n zijn on CD rmonischo :rono 
b) ;[oorb.£9ld o Do zijdon on di '.[onnlon van oon parallelogram 

snijdon op 100 hr.rmonischo pr.rcn ui t. 
Door hGt ~~rullologrnm to bo~chouw8n, dnt do middens dor zijdon 

vr.n hot ocrsto parri.llologrr1m als hockpunton hooft, zion wij dat do 

pnrcn vorwissold mogon wordon. 
Do mothodo vc.n Doso.rguos lcvort ons nu: 

8-t:s;:_lJ!n;::i:. Zijn AB on CD hri.rmonischo paron, dan zijn ook CD on AB 

hc~rmonischo pnrcn. 
c) Ui t 8g volgt, da t hnrmonischc pn.ron door projoctio ip hnrmonischo 

paron ovorge.['..n. Men kD.n dus ook van harmonischo stre.lc'1paron spr0-

kon. 

Trokt mon uit hot middolpunt van eon parallelogram lijnon // 

do zijdcn, dan vormon doze on do di~gonalen volccns b) hnrmonischo 
parcn. Door dozo p:-i.ron mot con zijde to snijdon, vinden wij: Het 

midden vt.n AB en hot onc-igonlijko punt vnn AB vormon mot A en B 

hnrmoni..:11.!ho J)<".'c1'"'-u• Di t cooft oon oonvoudigo constructio voor hn.r­
.... 0nischo _piron. 

d) Ui t 80 volrt: allo puntonp::,ron, dio mot A on B hnrmonisch liggon, 

vormon mot AA on BB oon involutio. A on B hcton do dubbolpunton 

vo.n do involutic .. Nict iodoro invo1utio bozi t ( rot;lo) dubbolpunton. 
10. Proj9,g__tiovo mootkunq.o. 

B....9J?..~\lin.£9n. Eon trnnsforID:1. tic, vrm oon plat vlD.k in zichzolf, dio 

door horhaald projoctoron tot st:,nd komt 1 hoot een J?.ro.J.9ctiovo 
trc.nsf orm2. tio. 

Tot do projoctievo mo0tkundo bohoron al die begrippon, die in­

vnriant zijn bij projoctiove tro.nsformatios. Hiertoo behoron: punt, 

rocht0 lijn, incident, involutio, hnrmonischo puntonpo.ron. 

Eon stalling bohoort tot do projectioV8 mootkundo, als or al­
loon projoctiof mootkundigo begrippon in voorkomono 
Voorboold0n: do stollingon vnn Desarguos on P[>,ppus o 



Een projectieve transforrr~ 
laa t, heet een Q:ffie_:riJi. 
gen worden analoog met 
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e, die de oneigenlijke rechte invariant 
tie. Affiene begrippen en stellin­

joctieve gedefinieerd. Affiene begrip-
pen zijn: evenwijdige nen, middens van een lijnstuk, affiene 
stellingen bijv: de dia len van een parallelogram delen elkaar 

middendoor; de zwaar lijnen Vl?.n oen driehoek gaan door een punt. 
Zowel do projectieve als de affiene transformaties vormen een 

groop; de twoede is eon ondergroep van de eerste. 
11. De dubbelverhoudin~ ··- - --··-. -- -·----~,,-~ 

Projcctoer de punten van 1 uit O op l'; de projectie van x00 is X' 
Trek C1 P//1., 

J?.Q .• PP).i.n,g.0 _ Do laatste ui tdrukking is de dubbolverhg]-!_d~p._g ( A 1B 1C 'X 1). 

St_gJ)Jne,. Do dubbolvorhouding is invariant bij projcctie. 
J?~e.wJj_s .J. 

Trek 1 1 1 //OD; dan is (ABCD) = g: :: : : = (A 'B 1C 'D 1 ). 

e' 
0 
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Men ka.n nu ook sprckcn van do d. v. van twee strr\lonpnron ui t een 
waaier. 
De dubbolvcrhouding (ABCD) van do harmonischo parcn AB on CD is 
-1; dit blijkt, door D nt.ar hot onoindigo to projc.ctorcn, 

12. Projoctiove puntcnreoksen on lijnonwaaicrs. 
a) Definitic __ analoog met 10a. 

b) §lo].]J.nE_. •. Er is ocn on slochts ocn projectiovo transfo:rma. tie, 
dio drio gcgovon puntcn van con lijn in drie andoro gogevon punten 
op oon lijn transformoort. 
BoJt!.+1§.t. La.at A, B, C op 1 on A', B' C' op 1 1 g0eovon zijn. 
Wannoer l=l', projectcron wij oorst A', B ', C' ui t s1 op 1' '~ l; 

di t gcoft ll' ', B 1 1 , C' '. Als A #- A' 1 , projectoren wij A 1 1 , B' 1 , C' 1 

uit s2 op AA" op 1 111 :door .ll;dit gecft A'"= A, B'", C"', 
BB' 1 ' snijdt CC 1 ' 1 in s3; door projccteron uit s3 gaat Ar' 1 , B' r ', 
C 1 ' 1 over in A, B, C. 
Do eonduidighcid volgt uit do golijkheid der dubbolvorhoudingen. 
c) Y..99£PP9.~dp..n:_van projcctiovo reckson en waaicrs. 
I. Eon verschuiving van con lijn in zichzelf wordt door twoo pa.ral­
lolprojoctios vorkrogon. 
II. Eon draaiing van ccn lijn om oon van zijn puntcn is eon pa.ral­
lolprojoctio. 
III. Eon vormenigvuldiging van oon lijn t.o~v. oon van zijn punton 
wordt door con parallolprojcctio on ocn contralc p::.•oj0ctio vcrkrogen 
IV. Volgens I, II on III zijn twoo willckcurigo gclijkvormigc reok­
scn projoctiof. 
v. Gongruonto waaiors zijn projoctiof, raar zij door lijnun oven­
wijdig aan ovcroenkomstigo stralen door golijkvorrnige puntonreokson 
gosnodcn worden. 

13. a) Si~J.1.~nE.!. Er is con en sleehts con projectiovc ~ransformatio in 
hot platto vlak, die vier vrij golegcn punten in vier andere vrij 
gelegen punten overvoort. 
Bcwi_j_s~ De transforma.tio 1s door herhaald projecteren te construeren. 
Dat ze eenduidie bepa.ald 1s, blijkt uit het invariant blijven der 
dubbelverhoudingen. 
b)Y.oo_r_b_e_(?_t4.• .. Congruente velden zijn projectief. Een congruente vor­
plaa tsing C induceert op de onoigonlijk0 rochte 1 een projectieve 
trnnsformatie D, die in hot oneigenlijke vlak V door horhaald pro­
jocteron vcrkregen lro.n worden. Door alle daarbij gobruikte lijnen 
in V door vlakken met een vast punt O te verbindon, ontstaat een 
projoctievo transforma.tic in hot gGgovon vlak u, die een g0lijk­
vormighoidstransformatie is. Door zo nodig oen vorschu.iving en oen 
vermenigvuldigingstransformatie too te voegen, wordt do gewonsto 
congruente vorplaatsing verkrogen. 
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c) _§.t.eJ_lJ.nL Er is een en slechts een projectieve transforme. tie t 
die vier gegeven vrij gelegen lijnen in vier ~ndere vrij gelegen 
lijnen overvoert. 
B~~ij~. Pas stelling a) toe op vier der snijpunten van de lijnen. 

14. LP.at P en Q de toppen zijn van twee projectieve wnaiers, zodat aan 
1 door P, l' door Q toegevoegd is. P,~ = a; wij onderstellen a'~ a. 
QP = b 1 • 1\.an c door P is c' door CJ toegevoegd. P1 en Q1 zijn de 
to1Jpen v,:n twee derr .. elijke waaiers, 
-~-i~iJl...&.!. Er is een projectieve transforma.tie, die de waaiers Pen 
Qin tle waaiers P1 en Q1 overvoert, zodat overeenkomstige stralen 
in overeenkomstige stralen overgaa.n. 
J3ewJ_j_s_. Men behoeft slechts aan a 1 , b, c, c I resp. toe te voegen 

a1',b1,c1,c1'• 
In het bijzonder zijn twee projectieve waaiers steeds projectief 
met coneruente waaiers. 

15. De meetkundige pla~ts van snijpunten van overeenkomstige stralen 
in congruente waai0rs is een cirkel. 
gen kromme, die projectief is met een cirkel, heet eer.- kegelsnede. 
Een kegelsnede is dus volgens 14 de meetkundige plaats van de snij­
punten van overeenkomstige stralen in twee projectieve waaiers. 
Twee willekeurige punten van de kegelsnede kunnen als toppen van 
de projectieve waaiers genomen worden. Zijn P er~ Q c1e toppen, dan 
is aan PQ de raaklijn in Q toegevoegd. 

16. a) .~t.!31.lJJlJi• Er is een projectieve transforma.tie, uie een kegel­
sne1e c in een cirkel o' en een gegeven punt P binnen c in het 
mid<lelpunt M' van c' overvoert. 
BewJ ,j s. T:.~ek een middellijn A 'B' in C I en een lijn door P, die c 

in A on B snijdt. De raaklijnen in A en B snijden elkaar in n, die 
in h: En B 1 in D'. PD snijdt c in E, M'D' snijdt c' in E1 • Voeg 
A , B , E, D aan A 1 , B ' , E 1 , D ' toe • 
b) De stalling: iodere lijn door M I is middellijn vn.n de cirkel, 
gaat nu over in; 
~l~in..,g_t Bepa.alt men op icdere lijn door P het harmonisch toege­
voegde van P t.o.v. de snijpuntcn met c, dan vormen deze punten 
oen rechte lijn p ( l?.~~~lJ_j_g van P). 
c) De stalling: een middellijn deelt ei.lle koorden loodrecht op die 
middollijn middendoor, geeft: 
.§.t_~~ling~ Ligt Q buiten c en bepaalt men op iedere lijn door Q, die 
c snijdt, het ha.rmonisch toegevoegde van Q t.o.v. de snijpunten met 
c, dan vormen deze punten een segment RS op een lijn q ( poollijn 
van Q); R en S zijn de raakpunten van de raaklijn ui t Q; 



-11-

d) Pool en poollijn zijn projectieve begrippen. 
e) Stelling. Ligt Q op de poollijn van P, dan ligt Pop de poollijn 
van tlo 
Be~~t.1.~.• Pas de r n ler a) beschrcv$n transforma tie toe. Er zijn 4 ge-: 
vallen, al naar de ligging van Pen Q binnen of buiten c. 
~~~-~iDR.~ Punten, die op &lkanders poollijn t.o.v. c liggen, heten 
pool"t7/:lrwant t.o.v. Co 

17. ~~gi,n,_g_. De paren poolverwante punten op .een lijn 1 vormen een in­
volutie ( .I?.O..QJ.j..liY9lUti~). 
~ewijs. Wanneer 1 de kegelsnede snijdt, volgt dit direct uit de 
definities. Snijdt 1 de kegelsnede niet, dan volgt het uit de stel~ 
ling, dat de puntenparen op de oneigenlijke rechte in loodrechte 
richtingen een involutie vormen ( orthogonale involutie), en dit 
is een gevolg van het feit, dat de hoogtelijnen van een driehoek 
door een punt gaan. 

18, .$.!;..§..:lLi.:t:1.E .... _'1@.,Jl..l?_a_§_Q.a,l. Is een zeshoek in een kegelsnede beschreven, 
dan liggen de snijpunten van overstaande zijden op een t-echte lijn. 
~~Ji;.~j_§~ Dit is een onmidd~llijk.gevolg van de Stelling~ zijn van 
een in een cirkel beschreven zeshoek twee paar ovcrstaande zijden 
evenwijdig, dan is ook het derde paar evenwijdig., 
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b) Dit bewijs geldt alldGn, als de lijn van Pascal de keg0lsnede niet 

snij dt. Een algemecm buwi j s kan men l0veren met dG stalling van Monelaos. 

Snijdt G..;n lijn 1 do zijden BC 1 CA, AB van driehoolc ABC in P, Q 

on R, dan is 

BP ..Q_Q AR 
CP ,. AQ • BR = 1 , 

un om.;elcei_::rd. Voor hot b0wij s trokko men door C ee:n hul:plijn ovenwij dig 

mot 1. 

- c) Laat nu P1 P2 P3 P4 P5 P6 eun zcshouk in e....;n cirlrnl Z1Jn; P 1 P2 , 

P3 P4 0n P5 P6 vormen driehook ABC (P1 P2 langs AB, P3 P4 langs B~, 
J? 5 P6 langs CA). P 1 P 2 snijdt P 4 P 5 in Q1 ; P 3 P 4 snijdt P6 P 1 in Q2 ; 

P5 P6 snijdt P2 P3 in Q3 • M0nolaos, to0gopast op dezo drie transversa­

len, guoft, wanneer men rekoning houdt m0t AP1 x AP2 = AP5 x AP6 , enz., 

, dat 

J 

zodat Q1 , Q2 ?n Q3 ap uan r0ohto lijn liggen. 

d) :Door e,;n projc..ctL.:v0 transformatio br0idt m...;n duzo stelling uit tot 

wil1ok0urige k0g,...:lsned0n. 

o) ::Oo muthodo van Desargu.(_;s voert van dv stulling van ]fonolaos tot d1:: 

projcctiov0 stelling: 

Snij d0n tWG•...: rechtu lijnon 1 on m de zij don BC, CA, AB van drie­

hook .A]C in P1 on P2 , Q1 en Q2 , R1 en R2 , dan is 

(P1 P2Bc)(Q1 Q2CA)(R1 R2AB) = 1. 

9.Een projuctiove transformatie, dio do oneigenlijko rucht0 in zichzelf 

l transform.C,hfft, heut 1.:,on affiGne transformatie. Met bohulp hicrvan dofi­

- nic~rt m8n do affiL:;ne me~tkundu. 

Hiortoc, bchorcn ui t dc.: olomcntairG mo-:;tkundo do hoof dstukken over 

hot parallologram cm de evenrcdighoid van lijnen, on ocm groot deel van 

do thaorie der oppervlakkun. Ook do stellineBn van Monolaos 0n de C6va 

zijn affionG stelling~n. 

O.Joorbc\,.;ld. Do zwaartclijr1Gn van oon driohock gaan door ovn punt. Hierbij 

- buhoort de proj octieve stolling: Snij dt de lijn 1 do zij don BC, CA, AB 

van drioho0k ABC in P,Q 1R on zijn PP 1 met BC, QQ1 mut CA, en RR 1 met 

AB harmonische puntonparen, dan gaan AP 1 , BQ1 en CR 1 door e,Jn punt. 

~fot buhul:p hiervan leidt m1.m gomakkolijk d" stl:;lling van de C6va af ui t 

1lj_u van Munulaos~ 

· 1 .~l) Eon spi,.\gGling in e~n lijn 1 is oun involutorischu contralo collinua­

;:i_c mot 1 als as ".m het oneigonlijko :punt in d0 richting loodrocht op 1 
-\ls ccntrum. Iederu congruL:nto vurplautsing is door cpiog0lingen te 

'.r<..;rkri j gen. 

o) GoGft men de oneigenlijke rochte en daarop de orthogonale involutie, 

Jnn kan men dB groep der verplaatsingen definicron on op grond daarvan 

do d0finiti0 van metrische mo0tkunde geven. 
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c) men do orthogon~lo invcluti~ door 0un willukaurige involu-
tie op c n willuk~urigc; lijn, d~ru mctri □ chc stalling in 

con projucticvt st0lling ovwr. 
21. Voorbuuldun. 

::.) hoogtc;lijnt:r! van ,:,;._;n drL.lhovlc door e,_,n punt. Hi1.:rbij be-

art dv projccti~vc; stvl : ijdt a~ lijn 1 dv zijdan BC, CA, AB 
van driuho0k ABC in P, Q, R ,_,m zijn PP 1 , QQ1 , 1 0n van u,~n invo-

lu tiu op 1, da:n ga::.n AP 1, BQ 1 ..;n 1 door ll.m punt. 

b) Do midd0lloodlijnen v, .n von driohook gaan door ecn punt .. 

'.7-ijn ,\,B,C,l,P,Q,R,P1 ,Q 1 ,R 1 als ondi_;r a), turwijl BC mvt PP2 , CA m . .Jt 

f'2C12 , AB m..:t RR2 harmonischu parvn zijn, dan gaan P1P2 , Q1Q2 vn R1R2 
door ,.::;._;n punt. 

- c) }Jo zwa".rtulijn op dv hypotunusa AB van de reohtho(lkigc driohoek · 

ABC is gc.:lijk aan d0 hulft van du hypotenusa. 

Zijn A1 B,c,P,Q,R als onder a), terwijl AB met RR2 harmonische paren 

zijn, dan gaat AR2 in CR2 over doer de involutonische centrale oolli-

neatio, e Q als centru.m on PR2 als as heeft. 
d) Over d,:: zi j dc::n van e1.;:n pnrc.llelogram zijn golijt. 

Zijn AB, CI\ EJ de, pa:ren oversta,,nde hoekpunton vnn 01,;n volledige 
vierzi j c1, . .c, E_1 oen willi:::kGurig punt op EF, terwijl AD m0t EE2 hnrmoni­

schu paren zijn, ~n vo9rt men do involutorische centralo collineatics 
ui t met E als ci:mtn..Jrn d1 c:i.c:1tc1ro"nvolgens B1 1:,:::1 I\A als as, dan 

gaat J3D OVi;:;;r in CA. 

c) De diagonal,:,n VGYl 0211 ruchtho'--'lc zijn gelijk. Ve.lt in het voorgaan­

do E-1 m,:::;t F samen, uan 'TO crt de: inv-olu torisch8 cuntro.lo collineati e 
I 

nvt E als centr;J_:rr1 en F :~; als as, zowel BD in CA als BA in CD over. 

22 •a) BC::J2..'.:-l 1.11.,;.- I'i:: ~SSt ct~~-ces van GGn hodc vorm0n het lijnGnpaar, da t 
zowcl o.~1 thogon1.:1l is 'lls harmonisch m0t de bvn•·'.m ,,an do hoek. 

b) Door .-n: .. «' e;sling in e,.,;n van de.:: bissectric0s wordo:r: do benen van cen 
ho d~ ·; _; rvsr i s s 0 l d • 

zijce:n va.n e:cm 

bis~,ectrices van de h.01:::;kon vn.n con 1lri(;hoek vormc;n de 

volledigG vierhoek. 

Proj uctieve vorm van d,.;zi:; stclling: Laat de zijd8n van driehoek ABC 

d,_, lijn l snij dvn in P, Q, R. B,/po,al van e0n op 1 goc;\_;von involutie 

h0t SS 1 , dat rmonisch ligt mot PQ en trek CS en CS 1 • Do0 ana-

lo,.e; me:t A ,m B. De z"s verkregen lijnon vormGn dlt zijdon van een 
vol1cdi 

? 3,. 2.) Bo1JJli~U3• Eon kt,;g'-'lsnodo. waarvoor d-.; poolinvoluti e op d0 onvig1,m-

lijk0 recht0 m,;.;t: e:rthogonnlo involuti\.; sa:mdlVtil t, he<..:t e0n cirkol. 

pool van d1.; 0;1.·J.g,;nlijkG rcohto hu,,_,t h0t middJlrmnt van dG cirkel., 

b) St01ling. Twe:e stralen vn.n 0cm cirkel zijn g,;lijk. 

B0·wijs .. Door s:pi~g,.;ling in con vzm de bissectrices van de hoek tussen 
die stralen, gaat de cirkel in zichzelf over en worden de stralen ver­
wisseld. 
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24. Invoering van metrisch.e bc,3-rip)cn. 
a) Om de verhouu:i.ng vo.n twe-~ lijnstu..kken CA en CB tr; bepalen, zoeken 
wij eerst op CB het punt A', zodnt CA= CA'; dit gelukt door spiege-

// 
.,,/ 

/· 

,,..,,,,,. 

·I ·., 

$ . 
.. ')·· 

. ...:---------+--------+-
C A Q 

ling in bissectrix van hoek 
ACB. Zijn nu P,Q,R de oneigen­
lijke punten van BC, CA, AB, 
en s,s 1 die van de bissectri­
ces van hoek ACB, dan is 

CA CA I ( ) ( ) CB= c1fi = A1BCP = S'RQP • 

Hierdoor is een definitie 
van af stand op grand van pro~­
j ectieve begrippen gegeven, 

v,c.e.rbij alleen de oneigenlijke rechte en daarop de orthogonale involu­
tie I gegP.ven verondersteld worden. 
b) Een ande:re methode is de volgende. Is hoek ACB recht en CD _LAB, 

/ 

/ , , 

/ 
,' 

\ 
\ 
i 
I 
\,A ----,---

R~ 

·~,:~' 
() 

zijn Q,Q 1 ,R,R 1 de oneigen­
lijke pnnten van CA, CB, AB, 
CD, dan js 

S 1 n2A = 1l9., BD BD 
~ B1-\ • BC = BA = 

= ( DAJ3R.; ~ (Rt QQ IR) • 

Laat nu van driehoek ABC, P, 
Q,R de oneigenlijke pu.nten 
van BC, Cl., AB zijn en P 1 ,Q', 
R' de a~~raan in I toegevoeg­
ae punt8n, dan is 

CA2 _ sin2B _ (R 1 PP'RL 
CB2 - sin2A - (R 1 QQ 1R) • 

c) StelljJ1__£ van Pythagoras. 
Zie ae voorlaatste figuu.r. 

2 2 
CA 2 = (RI QQ 'R) • CB 2 = ( R' Qt G.R I , 

AB AB 

CA2+nCB2 ~ (R'QQ'R) + 
,\ ,.)('• 

J,'l,.,J.,' 
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II.Niet-Euclidi~che meetkunde. 

25.a) Laat een kegelsnede w gegeven zijn. Onder een verplaatsing verstaan 
wij een projectieve transformatie, die UJ in zichzelf overvoert. Onder 
een spie_geling in een lijn l, versta~n wij de involutorische centrale 
collineatie met l als as en de pool L van 1 t.o.v. vJ als centrum. 
b) Stelling. Iedere spiegeling is een verplaatsing. Iedere verplaat­
sing is een product van spiegelingen. 
Bewijs. Laat Veen verplaatsing zijn, A een punt en VA= B; laten Pen 
Q de snijpunten van AB met W zijn, Zoek het gemeenschappelijka hnrmo-

nische paar CD van AB en PQ, La:.t S de spiegeling in de poollijn c van 

C zijn. SVA = A. Beschouw de lijn 1 door A; zij SVl = m. Bepaal de 
lijn hen k door A, die harmonisch met 1 en men tegelijk poolverwant 
t. o. v. (.Al zijn. Laat s1 de spiegeling in h zijn. s1 SV laat A en l 

invariant. 1 snijdt uJ in E en F. Indian s1sv de punten E en F verwis­
selt, voeren wij nog de spiegeling uit in de lijn door A, die met l 
poolverwant is. Zo vinden wij een verplaatsing w, die ieder punt van 
1 invariant laat. Is s3 de spiegeling in 1, dan is of w, of s3w de 
identiteit. 

26. a) Be,.Blling. Twee lijnen, die door elkanders pool t.o.v. w gaan, 
heten leodrecht. 
Stelling. D&or de spiegeling in een van twee onderling loodrechte 
lijnen gaat de andere in zichzelf over. 
b) Stelling. Bestaan twee paar oversta1nde zijden van een volledige 
vierhoek uit onderling loodrechte lijnen, dan geldt dit oak voor het 
derde paar. Gegeven: AB .J. CD; AC ..1- BJ;). 

Te bewijzen: AD.J. BC. 

Bewijs: Zij a de poollijn 
van A en laat de zijden in 
bovenstaande volgorde a 

snijden in P, P', Q, Q', R, 
R•. De pool van AB is P'; 
De pool van AC is Q'. De 
paren poolverwante punten 
0p a vormen een involutie 
(§ 17), waartoe PP' en QQ· 

K i{' q behoren, dus ook RR 1 ( §8e) ., 

Nu is R1 poolverwant met A en met R, dus R' is de pool van AD. Wij 
hebben nu bewezen, dat de hoogtelijnen van een driehoek door een punt 
gaan. 

27.a) Bepaling. De bissectrices van een hoek worden gedefinieerd als in 
§ 22a, 

b) Stelling, De bisectrices van de hoeken van een driehoek vo.rmen de 
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zijden van een volledige vierhoek. 

De bis~ectrices van hoek A snijcen die van ho E in P,Q,R 1 S •. 
ts hc.;t snijpunt van PQ en· s. Volgens §9 liggen AB en AD harmo­

sch mc1t AP on AQ 1 dus AD val t langs AC. Evenzo val t BD langs BC, dus 

D t in C. Volgens § 26b is QC J... RS, en bovrmc:ien liggen CQ en CR 

harmonisch met CA en CB; 

·---- r\ 

het zijn dus bissectriccs. 
28.a) Laat de lijn AB lu snij­

den in P en Q. Het puntenpaq.1 

f'.:'[N, da t harmonisch ligt zo­

wel mut AB als met PQ, be­
staat ui t de p:ii,.c!,dens van AB. 
Deze definitie wordt gerocht­
vaardigd door de 

Stelling. Door spiegeling in 
ebn mid10lloodlijn van AB 
wordcn do punten A en B ver­
wisseld, 

b) Ste11_ill&• De zes middens 
van de zijden van een drie­

hOC;k: vJrmc·n de hoekpuntGn van eon volledige vierzj j de. ( a.uaal met 27b). 

c) St:~JJ-::.ri.::£. De zes middolloodlijnen van een driehoek vormen do zij den 
van c~e:1 volli2:dige vierhoek. 

Bevlij_2 • Deze zijden zijn de poollijnen van de zes middens der zijden. 
d) L.!..Q)._lj_r._g., De zes zwaarteli jnen van ee:n dri ehoek vormen de zi j aen 

van c8n voll0dige vierhoek. 

pewijs. Laet Pen P 1 de midduns zijn van BC, Q en Q1 , die van AC, R 
en R 1 die van AB. Stal, dat P 1 ,Q 1 ,R 1 op ~en rechto 1 liggen (stalling 
b). })e dri..:::hoeken ABC en PQR lie;gen perspectief (§3), c1us AP, BQ 1::;n 

CR gaan door 0en punt. Evcmzo voor de andere drietallen. 
29. Boperkt men zic~ tot punt~n binncn UJ , dan hebben do verplaatsingen 

de volgende eigenschappen~ 

a) Er is een en slechts 0en verplaatsing, diG een punt A in A', een 

halve lijn b door A in ~en halv0 lijn b' door A1 on eon bepaalde kant 
van bin e0n bepaalde kant van b 1 overvoert. 
b) De gelijkvormigheidstransformaties hebben in de N,E,M geen ant:?J.ogon. 

c) De congruentiestellingen, die direct door ver:plaa tsing bewezen wo1.:­
den, golden ook hier. 

d) In een gelijkbenige driehoek zijn do basishoeken gelijk~ 
30'. 1ij s door spiegoling in de bissectrix. 
e) O:m.kering van d). 

js door spiegeling in de middelloodlijn. 
f) Twee driehoeken, die de drie zijden gelijk hebben, zijn congruent. 

JO.a) Stelling. Een buitenheek van een driehoek is grater dan elke niet­
aanliggende binnenhoek. 
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Bewijs. Zie Euclides I 16. 
Verleng een zwaartelijn met zichzelf, den ontstaan twee congru­

ente driehoeken. 
b) Stelling. Twee driehoeken zijn congruent, ale zij twee zijden, een 
aanliggende en een overstaande hoek gelijk hebben. 
Bcwijs door verplaatsing met behulp van a). 

31.a) Stelling. Is van vierhoek ABCD, LA =LB = 90° en AD = BC ( Saccheri­
vierhoek), dan zijn hoek C en hoek D scherp. 
Bewijs. Voer door een projectieve transformatie t,.J over in een cirkol, 
waarvan CD een middellijn is, AD en CB gaan door de pool P van AB • 

A 

. ,•·' ······· ........... ~ ... __ .. _,_ Ui t de figuur blijkt, dat LC en 

,./...- '·., l D echerp zijn., 
, '·· 

/ \ b) Stelling. De som van de hoeken 

I \) /VI C 

D 

I 
X 

\_p. .:'i / 
··... ~.,,.,,. .. ,. 

... -·· .... ::: .. _. -

F L 

----------~ 1~ 

van van een driehoek is kleiner 
dan 180°. 
Bewijs. Laat Men N de middens 
zijn van AC en BC. Trek de lood­
lijnen AD, BE en CF op MN. LiADM ~ 
~6CFM (ZHH), dus L A2 = L c1• 
Evenzo: L B2 = L c2• Verder is 
AD= CF= BE, dus ABED is een Sac­
cheri-vierhoek. De som der hoeken 
van{j ABC is gelijk aan '- DAB + 
+ L EBA; volgens a) zijn die hoe­
ken scherp. 
c) Stelling. Twee driehoeken, 
de drie hoeken gelijk hebben, 

die 
zijn 

congruent. 
Bewijs. Legt men de 
met een der gelijke 

driehoeken 
hoeken op el-

kaar, dan kunnen de overstaande 
zijden elkaar niet snijden. Zou­
den zij geen punt gemeen hebben, 
dan zou er een vierhoek met hoe­

kensom 360° ontstaan, wat niet kan. Zij vallen dus samen. 
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Oirkels 2 afstandslijnen en grenscirkels. 

Wij bestuderen de meetkundige p s van de spiegelbeelden van A 

de lijnen van een waaier met top M. Er jn drie gevallen. 

a) I\:l is een eigenlijk punt (binnen v) ) • Iii ligt op jke afstanden van 

b) M ligt buiten W • 

alle punten der meetkundi plaats 

--r • Zij ~ de poollijn van M, C een 
punt van ) • De midc7e11ood].ij.n Vl:3.rJ 

gaat door Men load~echt op 
AC, dus ze is de poollijn van Q. 
( QDAC) ::: -1 en ( ) = -1 dus 

gaat door P. en BP doorlopen 
projectieve waaiers, dus o' is een 
kegelsnede. PA snijdt QB in een 
punt F van ; Iil ligt op CF; M is 
ook de pool v2n m ten opzichte van 

o' . De poo jn van I' zo:';el ten 

opzichte van w als ten opzichte 
van~ is MQ. De raaklijn PG is dus 

loodre~ht op MG. 

;:fiul:pstelling. Is in vierhoek ABCD, l A = LB ::: 90° en AD = BC, dan is de 

~iddelloodlij2'!. van AB tevens miadellc..odlijn van CD. 
1;Zij weer m de poollijn van M; alle punten van 1 liggen op dezelfde 

e.fstand van m. 



(Zie figuur Blz. 18) 
In vierhoek ACSR hebben AC en RS dezelfde middelloodlijn MD. Evenals 

·;onder a) blijkt nu, dat o' een kegelsnede is(de twee afstandslijnen 
an weerskanten van m vormen samen 7f' ) en dat de raak.1.j_jn in H aan 

loodrecht staat op de loodlijn HP op m. 
c) M ligt op "t .. Door spiegeling lil de middelloodlijn 

~ / 
,// 

.,-1/: 
/'I ,./" / ' .. / t 

/'..~--- --.~~---- / I 
~ . ·. , \ I 

// // '"-.. \, 
,,,.. / ' '· 

/'/ / "'~ 
----+-------.:1.4, 

fl \ I"' 

~\ )\ / 
' '"-J 
'"- ~- 7>1 

33. Constri.:i.~~::-; f J ~ 
. ------· 

MD gaat A in C en Lin N r;ver, du.s 
LN gaat door O.. 
MN en LN doorlou~~-p~vj~ccieve 

waaiers; eveneens ~Q en AQt dus oak 
MC en AC. Hieruit volgt, dat o een 

kegelsnede is. De :r.e.e.klijn in H is 
loodrec-ht op MH. 
0 heet nu grensc~rkel (horo~ykel) 

) Door een punt A de lijnen evenwijdig aan een lijn l te construeren 
:.(F.Engel). Laat de loodli.jn AJ3 op 1 neer en 

trek AR ..LAB. Een willekeurige 
loodlijn op .AR snijdt AM in Fen 

AN in D. Nu·is (AF.MM')=(ADN•N) = 
=(BCMN)t dus AF=AD::;BC. 
Hie~it volgt _de constructie. 
b) De gemeenschappelijke loodlijn 

van twee niet snijdende en niet 
evenwijdige lijnen te c~nstrueren 

--=~:- --~ (Hilbert). 
--7--'-c---.l.~-!>---4, µ,..-· ----=-:::::---~-)-

. / \ ' 

',. / _/,7 9 
C _______ ... ' (/ 

t 

p-----t-..::::::::::....~::::::------~~-~.M• 

Kies A en Cops. Trek AB en C'.B' 
loodrecht opt, Maak A•Bt = AB en 
l ( !"°: t 'A '] t ) = .L ( s ' AB ). s • S;' i. j d t 
s in D. Maak AD' ·= A'D. De middel­
loodlijn van DD' is de gevraa.gde .. 
lijn. 



13ewijs: Laat L, een oneigenlijk punt van r, M van s, M' van s' zijn, 

alle aan dezelfde kant van AB • 
.L :MB 1 L < LMBL =~ NI~B·1 L, dus B 1M' 

snijdt s in T. Ui t 1lriehoek B I TC 

-------ziet men 1 dat s ~ en CT een puntD. ge-

meen hebben. De -tra:18latie langs r, 
die B' in B brengt, voert A1 in A, 
s' ins, Dinn• over., De .loodlijnen 
uit Den D' op r zijn dus geJ.ijk-

ae ;juistheid- ve.n ae '-. . Hierui t volgt 

""--·-- constructie. 
c) n~ gemeenschappelijke parallel van twee lijnen te tekenen. 

Constructie. La.at l met het oneigen­
lijke punt Len m met het oneigenlijke 
:punt M de gegeven lijnen zijn. Kies 
A op men Bop 1. Trek AL en BM. 
Deel hoek LAM en hoek LBM m:i.dden­
door. De gemeensehappelijke loodlijn 
van de bissect±ices is de gevraagde 

lijn. 

Bewijs. Is Pde pool van IM, dan 
\ 

zijn AP en BP de bissectrices. 

i34, Lengt~. 
~a) Is AB = CD, en snijden de lijnen A:B en CD, w resp. in P,Q. en R,S, 
;dan ,is (ABPQ)=( CDRS) of (ABPQ)=( CDSR); wij nemen het eerste aan. Het 
omgekeerde geldt ook. Hieruit volgt, dat (ABPQ) een functie is van de 
fstand ll: (ABPQ) = f(D'), D' + ire' = I'O", ;n;aar (ABPQ) (BC:PQ):::::(ACPQ}, 

.. _odat f voldo&t aan de functionaalvergelijking 
~1) f(x+y) = f(x}f(y). 

~ .. Stelt men log f(x) = g(x), dan is . 
~2) · g{x+y) = g(x) + g(y). 
, e enige continue oploss.ingen van deze vergelijking zijn: g(:x:) = kx, 
us f(:x:) = ekx; (ABPQ). = ek.ll°; 

'3) :m = ?clog (ABPQ). 
ewoonlijk neemt men k:::: 2. 

'. 4) ~ = ½log (ABPQ); (ABPQ) = e2D; 
, it (4) leidt men af: 

' -

· 5) sinh2 D = -(A'RB'A), oosh2 D = (A 1B'l3A), waarin A' het :punt- v.a:n -.. 
:is, <'fat :poolverwant is met A t. o. v. w • Hierdoor is een formule· ver­

kregen, analoog met die.uit 24b (blz. 14). 
~ . 
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Voor hoekmaten nemen wij de formule uit 24 b over: (6) !in2 l..a~ = 
:i:: (a'bb'a), waarin c.'J- a en b• J..b. 

36. 
- ·- ~ ·---- --- - '+,.,.,~-' 

,"} 

~ I 

c'l,. ---'-------------- -- ·--·- - .. - . ---- ~' ',. ~ ' 
' 

/ 'i j'., ~r ,, 

B, rl ~ft 1 1 C:', 
------------------.------- -· --- - --·-·-----l;,,-·--· ··-

A1 ,:s1 ,c1 zijn resp. de polen van BC,AC,AB. Driehc•./K 1,:£:.,() J . .:l 11.ns 1·<:' 

inc. 
cosh2 II3 = (A11 B"BA). 

cfsh2 ~ = (B1B•BC)=(A"B"BC2) 
cosh2 CA = (A' A1 CA)=(A 11 B 11 C~). 

Dus cosh2 I:E' = cosh2 BC. cosh2 TIA. 
(6) cosh Ab = cosh '.B'c cosh 75A. 

Neemt men in (3) niet k = 2, dan vindt men in plaatf:l VE<.n (5): 
cosh2 ½kn= .(A 1 B 1BA), 

{6) wordt: 

cosh ½k.ll' = cosh ½k.:ITT!. cash ½k .. ~ .. 
men hierin k tot O naderen, dan gaa t di t over :tn 

n-2 = lm'2 + cr.2-. 
Oppervlak • 

oekig 

. a) ;Be;paling. Een asymptotische driehoek is een driehoek met een hoek­

!Punt op w • Evenzo definieren we dubbel-en drievoudig asymptotisohe 
~ driehoeken. 

~~.tellins. Het oppervlak van een asymptotische driE:!hoek is eindig. 

j Dit bewijzen wij niet. 
lt~telling. Alle drievoudig asymptotische driehoeken zijn congrue.,...t,, 

~!3ewijs., Er is een projectieve transformatie, die w in zichzelf en 
)L ' 

!fde hoekpunten van de eerste driehoek in die vn.n de tweede overvoert, 
1!Wij stellen het oppervlak van een drie~oudig asymptotische driehoek 
gelijk aa.n A n . 
b) ~tellin~. Het oppervlak van een dubbel asymptotische driehoek met 

if tophoek lf is A (ii - r.p-)., 
t}f3ewi~s I. Als de stalling juist is voor 'I/= '-f" en voor lf =-'f2 ; dan :i.s 
\1 i.:.ze juist voor ~ = r,p 1 + tf ,H want opp • .AFQ = opp. APR + opp. AQR - opp. P< 
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= /I (-rr - y 1 - {f 2.) 
II, Als de S1.-.)lling geldt voor 
f./ = \.f J' dan geldt ze voor 

v· = ½ </ 3• Di t volgt ui t dezelfde 

figuur, als men Cf 1 = lf 2 = ½ l(J 3 
neemt. 

III. De stelling geldt voor <(=· ½ 11 , 

dus volgens II voor 1/ ::::;. TT;2n, dus 

volgens I voor m iT /2n; wegens de 

iedere hoek tf • 
een driehoek met hoGken c,<, (';,, '6 is 

Opp. A:BC = opp. PQR - opp, AQR - opp. BRP - opp. CPQ = 

1 

,,_-=- ~ 

,/ 
//! 
~ 

\ f.:.\ 

\ 

" 
,1.1 

/';·• tv 
ji 

ii 

Opmerking. Gewoonlijk kiest men de 

oppervlakte-eenheid r·-.:., dat A = 1. 

''------·. '1< 
bB. Litteratuur over niGt-euclidische me1::;tkunde1 

IL J.E. Beth, Inleiding i:... a.e niet-euclidische meGtkunde op historischel\ 
't 
, grondslag. Noordhoff, Groningen, 1929. 
r.o.H. Gerretsen, Niet-euclidische meE.tkunde. 28 druk. Noorduyn, 

Gorinchem, 1949. 
-.S.M. Coxeter. Non-euclidean geometry .. University of Toronto press, 1942. 

~9. ElE~~tischc meetkunde. .. 
Jil men"'parallelenpostulaat vervangen door h0t volgende: 11 Elke twee 

,erschillcmde lijnen snijden Glkaar" 1 da.n kan mon niet a.lle andere axiol'1 

►a's handhaven. Er zijn twee mogelijkheden: 
\l. Men vervangt het axioma ~ Twee verschillende rechte lijnen hebben 

~oogstenf·. een punt gemeen, door het volgende: Bij ieder punt A e,ehoort 

Ieen tegenpunt A', zodat iedere lijh door A ook door Ai gaat; twee ver-
-,r 

\\echillende lijnen hebben twee tegehpunten gemeen. 

l,en verkrijgt zo de meetkunde op de bol. 
'fr 

[:II. hen laat het axioma vallen, dat een rechte lijn het ·"fl$k in t•vee 

!.'delen verdeel t, en stel t hiervoor de ordeningseigenscha:ppen van het 

~J;lrojectievc: vlak in de plaats. 
f:Men verkrijgt dan de meetkunde in de schoof', d.w.z. van de lijnen en 

tvlakken door een punt P. Een punt is een lijn door P, een lijn is een 

fYla.k door P, de afstand van twee ;eunten is de hoek tussen de lijnen, de 

i;hoek tussen twee lijnen is de tweevlakshoek tussen de vlakken, een 
1)!,•i 

~i:srerplaa, t-ting is een draail.ng om P. 
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Meetkundige constructies. 

I. Constructies met de lineaal alleen. 
1. Constructiepostulaten. 

I. Een punt P willekeurig aan te nemen, hetzij in het vlak, hetzij 
op een vroeger geconstrueerde lijn (of kromme); aan P mogen verder de 

voorwaarden worden opgelegd, dat het van bepaalde vroeger geconstrueerde 
punten verschilt en buiten bepaalde vroeger geconstrueerde lijnen (of 
krommen) ligt. 

II. De verbindingslijn van twee vroeger geconstrueerde punten te 
construeren. 

III. Het snijpunt van twee vroeger geconstrueerde lijnen te con­
strueren. (De gegevens worden beschouwd als bij het begin reeds gecon­
strueerd.) 

2. Alle lineaalconstructies zijn projectief; slechts vraagstukken uit 
de projectieve meetkunde kunnen met de lineaal worden opgelost. Zulke 
constructies zijn: 

a) Het overbrengen van een dubbelverhouding: {.A.BCD}= (EFGX). 
b) De constructie van harmonische puntenparen: (ABCX) = -1. 
c) De constructie van een involutie uit twee paren: AB, CD, EX 

in involutie. 
d) De constructie van het tweede snijpunt van een kegelsnede, die 

door 5 punten gegeven is~ met een lijn door een van die punten 
(Pascal). 

3. Het snijpunt van de liJnen ax+by•c en ex+fy=g heeft ala co~rdinaten 

' {l) x = ?f-b&. 
af-be' 

De verbindingslijn van heeft de vergelijking: 

(2) {y1-Y2)x + (x2-xl)y + (x1Y2-X2Y1) = o. 

Zowel de co~rdinaten x en yin (1) als de co~fficiijnten in (2) worden 
uit de gegevens (a, b, c, d, e, f, resp. x1, y1 , x2 , y2) verkregen door 
een eindig aantal malen de volgende bewerkingen toe te passen: 
1) optelling; 2) vermenigvuldiging; 3) nemen van het tegengestelde; 
4) nemen van het omgekeerde. 
(4 kan weggelaten worden als men met homogene co~rdinaten werkt.) 

§...t~)~ing 1 .• Opdat een constructie met de lineaal alleen is uit te voe­
ren, is nodig, dat de co6rdinaten van het gevraagde punt door een eindig 
aantal toepassingen van de bewerkingen 1)-4) uit de gegevens worden ver­
kregen, d.w.z. zij moeten rationale functies met gehele co~fficiijnten 
van die gegevens zijn. 

~~!lin~ 2. De voorwaarde uit stelling l is ook voldoende. 
~ijs. Ieder gegeven kan als dubbelverhouding van 4 punten geinterpre-
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teerd worden. Wij moeten dus de bewerkingen 1)-4) met dubbelverhoudingen 
uitvoeren. 

2) Als (ABCD) = X en (ABDE) = y, dan is (ABCE) = xy. 

3) Als (ABCD) = X en (ABDE) = -1, dan is (ABCE) = -x. 
4) Als (ABCD) = x, dan 1 

1s (ABDC) = x• 
1) Als ( ABCD) = x, dan is (ACBD) = 1-x. 

1 
X + y = x(l-(- •-y)). 

X 

4. Construe ties in beperkt gebied 7r· . 
In de constructiepostulaten moet voor 11 punt 11 overal gelezen war­

den "punt binnen if 11 • III wordt: 
IIIa. Het snijpunt van twee vroeger geconstrueerde lijnen te construeren, 
indien dit snijpunt binnen 7t ligt. 

Een punt buiten n~ kan gegeven zijn door twee lijnen, die elkaar binnen 
Tr niet snijden. 

Een lijn buiten 7r ,kan gegeven zijn door twee punten buiten 7T • 
a) Gegeven twee lijnen 1 en m, die elkaar buiten IT in C sniJden; 

twee punten A en Bop 1. 
Gevraa.gd D op 1, zodat (ABC,D) = -1. 

-- _ .... _"""""' 
I" ,.__. 

b) Gegeven A,BjD op 1; P buiten l. 

Constructie: zie de f1guur; 
de pijfers geven de volgorde 
aan. 

Gev:raagd m door P, die 1 ·snijdt in CJ zodat (ABCD)= -1 

Constructie: z1e de figuur. 

c) Gegeven een punt P binnen 7r en een punt Q bui ten 7r • . 
Oevraagd de lijn PQ. 
le methode: conbineer a) en b). 
2e methode: met de st~lling van Deaargues. 
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...... 
' ' ......_ 

' ............. -.. " 

Zie de figuur. 
n is willekeurig 
/ is willekeurig op 1$ 3 op m, 

6 op 1 . 

- .................. 
L -~ -----,."'-=------1-- - - - - --Q 

3e methode (geen lineaalconstructie): met de hoogtelijnen van een 
driehoek. 

.... ... .... .... .... ..... -~ ..... -............ ' - .... 
------------- - - - - - - _-_ -- -:::......_Q 

d) Gegeven een lijn l buiten rr , een lijn m b1nnen 7r en een punt 
P. 1 is gegeven door de punten Ren S. 
Gevraagd P te verbinden met het snijpunt Q van l en m. 

R 9~~r.E2t1e. Kies Bop m; 
trek :SR ( geval c) • Kies A 
op BR; trek AS (c). Bij 
geschikte keuze van A ligt het 
snijpunt C van AS met m binnen 

Tr • 
Bepaal Den E, zodat (ABDR) = 

~(ACES)= -l (geval a). DE 
gaat door Q. Nu is PQ te v1n­
den volgene c). 

e) Gegeven twee lijnen 1 en m buiten 7r; 1 snijdt m in Q; P 
binnen 7r • Gevraagd de lijn PQ. 
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Constructie. Ren Sop 1., 
Ten U op m Zijn gegeven. 

\ Trek PR, PS, PT, PU. Trek 

I -,-,U ---

\ 
\ 

\ 
\ 

' ' \ ' .. s \ 

\ 
\ \ 

\ \ 

\ ' \ 

een 11jn, die deze vier 
lijnen snijdt in A,B,C,D. 
Bepaal E,F,G,H zo., dat 
(PARE)= (PBSF) = (PCTG) = 
( PDUH) = - 1 . EF snijdt GH 
in K. PK gaat door Q. 

--.~. '\ 
y-----~ 

5. Affiene lineaalconstructies. 
Constructiepostulaten als onder 1 , maar aan III wordt toege­

voegd: als die lijnen niet evenwijdig zijn. De resultaten: van h 4 zijn 
j 

van toepassing, als men de oneigenlijke rechte beschouwt als buiten 
het tekenblad gelegen. 

a) Als twee evenwijdige lijnen gegeven zijn, het midden van een 
op een van die lijnen gegeven lijnstuk te bepalen. 

b) Als een lijnstuk AB·met midden D gegeven is, door een punt P 
een lijn evenwijdig aan AB te trekken. 

c) Als twee evenwijdige lijnen 1 en m gegeven zijn, door een punt 
Peen lijn evenwijdig met 1 te trekken. 

d) Als een parallelogram gegeven is, door een gegeven punt Peen 
lijn evenwijdig met een gegeven lijn 1 te trekken. 

Dikw1jls is de methode ult~ 4 niet de eenvoudigste. Uit c) end) volgt, 
dat alle constructies~ die met Is II en III mogelijk zijn, ook met I, 
II en III' ui.tgevoerd kunnen worden, mits een parallelogram gegeven is. 

6. Metrisch-lineaire constructies. 
Postulaten als in 6 5 . .. 
Behalve een parallelogram zijn nog twee paar onderling loodrechte 

lijnen gegeven. De volgende opgaven zijn dan met de lineaal alleen 
oplosbaar. 

a) Uit een gegeven punt de loodl1jn op een gegeven lijn neer te 
laten. 

b) Een gegeven hoek te verdubbelen. 
Is een vierkant gegeven, dan zijn de opgaven a) en b) met de 
lineaal uitvoerbaar, maar bovendien bijv. 

c) een willekeurige rechte hoek middendoor te delen. 

II •. Kwa.dratische oonstruct1es. 
7. Wij .verstaan hieronder constructi1s., waarb1j de oot5rd1naten de:r 
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punten uitde gegevens verkregen worden door een eindig aan-
,,. 

toepassingen van de bewerkingen 1)-4) ( b 3) en 5): 
.) 

vierkantswortel uit een itief getal trekken. 

Stelling. Is een kegelsnede O gegeven, dan zijn alle projectief-kwa­
tische constructies met lineaal alleen uitvoerbaar, 

s 

js. Kies het 
lsnede wordt 

jpunten geldt 

lden. 

cotsrdinatenstelsel zo~ dat de vergelijk1ng van de 
2 

x2 = x0x 1 • SniJd deze met de lijn x = ax6; voor de 

x2 /-. --~- = + \, a 
X ' V 

0 

a) De raaklijn in een punt van d te construeren. (:'1et de stel­
ling van Pascal.) 

b) Een kegelsnede (1 is gegeven door 5 punten A,B,C,D.,E. Con­
strueer de snijpunten van $ met een lijn 1. 

Oplossing. Construeer eerst de raaklijnen AF en BF aan 6 . 
Kies A' ,B' ,C' op r en construeer de raaklijnen A'F 1 , B 1F 1 • 

Beschouw de projectieve betrekking, die A,B,C,F in A' ,B 1 ~C' ,F' 
overvoert en construeer de beeldlijn l' van 1. 

1 1 snijdt X in P1 ,Q 1 , die de beeldpunten zijn van de gezochte punten 
·, 

P)'Q. 

3. Uit ~ 5 en § 7 volgt: In de af'fiene meetkunde kunnen alle kwadra­
tische constructies uitgevoerd worden, als een kegelsnede en een paral­
lelogram getekend zijn. 

In plaats daarvan kan ook een kegelsnede met middelpunt gegeven 
zijn. 

/ 6 ( 9- Uit t en q 8 volgt: in de metrische meetkunde zijn alle kwa:ra-
tische constructies uitvoerbaar., als een kegelsnede met middelpunt en 
twee rechte hoeken (niet met evenwijdige benen) gegeven zijn. 
In plaats daarvan kan men ook een cirkel O met middelpunt M geven. 
(Steiner.) Het trekken van evenwijdige lijnen kan dan volgens ~ 5b,d 
geschie.den .en het construeren van loodlijnen is zeer eenvoudig. D~ 
volgende constructies warden nu zeer eenvoudig door parallelverschui­
ving naar het middelpunt uitgevoerd. 

a) Een gegeven hoek naar een gegeven been over te brengen. 
b) Een gegeven hoek middendoor te delen. 
c) Een gegeven hoek te verdubbelen. 
d) Op een gegeven lijn van een gegeven punt uit een gegeven af­

stand af te zetten. 
e) In een gegeven punt van 6 de raaklijn a.an O te construeren. 
f) Uit een gegeven punt Pde raaklijnen aan G te construeren. 

Trek een lijn door P., die 6. in A en B snijdt. De raa.klijnen 

in A en B sntjden elkaar in C. De loodlijn uit Cop PM sn:tjdt r in de gezochte raa.kpu.nter.i. 



- 28 ... 

g) Ui t een gegeven punt de raaklijnen aan een cirkel 6 te constru­
eren ( J gegeven door het middelpunt o en een punt Q op de 
omtrek). 
Verplaat£ de figuur parallel tot o in M gekomen is. Breng daar­
na· door een vermenigvuldigingstransformatie de opgave terug tot 
f. 

h} De gemeenschappelijke raaklijnen van twee cirkels te construe-
ren. 

v 
Construeer eerst de som en het verschil van de stralen. 

i) De machtlijn van twee cirkels te construeren. 
le oplossing: de machtlijn deelt de gemeenschappelijke raak­
lijnen middendoor. 
2e oplossing: zie de figuur. AC= BC. DE 1s de machtlijn. 

]) 

B 

'lz 

Door constructie 1 wordt het bepalen der snijpunten van twee 
cirkels teruggebracht tot 

j) De snijpunten van cirkel d (O;Q) met de lijn l te bepalen. 
Trek MR / / OQ., zodat R op 't ligt. QR snijdt OM in G. Pas nu 
de gelijkvormigheidstransformatie met centru.m G toe, die O in 
M overvoerd. 
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• Is het middelpunt M van ;f niet gegeven, dan zijn niet alle genoemde 
constructies mogelijk. Dit blijft zelfs waa½ als twee elkaar niet 
snijdende cirkels, zonder hun middelpunten, gegeven zijn, Het is 
dan niet mogelijk, de middelpunten met de lineaal te construeren,dus 
ook niet, evenwijdige lijnen te trekken. 

( 
Bewijs. In de cirkelbundel., waartoe de cirkels ( en a behoren, komen 

twee puntcirkels Pen Q voor. De punten Pen Q zijn poolverwant t.o.v. 
en t.o.v. ~; P heeft dus dezelfde poollijn p t.o.v. beide cirkels. 

De involutorische centrale collineatie met Pals centrum en pals as 
laat ;y,. en ,/ invariant. Een constructie van M zou dus overgaan in een 
dergelijke constructie, slechts uitgaande van andere willekeurig te, 
kiezen punten, en zou dus weer M als resultaat moeten geven, wat niet 
kan, want M wordt door de collineatie verplaatst • 

• Zijn twee snijdende cirkels gegeven., dan kan men de middelpunten 
met de lineaal construeren. Stel, dat x·· en tf elkaar ~-n A en B 
snijden. Kies P en Q op )(; PA, QA, PB,, en QB snijden c.· weer in de 

,J 
hoekpunten van een gel:tfkbenig trapezium. Hiertfoor vinden wij een 
middellijn, en door herhaling een tweede middellijn. 

Ook als drie willekeurige cirkels gegeven zijn, kan men de mid­
delpuntenrret de lineaal construeren. De constructie is ingewikkeld. 
(Caner, Math. Annalen 74, blz. 462). 

III. Constructies met de passer alleen • 
. De Romeinse cijfers verwijzen naar de constructies in S.C.van Veen, 

Passermeetkund,:::., Noorduyn, Gorinchem, 1951. 
De volgende constructies zijn zeer eenvoudig met de passer alleen 
uit te voeren: 
a) Het vierde hoekpunt te construeren van een paral1elogram, waar-

van drie hoel{punten gegeven zijn. (I) 
b) Een gegeven lijnstuk met zichzelf te verlengen. (II) 
Veel ingewikkelder is reeds: 
c) Het midoen van een gegeven cirkelboog te vinden. (V) 
Met behulp van c) lost men op: 
d) Een gegeven lijnstuk a met een ander gegeven lijnstuk b te ver­

lengen. (VII) 
Verrassend eenvoudig is: 
e) De derde evenredige bij twee gegeven lijnstulocen te construeren. 

(XLI) 
Als bijzonder geval hl.ervan vindt menJ door eerst n a te construeren 
met b), 
f) Een gegeven lijnstuk inn gelijke delen te verdelen. 
Eenvoudige constructies bestaan ook voor: 
g) :i)e vierde evenredige bij drie gegeven lijnstukken te construeren 

(VI) 
h) De middelevenredige bij twee gegeven lijnstukken te construeren. 



i) Het voetpunt te bepalen van de loodlijn, uit een punt neergelaten 
op de verbindingslijn van twee andere punten. (XI) 

. ,, 
13. Wij zijn nu in staat, de vijf hoofdbewerkingen uit ~ 7 met de coor-

dinaten van gegeven punten uit te voeren. Het coordinatenstelsel is 

gegeven door O en een punt E op de X-as; wij nemen OE als lengte.­

eenheid. Is P gegeven, dan construeren wij de coordinaten met i) en 

a). Ztti de coordinaten gegeven, dan vinden wij de projectie F1 van P 
op de X-as met d); vervolgens zoekt men een punt van de loodlijn, in 

p 1 op OE opgericht, en vindt P met d), 

D; optelling is mogelijk volgens d), het tegengestelde vinden wij 
met b). Vermenigvuldiging en deling gaan met g), worteltrekking met 

h). 
Hiermee is bewezen, dat alle constructies, die met passer en lineaal 

mogelijk zijn, ook met de lineaal alleen uitgevoerd kunnen worden. 

Enige mooie constructies: 
j) De snijpunten van een rechte lijn en een cirkel te construeren 

(IX) 
k) Een cirkel in 2,3,4,6,8,12 gelijke delen te verdelen. (XXX:V, XXXVI: 

1) Een cirkel in 5 en 10 gelijke delen te verdelen. (XXXIX) 
. Constructie v~n de regelmatige zeventienhoek. (LXXXV) 

Neemt men in het complexe vlak de omgeschreven cirkel als \z\=1, dan 

zijn de hoekpunten de oplossingen van z17=1, voor te stellen door 
2 16 16 17 z1 ,z1 , ... ,z1 , z1 ,z1 =l. 

Daar de som van alle wortels O 1s, is de som van de eerste 16 wor-
-1. tels 

Stel 3 10 5 11 14 7 12 6 
zl +zl +zl +zl +zl +zl +zl +zl = ul 

9 13 15 16 8 4 2 
zl +zl +zl +zl +zl +zl. +zl +z1= u2 

[de exponenten in u1 zijn de oneven machten van 3,mod.17, die in u2 
de even machten van 3]. 
u1+u2= -1; u 1u2= -4 (door uitwerken~), dus u1 en u2 zijn de wortels 
van 

(1) 
Stel 

(2) 

Stel 

2 
X +X-4=0 

4 16 13 
zl+zl +zl +zl = tl, 

2 8 15 9 
zl +zl +zl +zl = t2. 

t 1+t2= u2 ; t 1t 2= -1, dus t 1 en t 2 

2 
X -u2x-1=0 

z 3+z 5+z 14+z 12 t 
1 1 1 1 = 3' 
6 7 11 10 

zl +zl +zl +zl = t4, 

dan is t3+t4= ul; t3t4= -1, 
dus t 3 en t4 zijn de wortels van 

2 X -U1X-1=0. 

zijn de wortels van 

t 1= ½u2+½ \/u~2~4. 



16 4 13 stel z1+z 1 = s 1 , z1 +z 1 = s 2 , 

dan is s 1+s 2= t 1 ; s 1s 2= t 3 , 

dus s 1 en s 2 zijn de wortels van 
! .. 

(4) 

z1 voldoet nu aan: 

s2 :i..s de zijde van de regelmatige 34-hoek. Uit s 1 is de regelmatige 

l. 17-hoek gemakkelijk te construeren. 
p Inversie. 
ii 
1111.n 
't~, 

t 
i 
i;, 
\! 

i6 . . 

Bepaling. De punten Pen P' liggen invers t.o.v. de cirkel C (mid­
delpunt M, straal r), als P' op MP ligt en PP'=r2 • 
Cpmerkingen. In de theorie der inversie rekenen wij de rechte lij­
nen ender de cirkels 1 terwijl het oneindige als ~,n punt geldt. 
Stelling 1. P' is het snijpunt van alle cirkels door P, die C lood-
recht snijden. 
Stellimg 2-. Door inversie gaat een cirkel in een cirkel over. 
Stelling 3. Een cirkel, die C loodrecht snijdt, is bij de inversie 
t.o.v. C inv21'.'inr"J.t. 
Stelling 4. De hoek tussen twee rechte lijnen 1s gelijk aan de hoek 
tussen je cirkels, waarin zij door inversie overgaan. 
Stelling 5. Zij Deen cirkel., die door inversie t.o.v. C overgaat 
in D 1 • Twee punten,. die invers zijn t.o.v. D., gaan door inversie 
t.o.v. Cover in twee punten, ~ie invers zijn t.o.v. D! 
Bewijs. Volgens st. 2 en 4 gaan loodrechte cirkels ooor inversie 
in loodrechte ci-rkc:·ls over. Fas nu st. 1 toe. 
Stelling 6, Zij ~ een cirkel., die door inversie t.o.v. C overgaat 
in D 1 , en M.,P JP I dE': middelpunten van C, D,D 1 • laat ti en Q invers 
zijn t.o.v. L., dan zijn Q en P' invers t.o.v. C. 
Bewijs. Volgens st. 5 is het beeldpunt van Q inve~s met het onei­
genlijke punt t.o,v. D1 ; het is dus P'. 
Toepassing 0p ,d,::; Ma.scheroni-constructies. 
Een configuratie van rechte lijnen en cirkels kan door een inversie 
1n een configuratie van cirkels alleen omgezet worden. Hierdoor 
gaat een constructie met passer en lineaal over in een construct1e 
met de passer alleen. Aangetoond moet worden, dat het beeld van een 
punt, lijn of cirkel met de passer geconstrueerd kan worden. 

Het beeld van een punt vindt men met de constructie van een derde 
evenredige ( § 12 e). 

Het middelpunt van het beel~ van een cirkel of rechte lijn vindt 
men met st. 6. 

Op deze wijze kan men b.v. oplossen: 
m) het snijpunt van twee rechte lijnen te bepalen. {Dit kost hier 
16 cirkels;Mascheroni geeft een constructie met 13 cirkels). 
n} Het middelpunt van de 'O!llgeschre~en cirkel van een driehoek te 

construeren. 



IV. Kubische constructies. 

Uit de algebra is bekend, dat de oplossing van iedere vergelijking van 

de derde graad terug te brengen is of tot het trekken van de derdemachts-

wortel uit een reeel getal, of tot het verdelen van een hoek in drie ge­

lijke delen. Reeds in de oudheid is opgemerkt, dat de berekening van 
\f'_. a neerkomt op het vinden van getallen x en y, zodat 1 : x = x : y =· 

== Y : a. 
De genoemde constructies zijn met passer en lineaal niet uitvoerbaar. 

Zij zijn reeds in de oudheid opgelost met behulp van inschuifconstruc­

tiss, d.w.z. met behulp van de postulaten: I, II en III zie blz. 23. 
v. Een lijn te construeren, die door eGn gegeven punt P gaat en waar-
van doot twee gegeve1 lijnen 1 en m een segment van gegeven lengte c 

wordt afgesneden. 
Op primitieve wijze wordt V uitgevoerd met een lineaal, waarop door 

twee streepjes de lengte c is aangegeven. Een beter instrument is de 

conchoidepasser van Nicomedes. Een lineaal a is draaibaar om P; in a 
bevindt zich een sleuf, waardoor een pen Q kan rowegen, die eveneens 
door een sleuf in een tweede lineaal b steekt. Op de vaste afstand c 

van Q is aan a een potlood bevestigd. Legt men b vast en draait men a 
om P, dan beachrijft het potlood en conchoide van Nicomedes. 

Ligt P op b, dan beschrijft het potlood een cirkel. Het gebruik van 
de passer is dus bij deze constructies overbodig • 

• Inschuifconstructie van Newton voor ~a • 

Beschrijf e8n cirkel met middellijn CD== 1 en middelpunt A; verleng AC 
tot AB= 1. Bepaal E op de cirkel zodat CE= a. Trek een lijn door A, 
waarvan CE en BE een stuk FG = ½ afsnijden, Dan is: AB : EF = EF : AG = 
AG : CE, dus EF = ~ a • 

Bewijs. Volgans Menelaos (blz. 12) is 
A13 CE FG 
e;'.S' • 'FE • :re: ::: 1 ' 

dus, daar C] == FG, 
(1) AB x CE= FE x AG. 
De macht van F t.o.v. de cirkel is 

FE.Fe= FA2- AC2 = (AC+AG) 2- AC2 =AB.AG+ AG2• 
FE(FE+EC) = AG(AB+AG) 

FE2 (1+ j'f) = AG.AB(1+ ii), 
dus volgens (1): FE2 = AG.AB. 

AB: EF = EF: AG= AG: CE. 
I~schuifconstructie van Newton voor 1f• Beschrijf een cirkel met M als 

middelpunt en middellijn AB; be_paal C op de cirkel zodat L. ABC = y . 
Trek een lijn door M, waarvan AC en ]C een stuk DE= AB a.fsnijden. Deze 

jn anijdt de cirkel in F. L CBF = ½ f • 
Bewijs. Zij G het midden van DE. E'G = GD = GC = CM = MB, dus, a.ls 



- 3.3 -

£, OEM :i:: t~ , dan is do" . -,CG = h\. , L C GM = 2 0( , I... CME = 2 c,1. t !_ ]CM :::: 3 o( ~ 

L CBM ::: 3 o<, dus <:I. = 1 f, maar L CBF = ½ L CMF =()( • 

:1. Inschuifconstructie van Archimedes (?) voor } ff· Zij .:::_ BAC = 'f ~ Trek 

door Been lijn 1 // AC en een lijn m -l.AC. Trek een lijn door A, die 1 
in F enm in E snijdt, zodat EF = 2A:S, LFAC = }p. 
Bewi j s. Zi j G het midd2n van EF. FG = EG = :SG = BA. Stel L CAF = 0( • 

L BFE = ot • L F:SG = CX • L. :SGA = 2 o. (__ BAF = 2 ex. 
2.Constructie van de regelmatige zevenhoek. 

z6+ z5+ z4+ z3+ z2+ z + 1 = o. 
Stel z + l = x. z 

x3+ x2- 2x - 1 = O. 
1 Stel x = y .. J• 

3 7 7 
Y - JY - '?'{ = O. 

Stel y = r cos Cf,.. cos3 'f = ¼ cos 3 Cf + ¾ cos r,I • 
Men vindt: r = j- V7; cos 3 r = 2 07 . 
Teken een cirkel met straal 1 (middelpun.i.t M; middellijn BG). Verdeel BG 
in 3 gelijke delen: BP= PO= OG. :Seschrijf een cirkel om o, die door B 

gaat; middellijn :SA. De cirkel om B met straal BG snijdt laatstgenoemde 
cirkel inc. AC=~ V7. 
Beschrijf een cirkel om A met 

in Fen D. De cirkel om D met 

E. cosL EDA= : -• Verdeel 
2 !/7 ten Hen K. 

AE I .J_ DH. DE ' = y. 

PQ = y af op PA. 

straal AC; dezE­

straal ~ snijdt 
boog FE in drie 

snijdt BA en zijn verlengde 
laatstgenoemde cirkel in 

gelijke eel.en door de pun-

irkel uit Q met straal 1 om op de eerste cirkel; dan vindt men 2 hoek­
punten van de zevenhoek. 

Het punt (x,y), waarvoor a : x = x: y = y : b ligt op de krommen: 
(1) x2 = ay. 
(2) y2 = bx. 
(3) xy = ab. 

(4) x2 + y2 =bx+ ay. 
Menaichmos (-300) gebruikte (1), (2) en (3); Descartes (1) en (4). Neemt 
men a = 1 , dan blijkt, dat b,,., b met passer en lineaal te construeren 
is, als de vaste kegelsnede x2 = y getekend is. 
Uit de algebra is bekend,dat d@oplossing van een vergelijking van de 
Vierde graad teruggebracht kan worden tot die van een vergelijking van 
de derde graad, de kubische resolvente. Meetkundig kan men di t als volgt 

inzien. De vergelijking x4+ ax3+ bx2+ ex+ d = 0 wordt opgelost, door de 
snijpunten te zoeken van de kegelsneden 

x 2= y, y2+ a.x:y +ex+ by+ d = O. 
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In de bundel, hepaald door deze kegelsneden, komeh 3 ontaardingen voor, 
die bepaald wbrden met een vergelijking van de derde graad. De rechte 
lijnen, waaruit een ontaarde kegelsnede bestaat, kunnen met vierkants­
wortGls bepaald warden .. Dan zijn ook de snijpunten bekend. 


