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I, Toepassing der projectieve meetkunde,
Het Euclidische vlak wordt uitgebreid tot het projectieve vlak,
door de volgende oneigenlijke elementen toe te voegen:
2) aan de verzameling van alle lijnen, evenwlijdig aan een gegeven
lijn, een oneigenlijk punt, dat op die lijnen, en op geen andere
ligt; “
b) 2an de verzameling van alle vlakken, evenwijdig aan een gegeven
vlak, een oneigenlijke 1lijn, die in die vlakken en in geen ander
vlak ligt, terwijl zij de oneigenlijke punten van alle in die vlak-
ken gelegen lijnen, en gecen andere hevaty
¢) een oneigenlijk vlak, dat alle oneigenlijke punten en lijnen en
slechts deze bevat.
De volgende eigenschapnen gelden nu zonder uitzondering:
&) Twee verschillende punten bepalen één en slechts één 1lijn, die
z¢ beide bevat,
{3) Twce verschillende vlakken hebben é6n en slechts één lijn ge=-
meen,
¢") Een vlak en cen lijn, dic niet in dat vlak ligt, hecbben één en
slechts é4n punt gemecn.
é) Twe: verschillende lijnen in cen vlak hebben één en slcchts
één punt gcmeen,
£) Dric punten, niet op één rcchte lijn gelegen, bepalen één en
slechts één vlak, dat ze bevat,
Door centralc projectic gaat de onelgenliake rechte van cen vlak
X over in een gewone rcchte, Omgekcerd kan men door gaeschikte kcuze
van projecticcentrum en tafereel T icdere rochte ven & in de onei-
genlijke rcchte van Z overvoeren.
Do stelling van Desargucs.
2) Zijn twee drichoecken ABC en A'B!C' zo in ccn vlak gclegen, dat
AA'y BB!' cn CC' door ecn punt gaan, terwijl AB//A'B' cn AC//A'C',
dan is ook BC//B'C!
Het bewljs is zcer eenvoudig met cvenredigheid van 1ijnstukken.
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b) Zijn twee drichoekcn ABC cn A'B!C! zo in een vlak gclegon, dat
AA', BB' en GC!' door ccn punt gaan, cn zijn P, Q cn R de snijpunten
van BC met B'C'y van AC met A'C' cn van AB mct A'B'y dan liggen

P, 3 en R op cen rechte lijn,

Bewijse Projectecr de figuur zo op cen ander vlak, dat PQ in dc on-
cigenlijke rechte overgaat; pas a) toe cn projecteccr terug.

¢) Door cen andere rcchte in de oncigenlijke rcchte te projccteren,
leidt men uit b andere bijzonderc gevallen af,

d) Dc figuur van b) vormt ccn configuratie (103), dic opgevat kan
worden, als de doorsncde van ecn volledige ruimtelijke vijfhock met
con plat vlak, Ficruit volgt, dat dc configuratic in zichzelf over-
gaat door ecen groep, dic isomorf 1is met de symmetrische grocp van

5 c¢lementens, '

Dc stelling ven Paphus,

&) Liggen op 1 de punten A, B, C ¢n op m do punten A', B'y C'y z0-
dat AB'//A'B on AC'//A'C, dan ig ook BC'//B!'C.

Bewijs. Is 1//m, dan is hct bowijs zcer ecnvoudig, Snijden 1 ecn m
clkaar in S, dan volgt uit SA:SB = SB': SA!' en SA:S5C = Sd':S&; dat
SA.SA'" = SB,SB!' = SC,.8C', dus SB:SC = SC! s SB',

b) Door projcctceren leidt men uit a) af:

Liggen de hoekpunten van cen cnkclvoudige zeshock beurtelings op
twee rechte lijnen 1 en my dan liggen de snijpunten van overstaande
zijden op ccn rechte 1lijn,

¢) Evenals onder 3c) worden andere bijzondere gevallen behandeld,
d) De Pappusfiguur vormt een configurante (93), die invariant is
tegenover een groep van 108 perrutaties,

e¢) Dec stelling van Pappus is identick met haar duale stelling:
Goan de zijden van een enkelvoudige zeshock beurtelings door twee
punten P en @, dan gaan de verbindingslijnen van ovorstaande hoek
punten door een punt R,

De centralc collineatic, - &

a) Projeccteert men de punten van ecn vlak x uit twee centra O1 en
O2 op vlek T, dan bestaat tussen dc projecties P1 cn P2 van P een
betrekking met de volgende cigenschappen:

I) zij is een - eenduidigg

II) zij voert rechtc lijnen in rechte 1ijnen overs

III) verbindingslijnen van overcenkomstige punten gaan door cen vast
punt O ( snijpunt van 0,0, met T Jj

IV) snijpunten van overcenkomstige lijnen liggen op ccn vaste lijn
d (snijlijn van « met —).

Een betrekking met deze vier eigenschappen heet centrale collincetic,




b) Stellinge Er is cen cn slechts cen centrale collincatie met ge-
geven O en d, die A, in A, overvoert ( A, en A, bulten O cn a) ,
mits A1A2 door O gaat,

Bewijs. Men construcert dec betrekking, door een vlak & door d te
brengen en O1 willekeurig te kiezen. 01A1 snijdt & in Aj A2A snijdt
OO1 in 02.

De betrekking is eenduldig bepaald, omdat met de eigenschappen
I/-IV/ het toegevoegde punt B, van ieder punt B, geconstrueerd kan
worden,
¢c) In plegts van toegevoegde punten A1, A2 kan men ook toegevoegde
lijnen }1, l2 geven., In het bijzonder is eF°Centrale collineatie,
die de oneigenlijke rechte w1 overvoert in een lijn W2//d, of omgew
keerd een 1lijn v,//d in de oneigenlijke rechte v,

d) De bewijzen van 3b/ en 4b/ kunnen dus in plaats van door pro=
jecteren ook met behulp van een centrale collineatie uitgevoerd
worden, Dit geeft de mogelijkheid, de methode tot de ruimte uit te
breiden, .

e) Neerslaan van een vlak ™ in T komt neer op projecteren uit het
oneigenlijke punt 02,L;een bissectrixvlak van « en T . Tussen de
projectie en de neergeslagen figuur bestaat dus een centrale colli-
neatie, Bij parallelprojectie (OT oneigenlijk) wordt O oneigenlijk.
De betrekking is dan een axiale affiniteit. Cok tussen de beilde pro-
jectics bij de methode van Monge bestaat cen axiale affiniteit.

De ruimtelijke centralc collincctie,

a) De definitie is als 5,I-IV5 slechts moet de as d door een vast
vliak S.vorvangen worden.,

b) Stelling. Er is een en slechts cen centrale collineatie met gegem
ven O en o, dic A,in A, overvoert ( A, en A, buiten O en 5‘), mits
A1A2 door O gaat .

G




Bewijs. In ieder vlak door OA1A2 construeert men een centrale col=
lineatie volgens 5b). Laat B1C1 een lijn zijn, die OA niet snijdt,
By -—>Bsy Cy—Cse A,B, snijdt AB, in Ry A,C, snijdt A,C, in Q3
B1C1 en B202 gaan door het snijpunt P van BC en QR, De 1lijn B1C1
voldoet dus aan II en IV,

De centrale collinra*ie in vlak OAB gaat nu door projecteren
ult P over in die in vlak OAC. De verkregen betrekking is dus ook op
OA eenduidig. Wij hebben nu een betrekking geconstrueerd, die aan
I~-IV voldoet, Dat zij de enig mogeclijke is, blijkt als onder 5b).
a) Stelling. Zijn drie lijnen 849 o a3 evenwijdig aan vlak @ en
worden zi]J gesneden door de lijnen b1, b2//CX ¢ dan zal iedere lijn
ba// o 5 die a, en a, snijdt, ook a; snijden,
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Het snijpunt van a; met b, noemen wij Py, . Projecteer a,, 233 b,y
b3 in de richting van ay Op o 3 de projectie van ay is Cy die van
bi is di; die van Pik is Qik‘ d3 snijdt 93 in Ry R is de projectie
van S op a3. P32 Q32 ¢t SR = P31 Q32 : P31 R = P21 Q22: P21 Q32—

S ligt dus in het wvlak door P13//c< en in het vlak door b3 en ay
dus op b3.

b) Stelling. Worden vier lijnen agy 84y 8y 23y waarvan geen twee
in een vlak liggen, gesneden door drie lijnen bo, b1, b2, dan zal
ledere lijn by, die aqs 849 8o snijdt, ook ay snijden,
16=puntenstelling,

Bewiis, Door een centrale collineatie, die het vlak door ag en bO,

in het oneigenlijke vlak overvoert, brengen wij dezc stelling terug
tot a), waar ag de oneigenlijke rechte van X en bO de oneigenli jke
rechte van Fiis.
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c) De 16-puntenstelling staat in nauw verband mct de stelling van
Papnus, Van de zeshoek P13P12P32P31P21P23, gevormd door de lijnen
a4y bs, a3 b1, 259 bg,snijden elke twee overstaande zijden elkaar,
dus de verbindingslijnen van overstaande hoekpunten snijden elkaar
twec aan twec; daar deze lijnen niet in een vlak liggen, gaan zij
door een punt Q, Projectecrt men de zeshock uit POO op cen vlak T,
dan gcan de projecties van a4y 8o a3 door het snijpunt van bo met
< , diec van b,y by b3 door het snijpunt van ay met 7°. Men vindt
dus de figuur van U4e). Dc 16-puntenstelling en de stelling van
Pappus kunncn zo ult clkaar afgelcid worden.
Involutics,
a) Stelling. Wenneer van twe: volledige vicrhoeken A4 By C, Dy en
A2 32 Cs D2 vijf pnar ovcrcenkomstige zijden evenwijdig lopcny dan
loopt ook het zcsde paar cvenwijdig. Het bewi]s gaat zeer eenvou-
dig met gelijkvormigheid van drichocken,
b) Stelling. Whnneer van twec volledige vierhocken A, By Cy Dy en
A2 B2 02 D2 vijf paar overeenkomstige zijden elkaar snijden op een
lijn 1, dan ligt ook het snijpunt der zijden van het zesde paar op
1.
Dit volgt onmiddellijk uit a) door projectie of door toepassing
van ecn centrale collineatie,
¢) Snijden de paren overstaande zijden 1 in Pys Pos Q1, Qz, Ryy Rg,
dan zeggen wij, dat ( PPy Q4053 3132) een vierhocksdoorsnijding
is. Elk der zes punten is door de vijf overige eenduildig bepaald.
d) Stelling, Zijn ( P, Py3 Q1Q2; R1R2) en ( P1P2; Q53 8182) vier-
hocksdoorsni jdingen, dan is ook ( P1P2; R1R2; 8182) een vierhocks-
doorsnijding,
Eewljs. {In de¢ figuur is voor 1 de oneigenlijke rechte gonomen.]
ABCD geeft dc cerste vierhocksdoorsnijding. Trek LT door S1, EF
door % dan lcvert ABEF de tweede. Trck nu BG door R,3 volgens de
stelling van Pappus, tocgepast op BDCGEF, gaat CG door Sg. ACGE
geeft dus de vicrhocksdoorsnijd;ng.
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( PyPy; RyBy5 §,855)
€) Is bovendicen ( P
is ook ( RyRo3 8y
Bepaling, De verzameline der puntonparen, die met twee gegeven

1Po3 4003 T,T,) cen vierhocksdoorsnijding, dan
853 T1T?) con vierhocksdoorsnijding.

muntenparen een vierhocksdoorsnijding vormen, heet een involutic,
Uit het voorgaandc volet nmu: Twzo puntenparcn op ecn rechte 1lijn
bepalen één en slechts S¢n involutie, wanrtoc zij beidc bchoren,
f) Bijzonder geval.
Necm cen der zijden van de vicrhock langs de oncigenlijke rechte,
zodat P1 oncigenlijk is. Mcn vindt dans
P2Q1 X P2Q2 = P2R1 X P2R2. |

P2 heet hct centrum van de involutie, hct constante product
hect dc mcht.
g) Ecn involutic gact door centrale projcetic over in ecn involutic.
Dit volgt ult het feit, dat een volledigc vierhock door centrale
projcetic in cen volledige vicrhock overgoat,
h) ¥cen straleninvolutic kan op 2 manieren ontstaan:
I. Door de paren van cen punteninvolutie uit een punt te projecte-
TCn.
ITI. Door dc¢ porcn overstaande hockpunten van cen vollecdige vierzijde
mct ccn vast punt tc verbinden.
Dat beide methoden op hetzelfde ncoerkomen, blijkt uit de figuur,

a9,
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Dc volledige vierzijde wordt gevormd door de zijden van drichoeck
ABC c¢n dec oneigenlijke rcchte 1. Do verbindingslijnen van D met de
raren overstrande hockpunten snijden op 1 de puntenparen P1P2,-Q1Q2
cn Ry R, uit, dic ook door de volledige vicrhock ABCD uitgesncden
wordcn.

Hormonische lireine.

a) Bepnling, Vormen de puntcnparen AA, BB, CD cen vicrhocksdoor-
snijdin¢, don zijn AB c¢n CD hrrmonische prren,

b) Voorbecld, De zijden e¢n de dingonalen van ccn parallclogram
snijden op lOO hormonische parcn uit.

Door het parallclogram te beschouwen, dat de middens der zijden
van het ccrste parallelogrem als hockpunten heeft, zicn wij dat de
parcn verwisscld mogen worden.

Dc methode voan Desargucs levert ons nus

Stellinz, Zijn AB cn CD harmonischc paren, dan zijn ook CD c¢cn AB
harmonische paren,

c) Uit 8g volgt, dat harmonischc paren door projcctic in harmonische
parcn overgatn, Men kon dus ook van harmonische stralcnparen spre-
ken,

Trckt men uit het middelpunt van ecn parallelogram lijnen //
dc zijdcn, dan vormen deze cn de dingonalen volgcens b) harmonische
parcn. Door dczc parcn met cen zijde tc snijden, vinden wij: Het
midden von AB cn het oncigenlijke punt van AB  vormen mct A en B
harmonische pareas Dit geeft ocm convoudige constructie voor har-
~vnischc parcn,

d) Uit 8e volerts: alle puntcenparen, dic met A cn B harmonisch liggen,
vormen mct AA cn BB cen involutic., A en B hoten de dubbelpuntcn

van de involutic, Nict icdere involutic bezit ( rellc) dubbelpunten.
Projccticve mcetkunde,

Bepalingen, Een transformatic, van cen plat vlak in zichzelf, diec
door herhaald projecteren tot stond komt, hcet een projectieve
tronsformotic,

Tot de projectieve mectkunde behoren al die begrippen, dic in-
variant zijn bij projecticve transformaties, Hiertoc behoren: punt,
roechte 1ijn, incident, involutie, harmonische puntcnparen,

Een stclling bechoort tot de projecticve mectkunde, als er ale
lcen projcetief meetkundige begrippcen in voorkomen,

Voorbeclden: de stellingen van Desargues cn Pappuse.
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Een vrojectieve transformetie, die de oneigenlijke rechte invariant
laat, heet een affiene transformatie, Afflene begrippen en stellin-
gen worden analoog met de projectieve gedefinieerd, Affiene begrip-
pen zijn: evenwijdige 1lijnen, middens van een lijnstuk, affiene
stellingen bijv: de diagonalen van een parallelogram delen elkaar
middendoor; de zwaartelijnen ven een driehoek gaan door een punt,
Zowel de projectieve als de affiene transformaties vormen een
groepy de tweede is ecn ondergroep van de eerste,
De dubbelverhouding,
Projectcer de punten van 1 uit O op 1'; de projectie van Xﬁois X!
Trek C' P//1.

CA _C'P_C'P %J_QLf.WW
CRTCVQ X0 *Xr0~ XAt 3 vy o

u

¥
!

Bepaling. Dc laatste uitdrukking is de dubbelverhouding ( A'B'C'X!'),
Stelling. De dubbelverhouding is invariant bij projectie.
Bewiljs.

Trek 1''//0D; dan is (ABCD) = Srrhit = (A'B'C'DY),

€I
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Men kan nu ook sprcken van de d.ve van twece stralenparen uit een
waaier,
De dubbeclverhouding (ABCD) vaen dc¢ harmonische paren AB on CD is
-13; dit blijkt, door D nmar hot oncindige tc projoctercn.

12, Projeccticve puntcnrecksen cn lijncnwaaicrs,
a) Definitic analoog met 10a.
b) Stelling. Zr is ccn c¢n slechts cen projecticve transformatie,
dic dric gegeven punten van cen lijn in drie anderc gegeven punten
op cen lijn transformccrt,
Bewijs., Laat A, By C op 1 en A', B! C' op 1! gegeven zijn,
Wanncer 1=1', projecteren wij ccrst A', B'y C' ult S, op 14 1
dit geeft &'', B'', C'', Als A # A'', projecteren wij A'', B'', C'!

uit S, op AA'!' op 1''' door Ajdit gecft A''! = A, B!'!'!, C!'1,
BB!'!'! snijdt CC''!' in S3; door projectercn uit 83 gasat A''t, Bttty
Ct'' over in A, B, C.

D¢ ecnduidigheid volgt uit de gelijkheild der dubbelverhoudingen.

c) Voorbeclden van projeccticve recksen c¢n waaicrs,

I, Zcn verschuiving van cen 1lijn in zichzelf wordt door tweo paral-
lelprojecctics verkregene.

II., Ecn draaiing van cen lijn om con van zijn punten is ecn parale-
lelprojectic,

IITI. Zen vermenigvuldiging van cen lijn t.o.ve con van zijn punten
wordt door ccn parallclprojcctic cen cen centrale projectic verkregen
IV. Volgens I, II cn III zijn %wece willeckecurige gclijkvormige reck-
scn projecctict,

V. Congrucnte waaicrs zijn projecticf, caar zij door 1ijnen cven-
wijdig aan overcenkomstige stralen door gclijkvormige puntonreckscn
gesnaden worden,

13, a) Stelling, Er is ccn en slechts cen projectieve transformatic in
hct platte vlak, die vicr vri} gelegen punten in vier andere vrij
gelegen punten overvoort,

Bewijse De transformatic is door herhaald projecteren te construeren.
Dat ze eenduidig bepaald is,; blijkt uit het invariant blijven der
dubbelverhoudingen,

b)Voorbeeld., Congruente velden zijn projectief. Zen congruente ver-
plaatsing C induceert op de oncigenlijke rechte 1 een projectieve
transformatie D, die in het oneigenlijke vlak V door herhaald pro=-
jecteren verkregen kon worden. Door alle daarbij gebruikte lijnen
in V door vlakken met een vast punt O te verbinden, ontstaat een
projectieve transformatic in het gegeven vlak U, die een gelljke
vormighecidstransformatie is. Door zo nodig cen verschuiving en een
vermenigvuldigingstransformatie toc te voegen, wordt de gewenste
congruente verplaatsing verkregen.
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c¢) Stelling, Ir is een en slechts een projectieve transformatie,
die vier gegeven vrij gelegen lijnen in vier andere vrlj gelegen
lijnen overvoert,

Bewljs. Pas stelling a) toe op vier der snijpunten van de 1ijnen.
L=zt P en Q de toppen zijn van twee projectieve waaiers, zodat aan
1 door P, 1' door Q toegevoegd is., Py = a; wij onderstellen a' # a.
QP = b!', tan ¢ door P is c¢' door (} toegevoegd., P1 en Q1 zijn de
tonpen von twee derpgelijke waailers,

Stelling. Er is een projectieve transformetie, die de waaiers P en
Q in de waailers P1 en Q1 overveoert, zodat overeenkomstige stralen
in overeenkomstige stralen overgaan,

Bewijs. Men behoeft slechts aan 2', b, ¢, ¢' resp., toe te voegen
29'y Pyy Cqy gl

In het bijzonder zijn twee projectieve waaiers steeds projectief
met congruente waaiers,

De meetkundige plants van snijpunten van overeenkomstige stralen
in congruente waaiers is een cirkel.

Gen kromme, die projectief is met een cirkel, heet eern kegelsnede,
Een kegelsnede is dus volgens 14 de meetkundige plaats van de snij=-
punten van overeenkomstige stralen in twee projectieve waailers.
Twee willekeurige punten van de kegelsnede kunnen als toppen van
de projectieve waalers genomen worden. Zijn P er. 3 cCe toppen, dan
is aan PQ de razklijn in Q toegevoegd.

a) Stelling, Er is een projectieve transformatie, die een kegel-
snede ¢ in een cirkel o' en een gegeven punt P binnen ¢ in het
middelpunt M' van c¢!' overvoert,

Bewijs. Trek een middellijn A'B' in C' en een 1lijn door P, die c
in & en B snijdt. De raaklijnen in & en B snijden elkaar in D, die
in 47 en B! in D', PD snijdt ¢ in E, M'D! snijdt ¢! in E', Voeg

Ay B, B, Daan A', B', E', D' toe.

b) De stelling: iedere lijin door M' is middellijn van de cirkel,
gaat nu over in:

Stellings Bepaalt men op icdere lijn door P het harmonisch toege=
voegde van P t.0.v. de snijpunten met ¢, dan vormen deze punten
een rechte 1lijn p ( poollijn van P).

c) De stelling: een middellijn deelt wlle koorden loodrecht op die
middellijn middendoor, geeft:

Stelline, Ligt Q buiten ¢ en bepealt men op iederse lijn door Q, die
¢ snijdt, het harmonisch toegevoegde van Q t.o.v. de snijpunten met
¢y, dan vormen deze punten een segment RS op een lijn q ( poolliin
van Q)3 R en S zijn de raakpunten van de raaklijn uit Q.



d) Pool en poollijn zijn projectieve begrippen.
e) Stelling. Ligt Q op de poollijn van P, dan ligt P op de poollijn
van Q,
Bewijs. Pas de rnier a) beschreven transformatie toe. Er zijn 4 gew
vallen, al naar de ligging van P en Q binnen of buiten c, |
Bepaling, Punten, die op elkanders poollijn t.o.v. ¢ liggen, heten
poolvarwant t.,0.V. Ce ’

17..Stelling, De paren poolverwante punten op een 1ijn 1 vormen een in-
volutie ( poolinvolutie) - |
Bewijs, Wanneer 1 de kegelsnede snijdt, volgt dit direct uit de
definities, Snijdt 1 de kegelsnede niet, dan volgt het uit de stel=
ling, dat de puntenparen op de oneigenlijke rechte in loodrechte
richtingen een involutie vormen ( orthogonale involutie), en dit

is een gevolg van het feit, dat de hoogtelijnen van een driehoek
door een punt gaan,

18+ Steliing van Pascal, Is een zeshoek in een kegelsnede beschreven,
dan liggen de snijpunten van overstaande zijden op een rechte lijn,
Bewijs, Dit is een onmiddellijk.gevolg van de Stelling+ zijn van
een in een cirkel beschreven zeshoek twee paar overstaande zijden
evenwijdlg, dan is ook het derde paar evenwijdig.
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b) Dit bewijs geldt alleen, als de lijn van Pascal de kegelsncede niet

snijdt. Een algemeen bewijs kan men leveren met de stelling van Menelaos.
Snijdt ecn 1lijn 1 de zijden BC, CA, AB van drichock ABC in P, Q

cn R, dan 1is

BPCQ AR _
CP * AQ ®* BR ~— "

cn omgekecrd. Voor het bewijs trekke men door C cen hulplijn evenwijdig
mct 1.
“c¢) Laat nu P1 P2 P3 P4 P5 P6 ecn zeshoek in e.n cirkel zijng P1 P2,
P3 P4 en P5 P¢ vormen drichock ABC (P1 P, langs AB, P3 P4 langs B,
Pg Pe langs CA). P, P, snijdt P4 Py in Q3 P; P, snijdt Pg P, in Q3
P5 P6 snijdt P2 P3 in QB' Menelaos, toegepast op dezc drie transversa-
len, geeft, wanneer men rekcening houdt met AP1 X AP2 = AP5 X AP6, eNZ.,
Ddat
S - O -
1 "2 3

zodat Q, Q, en Q3 op vén roechte lijn liggen.
d) Door eun proj.cticve transformatic breidt men deze stelling uit tot
willckcurige kegelsnedun.
¢) De methods van Desargucs voert van de stelling van Menclaos tot de
projccticve stellings
Snijden twee rechte lijnen 1 cn m de zijden BC, CA, AB van drie=-

hock ABC in EH en P2, Qq en Q,, R, en RZ' dan is

1
(P.l PZBC)(Q1 chA)(R1 RQAB) = 1.

9.ben projuctieve transformatie, dic de¢ oneigenlijke rcechte in zichzelf

b transformecrt, hect cen afficne transformatie., Met bchulp hiervan dcfi-

nicurt men de afficne meotkunde.

Hicrtoe behoren uit de clementairce mectkunde de hoofdstukken over
het parallelogram en de evenrcdighceid van lijnen, c¢n ccen groot decl van
de theorie der oppervlakken. 0ok de stellingen van Menclaos ¢n de Céva
zijn afficne stelling.n.

0.Voorbesld. De zwaartclijnen van cen drichoek gaan door cun punt. Hierbij
" bchoort de projcetieve stellings Snijdt de lijn 1 de zijden BC, CA, AB
van drichock ABC in P,Q,R e¢n zijn PP1 met BC , QQ1 mct CA, en RR1 met
AP harmonische puntcnparen, dan gsan AP1, BQ1 en CR1 door ecn punt.
Fet bchulp hiervan leidt men gemakkelijk do stelling van de Céva af uit
dic van Mcnclaos.

VA

' .2) Ecn spisgeling in eun lijn 1 is c¢on involutorische centrale collinca-

tie met 1 als as ¢n het oneigenlijke punt in de richting loodrecht op 1
~1s centrum., Iedere congrucnte verplaoctsing is door spicegelingen te

verkrijgen,

b) Geeft men de oneigenlijke rcchte en daarop de orthogonale involutie,
dan kan men de groep der verplactsingen definiércn cn op grond daarvan
de definitic van metrische mcetkunde geven.
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c) Vervangt men de orthogonzale involutic door ¢un willckourige involu-
tie op ¢.n willckeurige lijn, dan gant icderc metrische stelling in
cen projecticeve stelling over.

21.Voorbeclden,

a) Do hoogtclijnen van cun drichouk gaan door ecvn punt., Hicerbij be-~
hoort d¢ projecticve stulling: Snijdt de lijn 1 dc zijden BC, CA, AB
van drichock ABC in P, Q, R ¢n zijn PP1, QQ,, BR, pren van eon invo-
lutic ¢p 1, dan gazn AP1, BQ1 vn CR, door .cn punt.
b) De middelloodlijnen v'n cen drichoek gaan door ecn punt,
Zijn A,B,C,l,P,Q,R,P1,Q1,R1 als ondur a), terwijl BC mut PPQ, CA m.t
A0y, AB mut RR, hermonische parun zijn, den gaan P1P2, QuQ, vn R,R,
door ce¢n punt.
D c) De zwaartclijn op dv hypotunusa AB van de rechthockige drichoek
~ ABC is gclijk asn d¢ helft van de hypotenusa.
Zijn A,B,C,P,Q,R als onder a), terwijl AB met RR2 harmonische paren
zijn, dan gaat AR2 in CR2 over docr de involutonische centrale colli-
neatic, die Q als centrum cn PR2 als as heeft.
d) Overstaznde zijden van een parallelogram zijn gelijl,
Zijn AB, CD, ET de¢ paren oversta-ndc hoekpunten van ecn volledige
vierzijdu,EH een willekeurig punt op EF, terwijl AD met EE2 harmoni~-
sche paren zijn, en voert men de involutorische centralc collineatics
uit met E als centrum en achterc.nvolgens E1E2 en E1A als as, dan
gaat BD over in CA,
e) De diagonalen van cen rechthook zijn gelijk. Valt in het voorgaan-
\ de Ty, met F samen, dan voert de involutorische centralce collineatic
net T oals centrum en als as, zowel BD in CA als BA in CD over.
22.2) Bepaling. Do hissectrices van cen hock vormen het lijnenpaar, dat

=]
(o]

zowcl orthogonaal is als harmonisch met de benen wan de hoek.

b) Door s5iegeling in ecn van de bissectricces worden de benen van cen
houk vorwisceld.

¢)Stelling. De biscectrices van de hoeken van eon drichoek vormen de
zljcen van cen volledige vierhoek.

Projcectieve vorm van duze stelling: Laat de zijden van drichock ABC
de 1ijn 1 snijden in P,Q,R. Bepaal van een op 1 gegeven involutie

dat hermonisch ligt met PQ en trek CS en CS'. Doe ana-

locg met A on B. De zoes verkregen lijnen vormen de zijden van een

hot pazr S3',
vellcdig: vicerhock.

23.2) Bepaling. Een kegelsnede, waarvoor dc poolinvolutie op de onuigcq—
lijke rechte met 2¢ crthogonalc invelutic samenvelt, hect ecn cirkel.
De pool van dv oncigenlijke rcchic hoct het midéclpunt van de cirkel.
b) Stelling. Twee stralen van cen cirkel zijn golijk.
Bewijs. Door spiegecling in cen van de bissectrices van de hoek tussen
die stralen, gaat de cirkel in zichzelf over en worden de stralen ver-
wisseld.
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24, Invoering van metrische boeoripoen.

a) Om de verhouding van twe. lijnstukken CA en CE t2 bepalen, zoeken
wij eerst op CB het punt A', zodat CA = CA'y dit gelukt door spiege-~

, PR ¥
yd
~
co
: P
,//-'
C A Q

ling in bissectrixz van hoek
ACB. Zijn nu P,Q,R de oneigen-
lijke punten van BC, CA, AB,
en 5,S' die van de bissectri-
ces van hoek ACB, dan is

1]
%% - %%T = (A'BCP) = (S'RQP).

Hierdoor is een definitie
van afstand op grond van pro-
jectieve begrippen gegeven,

wearbij alleen de oneigenlijke rechte en dazrop de orthogonale involu-
tie I gegeven verondersteld worden.

b) Een andere methode is de volgende. Iz hoek ACB recht en CD L AB,

! !
1 i\\ ,’f
\‘[f\‘»\a
,/" ’ \\\
'/
/ ~
¢ hel A
N ™~
by 3 R
- A
Al 44
j
A
;o R
. | T
7 )
i
’ i
s \ ?
, |
/s !
e \
s | .'q
B e A — N
¢ \ 3

zijn Q,Q',R,R' de oneigen~
lijke punten van CA, CB, AB,
CD, dan is

3¢ BD _ BD

-

S W BCTBET

= (DABR) = (R'QQ'R).

Laat nu van driehoek ABC, P,
Q,R de oneigenlijke punten
van BC, Ci, AB zijn en P',Q',

SineA

R' de dacraan in I toegevoeg-
de punten, dan 1is

cs? _ sin®B _ (R'PP'R)

CB  sia®A  (R'QQ'R)

c) Stelling van Pythagoras.

Zie de voorlaatste figuur.
2

2
G- (rraen). &y = (Rrarer.
AB AB
oAy B2
AR L (RYQQUR)
5 T~

F N

+ (R‘Q:Q?Z> = 10
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IT.Niet-Euclidische meetkunde.

25.a) Laat een kegelsnede W gegeven zijn. Onder een verplaatsing verstaan
wij een projectieve transformatie, die ¢~ in zichzelf overvoert. Onder
een spiegeling in een lijn 1, versta=zn wij de involutorische centrale
collineatie met 1 als as en de pool L van 1 t.o0.v. &2 2ls centrum.

b) Stelling. Iedere spiegeling is een verplaatsing. Iedere verplaat-
sing is een product van spiegelingen.

Bewijs. Laat V een verplaatsing zijn, A een punt en VA = B; laten P en
Q de snijpunten van AB met w zijn. Zoek het gemeenschappelijke harmo-
nische paar CD van AB en PQ. La:t S de spiegeling in de poollijn ¢ van
C zijn., SVA = A, Beschouw de 1lijn 1 door A; zij SV1 = m, Bepaal de
lijn h en k door A, die harmonisch met 1 en m en tegelijk poolverwant
t.0.V. w 2zijn. Laat S1 de spiegeling in h zijn. SjsV laat A en 1
invariant. 1 snijdt «/ in E en F. Indien S1SV de punten I en F verwis-
selt, voeren wij nog de spiegeling uit in de 1ijn door A, die met 1
poolverwant is. Zo vinden wij een verplaatsing W, die ieder punt van

1 invariant laat. Is 83 de spiegeling in 1, dan is of W, of S3W de
identiteit.

26. a) Bepaling. Twee lijnen, die door elkanders pool t.0.v, W gaan,
heten leodrecht.

Stelling., Deor de spiegeling in een van twee onderling loodrechte
lijnen gaat de andere in zichzelf over.

b) Stelling. Bestaan twee paar oversta>nde zijden van een volledige
vierhoek uit onderling loodrechte lijnen, dan geldt dit ook voor het
derde paar, Gegeven: AB L CD; AC L BD.

Te bewijzens AD L BC,

Bewijs: Zij a de poollijn

van A en laat de zijden in

bovenstaande volgorde a

snijden in P, P', Q, Q', R,

R'., De pool van AB is P';

De pool van AC is Q'. De

paren poolverwante punten
op a vormen een involutie
S, a (§ 17), waartoe PP' en QQ°
P R Q' q R'  behoren, dus ook RR!' (§8e).
Nu is R!' poolverwant met A en met R, dus R' is de pool van AD, Wij
hebben nu bewezen, dat de hoogtelijnen van een driehoek door een punt
gaan.
27.a) Bepaling. De bissectrices van ecn hoek worden gedefinieerd als in
§ 22a.,
b) Stelling. De bisectrices van de hoeken van een driehoek vormen de
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zijden van een volledige vierhoek.

Bewiis. De bissectrices van hoek A snijden die van hoek B in P,Q,R,S. .

Stel D is het snijpunt van PQ en S, Volgens §9 liggen AB en AD harmo-

nisch met AP en AQ, dus AD valt langs AC. Evenzo valt BD langs BC, dus

D valt in C. Volgens § 26b is QC L RS, en bovendien liggen CQ en CR
harmonisch met CA e¢n CBj
het zijn dus bissectrices,

28.a) Laat de lijn AB w snij-
den in P en Q. Het puntenpasr
I, dat harmonisch ligt zo-
wel met AB als met PQ, be-~
staat uit de middens van AB.
Deze definitic wordt gerecht-
vaardigd door de
Stelling. Door spiegeling in
een middelloodlijn van AB
worden de punten A en B ver-
wisseld,

‘23 b) Stelling. De zes middens
van de zijden van ecen drie-—
hock vormen de hoekpunten van ecn volledige vierzijde. (duaal met 27b).
¢) Stelling., De zes middelloodlijnen van een driehosk vormen dc zijden
van c¢en volledige vierhoek,
Bewijs. Deze zijden zijn de poollijnen ven de zes middens der zijden.
d) itclling. De zes zwaartelijnen van ecn drichoek vormen de zijden
van ecn vollcedige vierhoek.
Bewiis. Laet P en P' de middens zijn van BC, Q ¢n Q', die van AC, R
en R' die van AB. Stzl, dat P',Q',R' op cen rechtc 1 liggen (stelling
b). De drichocken ABC en PQR liggen perspectief (§3), dus AP, BQ en
CR gaan door cen punt. Evenzo voor de andere drietallen.
29. Beperkt men zich tot punten binnen “/ , dan hebben de verplaatsingen
de volgende eigenschappen.
a) Ir is een en slechts cen verplaatsing, dic een punt A in A', een
halve lijn b door A in ven halve lijn b' door A' ¢n een bepaalde kant
van b in ecn bepaalde kant van b' overvoert.
b) De gelijkvormigheidstransformaties hebben in de N,E,Ml geen anelogon.
c) De congruentiestellingen, die dircecct door verplaatsing bewezen wor-
den, gelden ook hier.
d) In een gelijkbenige driehoek zijn dc basishoeken gelijk.
Juvijs door spiegeling in de bissectrix.
e) Omkering van 4).
Dewijs door spiegeling in de middelloodlijn.
f) Twee driehoeken, die de drie zijden gelijk hebben, zijn congruent.
30.a) Stelling. Een buitenheek van een driehoek is groter dan elke niet-
aanliggende binnenhoek.



Bewijs. Zie Euclides I 16.

ente driehoeken.
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Verleng een zwaartelijn met zichzelf, dan ontstaan twee congru-

b) Stelling. Twee driehoeken zijn congruent, als zij twee zijden, een
aanliggende en een overstaande hoek gelijk hebben.
Bewijs door verplaatsing met behulp van a).

31.0)Stelling. Is van vierhoek ABCD, LA =LB = 90° en AD = BC (Saccheri-
vierhoek), dan zijn hoek C cn hoek D scherp.
Bewijs. Voer door een projectieve transformatie () ever in een cirkel,
waarvan CD een middellijn is, AD en CB gaan door de pool P van AB.

v,

A

Uit de figuur blijkt, dat £ C en
/L D scherp zijn,
b) Stelling. De som van de hoeken
van van een driehoek is kleiner
dan 180°.
Bewijs. Laat M en N de middens
zijn van AC en BC. Trek de lood-
lijnen AD, BE en CF op MN. AADM &€
T ACFM (ZHH), dus £ A, = L C,.
Evenzo: L B, = L'CQ' Verder is
AD = CF = BE, dus ABED is een Sac~-
cheri-vierhcek, De som der hoeken
vand ABC is gelijk aan 4 DAB +
+ L EBA; volgens a) zijn die hoe-
ken scherp.
¢) Stelling., Twee driehoeken, die
de drie hoeken gelijk hebben, zijn
congruent.
Bewijs. Legt men de driehoeken
met één der gelijke hoeken op el-
kaar, dan kunnen de overstaande
zijden elkaar niet snijden. Zou-
den zij geen punt gemeen hebben,
dan zou er een vierhoek met hoe-

kensom 360° ontstaan, wat niet kan. Zij vallen dus samen.
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32, ©@irkels, afstandslijnen en grenscirkels.,

Wij bestuderen de meetkundige plaats van de spiegelbeelden ven A
in de lijnen van een waaier met top M, Er zijn drie gevallen,
a) M is een eigenlijk punt (binnent> ), M ligt op gelijke afstanden van

alle punten der meetkundige plaats
Y . Zij m de poollijn van M, C een

AR punt van Y . De middelloodlijn vam
Oﬂ//ff’”*“~\\\ J/’f% AC gaat door M en is loodrecht op
e \\&‘ﬁ” j/ 5 AC, dus ze is de poollijn van Q,

(QDAC) = =1 en (RMAB) = -1, dus
CB gaat door P, AQ en BF doorlopen
projectieve waaiers, dus ¥ is een
kegelsnede, PA snijdt QB in een
punt F van ¥ ; M ligt op CF; M is

ook de pool ven m ten opzichte van

Y . De poollijn van P zowel ten
opzichte van «w als ten opzichte

van ¥ is MQ. De raaklijn PG is dus
loodreeht op MG.

b) M ligt buiten W ,

Hulpstelling, Is in vierhoek ABCD,{ A =4B = 90° en AD = BC, dan is de
middelloodlijm van AB tevens middellcodlijn van CD.

Zij weer m de poollijn van M; alle punten van Y liggen op dezelfde
afstand van m.




%(Zie figuur Blz, 18)

‘¢) M ligt op ¥ .

aan weerskanten van m vormen samen ¥
loodrecht staat op de loodlijn HP op m.

Door spiegeling in de middellcodlijn
MD gaat A in C en I in N over, dus
LN gaat door Q,

MN en LN doorloven projaectieve
waalers; eveneens LR en AQ, dus ook
MC en AC, Hieruilt volgt, dat 2 een
kegelsnede is, De reeklijn in H is
loodrecht op NH,

133, Constructies,

(F.Engel).

‘In vierhoek ACSR hebben AC en RS dezelfde middelloodlijn MD. Evenals
onder a) blijkt nu, dat ¥ een kegelsnede is(de twee afstandslijnen

Jen dat de raakliin in H aan

¥ heet nu grenscirkel (horoeykel)

a) Door een punt A de lijnen evenwijdig aan een 1ijn 1 te construeren

Laat de loodlijn AB op 1 neer en
trek AR 4 AB, Een willekeurige
loodlijn op AR snijdt AM in F en
AN in D. Nuis (AFMM')=(ADN'N) =
=(BCMN), dus AP=AD=BC, ‘
Hieruit volgt de constructie,

b) De gemeenschappelijke loodlijn
van twee niet snijdende en niet
evenwijdige lijnen te censtrueren
(Hilbert),

Kies A en C op s, Trek AB en CB!
loodrecht op ¥, Maak A'B' = AB en
L (= ,A'B') = 4(s,4B), s! s ijdt
s in D, Maak AD! = A'D, De middel-
loodlijn van DD' is de gevraagde .

lijn,



Bewijs: ILaat L, een oneigenlijk punt van r, M van s, M' van s' zijn,
alle aan dezelfde kant van AB,

L MB'L <LMBL =, #'B'L, dus B'M*
snijdt s in T. Uit driehoek B'TC
ziet men, dat s¥ en CT een puntD ge-
meen hebben, De translstie langs 1,

e
\ '3;' é://’ 3 ~ die B' in B brengt, voert Af in A,
: ' ' in s, D in D' ovexr, De loodlijnen
\\\ uit D en D' op v zijn dus geldijk-
/l 6 Hieruit volgt de juistheid ven de
\\\\\\‘ ? constructie, ‘
e

e) De gemeenschappellgke parallel van twee lijnen te tekenen,
Constructie, Iaat 1 met het oneigen-
lijke punt L en m met het oneigenlijke
punt M de gegeven lijnen zijn, Kies
A opmenB op 1. Trek AL en BM,
Deel hoek LAM en hoek IBM midden~—
door, De gemeenscnappelijke loodlijn
van de bissectrices is de gevraagde
lijn. v
Bewijs. 1s P de pool van IM, dan
zijn AP en BP de bissectyices.

34« Lengte.
a) Is AB = CD, en snijden de lijnen AB en CD, w resp, in P,Q en R,S,

dan is (ABPQ)=(CDRS) of (ABPQ)=(CDSR); wij nemen het eerste aan, Het
?omgekeerde geldt ook, Hieruit volgt, dat (ABPQ) een functie is van de
Efstand IB: (ABPQ) = £(ZE), IB + BC = XT, maar (ABPQ)(BCPQ)=(ACPQ),
zodat f voldoet aan de functionaalvergelijking

(1) ’ f(x+y) = £(x)£(y).

 Stelt men log f(x) = g(x), dan is

(2) ‘ g(x+y) = g(x) + g(y).

De enige continue oplossingen van deze vergelijking zijn: g(x) = kx,

zdus £(x) = %; (ABPQ) = oX-75, .

(3) yy: llog (ABPQ). . !
%Gewoonligk neemt men k = 2 |

1) IS = #log (ABPQ); (4BPQ) = 220,

?hi (4) leidt men af:

(5) sinh® IB = -(4’'BB'4), cosh® EB = (A'B'BA), wearin A' het punt wen
iAB is, dat poolverwant is met A t.0.v, W , Hierdoor is een formule vers
fkregen, analcog met die uit 24b (blz, 14),



35, Hoeken. -2~
Voor hoekmaten nemen wij de formule uit 24 b over: (6) sin2‘135 -
= (a'db'a), waarin o'l a en b'4b,

36, De "stelling van Pvthagorasg:

/

JERE PUPRE—Y

. R —— - - - -
7 5! e

A

i

—— e

h B, A A & 3

P N

1,31,01 zijn resp. de polen van BC,AC,AB, Drichcek ALT ds dueg rechilockig

in C,
cosh2 I8 = (A"B"BA),
cdsh EC = (B B'BC)= (A"B"BC )
cosh Tk = (A A CA)= /A"B"Cgf)'
. Dus cosh? KE cosh® BC. cosh® TK.
(6) cosh Z5 = cosh BC cosh CEK,
‘Neemt men in (3) nlet k = 2, dan vindt men in plaats van (5)
cosh® 4k I8 = .(A'B! BA),
en (6) wordt: :
cosh #k.EB = cosh %k,BC. cosh %k.CZ&,
kLaat men hierin k tot O naderen, dan gaat dit over in
IB° - BC? + TEC,
'37. Opperviak,
‘a) Eggg;gggi Een asymptotische driehoek is een driehoek met een hoek-
‘punt op w , Evenzo defini¥ren we dubbel-en drievoudig asymptotische
%driehoeken.
'Stelling., Het oppervlek van een asymptotische driechoek is eindig.
Dit bewijzen wij niet,
%§£§£§i§g. Alle drievoudig asymptotische driechoeken zijn congrue»t,
ﬁBewijs, Er is een projectieve transformatie, die w in zichzelf en
Ede hoekpunten van de cerste driechoek in die van de tweede overvoert.
Wij stellen het oppervlak van een drievoudig asymptotische driehoek
gelijk aan A 7T,
'b) Stelllng. Het oppervlak van een dubbel asymptotische driehoek met
- tophoek &f is A (T -¢), :
‘Bewijs I. Als de stelling juist is voor ¥ = ¢,, en voor ¢ = Wg: dan is
%Ze juist voor ¥ =@.+ ¥, , want opp. APQ = opp. APR + opp. AQR - opp. X
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AT =P + XN (T =) =27 =20 -y - )
II, Als de s.2lling geldt voor

j;\\\\\ _ Y=y 3» dan geldt ze voor
; ; ¢ = l%{ . Dit volgt uit dezelfde

j /’/@l \ figuur, als men f, =, = %Hﬂ
'\, / / \ | neemt,
R 3
N / A III, De stelling geldt voor (/2:%77’
\ / L
u;:\ /r x”;;f/// /£7,7 dus volgens II voor({ ;77y2n’ dus
\iyt;u,, v volgens I voor m /2" wegens de

%eontlpultelt geldt ze dan voor iedere hoek ¥ .

?c) Stelling., Het oppervlak van een driehoek met hocken X, o, ¥ is
(T -k-p=%),

Bewijs, Opp. 4BC = opp. PQR - opp:, 4QR - opp, BRP - opp. CPQ =

- AT =X = A6 =Y .

Opmerking. Gewoonlijk kiest men de
oppervlakte-cenheid «v, dat A = 1,

38, Litteratuur over niet—euclidische mectkunde:
ﬁ.J.E. Beth, Inleiding i.. ae niet-euclidische meectkunde op historischexr
grondslag. Noordhoff, Groningen, 1929
J C,H, Gerretsen, Niet-euclidische meetkunde, 2% druk, Noorduym,
Gorinehem, 1949,
H S.M. Coxeter, Non-euclidean geometry. University of Toronto press, 1942,

?9 Ell;ptlschb meetkunde,

Wll mcn parallelenpostulaat vervangen door hect volgende: ,Elke twee
?erschlllende lijnen snijden elkaar", dan kan men niet alle andere axios
ma‘s handhaven, Er zijn twee mogelijkheden:

@. Men vervangt het axioma: Twee verschillende rechte lijnen hebben
ihoogsten& een punt gemeen, door het volgende: Bij ieder punt A behoort
géen tegenpunt A', zodat iedere lijn door A ook door At gaat; twee ver-
'bchillende lijnen hebben twee tegenpunten gemeen.

;Men verkrijgt zo de meetkunde op de bol,

fII en laat het axioma vallen, dat een rechte lijn het ¥lsk in Twee
jdelen verdeelt, en stelt hiervoor de ordeningseigenschappen van het
gprojectievc vlek in de plaats,

@Men verkrijgt den de meetkunde in de schoo’, d.w.z, van de lijnen en
jvlakken door een punt P, Een punt is een lijn door P, een lijn is een
QVIak door P, de afstend van twee punten is de hoek tussen de lijnen, de
fhoek tussen twee lijnen is de tweevlakshoek tussen de vlakken, een
Verplaatslng is een draaiing om P,
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Meetkundige constructies.

I. Constructies met de linezal alleen.
1. Constructiepcstulaten.

I. Een punt P willekeurig aan te nemen, hetzij in het vlak, hetzij
op een vroeger geconstrueerde lijn (of kromme); aan P mogen verder de
voorwaarden worden opgelegd, dat het van bepaalde vroeger geconstrueerde
punten verschilt en buiten bepaalde vroeger geconstrueerde lijnen (of
xrommen) ligt.

IT. De verbindingslijn van twee vroeger geconstrueerde punten te
construeren.

IITI. Het snijpunt van twee vroeger geconstrueerde lijnen te con-
strueren. (De gegevens worden beschouwd als bij het begin reeds gecon-
strueerd.)

2. Alle lineaalconstructies zijn projectief; slechts vraagstukken uit
de projectieve meetkunde kunnen met de lineaal worden opgelost. Zulke
constructies zijn:
a) Het overbrengen van een dubbelverhouding: (ABCD) = (EFGX).
b) De constructie van harmonische puntenparen: (ABCX) = -1,
¢) De constructie van een involutie uit twee paren: AB, CD, EX
in involutie.
d) De constructie van het tweede snijpunt van een kegelsnede, die
door 5 punten gegeven is, met een lijn door een van die punten

(Pascal).
3. Het snijpunt van de 1ligjnen ax+by=c en ex+fy=g heeft als colrdinaten
- ci-be. = 2£-CE
(1) * = @t be’ Y = af-be-

De verbindingslijn van P(xl,yl) en Q(xz,ye) heeft de vergelijking:
(2) (y1~y2)x + (xg—xl)y + (leg"xgyl) = 0.

Zowel de co®rdinaten x en y in (1) als de co&fficiénten in (2) worden
uit de gegevens (a, b, ¢, d, e, , resp. Xy, ¥y, Xy ¥,) verkregen door
€en eindig aantal malen de volgende bewerkingen toe te passen:

1) optelling; 2) vermenigvuldiging; 3) nemen van het tegengestelde;

4) nemen van het omgekeerde.

(4 kan weggelaten worden als men met homogene codrdinaten werkt.,)

Stelling 1. Opdat een constructie met de lineaal alleen is uit te voe-
ren;, is nodig, dat de co®rdinaten van het gevraagde punt door een eindig
aantal toepassingen van de bewerkingen 1)-4) uit de gegevens worden ver-
kregen, d.w.z. zij moeten rationale functies met gehele co¥ffici¥nten
van die gegevens zijn.

Bewijs. Teder gegeven kan als dubbelverhouding van 4 punten geinterpre-



- o4 _

teerd worden. Wij moeten dus de bewerkingen 1)-4) met dubbelverhoudingen

uitvoeren.
2) Als (ABCD) = x en (ABDE) = y, dan is (ABCE) = xy.
3) Als (ABCD) = x en (ABDE} = -1, dan is (ABCE) = -x.
4) Als (ABCD) = x, dan is (ABDC) = i.
1) Als (ABCD) = x, dan is (ACBD) = 1l-x,

x + ¥ = x(1-(- ).

4, Constructies in beperkt gebied77 .
In de constructiepostulaten moet voor "punt" overal gelezen wor-
den "punt binnen 7 ", III wordt:
IIIa. Het snijpunt van twee vroeger geconstrueerde 1lijnen te construeren,
indien dit snijpunt binnen 7 ligt.
Een punt buiten 7~ kan gegeven zijn door twee 1lijnen, die elkaar binnen
77 niet sni jden.
Een 1ijn buiten 7 kan gegeven zijn door twee punten buiten 77 .
a) Gegeven twee lijnen 1 en m, die elkaar buiten 7T in C snijden;
twee punten A en B op 1.
Gevraagd D op 1, zodat (ABCD) = -1.

Constructie: zie de figuur;
de ¢ijfers geven de volgorde
aan.

b) Gegeven A,B,D op 1; P buiten 1.
Gevraagd m door P, die 1 snijdt in C, zodat (ABCD)= -1

Constructie: zie de figuur.

¢) Gegeven een punt P binnen T en een punt Q bulten 7 .
Gevraagd de 1ijn PQ.
le methode: conbineer a) en b).
2e methode: met de stelling van Desargues.



Zie de figuur.

n is willekeurig
/ is willekeurig op 1, 3 op m,
6 op 1.
~
~
~
\
~ ™~
RN
—— - T
&
3e methode (geen lineaalconstructie): met de hoogtelijnen van een
driehoek.
P/
4 ~.
( RN
/ \‘M \\
\“"‘--..N\\\
/{f 2 G --_.,__..-.._N_:_\»Q

d) Gegeven een lijn 1 buiten T , een lijn m binnen T en een punt
P. 1 is gegeven door de punten R en S.
Gevraagd P te verbinden met het snijpunt Q van 1 en m.
R Constructie. Kies B op m;
trek BR (geval c). Kies &

op BR; trek AS (c). Bij
geschikte keuze van A ligt het
snijpunt C van AS met m Pinnen
m . '
am

Bepaal D en E, zodat (ABDR) =
= (ACES) = -1 (geval a). DE
gaat door Q. Nu is PQ te vin-
den volgens c¢).

e) Gegeven twee lijnen 1 en m buiten77 ; 1 snijdt m in Q; P
binnen 77 ., Gevraagd de 1lijn PQ.



\( Constructie. R en S op 1,

= _“A«R T en U op m zijn gegeven.

P A Trek PR, PS, PT, PU. Trek
\ een 1lijn, die deze vier

\ lijnen snijdt in A,B,C,D.

) \\\\\\\\\\ \ Bepaal E,F,G,H zo, dat
" \ (PARE) = (PBSF) = (PCTG) =

I!"/ ‘\\ \ B
/ ~.S (PDUH) = -7 . EF snijdt GH
AL \ \ in K. PK gaat door Q.
' \ ~N \
"7}7 o — — \
U - - .\

5. Affiene lineaalconstructies.

Constructiepostulaten als onder 7 |, maar aan III wordt toege-
voegd: als die lijnen niet evenwijdig zijn. De resultaten van § 4 zijn
van toepassing, als men de oneigenlijke rechte beschouwt als buiten
het tekenblad gelegen.

a) Als twee evenwijdige 1lijnen gegeven zijn, het midden van een

op een van dile 1lijnen gegeven 1lijnstuk %te bepalen.

b) Als een lijnstuk AB met midden D gegeven is, door een punt P

een lijn evenwijdig aan AB te ftrekken.

c) Als twee evenwijdige lijnen 1 en m gegeven zijn, door een punt

P een 1lijn evenwijdig met 1 te trekken.
d) Als een parallelogram gegeven is, door een gegeven punt P een
1ijn evenwijdig met een gegeven 1lijn 1 te trekken.
Dikwijls is de methode uit @ L niet de eenvoudigste. Uit ¢) en d) volgt,
dat alle constructiles, die met I, II en III mogelijk zijn, ook met I,
IT en IITI' uitgevoerd kunnen worden, mits een parallelogram gegeven is.

6. Metrisch-lineaire constructies.

Postulaten als in o 5.

Behalve een parallélogram zijn nog twee paar onderling loodrechte
lijnen gegeven. De volgende opgaven zijn dan met de lineaal alleen
oplosbaar.

a) Uit een gegeven punt de loodlijn op een gegeven lijn neer te

laten.

b) Een gegeven hoek te verdubbelen.

Is een vierkant gegeven, dan zijn de opgaven a) en b) met de
lineaal uitvoerbaar, maar bovendien bijv. ‘

¢} een willekeurige rechte hoek middendoor te delen.

II. Kwadratische constructies.
7. Wij verstaan hieronder constructies, waarbl] de cofrdinaten der
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gevraagde punten ultde gegevens verkregen worden door een eindig san-
tal toepassingen van de bewerkingen 1)-4) ( é 3) en 5):
%) De vierkantswortel uilt een positief getal te trekken.

Stelling. Is een kegelsnede J gegeven, dan zijn alle projectief-kwa-
dratische constructies met de lineaal alleen uitvoerbaar,

Bewijs. Kies het cobrdinatenstelsel zo, dat de vergelijking van de
kegelsnede wordt xg = XX, . Snijd deze met de lijn x = aXgq; voor de
snijpunten geldt

Voorbeelden.
a) De raaklijn in een punt van a’ te construeren. (¥et de stel-
ling van Pascal.)
b) Een kegelsnede 5 is gegeven door 5 punten A,B,C,D,E. Con-
strueer de snijpunten van é met een 1lijn 1.
Oplossing. Construeer eerst de raaklijnen AF en BF aan 5
Kies A',B',C' op y en construeer de raaklijnen A'F', B'F'.,
Beschouw de projectieve betrekking, die A,B,C,F in A',B',C',F!
cvervoert en construeer de beeldlijn 1' van 1.
1' snijdt 5 in P',Q', die de beeldpunten zijn van de gezochte punten
P,Q.
3. Uit é 5 en § 7 volgt: In de affiene meetkunde kunnen alle kwadra-
tische constructies uitgevoerd worden, als een kegelsnede en een pard-
lelogram getekend zijn.
In plaats daarvan kan ook een kegelsnede met middelpunt gegeven
zijn.
8. Uit §-6 en §>8 volgt: in de metrische meetkunde ziJn alle kwara-
tische constructies uitvoerbaar, als een kegelsnede met middelpunt en
twee rechte hoeken (niet met evenwijdige benen) gegeven zijn.
In plaats daarvan kan men ock een cirkel 3’ met mliddelpunt M geven,
(Steiner.) Het trekken van evenwijdige 1ijnen kan dan volgens § 5b,d
geschieden .en het construeren van loodlijnen is zeer eenvoudig. De
volgende constructies worden nu zeer eenvoudig door parallelverschui-
ving naar het middelpunt uitgevoerd.
a) Een gegeven hoek naar een gegeven been over te brengen.
b) Een gegeven hoek middendoor te delen.
¢) Een gegeven hoek te verdubbelen.
d) Op een gegeven lijn van een gegeven punt ult een gegeven af-
¥ stand af te zetten.
e) In een gegeven punt van 5’ de raaklijn aan 6’ te construeren,.
f) Uit een gegeven punt P de raaklijnen aan E’ te construeren.
Trek een lijn door P, die bf in A en B snijdt. De raaklijnen
in A en B snijden elkaar in C. De loodlijn uit C op PM snijdt
Kf in de gezochte raakpunter..
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g) Uit een gegeven punt de raaklijnen aan een cirkel 5 te constru-
eren (c§ gegeven door het middelpunt O en een punt Q@ op de
omtrek) .

Verplaats de figuur parallel tot O in M gekomen is. Breng daar-
na- door cen vermenigvuldigingstransformatie de opgave terug tot
f. ' .

h) De gemeenschappelijke raaklijnen van twee cirkels te construe-
ren. )

Construeer eerst de som en het verschil van de stralen.

i) De machtlijn van twee cirkels te construeren.
le oplossing: de machtlijn deelt de gemeenschappeli jke raak-
1ijnen middendoor, ,
2e oplossing: zie de'figuur. AC = BC. DE is de machtlijn.

¥

. E

“‘*--,--; .
B
7, '
A
2
1
M, D My

Door constructie i wordt het bepalen der snijpunten van twee
cirkels teruggebracht tot
J) De snijpunten van cirkel 3 (0;Q) met de 1ijn 1 te bepalen.
Trek MR // 0Q, zodat R op y 1ist. QR snijdt OM in G. Pas nu
- de gelijkvormigheidstransformatie met centrum G toe, die O in
M overvoerd.
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Is het middelpunt M van 3’ niet gegeven, dan zijn niet alle genoemde
constructies mogelijk. Dit blijft zelfs waar, als twee elkaar niet
snijdende cirkels, zonder hun middelpunten, gegeven zijn, Het is
dan niet mogelijk, de middelpunten met de lineasal te construeren,dus
ook niet, evenwijdige lijnen te trekken. ¢
Bewijs. In de cirkelbundel, waartoe de cirkels d/ en ¢ behoren, komen
twee puntcirke}s P en Q voor. De punten P en Q zijn poolverwant t.o.v.
X en t.o.v. ﬁ,; P heeft dus dezelfde poollijn p t.o.v. beide cirkels.
De involutorische centrale collineatie met P als centrum en p als as
laat 3’ en invariant. Een constructie van M zou dus overgaan in een
dergeli jke constructle, slechts uitgaande van andere willekeurig te .
kiezen punten, en zou dus weer M als resultaat moeten geven, wat niet
kan, want M wordt dcor de collineatie verplaatst.
Zijn twee snijdende cilrkels gegeven, dan kan men de middelpunten
met de lineaal construeren. Stel, dat 5/ en dr elkaar in A en B
snijden. Kies P en Q op )’; PA, QA, PB en @B snijden ¢ weer in de
hoekpunten van een gelﬁkbenlg trapezium., Hierdoor vinden wij een
middellijn, en door herhaling een tweede middellijn.

Ook als drie willekeurige cirkels gegeven zijn, kan men de mid-
delpuntenmet de lineaal construeren. De constructie is ingewlkkeld.
(Caner, Math. Annalen T4, blz. 462).

IXI. Constructies met de passer alleen.

De Romeinse ciljfers verwijzen naar de constructies in S.C.van Veen,

Passermeetkundz, Noorduyn, Gorinchem, 1951.

De volgende constructies zijn zeer eenvoudig met de passer alleen

uit te voeren:

a) Het vierde hoekpunt te construeren van een parallelogram, waar-
van drie hcekpunten gegeven zijn. (I)

b) Een gegeven lijnstuk met zichzelf te verlengen. (II)

Veel ingewikkelder is reeds:

¢c) Het midden van een gegeven cirkelboog te vinden, (V)

Met behulp van c¢) lost men op:

d) Een gegeven lijnstuk a met een ander gegeven lijnstuk b te ver-
lengen. (VII)

Verrassend eenvoudig is:

e) De derde evenredige bij twee gegeven lijnstukken te construeren.
(XL1)

Als bljzonder geval hervan vindt men, door eerst na te construeren

met b),

f) Een gegeven lijnstuk in n gelijke delen te verdelen.

Eenvoudige constructies bestaan ook voor:

g) De vierde evenredige bij drie gegeven 1ijnstukken te construeren
(VI)

h) De middelevenredige bij twee gegeven lijnstukken te construeren.
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i) Het voetpunt te bepalen van de loodlijn, ult een punt neergelaten

op de verbindingslijn van twee andere punten. (XI%
Wij zijn nu in staat, de vijf hoofdbewerkingen uit §'7 met de coBr-
dinaten van gegeven punten uit te voeren. Het cobrdinatenstelsel is
gegeven door O en een punt E op de X-as; wij nemen OE als lengte-~
eenheid. Is P gegeven, dan construeren wij de cofrdinaten met 1) en
a). Zn de codrdinaten gegeven, dan vinden wlj de projectie Pl van P
op de X-as met d); vervolgens zoekt men een punt van de loodlijn, in
Py
De optelling is mogelijk volgens d), het tegengestelde vinden wi]
met b). Vermenigvuldiging en deling gaan met g), worteltrekking met
h).
Hiermee is bewezen, dat alle constructies, die met passer en lineaal

op OE opgericht, en vindt P met d),

mogelijk zijn, ook met de lineaal alleen uitgevoerd kunnen worden,
Enige mooie constructies:

J) De snijpunten van een rechte 1lijn en een cirkel te construeren

(1x)

k) Een cirkel in 2,3,4,6,8,12 gelijke delen te verdelen. (XXXV, XXXVI|

1) Een cirkel in 5 en 10 gelijke delen te verdelen, (XXXIX)

Constructie van de regelmatige zeventienhoek. (LXXXV)

Neemt men in het complexe vlak de omgeschreven cirkel als \z\:l, dan

zlJjn de hoekpunten de oplossingen van zl7=1, voor te stellen door

2 16 16 _ 1
zl,z1 senesZyl T, 217,24 7=1.
Daar de som van alle wortels O is, is de som van de eerste 16 wor-
tels -1.

3 10 _ 5 11 7 12 6
Stel z1 +z1 +z1 +zl +z1 +z1 +zl +z1 = ul

9., 13,15 16,8 _ 4 _ 2

zl +z1 +zl' +zl +zl +Zl.+zl +zl= u2

[de exponenten in Uq zljn de oneven machten van 3,mod.l7, dile in Uy
de even machten van 3].

Uptlug= -1; ujuy= -4 (door uitwerken!), dus u; en u, zijn de wortels

2
van
. /"
(1) %2 4x-4=0 u,= 543 Va7,
Stel
y 16, 13
Z1+2q gzl +2777= £y,
2 15,9
Z1 +Zl +z1 +zl = t2,
Cy+to= ugs tity= -1, dus t, en t, zijn de wortels van
(2) X2_u2x_1=o t1= _é_u2+’12_\/u22+4 .
Stel
3.5, 14 _ 12
2, +z,7 42, = ts,

+24
7 11 10
2y tZq 242 = t4,

dan is = H =

t3+t4 uq; t3t4_ -1,
dus t3 en t4 zljn de wortels van
3)

e e e

xg—u1x-l=o, b= %u1+%\/£12+4.
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16 L 13
Stel 2,427 7= 89, Z7 +Z777= Sy,

dan 1is 8,+8,= tl; 8,85= t3,
dus 8, en s, zijn de wortels van
2

e

(%) X —t1x+t3= 0 sl=%tl+-§- \/t12—4t32.
z, voldeoet nu aan:

2 1
(5) x"-8yx+l= 0.

85 is de zijde van de regelmatige 34-hoek. Uit 8, is de regelmatige
17-hoek gemakkelijk te construeren.
Inversie,
Bepaling. De punten P en P! liggen invers t.o.v. de cirkel C (mid-
delpunt M, straal r), als P' op MP ligt en PP=p2,
(pmerkingen. In de theorie der inversie rekenen wij de rechte 1ij-
nen onder de cirkels, terwijl het oneindige als één punt geldt.
Stelling 1, P' is het snijpunt van alle cirkels door P, die C lood-
recht snijden.
Stellimg 2. Door inversie gaat een cirkel in een cirkel over,
Stelling 3. Een cirkel, die C loodrecht snijdt, is bij de inversie
t.o.v. C inveriant,
Stelling 4. De hoek tussen twee rechte lijnen is gelijk aan de hoek
tussen de cirkels, waarin zlj door inversie overgaan.
Stelling 5. Zij D een cirkel, die door inversie t.o.v. C overgaat
in D', Twee punten, die invers ziJn t.o.v. D, gaan door inversie
t.o.v., C over in twee punten, die invers zijn t,o.v. D!
Bewijs. Volgens st. 2 en 4 gaan loodrechte cirkels door inversie
In locdrechte cirkels over. Fas nu st. 1 toe,
Stelling 6, Zij D een cirkel, die door inversie t.o.v. C overgaat
in D', en M,P,P' de middelpunten van C, D,D'. laat M en Q invers
zijn t.o.v, D, dan zijn Q en P! invers t.o.v. C.
Bewijs. Volgens st. 5 is het beeldpunt van Q invers met het onei-
genlijke punt t.o,v. D'; het is dus P!',
Toepassing op .dz Mascheroni-constructies.
Een configuratie van rechte lijnen en cirkels kan door een inversie
in een configuratie van cirkels alleen omgezet worden, Hierdoor
gaat een constructie met passer en lineaal over in een constructie
met de passer dleen. Aangetoond moet worden, dat het beeld van een
punt, 1ijn of cirkel met de passer geconstrueerd kan worden.

Het beeld van een punt vindt men met de constructie van een derde
evenredige ( ) 12 e).

Het middelpunt van het beeld van een cirkel of rechte 1lijn vindt
men met st. 6.

Op deze wijze kan men b.v. oplossen:
m) het snijpunt van twee rechte lijnen te bepalen. (Dit kost hier
16 cirkels;Mascheroni geeft een constructie met 13 cirkels).

n) Het middelpunt van de omgeschrevén cirkel van een driehoek te
construeren.



IV, Kubische constructies.
7.Uit de algebra is bekend, dat de oplossing van iedere vergelijking van
de derde graad terug te brengen is df tot het trekken van de derdemachts-
wortel uit een reéel getal, df tot het verdelen van een hoek in drie ge~
1ijke delen. Reeds in de oudheid is opgemerkt, dat de berekening van
\%’ a neerkomt op het vinden van getallen x eny, zodat 1 : x =x : y =

e ————

=y : a.
% De genoemde constructies zijn met passer en lineaal niet uitvoerbaar.
 2ij zijn reeds in de oudheid opgelost met behulp van inschuifconstruc-
tiss, d.w.2z. met behulp van de postulaten: I, II en III zie blz, 23.
V. Een lijn te construeren, die door een gegeven punt P gaat en waar-
~ van doot twee gegever lijnen 1 en m een segment van gegeven lengte ¢
- wordt afgesneden.
Op primitieve wijze wordt V uitgevoerd met een lineaal, waarop door
.~ twee streepjes de lengte ¢ is aangegeven. Een beter instrument is de
; conchoidepasser van Nicomedes, Een lineaal a is draaibaar om P; in a
i bevindt zich een sleuf, waardoor een pen Q kan rowegen, die eveneens
 door een sleuf in een tweede lineaal b steekt. Op de vaste afstand ¢
- van Q is aan a een potlood bevestigd, Legt men b vast en draait men a
om P, dan beschrijft het potlood en conchoide van Nicomedes.

Ligt P op b, dan beschrijft het potlood een cirkel., Het gebruik van
’ de passer is dus bij deze constructies overbodig.
3.Inschuifconstructie van Newton voor L;/bé .
“  Beschrijf een cirkel met middellijn CD = 1 en middelpunt A; verleng AC
/ tot AB = 1, Bepaal E op de cirkel zodat CE = a, Trek een lijn door A,
waarvan CE en BE een stuk FG = % afsnijden, Dan is: AB : EF = EF : AG =
| AG : CE, dus EF = [>-& .
’ Bewijs. Volgens Menelaos (blz, 12) is

AB CE FG 1,
CB*FE'LAT ©

dus, daar CB = FG,

(1) AB x CE = FE x AG.

De macht van F t.0.v. de cirkel is

FE.FC = FA®- ACZ = (AC+AG)2- AC

FE(FE+EC) = AG(AB+AG)
FE2(1+ %%) = AG.,AB(1+ %%)o
2

2 - AB.AG + AGS.

dus volgens (1): FE® = AG.AB.

‘ AB : EF = EF : AG = AG : CE,

“0 Inschuifconstructie van Newton voor % . Beschrijf een cirkel met M als
middelpunt en middellijn AB; bepaal C op de cirkel zodat £ ABC = 7 -
Trek een lijn door M, waarvan AC en BC een stuk DE = AB afsnijden, Deze
lijn snijdt de cirkel in F. ZCBF = %7(’

% Bewijs, Zij G het midden van DE. EG = GD = GC = CM

i

MB, dus, als
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]
i}

L CEM = O, dan 18 . CG =", LCGM =2X, L CME = 2, ¢/ BCM = 3,
/. CBM = 3, dus X = -3’-5/), maar £ CBF = 3 L CMF =,

1, Inschuifconstructie van Archimedes (?) voor %-yh Z2ij ¢ BAC = ?af Trek
door B een 1lijn 1 // AC en een lijn m A AC, Trek een lijn door 4, die 1
in F en m in E snijdt, zodat EF = 2AB, ¢ PAC = %50,

Bewijs, 2ij G het midden van EF, FG = EG = BG = BA, Stel 4 CAF = X,
L BFE = , £ FBG = &, £ BGA = 20, (BAF = 2,
2.Constructie van de regelmatige zevenhoek.

z6+ z5 4 3+ z2+ z + 1 =0,

I
i}

+ Z 4+ Z

1
Stel z + 7 = X

3

X7+ x2— 2x - 1 = 0.

| Stel x =y - %u
i’ yB—%y-g'ZY:O.
vStelyzrcosf. cos3§ﬂ=%0033$0+%cos¢.

i « — 2 . —_ 1
§ Men vindt: r = T b/%, cos 3 f = E—UT;.

i Teken een cirkel met straal 1 (middelpunt M; middellijn BG). Verdeel BG

- in 3 gelijke delen: BP = PO = 0G. Beschrijf een cirkel om O, die door B
gaat; middellijn BA. De cirkel om B met straal BG snijdt laatstgenoemde

 cirkel in C, AC = %ﬁ,

. Beschrijf een cirkel om A met straal AC; deze snijdt BA en zijn verlengde

g in F en D, De cirkel om D met straal % snijdt laatstgenoemde cirkel in

QE. cos £ EDA = j —. Verdeel boog FE in drie gelijke &len door de pun-

?ten H en X. 2 L/7

| Trek AE' | DH. DE' = y.

iPas PQ = y af op PA.

fCirkel ult Q met straal 1 om op de eerste cirkel} dan vindt men 2 hoek-~

jpunten van de zevenhoek,

hHet punt (x,y), waarvoor a : x = x: y =y ¢ b ligt op de krommen:

(1) x° = ay.
(2) y2 = bx,
- (3) Xy = ab.,
- (4) x° + y2 = bx + ay.

Menaichmos (-300) gebruikte (1), (2) en (3); Descartes (1) en ﬂ4). Neemt
men a = 1, dan blijkt, dat L;/'b met passer en lineaal te construeren
1s, als de vaste kegelsnede x° = y getekend is.

Uit de algebra is bekend,dat de oplossing van een vergelijking van de
vierde graad teruggebracht kan worden tot die van een vergelijking van
de derde graad, de kubische resolvente, Meetkundig kan men dit als volgt
inzien. De vergeliljking x4+ ax3+ bx2+ ¢x + 4 = O wordt opgelost, door de
Snijpunten te zoeken van de kegelsneden

x°= v, y2+ axy + cx + by + d = O,
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In de bundel, hepaald door deze kegelsneden, komeéh 3 ontaardingen voor,
die bepaald wbrden met een vergelijking van de derde graad. De rechte
lijnen, waaruit een ontaarde kegels’nede bestaat, kunnen met vierkants~
wortcls bepaald worden, Dan zijn ook de snijpunten bekend.“



