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MA lHEMAHSCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 4~ 

AMSTERDAM.-o. 
Gewon~ differentiaalvergelijk1ngen 

door 

Prof.Dr J. Popken 

I 

Literatuur: E.L. InceJ Int_gration of ordinary differential equations 

(alleen elem~ntaire methoden). 

oofdstu.k I 

lnleiding 

E,L, Ince, 

L.R. Ford, 
R.E. Lang,r, 

E. Kamke; 

Ordinary differential equations (handboek). 

Differential equations (uitstekend leerbock). 

A first course in ordinary differential equa­

tions. 
DifferentialBl0ichungcn reeller Funktionen 

( mathemat isch geric ht le erboek) . 

W, Hort, A. Thoma, Die Differ~ntialgleichungen der Techn1k 

und Physik, 

j1, Laat f(xjy,y 1 J ••• ,y~) een functie in de veranderlijken x,y, 

'./✓1 ,., •1Yn z:iJn. vc ijking 

d 12 . !""l. 
( , y Ci y Q Y) f x .fJ ,:1 )~:;-rf':, q o. J--n == 0,, 

ux ". e- dx C1X 

die een verband aangeeft tussen x 1 de onb8kende functie y = y(x) en ~en 

aantal van zijn afgeleiden, heet ecn gcwone differentiaalvergelijkinf. 

Onder een integraal van deze vergelijki verstaan wij elke functie y(x), 

zodat in zeker intl,rval a< x < b 

f t X 9 Y ( X ) , Y 1 ( X) :, Y 11 ( X) 3 , • • , y ( n) ( X )j O , 

Onder de orde van een vcrg0lijking verstaan wij de orde van de hoo te 

afgeleide, die voorkomt; in ons teval n. 

Voorbselden: y: Jf(x)dx is een integraal van de vergeliJking van de 

cers~e orde y 1 = f(x); y = sin x en y = cos x zijn integralen van de 

vergelijking van de tweede orde y- 11 + y = O. 

Een different ia al verge li Jking heeft in he t a lgemeen co vee 1 1 nt E •· 

gralen. Zo heeft y"-.!+ y = O als integraal elke functie 

y(x) = c1s1n x + c2cos x, 

waar c1 en c2 constanten zijn, 
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§2. Differentisalvcr,.1-ltjkingen tred~r1 z~~r vetilvuldig in de toe­

pasa1ngen ven de wiskuridc op, WiJ rcv~n tw, ~ voorbeelden: 

i:1) Voor de ''vri j1:. val" van een mater1.Lcl punt itt::bben wiJ 

'' -s~g,·"./ 

Voor de val in ~e~ mcdi~M htbben w1j tcvens rckcning t~ houden m~t cen 

weerstand W, wel~~ voor k7c1ns snllh, d~n ~Vl.nredig is mtt d~ snelt10id: 

W ·.::: kv. 

krucht in dit geval 

Wij hebben dua v ~ v(t) op tc lossln ult de J1fferent1ralv~rgeltjk1n( 
·1 ~ , • 1 1) • ., ,. k) van CH; etrs r:e orcc: \ ', ,,, .. ov ~0 g \ d = ffl' , 

b) 

'------·-·-·-··--"-"'•-· 

WtJ btschcuwen de electrisc!:.L, 

stream in een ceslot~n kettn 

m~t een stroomtron met E.M.K. 
gcli.,jk ean E(t), (jcn weer:st·,0 n,·, 

R tn een zelfinducti~ L. ~1 wcnscn b,v. de stroomsttrkt~ I(t) te k~nnLr1 

als functie van de t1Jd t. 
' De E.M.K. van z~lfinducti( 1~ -LI; cte totnlt E.M.K. is dus 

' E( t) - LI "" }U 

of 

~eer een difftrentitulv~rrc:l1jk1ng van d0 ~crsto orde. 

In het volgende l:oofds!uk 211llen wij de vcr~elijkingen (1) en(~) 
,. ·1 · intsgreren' . 

J. In het voorgaande tlsprok~n wiJ functiusy(x) met hun ~fgel~idcn, 

van ~,n verand~rlijkE, Bij d~ to(passingen komt h~t vaak voor, dat de bL-
I , 

t1cbouwde functii:1 vmi ITHSsr variHbclt::n afhang.-.:n i;;'D dr.t mt:'n dRn tot een vcr-

gr li ,jl-cin~:, gevoerd. wordt waari n cok de part H:lc af le; !den cen ro l spe lcn, 

Men zoekt dan b.v. een functie z = z(x,y) van tw~0 v~randerlijken x en y, 

welk€ voldoct 

b. V. 

aan een betrekking 
~,.. 1."' J.:2z _12,.,, ~2'"' 

~( • ~M ~ 0 Q ~ Q ~ ' .. :x~ Y »., ·';ix;, ''{ ':-2°'-sr-d''f ;'-::--:?.'' • •• , - 0; 
o, ~x ) . dy 

2 ,::, 

4 + ~ = o. 
dx~:: dy•=: 



{ 1) 

-! 
.C 

n 

( ) 

s 

°"' (x) 

l 

t: 

(x) 

o< ( ) n ( ) co 

li 1<:i 

er r~ t t,c 1 X n 

t. zen wi,j 

) 

; dan sta 11 in ( 1 ) 

tis VO 

m'(x)/m(.~,r) =O<(.x); 

(1c) m(x) ---

V 1 

dat 

; , 
ccn 

t o,l r:. t::,• n 

t 
V 

vrrn. my, ( ) 1 - m of 

s van (1b) te n.: nu i.s 

t) 

t t • c1:Lc van 
) 1 in (··ic) 

i ( "l) 

11 in­

f 

( 1) 
na verme met m 

tot 

at Hl n :af lei , wa t r:,ro-
te intc tie. 
B'i 1 : 0( ( x) -- a = o nt3 tan t ,,; : 

Y' + 0~ r(:x). 

factor -I ax ... nu m = e 

d I ax ) (x) ax 
ax'\€ = X 

x)t 



Is ook nog (:>(:x) :: C; dsn vl.nden ll'Jt J 

j 2. Toepassing(:2,. 

a) Op h~t pr0ble~~ vcn het vallcnd lichaarn ~ct d1fftrent!aalvurftl1jk1ng 

' V + JV •• g 

De voorgaande m€thod0 ;•c~ft 

De constants C kunnen wij b~pal~n uit e~n v0rder gegeven, b.v. uit de 
anelheid v cp de ttjd t ~ a, In dit laatstt gsvol k0mt ~r 

t? 

Voor t ~ ro :·1Rdert v 

sp,lltn uit (I,1)). Toep1ssing op bezlnkinGSSDElheld van deeltjes. 

b) Op probleem b) uit I. 

' LI + RI ··· 1;' ( t' ') ~- \ 

R. ... 
De 1ntegrerende factor - '1 -~· lS nu L c·L '(~iJ kr:lJg,.;n 

dt::in v1ndQn w1.J 

Het bi,jzondt:::~rc [:CVCl 

(I. 
\.) 

COl1StDt1't 

n 
1··, f\ I ) 
::, --T ( t-t 

,.... . ' !\ 
'--' ) .,... ..... , ...,, 

7"."'"t.: 
ct 

levcrt 

De E:·€,nite term rechts geE.1ft ck "st~1ticn~i.lrcH 

tern: bei::t 1'inschakclt:erm 11 • 

L~ 

4'' 
J. .• , 

C 

R 

~( ... 

+ -~ ;3 \. n (wt - I.G) ; 
'~t.. '-··•· ,_ l 
'fl{ + W L 

tenslotte 

voor twc :..'cl,~· 
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! 3. De z. ~ .• mE:t hode van 11 vorit\t h .. ' van 

M€.l1 ~::ock0, i;;;e!':iit ck intcgr-!:ilt?n vrrn d1;:: biJbt:hort:mde nh,)m~)gE:nfu 

Ft:11~1k1.ng 

( /")) ' t,.., y' +c.((x)y "" o 

-fxy~ c<(t)dt 
"" ,, ,,,; y ~ c~ , 

wear c een willek~urig~ constonte is. Stel t~r efkorting 
X -s ~ 1 t· Id'· X '-"" \ .. I i, 

u( x) •- e 0 

' ,, . 
V(;r-

dan zijn dus de intEgrolLn v2n (2) t~ schriJven 3ls y •cu.Nu vervan~t 
men de constante c door ~en functit v(x) en men probeert deze functi~ 26 
te bepalcn, d8t y • v(x)u(x) aan (1) voldoct. Na substitutiE van y = vu 
in (1) vindt men 

uvi + (:.1' +O(u)v .~ {3 J xot(t)dt 

V l = r 'J. - '1 ·'"' {3 ( X ) t:..x O ; 

zodRt e8n nitUW8 1ntcgratil v(x) l~vcrt en dus ook y(x). Control8er h~t 
resultaat met dat van 

Zijn y1(x),y2(x) en y~(x) dr1L inttgraltn van (1), 
-· 

da n vo ldot:.; t 
zow~l Y.1 Yn als t - y nap de h0~~v0n~ ver( .. ~~11.lkin~_~ C v.-1 3 ·~,. ~· ...... ,~ .. ·~~:.•.,,.. ._ ' ... 

zodat 
,,. - V 
./ '1 (, ;~ 

Y .1 ( X) - :/ r, ( X) 
Men vindt ;~,o. dat de verhcuding ·t ) c:. const;"l.-.n·t ir--1. 

, ~'1 X - Y3(X) - --

,§ i+. Op&avG. Integret:r de:: VG lg,.0 nde differ,2nt lnal vn•ge 11. JkingE, n: 
1. y• - ay •= e ( a en i\ const nnt) • 

Antwoord: y "" ,;2a c-1x + Cc ax. 
2. y'cos x + ysin x = 1. 

Jmtwoord: y = sin x + Ccos x. 
'2 2 .3 .. (x·+ 1);y 1 - 2xy = X + 1. 

Antwoord: Y • (x2+ 1)(arc tg x + 
4. X + Y + y' • O. 

Antwoord: y = - x + -·1 + Ce "'.x .. 

C) • 
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5. xy 1 - y = x3+ 1. 

Antwoord: y = ½x3- 1 + Cx. 
~ 2 e8rc sin x 

6. V1 - x y' + y + ~ 
1-x 

= 0 . 

Antwoord: Y = {½ log/~ ~ ~} + cJ earc sin x 

7. Los d(:; vorigE: raagstukkc.;n ook ·p mEit "variatie:: van constanten 11 • 

,t 5. De Vtrgelijking van Riccati 
Pass(:;n wij op €en lineaire verg€lijking 

y' = a(x) + b(x)y 

de substitutit2s 

(3a) 

(3b) 

z = y + p(x) 

z = q(x)y 
J p(x) en q(x) d1fferent1eerbaar 

toe::, dan gaat deze telkuns in een nieuwe linoaire vergelijking over. 
Dit is in het algcmcen niet mcer het geval voor de substitutie 

1 (3c) z = - • y 

De vergelijking van Riccati, g6definicerd door · 

(4) y' = a(x) + b(x)y + c(x)y2, 

gaat daarentegen door e::lk van du substitutiLs (3) in een nieuwe ver­
g~lijking van Riccati over. Sp0ciaal levert de laatste (Jc) 

( 5) z' = - c(x) - b(x)z - a(x)z2 • 

Deze beschouwing gccft al direct een oplossingsmethode voor de 
speciale vergelijking van Riccati 

(6) y' = b(x)y + c(x)y2 . 

Door de substitutie z =; gaat d~ze nl. over in de lineaire vergelijking 

z' = - c(x) - b(x)z. 

Opmerking: (6) is ook 0en bijzonder geval van de z.g. Vt;rgelijking van 
Bernoulli 

y' = b(x)y + c(x)yn ( n constant). 

Deze wordt tot de lineaire teruggebracht door eerst links en rechts 
door yn te delen en dan z = y1-n te stell~n. 
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Liouville hc~ft b~w~z~n, dat de vGrgelijking van Riccati slechta 

in zeer bi j zond8re gt;va l lcn 11 E;; h:ment air gt: !ntegrE::E:1rd II kan word en ( zic 

J.F. Ritt, Integration in finite tG~ms, p. 70). Wel is dit laatste hct 

geval als men reeds een particulierc integraal van (4) kent. Is dez~ 

y1 (x), dan stelt mtn nl, 

z = Y - y1 . 

Dan gaat (4) over in ~en nieuwE:: V8rgelijking van Riccati 

z 1 = a1(x) + b1 (x)z + c1 (x)z2 . 

Aan deze vergelijking voldoet echt~r z = 0, dus a1 (x)~o, zodat deze 

de vorm (6) heeft, Welke door een nieuwe substitutie 

1 1 w=-=---
z Y - y1 

ov~rgaat in een lineaire vergelijking in w. 

K8nt men twee verschillende particuliere integralen y 1 en y 2 van 

(4), dan stelt men 

z = y - Y2 = 1 + Y1- Y2,, 
y - Y1 y - Y1 

welke blijkbaar aan cen lineaire vergelijking 

z 1 = A(x) + B(x)z 

voldoet. Nu is bovendien A(x) ::::- O, dus 

(7) z' = B(x)z. 

Een integratie is nu voldoende voor de oplossing. 

Stel, dat y1 ,y2 ,y3 en y4 vier integral~n van (4) zijn, dan 

voldoet zowel 
Y3 - Y2 Y4 - Y2 

z1 = Y3 - Y1 als z2 = Y4 - Y1 

aan (7), zodat z2 :z1 constant is. M.a.w. Zijn y1 (x),y2 (x),y3 (x) en y 11_(x) 

vier inte5ralbn van dezelfde differentiaalvergelijking van Riccati, dnn 

is de dubbelverhouding 

voor tlkG x dezelfde. 
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Aanvullingen: Men b~wijst gcmakkclijk, dat allc lincaire substitutic8 

z - ~ f x) y + (3 tx ~ mt,t 6. I o: ( x) (3 ( x) I -1. 
- {f x)y + 6 X = (J (x) O(X) r O 

~en groep vormtn. Elke dergelijkc substitutic is op te bouwan uit de 

clementaire substitutics (3); immers 

c<y +/3 =d. - ,6 1 
'5Y +o O j2- y +J-1c) . 

Een vergelijking van Riccati gaat dus door een niet singulicre linaairc 
substitutic over in een ni,uwe vergelijking van Riccati. 

6. Opgavon 
1.Integreer:y'= - y + (x - 1)y2 , 

1 V :::::_ Q X , V - • 

x + Cc 
.Antwoord: y = 

2. Integreer: y 1 - 4xy = 21/y met bijvoorwaarde y(O) = O. 
2 2 J X t2 2 

Antwoord: y =ex ( 0 e- dt) , y = o. 

3. Integreer: y 1 = (y - 1)(xy - y - x). 

Antwoord: y = 1 + 1 x , y ::::::: 1 , 
x + Ce 

0 2 3 4. Integreer: y' + xyL- (2x + 1)y + x + x - 1 = o. 
1 Antwoord: y = X + , y = X • 

x - 1 + Ce-x 
') 

5. Integreer: xy 1 + y = XY~. 
1 Antwoord: · y = ~===~ 

V2x + c~7 

6. Intcgreer: ysin x + y 1 cos x 

COS X 
Antwoord: y =_sin x + C . 

2 = y . 



Gewone differentiaalvergelijkingen 

door 

Prof.Dr J. Popken 

II 
§7. Scheiding van variabelen. We zeggen, dat van een differentiaalver­

gelijking de variabelen gescheiden zijn als deze de vorm 

(8) f(x) dx + g(y) dy = 0 

heeft, waarbij we veronderstellen, dat f(x) en g(x) continu zijn in ze­

ker interval. Men bewijst gemakkelijk, dat (8) equivalent is met 

( 9) Jr(x) dx + Sg(y) dy = C. 

Blijkbaar zijn in een vergelijking van het type 

A(x) B(y) dx + c(x) D(y) dy = 0 

de variabelen steeds te scheiden. 

Voorbeeld: 

-5 dx + ~ dy - 0 
'1+x 1+y 

J~,-5 dx +j-~ dy = C 
1+x 1 +y 

(1+x2 )(1+y 2 ) = c1 

Fen voorbeeld uit de praktijk is de vergelijking die de stand van het 

grondwater beheerst in de omgeving van een cilindrische put: 

dy Q ax = =2-TT-..--k_x_y_ 

waar ken Q constanten zijn (zie Hort-Thoma p.122). 

Invoering van een nieuwe veranderlijke. 

Deze methode is ook al toegepast bij de vergelijkingen van Riceati 
(~ll Bernoulli. 

-Joorbeeld 1. g~ = f(ax + by), waar f(t) ee11 in een interval continue 
functie betekent en waar a en b constanten zijn. In dit geval stellen we 
ax+by=z. Dit geeft 

dz= a dx + b dy =(a+ b f(z)) dx, 

zodat de variabelen z en x te scheiden zijn, 
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V,:.1orbee ld 2. 1y 'l 
ox ·"' ··x-· -r-( y-,-·-+·--g_, TT · 

V8t omgek.eerd x ala f' .. mdJe vz-:n:i y op r,:m men kr:\.Jgt et:m linea1re 

vergeliJking 
,.. {' ., i 6 :, J • 

Voccbeeld ~-· 

Stel y'~z, Jue 4xz' + (4+x)z=0; l~te~ratie geeft 
X 

- 1f 
,., - '1 z -- ... , ,:: , e 

V 
( co _.1 -1f 

',! ,., ,, ,.. 4\'' 
V ,,_ - •·' , • ,<;;: \.; : 

-✓x 

(
OCi' -'1 

"" :~,... t 
C. 

j 

dt +· 
JX 

1f 

l.,J.. I.,., .. , ..... ,., ~, U ;.,~evdn 15 JOO ·t·-·1 ",-t, ·'t E1(x) een getAbelleerde functie, welke 0.:1. 

X 
nnuw S3menhangt met 11 x 

1 ·--r.. t -"''t - d t ui t de tl1eor-1e de r> pr-lemfr,et:, 1-

len. 

Voorbeeld 4. De parti~le differentiaalvergelijking van een verhitte 
lu1dt 

{p) 
\ " 

tempera tuur-, tot cle drtrnd). 

De 
x,,,r2 /at 

2 r dimer1sic vfn ~ is bl1.jlcba6r ~eliJ•k nDn die van zod3t ._, t' 
dimeneieloos ls. We zceken nu een oplossing van (P) van de 

e (x)' 

Substitutie in (P) geeft 

4x 4 t ( i). + X) gXe = 0. 
dxc: 

Integratie volgens voorbeeld 3 geeft 

$(r,t) 

V' C) r:rn 



·w·Jrtr' ~!X y' "'·1 •·1 ')'.\(·.,. ,7) r·•r-1··,~.~r-·· 1 -;:,, ·tr·) e,·. ~,nv(•"',:~·\en h<imo·o•,::,,ep ·1"" X eq 11' V::r. ,1 '• '.- ,·'\ \ ., l ,:;:., s I It.... ,I\. JI , . ~ ,,_, .. ) , ,,. ..... 1 ,._4 ,.,.( -~- ~... , , i •. --· "' i ,, .J .. ,.. • ,. • l ""...... t'."> ...,. • ,,,,. ~ " • .. " 

~ x 8(4,v) dv - O, 

zcdst de vn~1~te:e~ te scheiden ~lj~. 

Een vergell.jking 

w01•dt overgevoerd 1~ ee~ hrnnagene daor de substitutie 

, 

·.r. ir• r,... 'i ) het sn1._;i1i-unt iG vr1n de r.e1de rechten - \'"0' C' 

. rJ ls ·o ,.... t' .. tr, ,_,,· Y,. ·• • ,, 'l - .:.1 . . . /I;.< .. • 
: c:.. c: ! 

C -~ ,_... () f .. , ,i •">) ,.,~ = ,,.c:. fl 

l 

,:: .,,X+b_, Y 
I I 

- ~ \ l_~ 't)' Ill 

d •'.)"'TL.:2.l 
c... -

_., 
'J t ·:. l• ',r" .. '' en men vindt een verge-
i,J L, •'] •-' r1 . .., ........ ,1.~; 

Geheel analocg behandelt men de vergclijking 

~ ax 



·.:. '.·-.·.'. ~y . Antwoord: y • C + k arc .~ n 

~) "'." 
3. (x--y2 )dx + 2 XJ dy • O 

'j ') 

Antwcord: xL + y~ - ex. 

fH1twcord: 
~, ,., 

,..,..,'."!-.,J...'-J•~~-: :, v·u 
r, , .; .... · . .; •'- ,1 • 

,,..,, l"''I, 

:::,. X ( JC' .. 3 y'; ) 

Antwoord: 
lt ,. 1,) 0 

·v' .,I. r,y•···,'·· 
.(\, ' .... ,) 

Antwoord: (y-x .. 1) 2 (y+x-1) 5 - C. 

een enkelvoudig samenhangend gebied 
\.• r· h€ t· ·x· - ·, - ,. • 1 •:·, 1.- ,:"'• ,,. , ·l: r .,,r •.r ) ; .. ,·, ·~ ·I ~- A.in · J - ,, \' V J. • .... t1o. ,. , . .) 1 .... ,;,_,~ .J. ,; \ t ,. 3 J . ..,, -...- J;.,.j ,-1,. .._. G ontinue af~eleiden U en U . o X ~-., 

Lnnt verder de in het ( X , X •. 1 ) 
Q I 

differentieerbJre functie Y=~(x) 
de eiger1schap hebben, 

in G ligt, terwijl 

(~n t VOOr' 

( ., 1 \ 
f I 

nl-.- ,:\ -· ,-, l,.)\A,.,y'} =- , __ ., 

elke x '...~l t steec.L3 

la. Door differenti8tie 
V€:rgel1,jking 

•r·n1 ( ". ··1 \ 
\ ,., /1. \ f n3ar x volgt, dat y dnn voldoet □ an de 

Omgekeerd vcldoet dsn clke itite :.:, 'l \'··,1--, ( ,'j':) h1 i ·res,,n· ~ 'ri" ,., 
..... ', "' \ ;,_ 11,,,,..1.~) ~:::, 1, ... ..1.fl.,,,,t, keuze vnr: .., 

•:.,an ( ,, '1 ) 
\ •' • If 

We beachouwcn nu ~er d1ffercntiaalverge11jking 

'n) ' ... + 13 ( x. , \' ,) d \' 
\ ~ ,, I~ 

wanr A en Bin G continue eerste afgeleiden nine x en y hebben. 

Definlt1e: De vergclljking (13) wordt ex8ct genoemd als het linker­
lid bovendien een 
bestaat, zodat 

U "" A • X , 

Nog anders: ale vector (A,B) 

TJ,. "" B. 
J 
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Voorbeeld: (x3+y)dx + (x+y3)ay = o is exact; men k1eze 

x4 l~ tr= ,r + xy + zr . 
Een exacte vergelijking wordt ge!ntegreerd door (11). 
De vergelijking (13) is dan en alleen d8n exact als de z.g. 1nte­

~~ab1lite1tsvoorwaarde is vervuld: 

Bew1Je: 1) Stel (13) is exact, zodat (14) geldt; bijgevolg geldt de 
integrabiliteitsvoorwaarde: 

2) Het omgekeerde bewijzen we hier alleen voor het geval, dnt 
Geen gerichte rechthoek is. Kie~ ln Geen vast punt (x ,Y ) en beschouw 

0 0 

(15) U(X,Y) B(X,y)dy. 

Dan is 

= A(X,Y), 

Uy(X,Y) = B(X,Y). 
Q.E.:9. 

Voor het bewijs iD het algemene geval kieze men in Geen vast punt 
(x0 ,y 0 ) en een veranderlijk punt (X,Y) en verbinde deze door een in G 
verlopende weg C. Onder de 1ntegrab111teitsvoorwaarde Ay=Bx blijkt de 
wegintegraal 

(16) U(X, Y) = JC (A dx + B dy) 

onafhankelijk te zijn van de keuze van de weg: U stelt dan de "poten­
tiaal" van het vectorveld (A,B) vuov. Zie b.v. R. Courant, Differential 
nnd Integral Calculus, Volume II, Chapter V,.) 4 and f 5. 

Kiest men de weg zo, dat op het laatste stuk Y=Y constant bliJft, dan 
volgt Ux(X,Y)=A(X,Y). Analoog door x=X constant te houden Uy(X,Y :B(X>Y). 

Merk op, dat (15) een bijzonder geval van (16) is. 
De formules (15) of (16} geven tevens een berekeningsmethode voor 

de funct1e U(x,y), zodat een exacte d1fferentiaalvergel1Jking langs deze 
weg vaak ge!ntegreerd kan warden. Voor de praktijk is de volgende mod1~­
f1cstie iets eenvoudtger: 
Voorbeeld: Integreer d~ ~xact~ vergelijking 



/ ,\,., ' \ I f I 

:r~, ~ 
\,J .i .. lo,/ 

)Jy '"' 0 

: r ( ', ,) , . .., X, ti ls :.r.: t<:, 

Y' 
T 'f ,,.., .,-.. { ):' •r-\.,.' y~:; t:, \ 4 .. cosy) 

F = 
X 

X 1,. 
y f' + e 

X + e 

n . x ( ·v ') ·. ,.,, 4 ·,·1 ,, \ _ ~~ .. t: \ . ....._J "'t "-"·· "t1.. ,._v ; ,. 

r·,. .. \ 
,;. \ ;-.., / ,, 

~12. Inte rerende !'actore~. Gen ae ver~elljkl~g Adx + Bdy=O wor0e~ 
' 
11~ in ~11 gekozen. 

Den.n:itle. Is m=m(x,.v)to een fun:!tie r::c·t continue eerste :,fgel(:1.­

ien 1n G, ~=-6 d::1t 

;\ dx 

n1 A dx ~ m B dy - r 

j ,.,.. , ,r ' ., ' , 
I v-. \ X I ', J ;,, 

'-· ' is een 1ntegrere~de fActo~ von de line~lre 

'' ,nr> , .. ,. "" l ' ·i'I ' ,, •·1 •·'!' J ,.,, ( Y 1 '.' - (1 ( X l f' ,., X + ,~ V "" (• ~~- .. t,1::-....•· .. ,.dt\.J~•t:.--.. tl\..,,A., #·•J.r 10,.1 ... ,,, ~.... 1.J,. 

Noodz 0 kelijk en v,)l,'ccr,1e opd:-1t rn ec:n 

I ·z ·t e C'O !r ( "0I ) 
\·'··;, I"\, "J " 

lntegrerende factor is, is 

( -191 
. \ I / 

een pnrti~le differor1tia8lvergelijki11g voor m. 
Stelling. Laat m een integr·er•cmde fnctc,r z:tJn van Adx + Bdy ,-.. o, .'.o<J:•t 

er een functie U(x,y) hesti~at ~et 

U •·- .,.l P X. ""~ .Ii ,., ·' 
·r B. l,.y "" m • 

Tenelotte zij f(t) een willekeurige functie van l~n va~iabele t met con­
titme afgele.lde. 

Dan 1a M=m f ( U) weer etrn 1.ntegrer-ende factor van Adx + Bdy=O. 
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\ 
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en 
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We behandelen nu een methode om zo'n gemeenschappelijke factor te vin­

den. Laten de vergelijkingen (21) resp, de multiplicatoren m1 hebben. 

We integreren deze in de vorm 

Volgens de stelling uit de vorige parBgraaf zijn dan voor willekeurige 

differentieerbare functies r1 (t) ook m1 r1 (u1 ) en m2r2 (u2 ) integrerende 

factoren. Er 1s een gemeenschappelijke multiplicator als 

Voorbeeld. Zoek een int rerende factor voor 

(y3+x) dx + (x3+y)dy = 0. 

We splitsen deze in 

y 3dx + x3dy = 0 x dx + y dy = 0 exact 

dx + dy O t - 3 _,,.. = exa c 
X y..J 

m1 = x-3y-3 

l ( -2 -2) 
-2 X +y =C 1 

We tr□ chten nu r1(t) en r2(t) z6 te vinden dot 

-~ -~ -2 -2 2 2 
X ..) y ✓ f,1 ( X +y . ) = f 2 ( X +y ) 

Men vindt zo de gemeenschappelijke multiplicator .. 1 
m = ( x2 + y2) - 'Q"' 

~14. Opgaven. 

1. Is de integrabiliteitsvoorwaarde A =B vervuld~ dan is 
y X 

+J y 

B(x.,y)dy 

Yo 

B(x 0 .,y)dy A(x,y)dx • 

2. Toon aan, dat de volgende vergelijking exact is en integreer daarna: 

2~-y) dx + 2~+x2 dy = 0 
X +ye. X +y 

Antwoord: log(x2+y2 )- arc tg x = c. 
y 
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door 

, .. .,.T 
J., J.. ... 

fu15. Inte retie door mlddel van machtreeksen. 
,j ·-

Als de voorgaanrie ~cthode11 geen succes l1ebben trac~t men vaak d~ 
oploas1.r\g te vir.den 1r: (:le gedaante vi:n1 ~~en mtH1htr•eeka. 

I 2'')) \ ·'-

Voct-'beeld: Ir:tegreer 

/( X:) 

zcdat yuO voor x~o. 

co::; x +· sin y 

We stellen dGartoe, dJt de oplossing in Je gedaante van een n~cht-
reeks 

y '" /~~ ,, ,,, ·, ,.., I' ,,.." ,.,2 
1 ,, ,, X + , .. , r>>. + 

I "'" 

kan word en geschreven. Wegens Y=·) vo·::ir >:..:0 volgt onrdddelll.P< ci :-,0. Ve v­o 
det' is 

',''€ ~1e-··'h,,.s ,:ifr,\ \ 111 (,~' 'Jmln) --
.. - ' .,_, 1~, ., \ ·.) I ., l,o' \ .... ) j ,.7 \ V :, te berekenen hebben. 

't.r, ·~t· ~ '~>:·'.) ,,olgt -,.,,"". .. .. - 1 ',._ t · · .. " · ! \. :-. :: . ,, '~.1 ~ tl O t1 :,,. J. v ll l. e }'\,::;;.-: \ 1 

na differentiat1e van (22) gevolgd door' de substitutie x~o 

y .,;., y' 1 cos 7/:, 

cosy 

enz. 
Lue 

y(x) ·- X + + --

Meer a 1gerneen kan l'11fm deze methcde toe pa sse:1 bl,j d iff'et·ent.iaa 1 ve r-­

geliJkirgen van het type 

:ip de vri.Hig onder welke ::,.matandigheden de :-::,'.) gevonden machtreeksen i:.:cn­

vet'.ger>EH'1 gean we hier niet in. 

O, ~av~ 1. Bet~,eken i.n bov-enetaand voor•beeld ook c 5 en c6 . Antwoor-d: 

- n:,, 06m - 1n . 
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2. Pas de methode toe op de vergel1jking 

y I a 1 + y2 

met y.o voor X=O. Aldus krijgt men de machtreeka voor tg x. Antwoord: 

y(x) • tg x • x + ! x3 + 'f5' x5+---

Annendix: Enkele gebruikte begr1ppen en stell1ngen: --------
1. D1fferent1aal: Stel y = y(x) is gegeven. 

def 
dx = Ax; C;)Y = y(x + o.x) - y(x); 

def 
dy .... ,. ~ dx; dy is een benadering voor o.y. 

d(y1 ± Y2) = dy1 ± dy2; 

d(y1/Y2) = (y2 dy1 - Y1 

d(y1y2) = Y1 

dy2) / Y22· 

2, Omgev1n~ van een punt (x0 ,y0 ) van het x-y-vlak: elke cirkelschijf 
zonder rand met (x0 ,y 0 ) als middelpunt. 
Equivalent: alle punten (x,y) met 

Jx - x 0 I< b, IY- y 0 \ < & (= vierkant zonder rand). 

3. Gebied in het x-y-vla k 1 ~~!~nhangend ; 

open wil zeggen: met (x0 ,y0 ) behoort ook een voldoend klein geko­
zen omgeving van (x0 ,y0 ) tot het geb1ed; 

sa~enhangend: elk tweetal punten in het gebied is te verbinden 
door een polygoon, welke geheel tot het gebied behoort. 

4. Gebied van enkelvoudige samenhang: het gebied is omsloten door een 
kromme zonder dubbelpunten. 

5. f(x,y) heet continu in (x0 ,y0 ) als bij elke l >0 een omgeving 
van (x0 ,y0 ) te vinden is, zodat voor elk punt van die omgeving 
geldt: 

(23) 

Equivalent daarmee: t., 6 definitie: Bij elke k, > O is een 6 )0. 

te vinden, zodat (23) geldt voor 

I X ... XO I <. b , I y - y O \ < 0 . 

6. Pertille af!ele1de naar x: 
de.f' ·=- 11m 

h ➔ O 

r(x0 +h 1 y 0 )-f(x0 ,y0 ) 

h 
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andere notaties: i½ f, fx, f~, Dx f . 

Ana loog: (;,f) 
X=X, Y=Y 

0 0 

f ( "'-• > \j. ,,. k.) - f ')I.. ) !::I • ) 
k 

Notaties:~ f, fy, r;, Dyf. 

tweede pa rt Hne a fge le 1den: 

<> ( or ) -,} f 
rxx = 

2 f Si 'Si = ~ - DXX OX 
~ ( ?,f ) (:? r 

= fxy 
2 

= Dxy ?>y Si = bX by 

2 
0 ( ~f ) = o f = f = Dy2y f 

Sy' ~y ~ yy 

7. Differentieerbare functie f(x,y): 

(let op 

volgorde van 

x en y) 

A f = f(x+h, y+k) - f(x,y) =Ah+ Bk+ t 1h + ~k, waar A en B niet 
van h en k afhangen en waar c.'"', t.J ~ O ala h.,k ➔ 0. 

1) I t: 
Oemakkelijk volgt A= fx, B = fy 

2 ) f(x,y) is zeker differentieerbaar als rx en fy continu ziJn. 
def def 

8. Differentiaal vocr f(x,y): dx = 6X=h, dy = AY=k 
def 

df = Ah+ Bk= fx dx + fy dy, 

df is een approximatie voor Af (foutenrekening). 

Analoge definities voor functies van meer den twee veranderlijken. 

9. Ste111n~: Zijn fxy en fyx in een gebied continur, dan geldt hier 

fxy = fyx (m.a.w. de volgorde der d1fferent1at1es is cn­

verschillig). 

10. Kettin5regel voor een samengestelde functie 

f(x,y) = Ff u(x,y), v(x,y), w(x,y)} . 

Laat de optredende functies u,v,w,F(u,v,w) alle differentieerbaar 
zijn (zie 7.), dan volgt; 

l fx • Fu ux + Fv vx + Fw wx 

r, - Fu Uy+ Fv Vy+ Fw WY 

.Voorbeeld: t(x.,y) • sin u., waar u = x2 + y2 

tx • cos u ~ • 2 x cos (x2 + y2). 



y· ~ ·1. De kett1ng11Jn. 

Een dread met lengte l is Jr­
gehangen in de vastc runten 
A(x_, 1 y~) en B(x 1,y 1 ) (vgl.ue 

l,, V ~ 

f~ ~ ,~-.. , ~. '' \ 
•• t:.,Ul.<t") • 

De dr,Hid le homogeen en her:ft 

het gewlcht p per lengte een­

he1d. Bovendien 1B de d~aad 
vc:,lkomen bulgza.am, (d.w.z. d,2: ,k~1ad neemt: over-al de r•icht:1.ng van de 

Sr.,,, r"··, in·- "'" •·· ) ,.., e•· r·•a" ·, .; t·1 ·••• .; .-; H .I ~ ~S- ~~ (:I "' J. • l.f y ·~ t:.. C, J t7". 

},,7,·eem .:,,c,r,•• '•1•! "j "'I e'"f:' 1 '[\> j,'J' •""' r·,r ~.' r V ") 
""' ,, .i .. ~.J. h .. .. u. ,l.e, ,. , .. v - 1 '" J ,_y I het stuk AP 5.B 1n 

evenwl :~ht: 

a) de horizontale ccmpcnenten van de spanningen in A en P zijn s~­
lijk doch tegengesteld ger1cht: H0 =H (His dua constant). 

b) voor de ver•tica .le t:: cmponenten V en V geldt 
0 -----

·- 0 Jx V1 + ·:a r. de 
.) X • 

r) 

{,r l) C 0°X 
\ ii ' 

0 

i" J + R 
(X 
1 1\ f 1 + ( ',,, 1 \) c:'. d X .Jx 1/ I · \ j 

C 

Y' 

y'' 

Stel y• • z, dan volgt 

1t I ,·, 

,, '·1 -1- ~-"--v ' t.J 

0 

De variabelen x en z zijn nu te s~tieiden; integratie levert 

log (z + ~) - ;d:r+c?\. met k= P \ ' . tt- . 
0 

,,, 
·'-' ... Ci~ ... ,i., 

~/• ...,., ,I. ,I J. -• k(x + c) 

( 1) 
,1 

k(x ,., ) y I ccsh + + " = .-
i{ " I '-' "I 

De 11 kettingl1,1n" is dus :l.dentiek met de graf1ek van de runctie in het 

r-echterlid. 

In de oploeeing (1) etaan echter nog drie onbekende parameters 
k,c en c1• Hoe bepalen wij deze in een concreet geval, b.v. ale we de 
ooard1naten van de ophangpunten A(x0 ,y~) en B(x~,Y~) kennen en ale de 

' V ~ i 

lengte 1 bovendtAn gegeven is? 



Wegens (1) feveren one de gegevens 

(a) y 0 • J cash k (x0 + c) + c1 

(b) y 1 • ~ coah k (x1 + c) + c1 

(c) 1- Jx1 ✓1 + (y•) 2 ax. Jx V1 + (~Ix cosh k(x+c)f dx 
XO XO 

We gebruiken in het volgende de formulea sinh x • ½(ex-e-x), 
cosh x • ½(ex+e-x), 

(x) cosh2x - s1nh2x • 1 

(y) d OX cosh x • ainh x, d ox sinh x 

(z1) sinh x - sinh y == 2 cosh ½(x+y) 

(z2) cosh x - cosh y == 2 s1nh ½(x+y) 

Uit (a) en (b) elim1neren we c1: 

Uit (c) volgt 

l • fx1 ✓1 + (sinh k(x+c)) 2 dx = 
XO 

} kl 

( 3) l 
= sinh k(x1+c) - sinh k(x0 +c) 

== cosh x 

s1nh ½(x-y) 

s1nh ½(x-y). 

t 
0 

cosh k(x+c) dx 

komt 
Uit (2) en (3) elinirneren we de parameter c met behulp van (x). Er 

k212 - k2(y 1-y 0 ) 2 = 4 s1nh2 ½k(x1-x0 ) 

s1nh ½ k (x1-x0 ) V12-(y1-y 0 ) 2 

den wordt dit 

(3) sinh X _ ...1 x - ....... 
Met behulp van een tafel van functiewaarden voor ainh x is hitruit X, 

X 
en dusk, te bepalen. 

Er is een en slechts een positieve waarde voor X, die aan (3) vol­
doet, cndat 



elr-h x 
X 

Blnh r.. 
X 
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~ -~, 1 veer x "➔ O 
l -, + <:a~l V()()!' X ➔ 0() 

1' ,. "n" , e 1 ,., ) orr·d a•· • ,.)! h ,,1 ,I. " \, i::: JI j, v s:tnh x memo-

toon ·,;an - (.:,(,) nn,1t• +· o,.::, D·c:t,.1 • TensJ.,:::;te v'.tnden we G,., u1t formule 
' 

,,' ' 
1, ; # 

,§, 2. De mathematiscr.e sl:truz:er'. Een mett)rleel punt A :?H~t ma1:1sJ:1 m is doc.r· 

C 

'. 

m:lddel vJn een dr-c:iEHi zonder gewicht a:et 

lengte ,l opgeh8ngen in een vast pu11t r 

ge~r~cl,t en losgelaten. Gevraagd worJt 

de alingertiJd T te berekenen. 

Zij A de stand von het punt op de tijd t; zij op dat ogenblik h rlc 

hoogte van A bcver, het laagi.:,te tn.mt; dus h "'' l( 1-cos 'f ) , zodat de E­
tentHHe ~_nergie (=Ctn de 1a1:Jgste ~1tand) gelijk is aan h.mg = 

= mg l( 1-cos '51 ) • 2i .J ,..g de tc,ek ai€; CA maa 1<t met ziJn evenwL;htsst.::Jcd .1 

den 1.e de snelheld v van r,, ge,2.1jk aan 

1 ~ ,_ j 1 ,~ I , De idnet 1.schE:: en(n"'gie ls geU.jk aan 

r:') ~·.P_ l ","' 1~ I, 1• e ,-.,._,-, ,..,t "' .. r:, h '"' ,'\ff 'c .~ bt·· ""0 ·1 1; j· .,, ·-o~,, ta ,_,. '""· ...., .... U O v .._ ~ ,..J ~) 1.. -._,. ·..,I , \....I vi;,. l ",,.. ,.,.., (',\ ..., ,,_. I. ,,,, .L ~ ... w/ V \,.) ~- J ·-·- ..,,~, ',...,,i>0) \ ._.,..,,. ' \,,' . 
d1t punt 1e _v • O; dus de kinetische energie nul, zodet 

(5) In,., :1 I ,i -, ,, "' . ..,, ,, " f> \ 1-Gu,.,....-._) ... , :,,, 

Uit (4) en l t~ ) \ __ ., vclgt de diffe~entiaalvergelijking voor 

• 2 2g l "J + r \cos~ - cos 19 ) = o, 
of 

In deze vergelijklng iijn de veriabelen te scheiden: 

<,t .. ~ i ✓-l ,: g 
sin - ½ '.f 

Voor 
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Na integratie v1ndt men voor• d~ sl1ngert1jd T 
Oil.. 

¼ T • ½ {f J ,._ 'Vtln'i!1f,,_d': sin~ 

Subst1tueren we u = sin - 1 ½ c:J.... sin ½ <.g , dan v1nden we zo de el11p• 
tische 1ntegraal 

I 

welke voor gegeven c:it... uit een tabel gevonden kan worden. 
Voor kle1ne waarden van°"'" v1ndt men zo de benadering 

T ~ 2# j 1 __ ?~2- = 211 ✓T. 
g ·,.1 ~-u g 

~3- Het volgend voorbeeld is uit een uitgebreide familie van anal,i· 
vraagstukken gekozen. 

':J 

R -_.,.. 

I 

Een vliegtuig moet van A naar O 

worden gevlogen ( zie fig.) Er ~- . 
een constante windsnelheid W J.. ;1'1. 

De vlieger houdt de neua van h~t 
toes tel steeds naar O gericht .. : 
snelheid van het vliegtuig t.n.~ 

~L.~ - ,? ; de J.ucht is V. Gevraagd de baar1 ...,- I 
'0 ...____.. __ 0 _____ .__ __ _.,.,.2 van hct vliegtuig P:y=y(x). 

0. ti 
Stel afstand OA = a (bekend; 1 i- POA~ e. Snelheid van Pin de 

richt1ng van de X-as: -~ cc~ 0; enel~eid in de richting van de Y-as 
W - V sin 9, dus rlch[~ngscoLlfficicn~ van de resulterende snelheid R. 

W-V a1n 0 
= -

-V cos 0 
w Stellen we V = k, dan krijgen we di:> ~.omo~~ differentiaalvergeli,J ··· 

king 

Voor de integratie stellen we Y=XU en vinden dan 

du dx 
~'? = - k x, 
log (u + ~) ~ - k log x + C, 



De onbekende constante c1 wordt 
k dit levert c1=a en tenslott~ 

j 1-k 
Y = ½ a ( (~) 
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bepaald uit de beginvoorwaarde x=a, Y=O; 



Gewone d1fferentiaalvergelijk1ngen 

door 

Prof.Jr J. Popken 

IV 

Rl,;htlngsve ld 
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j1. Inleiding. We beschouwen hier voornamelljk differentiaalvergel1J­
k1ngen van het type 

(1) y' = f(x,y), 

waarb1j f(x,y) gedefinieerd i □ op een gebied Gin het x-y-vlak. 

Laat y(x) een willekeurlge intcgraal v~n (1) voorstellen, dan heet 

de bijbehorende grB fiek een integmci lkromme vnn ( 1); bv. heeft de ver­

gelijking y' = - f als integraalkrommen de hyperbolen xy = c. 
Zij nu (x ,Y ) een wlllekeurig punt van een integraalkromme van 

0 0 
(1), dan stelt 

.. 
de t'ichtin5sco!:!ffici~nt vooP v~rn de raaklijn in (x0 ,y 0 ) aan Je kPumme 
getrokken. 

Wij kunnen als volgt een meetkundig beeld van de vergelijking (1) 
ontwerpen. Neerr. een willekeurig punt P(x ,y ) van G; bereken daarbij 

0 0 
p = f(x 0 ,y 0 ) en trek door Peen lijntje 1 □et richtingsco~ffici~nt p. 
De combinatie (P,l) heet een lijnelement van de vergelijking (1). Het 
totaal van alle lijnelementen van de vergeli king heet het richtings­
veld. 

Een integraalkromme is ::-ils het wnre opgebouw uit lijnelementen. 
Voor de punt en P op een krom.m.e f ( x, y) hee ft het 11 jne lement l 

steeds dezelfde richting. Men 1v;emt zo'n kromme een isocline. 

f2, Lineeire vergelijkins met constante co~ffici~nten, 

Als eerste voorbeeld ontwerpen wiJ het richtingsveld van de verge­
~1jk1ng 

(2) Y'.=X+y 
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We beginnen met het tekenen van enkele isoclinen x + y = C; dus een 

stelsel evenwljdige rechten. Bv. voJr punten op de rechte x + y = O is 

de richting van het bijbehorende lijnelement die van de x-as. Merkwaar­

dig is oak de isocline x + y = -1, omdat daar de richting van het lijn­

element samenvalt met die van de rechte zelf: x + y = -1 is dan ook 

een i11tegr0aa lkromme. 

Trekt men te beginnen bij een vast punt zo goed mogelijk een vloei­

end ver lopen,je krommc: 1j ooP de ll.Jne 1ementen die men tegenkomt) da n 

kri jgt men a ldw::: een a pproxinrn ti.eve integra a lkrornme. Zo zi jn in de f'i­

guur twee integraEllkrommen gef:chet:,;t. Met behu.lp van een r'ichtingsveld 

kan men zo een goede indruk van de mogelijke integraalkrommen krijgen. 

Uit (2) b1iJkt, dc1t (:le lntegrcialkrc:,mmen rechts Ve.in de i.soc11.ne 

x + y = 0 stijgen en dat ze links daarvan dalen. Door differentiatie 

van (2) b1i,jkt dat de 1ntegran1krommEm rechtfl van x + y = -1 concaaf 
naar boven zijn (yl!)O) en link::; d::i,u·van concaaf naar beneden, 

Voor het meer algemene geval 

(3) y 1 =ax+ by+ c (a,b,c constant) 

kan men soortgelijke opmerkingen maken (vgl. opgaven 3 en 4). De iso­
clinen zijn nu rechten evenwijdig aan ax+ by= O. Joor een verschul­
ving van het x-y vlak evenwijdig aan deze rechte gaan lijnelementen 

over in lijnelementen. Hieruit volgt gemakkelijk: 

Bij een 11nea1re different1aelvergelijking met constante co~ffi­

cil"!nten (3) gaat een integraalkromme door een verschuiving evenwiJdig 

aan ax + b;y = 0 aver in een n:i.euwe integraa lkromme. 
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OPOAVEN 

1) Los de differentiaa 1vergelijking van J 2 ( 2) op. 
Het is een eerste orde vergelijking, in het antwoord treedt een inte­
gratieconstante Cop. 
Met welke wr:iarden v:rn :~ orresponderen de integraalkrommen rechts 
van dP. rechte y + X _,.,,., -1? Bewijs dat deze integr~alkrommen een mini-
mum hebben voor X - -1 

Met welke 
de rechte 

waarden 
y + X = 

vein 

-1? 

~ corresponderen de integraalkrommen links van 
Bewijs dat dcze integraalkrommen monotoon da-

len. 
Bewijs dat X+Y=-1 een asymptoot is voor elke integraalkromme van (2). 

2) Schets een richtingsveld met daarin eni6e integraalkrommen van de 
differentiaalvergelijkincl y' = y - x. 
Welke rechte is een integrcic1 lkromme? 
Bewij s da t deze n symptoot is v1rn a 1 lt nndere integrna lkrommen. 
Ga ook weer eigenschappen als c:onvexiteit en het al of niet hebben 
van extrema na. 

3) Zoek de integraa lkromme van (3), die tevens rechte is. 

Antwoord: abx + b2y +a+ be= o. 
4} Bewijs dat aan de ene knnt v£rn de rechte uit vraagstuk 3 de inte­

graa lkrommen concaa f nA H' boven, aan de and ere kant cancan f na a r be­
neden zijn, 

5) Beschouw vier integr2alkrornmen van een vergelijking van Riccati. 
Een ordinaat X=x 1 snijdt deze kromme in de vier punten A,B,C en). 
Bewijs dat de dubbelverhouding v1n A,B,C en J onafhAnkelijk is van 
de keuze van x1 . 

6) Schets het richtingsveld vnn de differentinalvergelijking y' = - f, 
met daarin enige isoclinen (x en y niet beide o). 
Wat vermoedt men nu ~11s oplosning'? Verifieel:' dit door integl:'atie. 
Antwoord: Cirkels met 0 ols middelpunt. 

7) Onderzoek het vet:'loop von de integrrialkrommen in de buurt van het 
punt (1,1) van de differentiaalvergelijking: 

Y' = exy-1 

Antwoord: In de buurt van (1,1) wordcn de 1ntegr8alkrommen benaderd 
,·) 

door de krommen y = -x + C ex. In dit gebied is C dus ongeveer; . 

B) Geef een benadering van het ver*oop vnn de integraalkrommen van de 
d1fferent1aalvergelijking y = e ; 1 , in de omgeving van het s1ngu­
l1ere punt (o,o). 
Antwoo~d: In de buurt van (O,O) zijn de integraalkrommen bij benade­

ring 
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gelijk aan de in dat gebied lopende gedeelten van de krommen x2-y 2=C, 

9) Idem voor de differentiaalvergelijking y' = sin1xy in de omgeving van y-
hct singulicre punt (0,1), 

Antwoord: Een goede benadering in de buurt van (0,1) wordt gegeven 
door de krommen x2-(y-1) 2=c. 
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,s. Orthogonale trajectorien. Stel, dnt op een gebied Gin het x-y vlak 
een richtingsveld gefeven 1~. n heeft het zin om te vragen nanr de 

differentinalvergeliJking, die tij dit veld behoort. 

Zij gegeven ecn ntE.::l[;cl kror.i.men 

(6) ;' ( X, y , :- ) "' , 

waar c een r1r~metor l □. Be~ houw cen kromrne 

(7) (x,y,~ 0 ) - J, 

die door een gcgeven punt P(x0 ,y~) 1t. or in Pde raaklijn aan (7) 
te trekken krijgcn we cen lijnclement en doer rte vnr1~ren krijgen we 
ecn richtingsveld, t tchu r v1n de kettin~regcl vinden we voor de 

richtlngsco~ffl~lent r \ n de r11klijn ~1n (7) 

( 3) 

De vier grootheden ,y 0 , 0 en p 0 voldoen dus n1n (9) en aan (7) met 

X=X 0 , Y=Yo· Stel dat we c 0 u1t dezc teid~ vergelijkingen elimineren 
kunnen en dat Hldus de betrekking 

ontstaat, nan is 

F(x ,Y ,P ) = Cl 
C O 0 

een cHfferentic1alvE:rgc11Jkj , welke (t.) nls integraalkrcmmen heert. 

Voorbeeld: Zock cen (Jlff'erentinnlvergclijking, welke clc irkels 

1"~ i ') 

XL ~ y - 2 x ~ C 

tot integra a lkt·or.unen heeft . 

Oplossing: Elimin er,, "Jit (i,...) en 

Er komt 

zodat 

aan de vraag voldoet. 

,.:x - .I. '.'y p :a:(', 

l ' 

x'·-y +2xy o ·:: , 

2 ·, :i" 
X -r·.i..Jxy ..,.L - J ex 

We zoeken nu naar orthcgonale tr'.?:lje tJr-1.cn v:rn (C), d.w.z. rn,ar 

krommen, die de exemplaren van het stelsel ender r•cc:hte hoeken snijden. 
We krijgen weer een r1cht1ngaveld door in het bovenbeschouwde punt P 

een lijntje te trekken loodre::ht op de r£rn kli jn a,:in ( 7) . Is nu q de 
0 

richtingscoijfficient daarvan, dan is p0q0 = -1, zodat (8) overgaat in 

fx(xo,Yo,co) - fy(xoyo,co) io= o. 
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Het eliminatie resultaat heeft dus nu de vorm 

( -'1 ) F X ,Y ' -o o q 0 
= o, 

zodat de orthogonale trajectori~n integraalkrommen zijn van de verge-
lijking 

dx) F(x,y, - ay = O. 

Voorbeeld: Het stelsel confocale kegelsneden 

(9) 
2 2 

X y 
~+~='1 
,3 -c b -c 

heeft als differentiaalvergelijking 

('10) 
0 2 d (x+py)(y-rx)+(ac-b )p = 0, P = at 

Vervangt men hierin p door - ~ dAn ontstaat er 

(x + qy) (y - qx) + (a 2 -b2 ) q = O, 

zodat de orthogonale trajectorien van (9) integraalkrommen van ('10) 

zijn. 



OPGAVEN 

1) Teken in een figuur cnke kromrnen uit de familie 

2) 

I) t'\ 

x~+y~ x=O, waarin c een parameter voorstclt. 

V1ndt de differentianlvergclijking van de fAmilie r orthogonalc 
trajectori~n en lo □ ze op, 

r") f"j 

Antwoord: x'--+y'·-

Antwoord: y = I+ y(yt)2, ( ')) /.. 

n) GE:ef een r1mcte rvo ors te 1-

11hg van de fnmilie der pa­
rAbolen met brandpunt in 0 
en richtlijn evcnwijdig aan 

de Y As (zie figuur). 

Lnat de nfst1nd SF=c nls 

parometer o~trc~cn. 

Antwoord: y 2=4c(x+~). (1) 

b) Geer de biJbehorende diff8-

rentL1al vergelijking v,:in 

deze pnrcibolen. 

c) Stel de bijbehorende difl'ercnti8c1lvergel1Jking van de orthogon1k 
trAjectort~n . Toon 01n d1t dit weer de vergelijkin~ (2) ls. Als 
orthogon3le tr8j ~tori~n vindcn we dus dL zelfde familie v □ n pnrabo­
len terug. 

d) Necm twee vcrt 

en sle~~hts d:,rj imiJdcn · l~ Jc tckEnG vrrn .1 en '~"l tcg\.::ngentelr:l zijn. 
c .• 

Toon in Jit 1 ;i;:,n d:i': de krommcn lonclrecht op c:lk·1 ',r st::an dcor 

in de snijpu11ten dE: rl~hting ··ot:i'fi~Hinten te bepr1 len. 

v .. ~ ' ~ 1 .. - y T' c.cxy = • 

Antwoord: De krommen vnn ssi.nl: 
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We maken hct punt tot oorsprong von ons assenstelsel en kiezen de 

X-as evenwijdig aan de gereflccteerde stralen. Laat y=y(x) de doorsnede 

met de spiegel voorstellen. OP is een uitgnande lichtstraal, gereflec­

teerd volgens PR; PQ is de r18klijn in P aan Y=Y(x). LXQP:::::o<, LXOP=(J. 
dy y Stel kortheidshalve dx = p, dan is tg ct= p, tg/'3 = x. Aan de 

andere kant is tg(3 = tg 2d = 2 tg 2c:x • Dit geeft de differentiaalver-
1-tg r:J.. gelijking 

2 y = 2px + yp . 

2 Stellen we Z=Y, dan krijgen we de vergelijking van Clairaut 

met de algemene oplossing 

1 2 z - ex + 4 C 

2 + 1 2 y -- ex 4 C ' 

terwijl de singuliere integraal z = - J x2 in ons geval geen zin heeft. 
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OPGAVEN 

1) Los de differentiaalvergeJ.ijking y = y'x - eY' op. 

Antwoord: 1) de rechten y = ex - e0 

2) de kromrnc, y == x log x - x. 

We weten: 2) zal een omhullonde van 1) zijn. In het algemeen bepalen 

we de omhullende v8n een familie van kromrnen f(x,y.,c)=O door uit 

f(x,y,c)=O en fc(x,y,c)=O c te elimineren (zie Courant, Differential­
und Integralrechnung). Gana dot men op deze wijze ook 2) als omhul­

lende van 1) vindt. 

2) Bepaal de omhullende van de lijnen verzameling waarvan iedere lijn 1 

de volgende eigenschap heeft: 
~e positieve X-as en de positieve Y-as snijden van 1 een stuk met 

constante lengte C af, 

Antwoord: Het in het eerste kwadrant gelcgen gedeelte van de astrofde 

2/3 2/3 ~/3 
X + y :;:;: C 

Aanwijzing: Stel een differcntiaalvergslijking op waaraan alle lijnen 

voldoen; deze differentiaalvergelijking is van het type van Clairaut. 
Bepaal hiervan de singuliere oplossing. 
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J1• Iteratie (methode van de successieve approximatiea). 
Laat de functie f(x) aan de volgende twee voorwaarden voldoen: 

a) Voor elk paa r puri t•~n x1 , x2 ui t het gesloten 1nterva 1 (a, b] 

geldt 
(0 <q <1). 

(eenvoudigste geval van cen z.g. Lipschi~z voorwaarde). 

b) Ligt x in (a,b] , dan ook f(x). 

We willen aantonen, dat onder de voorwaarden a~ en b) 

{1) f(x) = X 

Juist een 0210s slng in (a, b) heeft en we zullen tevens een methode 
aangeven om die oplosstng te berekenen. 

We gaan daa rtoe ui t van een willekeurige x0 van [a, b1 en vormen 
successievelijk 

Alle xn (n~o,1, ... ) behoren tot [a,~ ; dus wegens a) 

De reeks 
( X - X ) n n-1 

breekt daarom af of convcrgeert (kenmerk van d'Alembert!). Stel 

cio 
X = x0 + r, ( xn - x ;\ ) = 11m xn. 

n=1 n- 1 n 4 eO 

Blijkbaa r is X een punt van (a, b) . 

U1t a) volgt, dat f(x) conclnu op [a,b] is; dus wegens (2) 

X = lim xn = lim f(xn_ 1 ) = f(X), 
n ➔ oo n ➔ co 

iodat X een oploea1ng van (1) ls. 
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We trachten nu 8en oplossing van (6) te vinden door de iteratie­

methode van de vorige paragraaf Gn hobben dan meteen een oplossing van 

de differentiaalvergelijking met y(a)=b. 

We beginnen met y 0 (x):: b te nemen en definieren dan achtereen­

volgens de functi0s y 1 (x), y 2 (x), ... voor het interval tx-al ~ p door 

de recurrente definitie 

(7) ( n= 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

Dit is zinvol, want met behulp van vollcdige inductie kunnen we 

aanton~n, dat yn(x) voor dit interval continu is ~n dat de krommc 

Y=Yn(x) voor Kx-al ~ p blnncn de rechthoek R verloopt. (Gobruik (7) en 
daarna (4)). 

We tonen v2rvolgi:::ns aan, da t voor Ix-a j ~ p 

y(x) = lim yn(x) 
n ➔ oo 

bestaat en dat daar d2 kromme Y=Y(x) binnen R verloopt. Gemakshalve 

zij x ~ a. Uit (7) volgt 
X 

Yn+'l(x) - yn(x) =~ {f(t,yn(t)) - f(t,yn_ 1(t))j dt, 

dus wegens de voorwaarde van Lipschitz 

X 

\Yn+1 (x) - Yn(x) I~ AI l Yn(t) - Yn_ 1 (t)j dt (n='l,2., •.. ) 
a 

en hieruit, door volledige inducti~, 

waar B=Max I y1 (t) - y (t) I , dus 8en constante, voorstelt. Daaruit 
lt-al~p o 

volgt wter, dat de reGks 

(8) 

uniform in [a,a+pJ convergeebt. Nocmun we de som y(x), dan is 

lim yn(x)=y(x) en de onderstr~epte voorwaarden zijn vervuld voor 
~00 

la~x~a+p, Hi:?t bewijs voor a-p~x-tt,a gaat analoog. 

Vervolgdns ton0n w~ aan, dat y(x) aan de integraalvcrgelijking ~6) 
voldo2t: Voor lx-a( ~pis 

X 

y ( X ) = 1 im y n ( X ) = b + 1 im 1 f ( t ' y 1 ( t ) ) d t 
n ➔ cf:) n....+qp a n-

f ( t ,· Y ( t ) ) d t + 1 im (x { f ( t, y ( t ))-f ( t, y ( t) ) J d t . 
n➔~ n-1 

'.HiBrin is wE:gens de voorwa a rdc van Lipschitz 



en het rechturlid nacfort voor n➔ 00 tot nul we:gi!nB di; uniform~ con­
verg~nti~ van d~ r~eks (8), zoda~ (6) vervuld 1s. 

Tenslottc ton~n w~ aan, dat ~r voor Ix-al$ p sl~chts e~n int~­

&raalkromme door (1 1 b~ g:i1t. Stt..l ,r(x) is 1.;.en tw<...ede inti1graal en 

ate l voor t x-~ I ~ p 

Max ly(x) - y*(x)I= C, 

dan volgt 

y(x) - /1>(x) • Lxfr(t,y(t)) - f{t,f(t))j dt, 

fy(x) - i (x)f ~ AC tx-nt 
due 

Do•r herhaling vnn d0ze red~n~ti~ vindt m~n 

ly(x) - ; {x)j ~ AnC lx-nl n 
n • 

en door n ~ oo 

y(x) - y.,_(x) =. o. 

§3- Continue afhank~11jkhlid vnn dL bL,ginvoorwaarden. 

Db int~graal y(x) w~lk0 voldoet aan 

~= f(x,y), y(n) = b 

hangt ook af van d'-' kLUZt' v1n :1 (m b; dus y(x) = y(a,b,x). 

We: tonen hi...:rnnn, dat y(x) bij vastL, a continu van b afhangt, wan­
nt:~r dt; voorwaard1.:,n vnn ck ,;XiStLnt1usti;;ll1ng vE::rvuld zijn. 

We nem~n da1rtoe ..:en g~variccrd8 waardcp=b+h van b 8n beschouw~n 
de op loss ing "'; ( x) van 

h1 = f ( X ,~ ), '? ( 8 ) = /l • 

W12: bcginnen m;.;:t '? 0(x)= fJ =b+h t.:: sc1;.;ll(:;n en krijg1.:n als I hi voldoC::nde 

kli;;in is ev~nals in dt vorig;;; f i_;(.;n uniform tot 7 (x) nad8rendc rij 
van functics 

X 

-?J 0 (x) =~ +Ia f(t,j1n_ 1 (t)) dt (n=1,2, .•• ). 

Blijkbaar is ly0 (x) - 7 0 (x)I ~ lhl tn 

lYn(x)•'7n(x)} ~ )hi + l Iax I f(t,y 0 _ 1(t})- f(t,o/n-1(t))f dt{ 

~fhf + lhl A} jx IY0 ,..1(t) -10 _ 1 (t)} dtf. 
a 
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In de tw~ed~ plaats zo~k~n wu ccn gct~l M, zodat voor ~lk punt 

(x,y1 , ••• ,ym) uit G 12n (4~) is volda~n. We kiezen daartou 

M = m+1 + r:::. I b II I , 
A=1 .,.... 

immers 

-1 Tc:nslottt ki,;Z(.;n W1,; h..::t positi..:v,. get::il p~M , zodnt het inter-

val tx-a/ s p nog g~hucl binncn [h,k] ligt. n~ (m+1)-dimt:nsionala 

balk R: 
lx-n/ ~ p, I¾ - b_..(.{ I~ pM (Jl.=1, ... ,m) 

ligt dan g~ht8l binnvn R. 
Alle voorwaardun van d,: vorig": st,:;lling zijn vervuld 2r1 t.:r 1s dus 

juist Cen st.:ls,;.;l oplossingu1 (y1 (x), ... ,ym(x)) van (12) mr.:t ~( (a)=~ 

voor ht:t int0r•vql lx-11 ~ p. 

Door ~en btwijs ui t b1:.,t ongcrijr1d'-' kunnen we annton1;:n, da t deze 

oplossingen voortgcz" t kunn,:n word1;::·n in h,;.; t gl:ht: ld int(:;rva 1 h < x < k. 
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Prof.J~ J. Popken 

;1. ExistentiPs1:elling. 

Onde~ een 11neslr~ J 1.ff~rent 

k:tng van de vor'm 

..P-_··· /'j\ ('.' (1) t-- ~\)(x)y\ "(x)""fj(x). 
'f,·dj 

De ., r.. r.,.,..,. ·1 -1 ~ i<" , •. , .. 
' '< i;z- e,-..::i.L J.. 1), J,.!.tf.!,, 

,.,,, ...... )·· \·i •, ... c•<,)'f,'/:>~, nf' ,'""'t'""(1,,(,f.\e••"1 
,.1.i::-.,.~ ... ·=•--·4'_) .... t ........ ~ ........... ,;: •. ,.\., (3 ( X) ·- ~·· ::: 1,.) • (3 (x) 

wordt wel de storin~sfunctie genaemJ. 

Voor•beeld: de l::.ne'31.re ,.,ergel.!jlc\.n,,; van de t:!H'Stf.: orde t;l.t II, ~ ,•i. 

Jc gehele thecr~e van deze vcr~eliJklngen berust ~p het volgende 

fundnmentele resul eat: 
Exj.s.tent:tet3telUr10 : :_,,iat de i\m::'.i2's. Q'.v(x), /3(x) ult (·1) <.:cn­

t1r-:u z1jn "lri 1-iec ,o.;e~,l•:\t?n :U1terval [h,~~J , tecwijl O'. (x) in (h,k) n 
geen n·1lr·un~ )·peft ~~'.eL r' <·· .( 1 ' 1 f:''''W'J'"I i· 'h •.. w1 l"'ekr•·p·,i·••,:, • ' \. I"' . , \, I ~ , , • ; (j " 1 "· • ' ., .! U ' _, '1 .• • • • ,; ._, li - '', ,.. .._ •' r,:,, '" " ''.:• ~ 

getallen zijn, dan s er ~in en sle~hts 6Jn integraal y(x) van (1), 
zocht 

( .. 1 \ 
, ) , 11 \ ., . ,:-,11 \ t '\J ·" •;, ['. Q • ',! l ,:,, I •• (' ,, I ~! ""~ I v \ '·. 1 .... ~ ~ • ~ 1,, ' _, ; •··- ~ 1 J • • Iii' ' •• , \ i-:: I - !1 -1 fll 

Deze inte.:;r;i?l 

t ···v ( v ' ,· ())) ix \ 
'\,.,A. \Lo.fl J \ 1.l ~- () 

V==O )) . 

'.' ( X) ,,'I I 
(l) \ ' ) ·y• \ I 1' ,~ " ,_:"' 

,.. \ ·--~' ·- \./ '/0()1' n1" 

y(x) = 0. 
Rew1Js: We vc"irei, de ,;er•f<:81.:f:irig (1) over ic €·en line•jir stelt,el 

door te ,::i tel.le:·i 
7.1(x) .. 

;:: r, ( X ) •• 
C: 

y(x) 
\' l / y) 
,} \ ,I~. J 

- - ·- - -·- i'5\ 
( •) (n-c,.r( '; z X =Y ' X 

n-1 l,, ·i) 
\ i t,l - I 

!.7 (Y.) .• "'.i' • {y) """n i\, ,_ lY \H- j 

dan is (1) equivalent met het 11neair~ stel80l 

,, z! 
I 

-· z,..,(x) 
c., 

r:~1 n fv) 
·~ i; = t, 'j \ " 

'-· 



Veil.gens de ,t·l(J.Eit,0.n(.:cst•:lU.rv voor litw::i1r•c atelse:ls i.s er· voor h ,(x < k 

@,n en alect1ts fJn sys~~ern oploasi~~cn (z1 (x),.,.,zn(x)) met z v(a)~ 
.. tV_1 ( )» z'1, •.• , n) . q. ti. d, 

~ 2. 

(2) 
I I )) \ , ' 

0: :X) \'' ' 1 X) V ' . • i • 

., 
u 

"'1 op•v.::.] C"'+· C.• ••e ·1 '1 ""'(1"''' ,.-l,,, • ""--' . ./. ,., •-.••) ·;<-511•·•··• ,, f 'X \ v~n .. , . • t•·1•·•r•rn•·~-•.:· . ..- e· G+ .I ~.::, ........ ,,) "• '·'" ,. ,,,.:·, h .... J -·~· \,· nt· ,-, -, , .. ,~.'.,_.,:, w ·',b .io\ / c .. U\;' .l. ',1>,)1-,,}I:"-';,, ,: 

(1) door te stellen 

I \ I i • \ v I x ""' \/ 1 x , ~ 1> I X ,,,\ l "()\ /' ,, 

waar· m ( X \ c1 'l l ('o: -✓ , .I ,:, ' .• - oplcssing011 vor• de 

We zullen ans a~aron voorlopi~ tot .le homo3cn verg~Lijking b~-

en z1Jn 

;n. 
y(x) ..--

·- L-
,/J.,c;,··1 

' ' ) '' • IX 
1, i ,( f\ · 

;-"{_ ,f' \.. 

( i ) U 11 + J'' "' I._,, • J 

(4) 

w~ervan blijkba~r y = sl~ x ~~ y ~ c0s x srJossinc~n ZiJn, J11.nter!g~-

• u) § ' 

+· -~ ,-.1 C: 0 S X • 
C 

r,, .. ·1 "• ,, .. , •1 (Lt) z 1 J""'l 
..,J .t t.,. J I 1/ .:1 l" , .i • ·t J: • o 

(3), n.1. 
••, 
f'''' 

y.x-. Zo vindcn w~ als 0plcsa1ns~n vnn { ' \ \ ) J 

( 3 r 1 n"' ~-ire a f'ha "1"(' 11· ,· :•)·· r, ., ,·j "S' - J. .. , .i. ~-' <'.,l -- t' ·- ,,: , •·',, • ~ .... t" Ill 

Dc n func~ics r.1(x), f)(x), ... ,f (x) g~guven i~ een ,... n 
interval (h,k) hetcn 1111~air ~fhankeliJk Rls er n c0nstant0n c~,···•C 

-----•-•- I 0 
z.1jn 1 ZQdE1t 
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n 
(5) F. f G ll fl) ( x) =: 0 in (a, b) 

zonder dat alle c v •O ziJn. 
Is het n1et mogel1jk de constanten C ).I zo te kiezen dat (5) ver­

vuld 1s zonder in clJ =0 ( V =1,2, •.. ,n) te vervallen, dan he ten de func­

ties f\J (x) lineair onafh1:rnkeli,1k. 

Def1n1t1e, Beschouw ecn lineairt• ruimte van funct1t;B f(x) gedefinieerd 

op een interval (h,k). Laat r1 (x), r2(x), ... ,fn(x) lineair onafhsnke-
11jk zijn, terwijl alle functies f(x) van de ruimt1: de vorm 

hebben, dan heet het g~t3l n de dimensie van de lineaire ruimte. 

Laat de functi~s f~(x), r2(x), ... ,f (x) lincair afhank~lijk zijn in 
I n 

(h,k) en laten dez~ functi~s bovendi~n minstens (n-1) manl differen-

tieerbaar zijn in (h,k). D3n vol~t uit (5) 

dus 

C C lJ f lJ ( k ) ( x } ;: O 1 n ( h , k ) v o or k= 0 , 1 , ••• ., n -1 , 
1.1=1 

r1(x) -fn(x) 

w = Irv (k)(x)l = f~(x) --- - - -~~~x2 - ::::0 in (h,k). 

;1rn:11(;)~ - -fn(n-1)(x) 

W heet di:! determinant van Wronski, en we vonden: 

Stellin5 3. Zijn n functics r1 (x), ... ,fn(x) lineair afhank~lijk in 

(h,k) en dear bovcndien minst~ns (n-1) maal differentieerbaar, dan is 
de bijbehor~nde determinant vnn Wronski in dit interval identiek nul. 

Toepassin~: Zi1n c1 ,c 2, •.• ,c 
c x .~2X CnX n 

de functies c , e , ..• ,e in 
kelijk. 

BE:Wi~B: 
X c2x 

(;; 1 G 

w = c1x C X 
C O 2 

-

c 1c 2 
- - - -

c1 
n-1 e 

c1x 
c2 

n-1 

~ c 1 x+c 2x+ .•• +cnx 
t; 

-
-

- - -
t:;; 

c2x 

-

ondcrling verschillend, dan zijn 
E:lk intePval (h,k) lineair onafhan-

C X n - C 
C X n = - C I;;. 

n 
- - - -

n-1 C X n - en t: 

0., 

n-1 n-1 n-
c1 c2 - - 9, 

, .omdat de laatste dett.:rminant ( dct. van Van der Monde) gelijk is aan 
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b b l 'I' /(x)dx, l 'f'1(x) 'f) 2(x)dx, 
a ri 

b 

-------J f 1(x). 4)n(x)dx 
c1 

b b J 'f' 2 (x) sp1 (x)dx, J 'f'/(x)dx 
3 1 Cl 

b 

-------J 'f' 1 (x) 'Pn(x)dx 
8 

Bewijs: EE.:n noel en voldoende voorwa;::irdc: opd3t {i,o1 (x) 3 •• • Jf 11(x)j 
lineair afhankelijk zijn op ( □ ,b), is G = O. 

4) Bepaal do detcrmin8nt van Wronski voor de volgende functies: 

Zijn de functiLs lin0air onafhankelijk? 

Antwoord: W(x) = O. 

5) BewiJs ~at een stelsel lineaire differentiaalvergelijkingen lineair 

blijft als we de substitutl,...: X= lfl (t) uitvocren. 



n 
(1 

(2) 

:r een 

( ) 

t t l 

4) 

4 

( ~' 
Cl\\ 'I+ ( ) ' ( L ' i ) ,,. 

r~ 

e 

(x tv 
( ) ~o, ' 

VfJ 

(x) ( ) . 

( ) :l.neni 

s n 

-1) 

ve 
artoe 

ltj 

I +. • • + 

'.l 

! ( } ,11 , ... , 

1 

l 

re t,"!;11.:11 

(1) te 

} ( ~) , 

n u -

(\))\{) n 

' 
( x). 

( ) 

x) ,~, a (x) 
n 

l ) \ X ,, 

X 

j 

n 
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Deze l1at1te ~ehoeft niet commutatief te zijn. 
Machtsverheffen: 

o0 f(x) d.Jil r(x) (1dent1te1t) 

o1 r(x) ~ o f(x) 

o2 f(x) W' 0 f O f(x)} 

On f(x) d=" oron-1 ,f(x1 (n•1,2,3, ••• ) • 
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Bv. is Dn f(x). r(n)(x); dit is weer een 11nea1re operator. Is 

P(x) • f OLIJxlJ een willekeurige veelterm 1n x, dan is per def1n1t1e 
-o 

r(o) • Ot.vO"J, P(x) heet de karakter1at1eke veelterm van de opera--
V• 

tor P{O). P(x) ... o heet de karakteriatieke vergel1Jking. 
De lineaire differentiaalv~rgelijking met constante co~fficiijnten 

kunnen we kortweg schrijven 

P(D) y = {J(x). 

De operator P{D} is lineair; daarmee staat in verband dat de 1ntegralen 
van de homogene vergelijking P(D)y=O een 11neaire ru1mte vormen (zie 
vorig hoofdstuk, stelling 2). 

Stell1n~. 1. Is P(D) een operator met karakteristieke veelterm P(x), 
Q(D) een operator met karakteristieke veelterm Q(x), dan hebben 
P(D) + Q(D) en P(D) Q(D) respecti~velijk ala kerakter1atieke veeltermen 
P(x) + Q(x) en P(x) Q(x). 

Gevolgen: P(D) Q(D) = Q(D) P(D) 11 commutatieve wet 11 , 

P(D) lQ(D) R(D) J = f P(D) Q(D)j R(D) "aaaociatieve wet". 
M.a.w. ~ 1(D) P2(D) •.. Pn(D) kunnen we de volgorde van de ractoren 
willekeurig veranderen. 

Homo1ene ver~elijking m~t constante co~ffici~nten: 
n \) 

C cxu D y = o. 
'\)•0 

n V 
De karakteristieke veelterm is P(x) • I:: «vx , zodat de vergelijking 
ook in de vorm van P(D) y • O kan word1~0geechreven. We nemen aan, dat 
alle ooijffic1fnten o«.~re~el zijn. 

~~ eval: all~ wortels van de karakteristieke versel1Jk1ni, E,1~, 
f~~n relf,~.en verschillend. 
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Is de veer 0,25 cm ingedrukt, den zullen •~ d1t de evenwichtsposit1~ 
noemen. De afstand van het gewicht tot dezt evenw1chtspos1tie u-u(t) 
is positidf als h~t g~wicht benud~n de cvunw1chtspos1t1e is. Aan het 
begin van d~ bew~ging 1a dus u-u(0)•0,5 cm ~n de bcginsnelheid 
v0.u (0) .\f"g cm/s~c. Is h~t g~wicht t1Jdens z1Jn b~w~ging op d~ ar­
stsnd u-u(t) van d~ ev~nwichtsstand, dan is de op h~t g~w1cht werkcnde 
kracht -cu; de v~rsn~lling 1s u. D~ b~w0gingsv~rgelijking is dus: 

~t>lossing: 

mu• -cu• -4 mg u, 

ii + 4 gu • o. 

u • c1 cos 2 '/'g t + c2 sin 2\ig t. 

Voor t-o is u(o)-0,5, u (O)==V-g. D1t g~eft 

u • 0,5 (cos 2\rg t + sin 2V-g t). 

• 1 V-2 sin (2 V'gt + f). 
Dtt laagst\,; stand van h~t g,~wicht is dus ½ '•/2•0, 70 .. (cm) b8nt.:dE::n de even­

wichtsstand. 

Op~av~n: 

1) Los op: y" - ~ • x log x. 
X 

Aanwijzing: E~n oplossing van 
Antwoord: 5 x3 log x (½ log x 

2) Los op: y" - sin2 x y• 
Antwoord: 

y(x) • 

3) Bewija: Als d~ op~rator O lincnir is, is ook P(O) 11n~a1r. 
4) st~l 01 f(x) a D f(x) dn 02 f(x) = x f(x). 

Bepaol o1 o2 f(x) ~n o2 o1 f(x). 

Antwoord: x f'(x) + f(x) rt.sp. x f'(x). 

5) Last y0 (x) een oplossing zijn van 

(it-) ~(x)y"(x) +0(1(x)y•(x)+ 0(0 (x)y(x)•O met y0 (x),'O in [h,k] • 

Toon aan dat alle integralit:n vnn (f) ge:vonden wor-den uit 



X 

y(x) = C y 0 (x)J 
b 

6} Los op: D(D+1)(D-2) 2 y = 0 

(D2+2D+5) y = 0 

(D2+2D+5) 2 y = 0. 
X 2X Antwoord: y(x) = c1 + c2e- + c3~ • 

y(x) = 8-x(c1 cos 4x + c2 sin 4x). 

y(x) s e-x(c1 cos 4x + c2 sin 4x) + 
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+ x0-x(c 3 cos 4x + c4 sin 4x) 

7) Los op: y(3) + y(2) - 7Y 1 - 15y "" 0. 

y(4) + y(2) + y z 0 

y(4) - y = 0 

Antwoord: y(x) C ~JX -2x -2x = +Ce COS X + c t: sin X 1'-' 2 3 
y(x) 1-x ~ sin½V-3x)+ = e2 (c 1cos ½ 3x + c2 

1 
+ e -2X ( C cos ½ V-3x + C4 sin ½ \/1.x) • 3 

y(x) .X + c 2u 
-x 

+ C3 + C4 sin ::: C l: cos X x. 1 

8) Los op: y" - 2y' + y = e2x . 
Antwoord: y{x) = c1ox + c2x ex+ ~2x 
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Y}II. I!')~i:!~tlemethoderi bi·' 11neaire dirferent,1aalv~ ~e.l.!.Jkin5en 

dOt>f' 

Prof.Dr J, Popken 

,s. Vr1jf!- trilling. Een punt met mass,1 m kan zl.ch ovet' een rechte lijn 
bewegen en heef-:. z·t~n ev~nwi:::htss t~~nd in O. He t bf1vtnd t z 1-:h onder 1n­

vloed van een eE:ntr-aal near' C gerichte kracht K., welke lastate evenre­
d1g is met de uitwijktng u(t). Bovendien 1a er een weerstand W evenre­
dig met de anelhe1d. Stellen we K•Au(t), w-µu(t), dan is due 

(1) 
2 Dt: kar-akteristteke '1er•ge11jking 1s mx. +_JJ.-x+ A.,. O met wortels 

X - J:!,,+iJ'-4 A·; ., . 2· - . 
" 2m ,, "" 

Oeval 'i: pt·-4Am)O. Er ztJn twee negatieve wortela - pen -(p+q). De 

oplosaing heeft de vorm 
-at f c +- ('• t'' • ) \,. 1 ··2 .,.,.. /f • 

Uit deze formuJ.e 1)1:l.jkt, d,1t u(t) hoogstens een keer van teken V1:H'cm­

derr (d.w.~~. door O ga:at) en d,?.t verder voor t~oode ui.twijking u(t) 
tot nul nadert (hi::t punt 11 kru:l.pt" naar' 0), 

Oevs 1 2: }.4..2-4 ~ m=O. Er is een dubbele ne:gat ieve wor-tel - ).,4./2m=-P en 

u( t) heeft de vo:·m 

( " . C ,-) 
I., '1 •f" 2 •~ I • 

Ook hier pasaeert het punt hoogstens 4fn maal het punt Oen verder na­

dert u(t) weer tot nul. 

Geval 3: µ. 2 -!l- ).m tO. Stel µ...2_,4), m = -4mc~uJ-. ,, , 

Dan 1.s x.1 ,,. - W2r."i + l U) ~;ri 
p;. ✓ :~ 

u(•;) = t .. m (:;,,, cos c11__;t + c,:, sin Wt) 
;::.,. 

Het pur1t V<)ert nu een asc111t:rende be•,1eging ult, 1':18ar het amplltudo van 
de tri.111.ng neemt expiment :l.ce1 Ei r met de ti jd. ;)e frequent 1-E: ie tAJ/2 rr. 

De laat:ate formulc gant oo\( neg door voors de vrije 11 ongedempt1::!n 

trilling als WuO :ta, due )L:r:,,C. St:e1len we de fpequentie hiervan voor 
doer LA.t,/271"'. dari is 

$Ubtst:1tutie in ( ·1) gee ft deze vet•g~lljk:tng dE: vorm 

(2) .. 
u + 

,'"\ • c; 
l' "I- W 'l = I"'\ :,A O ... \,,;. 
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J6• tnverse 02eratoren. 

a) f(x) •; f(x) betekent D ..p(x) • t(x), m.a.w. 

t f(x) • J f(x)dx; 

deze 1a bepaald op een constante ne. Voorbeeld: t x • ½x2+c. 

b) '9(X). !5~p f(x) betekent (D-p)4>(x).f(x), m.a.w. \f (x) is een in• 
tegraal van y--PY•f(x), of 

X 

-f>(x) • epx 1 .-pt r(t)dt ~ c ~x. 

Voorbeeld: ~ ex • -½ex + c ;ix. 

o) 'f(x) • 1'(riT f(x) betekent P(D)t.p(x) • f{x); m.a.w. Y•'f>(X) is een 

willekeurige integraal van een lin~a1re d1fferent1aalvergel1Jk1ng met 
constante coeff1c1enten 

(1) C au y(v)(x) • r(x), 
v=O 

zodat f (x}- \{)0 (x) +, (x)., waar 'P 0 (x) een particuliere integraal van 
(1) is en 7/(x) een willekeurige integraal van de homogene vergelijking 

~ CJ. y(l>\x) • O 
~ V 

VO-ONtelt. We zullen zeggen dat t..p(x) en ~ 0 (x} congruent mod P(D) 

a1Jn; notat1e 'f (x) Nf0 (x) (mod P(D)). 
De o~erator ~ toe5eEast op een functie f(x) levert dus niet 

~lechta een functie ~(x}, maar een klaase van coniruente funct1es. 

~ heet de inverse operator van P(D); er geldt n.l. 

P(D) l ~ f(x) j == f(x) 

$ tP(D) f(x)} A.J f(x) (mod P ( D)). 

We kunnen ook producten en sommen van dergel1jke inverse operato­
r-en invoeren. Zo betekent ~ ~ f(x) = ~ {~ f(x)f ; m.a,w. 
pas op f(x) de operatie Qf!5T toe; het resultaat ia een func{1eklasse K; 
pas daarna op elke functie van K de operatie ~ toe; het resultaat 
is een nog meer u1tgebreide klaase van functies trroT ~ r(x). 
Bl1jkbaar is~ trroT de inverse van P(D) Q(D). De product operaties 
bebben weer de commutatieve en associat1eve eigenschap. 

Toeeaains: ~ X • '1 X • ~ ~ X l'\J,l_ (-x-1) l"\J -x-tx2 . We k:t'ijgen 
! ' * Dc..,D D(D-1) J.J J.J- i jJ 

' a~le tuncties ven de klasse ::J-: x door b1J het gevonden resultaat een 
D -D 
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Willekeur1ge 1ntegt"aal van y" - Y'•O op te tellen; dus ,d-: x • 
1. 2 x D -D • -x--;-x + c1+c 2e. 

Enkele bereken1n~smethoden. Een different1aalvergel1jk1ng 

r==-cxvy( U) ,. f(x) 
"\i•O 

kunnen we schrijven P(D)y = f(x), of y • l5"o,r f(x), zodat de 1ntegratie 
neerkomt op de berekening van~ f(x). 

l• Stel, dat de karakter1at1eke vergel1jking wortele p1,p2, ••• ,pn heeft, 
den 1s 

P(D) • 0Cn(D-p1) ••• (D-pn) 

1 (} 1 1 1 () l5'"(1S"J" r x = O< n !J-p""" D-p 1 • . • D-P1 r x 
n n-

en men kan successievelijk D-~1 f(x), D-~2 (D~p1 f(x)), ••••• berekenen. 

Voorbeeld. Integreet" y 11 + y' - 6y • e3x. 

Y 1 e3x 1 1 ~3x 
• 2 = ~ ~ ~ • D +D-6 UT.) 

Nu is ~ e 3x /"\.I e3x, dus y l'V!Ji; e3x l""',../J e3x 

De algemene integraal is dus 

Y = t e3x + c1 e2x + c2e-3x. 

II. Sp11ts1ng in partieel breuken. Stel dat P(x) onderling verg.chillen-
de nulpunten heeft, terwijl 

1 k1 
15T';:'T - - + •.. 
,;\"'I x-p1 

(2) 

Dan is 
k 

1 f(x) l"V ( 1 + 
P'(!r}" D-P1 

k 
••• + n ) f(x). 
~ n 

Bew1Js: We hebben slechts aan te ton~n 

k1 kn 
P(D) {15 ... p1 + ... + f5-pn) f(x) .. r(x). 

Nu ia het 11nkerl1d 

l k1 kn l 
(D-p1) ••• (D-pn) D-P1 + •••. +(D-P1) ... (D-pn) D-pn) 

lk1 (D-p2 ) ••• (D-pn)+ ... +kn(D-p1 } •.• (D·Pn_ 1)j f(x). 

Dt karakter1st1eke veeltenn van de laatste operator is 

f(x). 
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De onnfhankeliJke veranderlijke ··• 
6 ,- ,--.. ,, .. :,-,-, .. ,.,,, voo 1' .1oor t · i' - '-' !,1~~-, ..... ~:-1• 'f",l\,._j. .... {,, · ., J...} .,,.,, "':f"%"" 1ft' 

U I,"' 

,§1. !:?o!.b~~elder2,. 1· 3tel,, d3t y 1(t), y2(~~L y3(t) 6e ma~sa 1 s voorstel­
len van dr1e ra~iJactieve stoffen. De eerste verandert in de tweede, 
welke op 21.;Jn be:.,rt tn de dei:·dt:: w(n'<~t orri.gE2et. Deze latJt:erE? is :stabiel. 

Dan 1a 
dy1 
,ITT= -r:Y.,, 

wnat• a er. b constnr.ter1 zlJn; of 

(1) ( D+a ) y,, ::, 0, 
l 

( "+b \ .. , 1.1 •~ ,l • ,, '.., c:: 
~ () s, 

g. E&n slinger is Snrdnn1Bch opget1angen. Stel op de tijd t atelt 
y1(t) de draaihoek voor om de rne as va11 de ring van Cardanua, y2(t) 
de drari ihoek ,:::m dE: a nde re '.ls.; d:rn is ( vgl. bv. Beu le, Die Ma them.a tik 

des Naturforschers und deo Inze~ieurs IV): 

. 
c1y2 - () 

(2) 

wear b1 ,c 1 poattleve cona:anten zij~. Symbol1sch schrijven we in plaate 
van ( 2) 

(3) 

(D1fferentiealvergelijk1nlen van F~p~l). 

3 .... _,. . .ln het X-Y vlnk wor•dt cen krschtv~ld gegeven door de beide com-
ponenten 

K = X y 

voor de kracht K wurkenJ in het runt (x,y). We vragen nu near de baan 
X=x(t), ycy(t) van een punt onJer invloed van dit krachtveld. 

Is m de ma sea var, hct punt, dan volgt uit de 

(5) my"" X 
.,r-,2 .. r 1 

f• } 1l,1,1 'X?<.y,..,._, o.... ~.c:.: f'"\ . x-m.._J Y=,.1 • .. 

§ 2 • .OE lose in~ smethodei;i. vo?.;0omoe;':ne 
eo@ff1o1Snten • 
.Ale voorbE:e ld nemen wt:: 

formule K=ma en ( 4) 

constante 



(6) 
{ (D+1 )y "\ 4· D~·2 ti:< 0 

l (J-1)11 - Y2 ~ o. 

{JO {0 

tih.:i Heli.r,-,ineren 11 y,2 doc1:, op ,,t, lrrntste bctrekldng ,1,.~ D op~rator toe te 

p,iesen. Er komt den (Dc.:-D)y 1-Dy 2 ... o. Tellen we deze betrekk:1.ng b1J de 

eerate v~n l6) o~. dan vindcn WP 
' ,► ... ,I' 

(7) 

Op soortgclljke wijze kunn~n we y2 "eliminer~n" en v1nden dan 

(8) ,.,._2.L1)n f' i,U r ,,,, 2 • ,) 1 

zo1:!at y 1 Em y 2 rrnn dezc~1 fr:h: ,~j_f fer-1:mt1.a~ 1 vergt~ 11. jktng ( n2+1 )Y•O voldoen. 

Deze voo1"waa rde ts rJ()Oc!ZEikE: 11 jk, We kunnen echte:r n1et VE?rwachten, 
dat twt:'.H.~ wlJ.l.,:ke1 .. .u:•ige oplons5.ngen :ii 1 en y2 vrin (7) en. (6) ook automa­

tiech 8(3n ( 6) voldoen. Wfi l'h:bben 

(9) 

Door subst i tut ie v;:m dezc· Wt)!) rden in ( 6) v indt'n Wf: 

~ 

( t 1 +c 2 +c :~ ' ) 

(e,i+Cn-e 1 ') 
' C. 

COS X ~ :-c 1 +c 0 -c~ 1 )s1n x • O, 
I l.,~ ' 

Dus wegens df lineairc onr:fhrJr,1{1:ilijkheid vnn cos x en s1n x 

M.a.w. (9) is een oploseins va~ l6) wa~n~er tusaen de parameters 

bestai:'!n. 

Meer algcrneen b0handclcn we: nu bet gcvril van drie homof!;d'H:, verge-
1 ""' \i ~,r 
.,.-,.& I iJ •1 j iJ •") ,::.. 

f ;~; P (D'"'' ,+,. p (I''y + p {•"), "" 0 "·1 •/;/1 ,.. ....... ,'; t-.. )\L Jj ,~ :: 
(10) C) h))y + O (ri\y + I'- (r1) 0 ""\,;~, \ .,i, \ /1 ·.!:') '.v I '":i ··:3 L Y3 = 

1 ( 1~) 
I , ,:;. ,;. 

R,1 ( D )y ,1 + p 'D) + R) (D )y., o, '? \ l y") = 
\, ' ' 

,;,... ,_ ,) 

WS8t" P1 (D), f~\(D) -~:n i\(r:) v~eltcr:m1::n :l.n dt oper::itor D z1jn. We wEmsen 

&lle oploaaingf::n van ( 10) te 1<1:;•nni;!n. 

Allcreer-at v·o-eren we~ dEi korHktt::r1.st1~\<:e veelterm 
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A(x) • 

in. De biJbehorendt operator 1a 6 (D) en deze ontataat door in het 
reehterl1d x door D te vervangen. Uit de theorit der determinant~n we­
ten we 

ale 1 • 1 

ale 1.2,3. 

De hierbiJ behorende operatorenverg~lijking is 

l Q2 ( D) Q3 ( D) l p ( D) - I p 2 ( D ) p 3 ( D ) I Q ( D) + I p 2 ( D) p 3 ( D ) I R ( D) 
R2 ( D) R3 ( D} i R2 ( D ) RJ ( D) i ~ { D) Q3 ( D) i 

als 1 • 1 

ala 1 .2,3. 

Op respeetievelijk de vergel1Jk1ngen (10p), (10q) en (10r) paesen we nu 
toe de operatorcn 

Door optelling komt er dan 6 (D )y 1-o. Ana loog vinden we 6 (D )y 2-o en 
O (D)y3.o. 

Voor elke oplossing (y1,y2,y3 ) ~ (10) geldt noodzakelijk 

~(D)y 1 = O. 

Omgekeerd zullen drie willekeurige oploastngen y1,y2 en y3 van de 
laatste vergel1Jking nog niet automatisch aan (10) voldoen. Integendeel, 
tuseen de in y1,y2 en y3 optred~nde constanten zullen bepaalde betr~k­
kingen beataan, die wiJ kunnen ontdekken door aubstitutie in (10). Men 
kan bewijzen, det het aantal onafhankeliJke parameters in de oplossing 
gel1Jk 1e aan de graad van de veel term ~ ( x). 

Als toepassing loesen we het stelsel (3) van voorbeeld 2 op. We 
hebben hier 

2 
l\(D) •ID +b1 c~D • D4+(b1+b2+c1c2):r:4b1b2· 

... c 2D D +b2 

De oploasingen 14t) en ~t) voldoen dus noodzakelijk aan I,. (D)y1-o. 
Stellen we ter vereenvoud1g1ng · 
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den zijn de wortela van de bijbehorende karakteriatieke vergel1Jk1ng 
,t1w1, ,t1w2, zodat 

y1 • c1coa w 1t + c2 sin w 1t + c3 coa w 2t + c4a1n w 2t 

y2 • c1 'cos w 1t + c2 'sin w 1t + c3 'cos W 2t + c4 'sin l.)J 2t. 

We hebben nu nog slechta de b~trekk1ngen te vinden, die tuseen de c•s 
bestean. Nu 1a 

2 2 2 2 2 D y1• -c1 w 1 cos w 1t-c2 \U1 sin w 1t-c3l0 2 cos w 2t-c4 ~ sin u> 2t 

b1Y1• c1b1 COB u.J1t + c2b1a1n W1t + C3b1 cos UJ2t + c4b1 sinw 2t 

c1ny2• c2 •c 1w1cos w 1t-c 1 1 c1lv1 sin "4) 1t+c4 •c 1w2cos w 2t-

-c3 •c 1w 2s1n W 2t 

Subst1tut1~ in de cerate vergelijking van (3) geeft wegens de lineaire 
one fhankelijkhcid van de vier functies cos w 1 t , sin w1 t, cos w 2t, 
sin UJ 2t de vier betrckkingen 

Substitutie in de tweed~ vergelijking van (3) geeft dezelfde betrek­
kingen. (Dit klopt met het feit, dot hier de graad van 6 (x) gelijk 
aan vier is). 

Bijzonder ~envoudig is hct stelsel 

Y1' • 8 11Y1 + A12Y2 + 8 13Y3 

Y2' • 8 21Y1 + 8 22y2 + 8 23Y3 

Y3' • 8 31y1 + 0 32Y2 + 8 33y3 • 

In dit geval is de karakteristieke vergelijking 

= o. 

In dit geval zijn de wortels niete anders dan de eigenwaarden van de 
inatr1x (a1J). 

In somm1ge gevallen is het moge11Jk de oploseing van een stelsel 
te her-le1den tot het oploasc:- ......... (')'"''•"m: n1fferent1aalvergel1jk1ngen. 
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*\ •~• ..... ,.~\ t~ •• £~ -~s' 
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inn gel1Jkc d~lcn ter 
peziumformule (1) toe: 

a+h 

b-a d d lengtc h• n. Pas op ~lk eelintorval e tra-

j r(x)dx • th [r(a) 
a 

e+2h r r(x)dx • th ( 
Ja+h 

+ f(a+h)} 

f ( a +h) +f ( a +2h) j 

a+nh J f(x)dx = ½hf 
a+(n-1 )h 

r ( a + ( n -1 ) h ) + r ( a +n h ) J + Rn , 

waarbij majoranten voor R1,R2, ••• ,Rn uit (2) kunnen word~n gevonden. 
Is dua M zo groot gckozen, dat 

Jf"(x)j ~ M voor a~ x ~b, 

dan volgt door optelllng 
b 

( 3 ) Ia f ( x) d x = h { ½ f ( a ) + f ( a +h) + ••• + r ( a + ( n -1 ) h +½ r ( b) j + R, 

waar 

(4) IRI ~ Mh3 M{b-a)3 
n W = 12n2 • 

Voorbeeld, 
r(x) • ~ , 

12 dx Bert1ken log 2 • x . Ki~s daa rtot: in formulu (3): 
a•1, b=2, n•10. 1 Dus is f"(x)= ~ , zodat volgens (4) de 

1 2 X 1 
fout in absolute waerde hoogstcns 12'. :-:-2' • 500' is. 

10 

a + h 

1.1 
1.2 
1,3 
1.4 
1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 

½ f(1) 
½ f(2) 

f a + h 

0,9091 
8333 
7692 
7143 
6667 
625 
5882 
5556 
526 + 

6,1877 
5 
25 

6,9377 

Zo vinden wiJ log 2~0,6938, terwtjl volgr,ns de taft::l log 2,. 
•0,6931472. (VraAg: waarom wns h(.,t te v1.:rwacht,m dat de b,;r•;;;kc:ndt! waar­
de ~ ~root moet uitvall~n?). 

I 3. Tanientenformulu: Vervang f(x) door et:-;n linl;:!airE: functie~ waarvan 

de gratiek in het midden van het interval (a ,a+h) aan de grafiek van 
t(x) raakt. 
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zodat 

(9) y(x+h)~y(x) + h f(x,y). 

Men kan aanton~n dat ender zekere voorwaarden de zo gevonden ap­
proximatieve oplossingen voor h~O naderen tot de exacte oplossing 

van (8). 
Voorbeeld '1: Y' =~, y(1) = 1. We namen hier h=0.2. 

X y f x,y)= X +y 6y =hf x,y 

1 1 1,41 0,282 
1.,2 1,282 1,65 ,330 
1.,4 1,6'12 '1, 89 ,378 
1,6 '1,990 2, '13 ,426 
'1., 8 2,4'16 2,38 ,476 
2,0 2,892 

In elke rij worden do y 8n 6y opgeteld en deze som vormt de 

nicuwe waard~ voor yin dE:: volgunde rij. 
De berekening zo ultgevo1:;rd is nog vrij ruw, want nemen we b.v. 

h=0,1, dan vinden we voor X=2: Y=2,960 in plaats van 2,892. Daarom 
zullen w0 de methode lntar nog iets verbetercn. 

Deze methode is g~makkelijk uit te brciden tot het oplossen van 
systemen van de ~erst0 orde, zouls 

)Y' ,.. f(x,y.,z) 

lz' = g(x,y,z) 

, 
, 

y(a) = b 

z(a) = c. 

In dit 
benadering 

g0val vinden WL 

uit de formules 
6y = y ( X +h ) - y ( X ) en 6 Z= Z ( X +h ) - Z ( X ) b i j 

{ 10) { 
.6 y~h y'(x) = 
L\\ z ~h z 1 (x) = 

h f(x,y,z) 
h g(x,y,z), 

zodat W\:: uit het tripcl waard0n x,y(x), z(x) approxirnatie:f kunnen be­
rokencn x+h, y(x+h), z(x+h). Zo vinden we successief uitgaande van 

y(a)=b, z(a)=c benadercndc waard8n voor y(a+h), z(a+h),; y(a+2h)., 
z ( a +2h), enz. 

Een verg0lijking van hogore orde dan de eerste vervangen we door 
een systeem van verg0lijk1ng~n. 

Voorbeeld 2: y" + x2y 1 + (1+x)y=O; y(O) = '1, y'(0)=-2. 

We stellen Z=Y' en vervangen de verg8lijking door het systeem 

J y' = z 

lz 1 = -x2z - (1+x)y 
y(O) = 1 

, z(O) = -2. 

De numeri~kc oplossing m0t h=0,'1 geeft de volgende tab8l (de vergelij­
k1ngen (10) warden in ons gi::val 4 y=0,1 z,.6Z = 0.1(-x2z-(1+x)y). 



X y z y t ( z) 

0 1 -2 -2 
0,1 0.,8 -2., 1 -2,1 
0,2 0.,59 -2,186 -2,186 
0.,3 0,371 -2,248 -2,248 
O.,~- 0,146 -2,276 -2,276 

Z 1=-X 
2 z-(1+x)y 

-1 
-0,859 
-0,621 
-0,280 

/j y 

-0,2 
-0,21 
-0,219 
-0,225 
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6Z 
-0., 
-0; 
-0., 
-0, 

1 
086 
062 
028 

Een g~vaar bij de voorgaAnde m~thode is, dat de gemaakte fouten 

zich in het algcm2en zullen opstapulcn. We zull0n daarom trachten de 

voorgarrnde method(:: te verbe:t-,ren. Daa rtoe beschouwen we nogmaals het 

probleem ( 8) . We vonden da Jr ( vgl. formule ( 9) voor y ( x+h) een eerste 
benadering 

(11) y1 (x+h) = y(x) + h f(x,y). 

Deze hadcJen we g0vonden uit de vrij ruwc approximatie /j, y-;:::::;:::h y' (x). 

In wc:rkelijkhe:id is '6.y= h y'(x+eh), met O < 6 <1. De benadering 

b y ~ -½ h l y I ( X) + y ' ( X +h)} 

zal dus in het algemeen beter zijn. In hct rechterlid vervangen we nog 

y'(x+h)=f(x+h,y(x+h) door zijn approximatle f(x+h_,y 1 ) en zo krijgen 
W8 

(12) 

Zo vinden w~ uit y(x) door middel van (11) en (12) een tweede benade­

ring voor y(x+h). In de volgcnde tJbel is deze tweede benad~ring ver­

werkt in het geval van voorbceld 1. 

X Y1 
~ ~ 

✓x ·+y 1 ~y y ~ 
1 1 1, 2+1!+ 
1,2 1,283 1,65 0,306 1,306 1,65 
1,4 1,636 1,90 o ,355 1,661 1,90 
1,6 2,041 2,14 O, !+o4 2,065 2,15 
1,8 2,495 2,40 0;455 2,520 2,40 
2,0 3,000 2,64 0, 5011- 3,024 2 61+ j 

De hier toegepostE: 1twl:eclc: b1,:;nader:ing 11 kan ook warden uitgevoerd 

bij syst~m~n V8n de ~erst~ ord~ en dus bij differentiaalvergelijkingen 

van hogtSre orck,. 
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In het volgende zullen we steeds aannemen, dat f(t) 1ntegreerbaar 
1a 1n (0,00) en bovendien dat r(t) van exponentille orde 1a, d.w.z. dst 

(1) I r(t) I < M ect voor t >O, 

waarb1j M)O en c conetanten z1Jn. In d1t 5eval bestaat de Lap;ace ge­
transrormeerde res) st~eds voor s > C. Zo is 

00 
£ (e8 t) •J e-st e8 tdt = -L voor s >a 

0 s-a 

(deze formule gaat ook door voor complexe a als maar s > Re a). U1t de 
voorgaande rormule volgt, wegens cosh at. ½(e8t+e•8 t), 

ct cash at ½( 1 1 ) s • i=a + s+a • 2 2 voor a> \ai. 
s -a 

Analoog: 
cl:. sinh at a - s2-a~ 

voor s > I at • 

Verder, wegens 

cos at • ½(eiat + e-iat), 

oe cos at • ½(s~ia + s+la) voor s) :Re 1a, 

due 
£ cos 8 at• 2 2 voor s )0 

s +a 
en analoog D a 

o<.., sin at• 2 2 voor s>O. 
a +a 

De vorige formules verenigen we in de volgende tafel: 

objectfunctie 

H(t) 
tP 

t" 

'. ·8t e 

cos at 

sin at 

cosh at 

s1nh at 

beeldfunctie 

1 -r (8+1 ) 
sp+1 

n! 
8 n+1 
1 

s-a 
s 

s2+a2 

a 

~~7 
s 

s~-a2 

a 
s2-a2 

voorwaarde 

s> 0 

p) -1, s > 0 

n geheel ~ O, s >O 

Ilk boek over Laplace transformatiesbevat, meestal achterin, een derge­
LJ,13ke, maar veel meer uitgebreide., tafel~ 
;~ 3 ' 
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Ook voot• deze operrtles -.in hun bfie1.den mnken wl.j een tat'el: 

1 

5 

6 

obiect functie 
f(t) 

f (). t) to v0or t f A 
f( ·- '"'(' ... , t ~ ) V ,, ., r 

e·~>.t f(t) 

•· •' / t· ) - \; .\. \ ... 

l t 
t'("C )rrt 

J 

beeldfunetic 

T'(s+~) 

a 'f { s ) - f ( i·O) 

""Fils) .. \ ... 

vocrwaardc 

)i >O, 1° > c 

A,)0, S).C 

tH· )i '),C 

f'(t) continu,a)e 

f(t) continu,B)C 

f(t) continu,e)c 

Aan enlrnle voor-beoldt:n v,ten wi,j zicn hoe detti reg;E.-1.B kunnen wor­

den to1:::g£:ipast: 

c) Z:l.j 

dan ls 

""\'\ VOOr' :: ~ ~ 
t) VO Or• t < ~ , 

rr (s) '" ) . s voor s > o. 

H1eru1.t volgt weer' vooc• 

.C'( t \ . i 

dat 
"f( s ) ""' 1 r - );1 .. - fJ. ::; \ 

S \ t:' -e l 

§3. Het teru inden van de_..2,P..J~funt.tJ:E. In Vf:le gevallcn wordt ge­
vr-aagd om biJ een gi.:gt:ivt::n l 1beeld 11 functi.e "P (a) f:,;:n functle f(t) z6 te 
bepslen dat 
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,(3) cl r(t) ,,.. 'f(s). 

H,i:t z.g. t,irt.1.g;!o(:k,.m vnn N:n ·obJ~;ct.ftil'H':tte :ls gewc.ionl1.Jk eer1 
moelli jk t)t•o'bl1;;;e:n, WIHH'Vo<:n'· men ta l vr:in method en hue ft; m,twlkk:eld, 
(l'ip ..,.,,, , ...... ,,.....,,.,,, 1•1 ~ ( ... n~ f ~ •>' ·1,-., ~{'\''"'"' '" -..,,,..,,.,,.,,.~e 1 •·i" ·r·n ··'1·· • .., ...... ~l~i· ~ jk k,n·r·, 

• ..; ~"" ,;;, .. ,i, t ,,. ; 1 I• .i. ; L , , .. , ,,, ,,, , ..... ,. " ,,.l H •t:" l i:.; "''·'., ,1 .1,,,; , • \, ,. I',.,. I', .•• .-.,, ,;, 

men zich !11 vt:'l.r; gev·1lJ.en bf.:help1;;n met een uitgebrf.ide tafel van Lt.~-

pl1ce-tr~nsfo~nntios i 

zijn uitgelegd. Aan de hand van 0nze s1mpele tafel uit j 2 zullen we 
cUt toe11chteri. 

Voorbeeld 1. Stel, da~ we f(t) willen bepalen uit de vergelij-
king 

.R ·•r1' ·1 
0( l. :.J = - • ' 'r;, V ~, 

U:tt om:o tafc1 ,:ten we cln~:- r-u.d: c\e beeldfuncti.e ~ correspondeert 
l' rl.J.-) cP· t 1-1 

('i·.c, ob.1•·'.·Ct fi.,_,,1~,,,,,,·.·,1 .. ·,. ,., .. · \1"' •. I l,.:_ ''•'t'·'1"'/.''qP·"'•l'\/~"'""''~ ,,i,-.ls.. ...,., . Dt'S n1:1,•t· 'l'n .,. -'·· ' ' ......... ;,,'Ill t',,t,.. ~ ,,..\.,~ .,_.,.,k,1' 1~,~-,.,,r,t;;,;"\,.1.,,<' \.,il,,.(:1, l," • 4 :,-,,.,:;;),.J.' 

"" 
ons gevGl 

1 1 t"'(t\ ·-' . .,,· J .... ~ 

'"' fl.\ I \ r: I 
V-.. 'r:;.- . 

V Ttt• .. , 

{De waarde r (} )a V7r vo1gt b.v. utt do 11 w:-H1rschijnlijkheid1:1i.nte-

J ~' -x::\1x ""\/rT ) . 
- (;,!;? 

V·.)ot•bee1d 2. Bf,P'19l '.'(1:) uit 

·1 (a.,lo) 

,: 
,., l 1- \ ' t \ .• ) ,, ----:::--72' 

~(rH)I) 
die gevnl is due 

··1 - -, l 1·• I ,. \ •· . r'I ·' 
\ <,j •• 7i l,,t, • 

") I') 

O""v··,1 _C' •• ,1_c;...,. o ("''" 4~ · "r•) _:.;_ ~ .. , ...,. ..,,-. '- ~- V - f..:~ .,,I)'-,...' 111 

,. 
I 

het, antwoord 

d.,' f(t) ,w, :;:-n 
(,"',,i~ 
~ i,:;; . 1 
( EH· ). ! -jJ.:-

dua v1nde·n we anr:::i loog mf:t geva 1 l\ 
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De vraag komt n\l r,.:?tH· b<)ven of w1~· bij gegt1V€rn ftrnctis \f(a) 

hoogetena €en of mcerdcre functiea f{t) als oploasing v::m Cn kunnen 
verwo<:hten. 

,Stelling: Vo}.:Joet f;,e•:·1 continue functle f(t) <'HH'i (3), dan is ~r 
UAQR 1·,·>c~, ~e~.,1 tw~a~a ~"nt·11~'J€ 1··.ir~• 4 ~ d'~ ~•ok ~•1~ (~) ··~·1ri·-1~~ ( 7 g 'If \,,8 \ .J ',> '- .. , l,.,, 1;, -..1 't,. ♦>ef \.J,. • 1 "''• t' , 4 '...t \.: _., ,,., j ;.. 4..,~ ._,) ,,~ -1;, a~ ) 'f \,, , •, \, ,.,_, ,,.. l<0 41 11 

Het bewijs b,~l"'Ust fundamenteel op dt:: ppproximatieat>dlling -~ 

Welerat.!'Re.s: - In f(x) een cor1tim..1e runct1e 1n een t';indig gealott:ri interval 

[a,b) , dcrn be:Jtent: ".:r bi.i f:1k(.: t >C e(rn Vf.ielterm P(x), zr..v.fot 

\r(x) - P(x)I < E, 

rechnung und Int~grslrcichnung,blz. 103. 

Uit d~ze approx~~~t1ee:cll1ng l~i.de~ w~ op zijn beurt de volgbnd~ 
,mor.1entcns to:: ll1ne; 10 f: 

Z1J f(x) cont1nu in Ul zj. ,j 

(4) 
( ··] xt'l 

Jo f(x)dx = 0 V::)Qf' n=O, ·1, .•• , 

dan volgt f{x)::Cl 1n (0,1] . 

Immers ls (~) V(:t"Ju]d, ,~ir,n geldt;, darn· i.'.:lkc veelterm P(x) uit 

machtcn vnn xis opgctouwd, 
"4i J), P(x)f{x)clx ,,. 0, 

dus J 1 f;?(x}dx ""1·1 f'(x) J f'(x) - P(x) f dx ~ t~ J 1 lr(x)) dx. 
0 ') " .f 0 

Hie rui t volEt doo!' E -+ o 

J. ·1 

0 

tlus w:-:gens d<; c·r,ntir'1,'fh-•1·t u""l r(v) 11·1.~•'·r•d~~::,,·1 f'(·x)=C'· ~r1 [r, 1] _,., -"' , J~- ,J ..- ,,,/ ,,,,~,.. ... 1. I\. ..I,., .... ., ... ~ .... ._,,i\---i j,. .:; .,,,._ ,.J .4,. • 'v, f, 

We b~ginn~n nu met h~t ~ig~nlljk~ b8wijs. Stel, d3t d~ continue 
functi~s f~(t) un fn(t) bctdc 2an (3) vold~~n. Vo□ r htm v~rschil 

I ' c:. 
f(t) • r 1(t)-r2(t) volgt dan 

of,f'(t) = 0 voor s -~c. 

We h~bbon t~ b~w1Jzen t > o. 
Al~1 eerst,;;; stap bt.::schouwt:n W(: ha0t spectnl0 £~t.'val dat llm f(t) 

"etnoig 1a li;)r, c-o. Wt.: hebbtn dari speciaal t-...+oo 



l" ( r1 ) .. } 00 
,;! -n ~ f( t ) ,j t 1111 0 

() 

of, SllS Wt: e-t.x inVOt:.t"ln, 

J" ., 
0 

'( \' ,.~ V •• 1._"\, ' ,,J ,;\. ,..... . 

Hi.::rin ls 'f (x)cf(.~log x) \(:r, cor;r;ln'...k i\mcc1.t. ln lo,11 (N.B. o6k voor 

x-o) !) W~l:\ t'VOOr gc ld t 

dcldE: sp<:·Ci3 lt3 t.;1•1..t,:::brcng,:ri. Klcs cj;'i(H'LO, fJ,,, )> C:. Nu i:J 

w~ passt:n nu 

nan is 

./ 

en I,.,, ti )t -"' ·~ 
\ r~ •· 1· "' · -\ ,.) -., t) ' • , ~• (') ,,, ,. f •· \ 'l •· 
)'--'" n .-:: ~ S..\:.,1l,:.,. 

0 

partitle ir1tcgratil 

J t ·~13 ,'C 
(,. ''ft'·-(; !, Jdl."" 

0 

1,-, ( l· ) 
L " 

)
c,o .oo ( )• , -\s-a,) (1 

h{t) + (s-s, )j t:: ~- h(t)dt 
r-. -.) . 
·•' 0 

r 00 -(s-s. )t I . 'l - (•c•_e.\ j C• .. •• ,., "''()lJ '·• 
{) 

h(t)dt. 

a£• 

J( -( S-1:\.Jt 
e ~ h(t)dt 

0 
"' 0 voor s>s. (), 

wanrdoor h~t probleem tot het vo~ige sp~ciale geval is teruggebr~cht. 
Dus volgt 

h I "" \ ':::.:: ,-. v ,•·; ·• "'' 1- "- f'\ .\ .. \ "" I """"" \.,I ,.. t.J 1, -~, ; \,J J 

-n t 
h'(t) .. \,,l O f.'(t):::O VOOP t>O, 

·r( f·, )- ("I V')C•r L '-,. n ,\, *) \,,.J .,.,,,,,,,, 

§ 4 .• ~oepess1n~ o, <.::en cit·cu1.tprotk,.~. Van fund:inent.~:h· bi:;telwnls 

voor dl:J to-c:pass1ng der Lnpl::c,,· trnnsf'or.,·:·1a t h:i ls: 

a) h.:ct 1.i.n8Hir'e k3t:'Blct1::r V;'.!) ;h; I.1:q:,J.~lC,;.' n·rni:3f'Ot•r:iath:, 

b) det different1ati~ ~n integratlc u1tgeoefend op aen object 
runcti~ corresponJercn m~t eenvoud1ger opcroties uitg&oef~nd op de 
b~el!.1fun(:\tle (zie t'.'f:-g1::l 4- ~.·n 5 in d(: taf'e'l van ~ 2). :i.ar:::rdoor k~m een 

· -probleem na ''v,:ir-tal:tng" er ~envoud'.\.g(:r, '.t1tzien. 
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2 
8) Oegeven:ol; (f(t)) • ~ 2 2 , a>O, Res )0 

{s +a ) 
Oevreagd f(t) te berekencn: 

82 
A) Door 2 2 2 geschikt tc spl1tsen (zie ook opgave 2). 

{s +a ) 

B) Met behulp van convoluties. 

Antwoord: f(t)-½( 81~ at - t cos at). 

9) Los op: y 11 -2y 1 +ym2e t J 
y(o)-3, y1 (0)-1 

Antwoord: y(t) • et(t2-2t+3). 

10) Oegeven:cl.(f(t)) = 21 2 "'- 8 , Re S>O. 
211s(s +1)(1-c ) 

Oevraagd: r ( t). 
Aanwijzingen: Gebruik het rcsultaat van opgave 6 en de hoofdstelling 
over convoluti€s. 

-lo als Antwoord: f ( t) -
1-cos 

2(2n+1) tt.<t ~2(2n+2) fl n=-0,1,2, ••• 

t a 1 s 2 ( 2n ) n. <. t ~ 2 ( 2n + 1 ) n. n•O ., 1 ., 2 , ••• 

Einde van de cursus "Gewone Differentiealvergelijkingen" 


