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R.E. Langer, A first course in ordinary differential equa-
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(mathematisch gericht leerboek).
W, Hort, A. Thoma, Die Differentialgleichungen der Technik
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Hoofdstuk I

Inleiding
:§1. Laat f(x,y;yq).c.,yﬁ) gen functle in de veranderli jken x,y,
Yqseees¥p zign. De vergelijking
ay @y .8y L,

f(X_(,Y;——_' TEY S e 0 0 )
dxﬁdx2 ax"

die een verband aangeeft tussen x, de onbekende functie y = y(x) en cen
aantal van zijn afgelelden, heet eecn gewone differentiaalvergeli jking.

Onder een integraal van deze vergelijking verstaan wij elke functie v(x),
zodat in zeker Interval a<x«hb
f {xyy(X)gy‘(X)fy”(X),.,Uy(“)(x)j = 0.

Onder de orde van een vergelljking verstaan wij de orde van de hoogste
afgeleide, die voorkomt; in ons geval n.

it

Voorbeelden: y J"f(x)dx is een integraal van de vergelijking van de

cerste orde y! f(x); vy = sin x en y = cos x zijn integralen van de
vergelljking van de tweede orde y" +y = 0.
Een differentiaalvergell jking heeft in het algemeen ©0O veel inte-

gralen, Zo heeft y”4+ v = 0 als integraal elke functie
vix) = C,sin x + C,cos X,

- waar C, en G, constanten zijn.
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§2L Differentiaalverselljkingen treden zeer veelvuldig in de toe-
passingen van de wiskundc op. Wij geven twee voorbeelden:
a) Voor de "vrije val" van een matericel punt hebben wij

.. . | 5
g =g v=8=vV_ +gt, s =5 +vt+ Igt©.

Voor de val in <en medium hebben wij tevens rekening te houden met cen
weerstand W, welkc voor kleine snelhcden evenredig is met de snelheild:

W = kv.

Stellen wij de massa gelijk aan m, dan is dus de naar beneden gerichtc
kracht in dit geval

.

mg - kv = mv.

Wij hebben dus v = v(t) op te lossen uit de differentiasalvergelijking

van de eerste orde: (1) LT+ av =g (a = %),
1yl
b) R L Wij beschouwen de electrische

stroom in een gesloten keten
met een stroombron met E.M.K.
gelijk aan E(t), een weerstand
R en een zelfinductie L. Wi) wensen b.v. de stroomsterkte I(t) te kenncn
als functie van de tigd t.

De E.M.K. van zelfinductie is —Li; de totale E.M.K. 1s dus

’

E(t) - LI = RI

of
(2) LI + RI = E(t);

weer een differentiaalvereell jking van de cerste orde.
In het volgende hoofdstuk zullen wij de vergelijkingen (1) en (2)
"integreren".

3. In het voorgaande bespraken wij functiesy(x) met hun afgeleiden,
van één veranderlijke. Bij de tocpassingen komt het vaak voor, dat de be-
schouwde functie van méér variabelen afhangen en dat men dan tot een ver-
geli jking gevoerd wordt waarin ook de parti&lc afgeleiden een rol spelen.
Men zoekt dan b.v. een functie z = z(x,y) van twce veranderlijken x en vy,
welke voldoet aan een betrekking

323z &2 &2 9%
aX’ 3y yr2 KAy g B ) = 0

33%-+ ﬁié = 0,

X ay

f(x,y,

b}v.
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WiJ spreken dan van cen partitle differentiaalvergeli jking. Zulke vergcel
lijkingen zullen wij hler echter nict behandelen.

Hoofdstuk II

Elementaire oplossingsmethoden,

§1. De lineaire vergelijking van de eerste orde:
a(x)y' + b(x)y + c(x) = 0.
Deze kunnen wij meestal op de vorm
(1) y'ore(x)y = (3(x)
brengen. In het volgende nemen wij aan, datok(x) enf3(x) continu in

X, Lx £x, zljn,
T In plaats van (1) beschouwen wij de vergelijking

1a my' +&my =[im,
(

waar m = m(x) een nog nader te¢ bepalen functie 1s, die in {xo,xqj niet
nul wordt. Kiezen wij m zd, dat

(1b) m' =o(m

is, dan staat links in (1a) de afgeleide van my, dus (my)' :/3m, of

- )
y(x) = (m(x)) hfﬁ(X)m(x)dx,
waarmee dan de vergellijking (1) gefntegreerd is.
Het is dus voldoende ¢én oplossing van (1b) te zoeken; nu is
m'(x)/m(x) =(x); dus voldoet

(1¢) m(x) = ¢

Wij pasten hierboven cen algemene methode toe, nl., die van de "in-
tegrerende factor”. De functie m(x),in (1c) heet een multiplicator of
integrerende factor van de vergelijking (1) omdat het linkerlid van (1)

na vermenigvuldiging met m overgaat in een afgeleide, waardoor het pro-
bleem teruggebracht is tot een cenvoudige integratie.
Bijzonder geval: ot (x) = a = constante:

y' o+ ay = f(x).
Een integrerende factor is num = eax; dus

™) = Px) e

vy = e“afj'ﬁ(x)eaxdx.
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ax

Is ook nog ﬂ(x) = 0, den vinden wij zo y = Ce (C constante).

.§Q. Toepassingen,
a) Op het probleem van het vallend lichaam met differentiaalvergelijking
(1,1) vV +oav =g (a = %}.

De voorgaande methode geeflt

v o= % + ce™at

De constante C kunnen wij bepalen ult een verder gegeven, b.v. ult de

snelheid v, op de tijd t = 0, In dit laatste geval komt er

v o= % + (v

Bye-at
a o T " :

Voor t-3 00 nadert v dus tot de 'stationaire" waarde % = é% (ook te voor-
spellen uit (I,1)). Toepassing op bezinkingssanelheld van deelt jes.

b) Op probleem b) uit I.

(1,2) LI + RI = E(t)
« R
- T
De integrerende factor is nu L e™ . Wij krijgen

i B¢
1= T JAE(h)eL dt.

Als wij I = IO nemen op de tijd t = to’ dan vinden wi] tenslotte
R R, R
-—(t-t ) ., -=t, t
I=1Ic¢ L el 1 T j; E(e)cL de
o
Het bijzondere geval E(t) = E, = constant levert
" R
B -=(t-t )
I= ﬁg + (1. - e b ©
o R E
De eerste term rechts geeft de "stationaire" waarde T% voor I, de twcede
term heet "inschakelterm".

Opgave: Behandel het geval\ﬁét) = Esinwt, I(0) = 0.
Antwoord: Stelt men tg @ = = dan is
R

EOU)L ’rt EO
I = © + T Sin(Wt— ) 3
R§+a4 L° S LT ik

\p="phasevertraging" (zle Hort-Thoma § 75)
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3. De z.g. methode van "variatie van constante" toegepast op (1).
Men zocke ecerst dec integralen van de bijbehorende "homogene" ver-
gell jking

(2) y' +&(x)y =0
. X
Men vindt _jx x(t)at
y = Cce © ’

waar ¢ een willekeurige constante is. Stel ter efkorting

“Jdx & t)dt

dan zijn dus de integralen van (2) te schrijven als y = cu. Nu vervangt

men de constante ¢ door cen functie v(x) en men probeert deze functie zd
te bepalen, dat y = v(x)u(x) aan (1) voldoect. Na substitutie van y = vu

in (1) vindt men

w' o+ (u rou)v = 3 jxxm(t)dt
A =ﬂu“‘=ﬂ(xhao ,
zodat een niecuwe integratic v(x) levert en dus ook y(x). Controleer het
resultaat met dat van 1.
Zijn yq(x),yg(x) en y3(x) drie integralen van (1), dan voldoet
zowel vy - Y5 als Yq - y3 aan de homogene vergelil jking

. y' +Xy = 0, X
zodat :fxa(t)dt

§4u Opgaven. Integrecr de volgende differentiaalvergelijkingen:
1. ¥y' - ay = e~ (a en Aconstant).

Antwoord: y = ngeax + ce?¥,

2., y'cos x + ysin x = 1.

Antwoord: y = 8in x + Ccos x.
3. (x2+ Ny' = 2xy = X%+ 1.

Antwoord: y = (x2+ 1) (arc tg x + C).
box +y +y' =0,

Antwoord: y = - x + 1 + Ce™ %,
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5. Xy' = vy = x3+

Antwoord: v = x3~ 1 + Cx.
. arc sin x
6.V1 - x° o+ oy o+ S =0 .

Vﬂ—xz

Antwoord: y = i% 1Og,§_£_%) n ?f care sin x
7. Los de vorige

AN

°

o

raagstukken ook %p mct "variatic van constanten".

,§ 5. De vergelijking van Riccati
Passen wi] op cen linecalrc vergeli jking

y' o= a(x) + b(x)y
de substitutics
(32) z =y + p(x)
(3b) z = q(x)y

toc, dan gaat deze telkens in een niecuwe linecaire vergelijking over,

1l

.j p(x) en q(x) differentieerbaar

Dit 1s 1in het algemecen niet mecer het geval voor de substitutie
g

¢ = -,
(3¢) 2 =3

De vergellijking van Riccati, gedefinicerd door
(%) y' o= alx) + B(x)y + e(x)y°,

gaat daarentegen door c¢lk van de substitutics (3) in ¢en nieuwe ver-
gclijking van Riccati over., Specieal levert de laatste (3c¢)

(5) z! = - ¢(x) - b(x)z - a(x)zg.

Deze beschouwing geeft al direct ecen oplossingsmethode voor de
speciale vergeli jking van Riccati

(6) y' o= b(x)y + o(x)y°.

Door de¢ substitutie 2z

il

% gaat deze nl, over in de linecaire vergelljking
z!' = - ¢(x) - b(x)z.
Opmerking: (6) is ook cen bljzonder geval van de z.g. vergelljking van

Bernoulll
v' = b(x)y + ¢(x)y"  (n constant).

Deze wordt tot de linealre teruggebracht door cerst links e¢n rechts

~ door y* te delen en dan z = yﬂ-n te stellen.,



Liouville heeft bewezen, dat de vergelljking van Riccatl slechts
in zeer biljzondere gevallen "elementair geIntegreerd" kan worden (zic
J.F. Ritt, Intcgration in finiftc Terms; p. 70). Wel is dit laatste het
geval als men recds cen particulicre integraal van (4) kent., Is deze

v,(x), dan stelt men nl,
Z"-—'y-'y,‘.
Dan gaat (4) over in cen nicuwe vergelijking van Riccatil
2
| E— .
z! = aq(x) + bq(x)z + cq(x)z .

Aan deze vergelijking voldoet c¢chter z = 0, dus aq(x)ggo, zodat deze
de vorm (6) heeft, welke door cen nicuwe substitutie

_1 1
w=z= §“T*§;
overgaat in een lineaire vergelljking in w.
Kent men twee verschillende particullere integralen V4 €0 Yo van

(4), dan stelt men

Sl SN -y
- — )
¥ Yq N y4

welke blijkbaar aan cen linecaire vergeli jking
z' = A(x) + B(xX)z

voldoet. Nu is bovendien A(x) = 0, dus

(7) z! = B(x)z.

Eén integratie is nu voldoende voor de oplossing.
Stel, dat Vys¥ps¥q €0 Wy vier intcgralen van (4) zijn, dan
voldoct zowel

y MY Vy = ¥
21 = §i—:~§g als 22 = 4 — y2
3 1 Iy 1

aan (7), zodat z,:z, constant is., M.a.w. Zijn yq(x),yg(x),yB(x) en v, (x)

2"
vier infegralen van dezelfde differentiaalvergelijking van Riccati, dan

is de dubbelverhouding

vy = Yp V3 =V,
y')_!—y/]‘yB"y/]

voor ¢lke x dezelfde.
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Aanvullingen: Mcn bewljst gemakkelijk, dat alle lincaire substitutics

met & =

£ £
= et Pl gl 4o

cen groep vormen, Elke dergelijke substitutile is op te bouwen uit dec

¢lementaire substitutics (3); immers

oy +B o s 1
yy *é X§3f+J'q5

Een vergelijking van Riccati gaat dus door ecen niet singuliere lincairc

substitutic over in cen nil.uwe vergell jking van Riccati.

6. Opgaven

1.Integreer:y'=s - y + (x - 1)y2~
Antwoord: y = _——1—‘§" v =0.
X + Ce
2. Integreer: y' - bxy = 2Vy met bijvoorwaarde y(0) = O.
2 X 2

Antwoord: y = e°X (j; ¢t an)e, v = 0.

3. Integreer: y' = (y - 1)(xy -y - x).
/1

Antwoord: y = + = v =1,
x + Ce "
L, Intcgreer: y' + xyg— (2X2+ Ny + ¥ +x -1=0,
Antwoord: y = x + 1 s ¥ o= X,

x -1+ Ce™™
2
5. Integreer: xy' + v = xy~,

Antwoord: y = S .

Vex + Ck?

6. Intecgreer: ysin x + y'cos x = yg.

cOS X
- sin x + C

Antwoord: y =
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§7. Schelding van variabelen. We zeggen, dat van een differentiaalver-
gelijking de variabelen gescheiden zijn als deze de vorm

(8)

.. £(x) dx + g(y) dy = O

heeft, waarbij we veronderstellen, dat f(x) en g(x) continu zijn in ze-
ker interval. Men bewijst gemakkelijk, dat (8) equivalent is met

(9) ' Se(x) ax + {e(y) dy = c.
Blijkbaar zijn in een vergelijking van het type

A(x) B(y) dx + Cc(x) D(y) dy = O

de variabelen steeds te scheiden.

Voorbeeld: ~ 5
x(1+y7) dx + y(1+x7) dy = O
2% y
*——E-dx t— dy = O
T+X 1+y

Fen voorbeeld ult de praktijk is de vergelijking dile de stand van het
grondwater beheerst in de omgeving van een cilindrische put:

dy _ _ Q
dx =~ Z27TkXy ’

waar k en Q constanten zijn (zie Hort-Thoma p.122),

§8. Invoering van een nleuwe veranderlijke,

Deze methode 1s ook al toegepast blj de vergelijkingen van Riceati
en Bernoullil.
Voorbeeld 1. %% = f(ax + by), waar £(t) een in een interval continue

functie betekent en waar a en b constanten zijn. In dit geval stellen we
ax+by=z., Dit geeft

dz = a dx + bdy = (& + b £(z)) dx,

zodat de variabelen z en X te scheiden zijn,.
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d 1
Voorbeeld 2. 6% = = OEEEOR

Vat omgekeerd x als functie van y op en men krijgt een linealire
vergell jking

T = 1)x + 8ly),

Voorbeeld 3, A4xy" + (4+x)y' = O.

Stel y'=z, dus 4xz' + (4+x)z=0; integratie geeft
X

-1 N '

X
o0
y: Cj dV+C1
X

00 -
ej e”" dt +C,.

N
i
(@]

it
2

i

0 _1 _+
Hierin is Jﬂ £ et gt Ei(x) een getabelleerde functie, welke o.a.

X
nauw samenhangt met 11 x

len,

i

u{ log t dt uit de theorle der priemgetal-

Voorbeeld 4, De parti¥le differentiaalvergelijking van een verhitte
draad luildt

(P) 8t==a(err+ NA@P)

(8’” temperatuur, t=tijd, r=afstand tot de draad).

2
De dimensie van a 1is blijkbaar gelijk aan die van<%; , zodat

2/8t dimensieloos is, We zoeken nu een oplossing van (P) van de vorm

2 g or  d op, 2 g° 2 4
Qt:"ﬁ??—g{’ 81‘:5% E’xﬁ’ er‘r"'('é"’g) —§'+§'€Eﬁ9

dx

é_.

Substitutie in (P) geeft

2
4x g~§1 + (% + x) ?x = 0,

dx

Integratie volgens voorbeeld 3 geeft
o0
-1 -t
Br,t) = ceuf*re ¢ e at + c,
I3t
r2
= Ce Ei (m) + C,].
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§€9. Homogene vergell jkingen,
(10) A{x,y) dx + B(x,y) dy = 0,

waar A(x,y) en B(x,y) continu zijn en bovendien homogeen in X en y van
dezelfde graad n; d.w.z. A{tx, ty)=tPA(x,y), B(tx,ty)=t"B(x,y). Door

-4

t=x" ' te nemen gaat (10) over in

a1, L) ax + B(1, ) gy = o.
Stel nu %mv, dan komt er
{A(ﬂ,v) + v B(ﬂ,v)} dx + x B(1,v) dv = 0,
zodat de variabelen te scheiden ziljn,.

Een vergell jking

ay wqx+bqy+cﬁ
dx ~ a,X+b,y+c,

fe

wordt overgevoerd in een homogene door de substltutie

waar (xo,yo) het snijpunt is van de beide rechten

a,x + byy + ¢y =0 (1 = 1,2).

a1x+bqY

N \ - o d s
]b,‘?-ﬂgh,ﬁéo en dan is ax = W .

Dit gaat als D=a,

Is D=0, bjgo, dan stelt men y + a,b '1x=z en men vindt een verge-

11
1lijking, waarin de variabelen te scheiden zijn:
dz _ D%t By
dx ~ b.ze, B

Behandel zelf: D=0, quQ.
Geheel analoog behandelt men de vergell jking
a,x+b, y+c
dx =T @qx+61y+c1) ’
2 2 2

§10. Opgaven,

3 ) N

1. Integreer (xa+1)(y“—1) + Xy y'=0
~ Antwoord: yo=1 + 0x~° X",



'c?dy o
ax = K
X4y

Antwoord: y = C + k arc tg - -

2. Integreer (x+y)

3. (xg*yg)dx + 2 xy dy

3
e - Ox.

i

[

Antwoord:

b

+
e

H

4 3y d
-2xy”) H% =0

3

4, yn~2x3y + (x

Antwoord: x5+y ¢ xy,

L

g2 2,..2y d
- x(x%435°) + y(vTe3x7) 3% =0
+yh

I . DD
Antwoord: x  + 6x°y°

(G2

(3y=-Tx+7)dx + (Ty-3x+3)dy =

!)
&

5

Antwoord: (y-—xM)2 (y+x=1)

i
<3

11. Exacte vergelljkingen.

In het volgende z1j G telkens een enkelvoudlg samenhangend gebled
van het x-y-vlak. Stel U(x,y) bezit in G continue afgeleiden Ux en Uy.
Laat verder de in het interval (xO,xq) differentieerbare functie y=y(x)
de eigenschap hebben, dat voor elke x uit O,x,‘) het punt (x,y) steeds
Iin G ligt, terwi]jl

(’i’l) U(XJY) = C

1s. Doer differentiatie van (11) naar x volgt, dat y dan voldoet aan de
vergell jking

o . .
(12) U dx Uy dy = 0,

Omgekeerd voldoet dan elke integraal van (12) bij geschikte keuze van 2
aan (11).

We beschouwen nu een differentiaalvergeli jking

(13) A(x,y)dx + B(x,y)dy = O,

waar A en B in G contlnue eerste afgeleiden naar x en y hebben,

Definitie: De vergelijking (13) wordt exact genoemd als het linker-
1id bovendien een totale differentisal is,m.2.w. als er een functile U(x,y)
bestaat, zodat

(14) U = A, U, = B.

Nog anders: als vector (A,B) = grad U.
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Voorbeeld: (x3+y)dx + (x+y3)dy = 0 18 exact; men kieze
; b
U= %f + Xy 4 %— .
" Een exacte vergelijking wordt geintegreerd door (11).
De vergelljking (13) is dan en alleen dan exact 2ls de z.g. inte-

grablliteltsvoorwaarde 1is vervuld:

BewiJs: 1) Stel (13) is exact, zodat (14) geldt; biljgevolg geldt de
integrablliteitsvoorwaarde,

2) Het ngekeerde'bewijzen we hier alleen voor het geval, dat
G een gerichte rechthoek 1s. Kles in G een vast punt (xo,yo) en beschouw

X ¥

(15) U(X,Y) = Jr A(x,yo)dx + Jﬁ B(X,y)dy.
XO yQ
Dan is y
U (X,¥) = a(y ) + Uy B, (X,y)dy
‘y(‘)
y
- A(X,y,) +j A (X,y)dy = A(X,Y),
yO
uy(x,y) = B(¥,VY).
Q.E.D.

Voor het bewl]s In het algemene geval kieze men Iin G een vast punt
(xc,ye) en een veranderlijk punt (X,Y) en verbinde deze door een in G
verlopende weg C, Onder de integrabiliteiltsvoorwaarde Ay-—.Bx bligkt de
wegintegraal

(16) U(X,Y) = vf (A dx + B dy)

onafhankelijk te zljn van de keuze van de weg: U stelt dan de "poten-
tiaal" van het vectorveld (A,B) voor. Zie b.v. R. Courant, Differential
and Integral Calculus, Voiume II, Chapter Vy.§4 andgfi.

Kiest men de weg zo, dat op het laatste stuk y=Y constant blljft, dan
volgt U, (X,¥)=A(X,Y). Analoog door x=X constant te houden Uy(X,Y B(X,Y).

Merk op, dat (15) een bijzonder geval van (16) 1is.

De formules (15) of (16) geven tevens een berekeningsmethode voor
de functie U(x,y), zodat een exacte differentiaalvergelijking langs dezc
weg vaak gelntegreerd kan worden. Voor de praktijk is de volgende modi-
ficatie lets eenvoudiger:

Joorbeeld: Integreer de exacte vergelijking
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(17) ex(y+xy+sin y)ax + ex(x+cos y)dy = O

Oplossing: U(x,y) is te bepalen uit

U= eX (3 + xy + sin y)

X

Uy= e¥ (x + cos y)

Uit de laatste volgt door integratie naar y
U=xye +e siny + f(x),
dus

U=y e +xyel+el siny + £(x),

zodat f'(x)= O moet zijn. We vinden

(18) U=e" (xy + sin y).

$712. Integrerende factoren, G en de vergelljking Adx + Bdy=0 worden
als in §14 gekozen,

Definitie. Is m=m(x,y)jé0 een functie met continue eerste afgelei-
den in G, zd dat
mAdx +mBdy = C

exact 1s, dan heet m een integrerende factor (multiplicator) van
A dx + B dy = 0.
Voorbeeld: m=e

o (x)ax
is een integrerende factor van de lineailre

[

vergelljking {cx(x)y - Rix)f dax + dy = 0 (zle ook §‘1).
Noodzakell jk en voldoende opdat m een integrerende factor 1s, 1is

(mA)y = (mB),

of uiltgewerkt

(19) m(Ay—BX) +Am, -Bm =0,

een parti¥le differentiaalvergelijking voor m,

Stelling. Laat m een integrerende factor zijn van Adx + Bdy = 0, zodat
er een functie U(x,y) bestaat met

Ug=mA, Uy =mbB.

Tenslotte zij f(t) een willekeurige functie van één variabele t met con-
tinue afgelelde,

Dan 1is M=m f(U) weer een integrerende factor van Adx + Bdy=0.



Bewijs. We hebben M=m f(U), dus

2
M, = m £(U) +m £1(U) U, = my £{U) + m“A £'(U)

M, = m, f(U) +m £1(U) U, = m, £(U) + me

B £'(U).
Hierult volgt

M(Ay—BX) +A M, - B M,

i

{m(ay-ax) £ Amg - B m%} £(u),

zodat, daar m aan (19) voldoet, dit tevens het geval is met M in plaats
van m. Q.E.D.

14, Het zoeken van een inteprerende factor.
&
ol

Methode A: We zoeken een particuliere integraal van de partiéle
differentilaalvergelijking (19). Bijvoorbeeld we proberen een functile
m=m(x) die van x alleen afhangt. Dan krijgt men

Y -1 dm -
(20) m =B (A
Deze methode gelukt als het rechterlid onafhankellijk van y is.

Voorbeeld: Integreer (y+xy+sin y) dx + (x + cos y) dy=0.

Oplossing: B=x +cosy, B=1, A=1+x4 >s y, zodat (20) wordt

m 5 =] (onafhankelijk van y)

We vinden de integrerende factor mmexg m.o2.w,
(17) e* (y + xy + sin y) dx + e* (x + cos y)dy = O

is exact.

Voor verdere ultwerking zie voorbeeld §11.

Gelukt de voorgaande methode niet, dan kunnen we geheel analoog
tracaten een integrerende factor te bepalen, die alléén van y afhangt,
n11één van x+y, x-y, xy of alléén van y/x (vgl,. § 14, opgave 6),

Methode B, Wanneer twee vergelljkingen

i s T e

(24) Ay dx + By, dy = 0 (1 =1,2)

een gemeencchappell jke integrerende factor m hebben, dan is m ook een
nmaltiplicator van de vergelljking

(Aq + AQ) ax + (B,1 + BQ) dy = 0.



Gd 16

We behandelen nu een methode om zo'n gemeenschappelijke factor te vin-
den. Laten de vergelijkingen (21) resp. de multiplicatoren my hebben.
We integreren deze in de vorm

U. (x,y) =¢C

i i

Volgens de stelling uit de vorige paragraaf zijn dan voor willekeurige

differentieerbare functies fi(t) ook mqfq(Uq) en myf5(U,) integrerende
factoren. Er is een gemeenschappelijke multiplicator als
m,\f/\(U,l) gmgfg(Ug) in x en vy.
Voorbeeld. Zoek een integrerende factor voor
(y5+x) dx + (x3+y)dy = 0,
We splitsen deze in
y3dx + Xde = 0 X dx + y dy = 0 exact
Q% + Q% = 0 exact
X y
_ 3,73 -
m,l = X 7y m2_1
-2, =2 2,2
-5 (x" “+y )=C, 3 (x“+y°) = C,

We trachten nu fq(t) en f,(t) zd te vinden dat

X_By—B £ e —2)

1(X_L+y 2 2)

= £, (x%4y

Men vindt zo de gemeenschappell jke multiplicator
m = (X2 + y2) 2

(Neem n.1. £ (t)=f,(t)=t">/?),
$14 . Opgaven,

1. Is de integrabiliteitsvoorwaarde Ay=Bx vervuld, dan is

X y y X

Q{ A(X,yo)dx +Vy B(x,y)dy =u( B(xo,y)dy +u{ A(x,y)dx .
N

X
0 O yO XO

2. Toon aan, dat de volgende vergelijking exact is en integreer daarna:

2X -y

x2+y

dx +

2y +xX

x2+yé

Antwoord: log(x®+y2)- arc tg %

dy = O

= C,



(2

=4

5o
.
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el - -
Integreer: (y“e*+e™V)ax + (2ye*-xe™V+1)dy = 0

X

2 -y
Antwoord: ye” + xe "4y = O,

Bewl js dat van de homogene vergelljking A dx + B dy = O,

m n(mwB)'1 een integrerende factor 1is,.

(Gebrulk de bekende formule van Euler: xe+yFymnF, geldlg voor een

e

homogene functle F(x,y) van de n®® graad).

Integreer x dx + y(1 + Vx2+y2)dym0.

Aanwijzing: Splits de vergelijking in x dx + y dy = O en

Vx“+y© vy dy = O.

en pas methode B van §13 toe,

-~ i) ~y
Antwoord: x2+y& + 5y = C.

Van de vergelijking A dx + B dy = 0 kan men een integrerende factor
vinden die:

a) alleen van y afhangt als “"1(BX~Ay) niet van x afhangt
L=

by " "ox4y M v AyBy een functie van x+y is
B -A

1 1 Ay—f&
yB-xA
B_-A
: 2
d) " Lo vox® X Y een functie van = 1s
J xXA+yB ‘ v

"y . ~
‘y2+ijy~2x“)dyaO

een functlie van xy is

™D "~
j+’£x"y““—y") dx + (x

Integreer (xy
Aanwljzing: pas 6¢ toe,

Antwoord: exy(% + %) = C.

Integreer §sin X - x cos X - Bxg(y-x)%} dx + 3x2(y-—x)2 dy=0.
Aanwlijzing: pas §43, A toe,

Integreer: dy + (y tg x - sin 2x) dx = 0.
]
Antwoord: y = -2 ¢co8°"x + C co8 X.

. Bewljs: zijg m, en m, twee Integrerende factoren van A dx + B dy =0,

Stzllen we Eﬁnﬂz w , dan is B u)xaAtuch, zodat w(x,y)=C gesteld,
de vergelijking integreert,

Integreer (x+y)dx + dy = 0
a) door direct een integrerende factor te bepalen,
b) door x+z=u te stellen.

Lntwoord: ex(x+y~1)nc.
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Gewone differentiaalvergell jkingen

door

Prof.Dr J, Popken

I11

§ﬂ5. Integratie door middel van machtreeksen,

Als de voorgaande methoden geen succes hebben tracht men vaak de
oplossing te vinden in de gedaante van een machtreeks.

Voorbeeld: Integreer

(22) ykx) = cos X + 8in y

zodat y=0 voor x=0,.

We stellen daartoe, dat de oplossing in de gedaante van een macht-

reeks
-

[
= C o+ CLX + CaXT 4 -=
y 0 ' e

1
kan worden geschreven, Wegens y=0 voor x=0 volgt onmiddelli jk como. Ver-

der is
1 n
“n T nl y( }(O)’

zodat we slechts y'(0), y"(0), y*0),-- enz. te berekenen hebben,
Uit (22) volgt na substitutie x=0

y'(0) = 1;
na differentiatie van (22) gevolgd door de substitutie x=0
V' {x)= - sln x + y' cos y, y"(0) = 1,
vy (x)= - cos x - (y‘)'a sin y + y"cos y, y'"(0) = 0,
y(a)(x)z sin x - 3y'yUseiny - (y')° cos y + y'Mcos y, y(“)(o)a -

BN .

!
y(x) = x + = x° - é% X' 4 -

Meer algemeen kan men deze methode toepassen bl] differentiasalver-
gelljkingen van het type

y' o= f(x,y).

Np de vraag onder welke omstandigheden de zo gevonden machtreeksen con-
vergeren gaan we hier niet in.

Cpgave 1, Bereken in bovenstaand voorbeeld ook ¢y €N Cg. Antwoord:

4
Cﬁmww,cﬁma—%,



met
y(x
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1.
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2, Pag de methode toe op de vergelljking

yro= 1+ y°

y=0 voor x=0, Aldus krijgt men de machtreeks voor tg X. Antwoord:

- 103 4+ 2 x%haee
) = tg X = X + T X toqE KT

gggégé Enkele gebruikte begrippen en stellingen:
Differentiaal: Stel y = y(x) is gegeven,
def
dx = oax; oy =y(x + ax) - y(x);
def d
dy = a%-dx; dy 1s een benadering voor aYy.

d(y, £ ¥p) = dyy +dygs Alyyvp) = v, dVp + ¥, AV45
| 2
d(v,/v,) = (v, dy, = vy, dy,) /9,5,

Cmgeving van een punt (xo,yo) van het x-y-vlak: elke cirkelschijf
zonder rand met (xO,yO) als middelpunt.
Equivalent: alle punten (x,y) met

Ix - x ) < &, |y- Vo < & (= vierkant zonder rand).

R open .
Gebled in het x~y-vlak isamenhangend 5

open wil zeggen: met (xo,yo} behoort ook een voldoend klein geko-
zen omgeving van (xO,yO) tot het gebled;

samenhangend: elk tweetal punten 1n het gebled is te verbinden
door een polygoon, welke geheel tot het gebled behoort.

Gebied van enkelvoudige samenhang: het gebied is omsloten door één

kromme zonder dubbelpunten,

f{x,y) heet continu in (Xo’yo> als blj elke & >0 een omgeving
van (xo,yo) te vinden 1s, zodat voor elk punt van die omgeving
geldt:

(23) | £0,y) - £(xLy )V <e s

Equivalent daarmee: ¢, § definitie! Blj elke & >0 1s een & 50,
te vinden, zodat (23) geldt voor

Ix ~x 1< & , |v-y,1<8.

Partiéle afgeleide naar x:
o ) def L HxgtaYe)E(xgu,)
Si‘ 8

xmxo, ymya h -0 h
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. [ ) 23
andere notaties: %% f, ix, fx, DK £,
df -
Analoog: (gi) = Ain f (xory0+k) fnys)
y meo, ymyg e - o . le
O s p 'on
Notaties.ﬂry f, fy, fy, My‘f.
tweede partille afgelelden:
2 ;df 2 f 2
ox (‘Sf >~"bxg = fyx = Dyx T
2 2f 2% 2
By (5% = ey - lxy T Py f (1et op
” volgorde van
2 (of - P
2% ( 55 ) = sysx < fyx = x X eny)
> > 2
2—- e = e D Jn
§%~( Y ) >2v° Fyy vy

7. Differentieerbare functiec f(x,y):

af = f(x+h, y+k) - £(x,y) = Ah + Bk + €,h + €k, waar A en B nict

van h en k afhangen en wgar tq, £y —> 0 als h,k -0,
Gemakkelijk volgt 1) A = fyo B = Ly

2) f(x,y) is zeker differentieerbaar als fx en fy continu zijn.

def ng
8. Differentlsgl vocr f(x,y): dx = Ax=h, dy = avy=k

det
af == Ah + Bk = £ dx + £ dy,

df is een approximatie voor af (foutenrekening).

Analoge definities voor functies van meer dan twee veranderlijken,

9. Stelling: Zijn fxy en fyx in een gebled continuc, dan geldt hier
fxy = fyx (m.a.w. de volgorde der differentiaties is on-
verschillig).

10, Kettingregel voor een samengestelde functile

f<x:y) = F gu(xay); V(X,y), W(X,y)} .
Laat de optredende functies u,v,w,F(u,v,w) alle differentleerbaar
zijn (zle 7.), dan volgt:

{ fo=F u, +F v, +F W

fy = Fu uy + Fv v o+ FW W

¥ y

2 2
Voorbeeld: f(x,y) = sin u, waar u = +y

x
du 2 2
fy = C0S U F= =2 x cos (x= + y°).
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Hoofdstuk III - Toepassingen

§1. De kettinglijn.

Een draad met lengte 1 1s op-

gehangen in de vaste punten

A(xo,yo) en B(x1,y1) (vgl.de

figuur).

De draad is homogeen en heeft
X het gewicht ¢ per lengte een-
0 heild., Bovendien 1s de draad
volkomen buigzaam, (d.w.z. de draad neemt overal de richting van de
spanning aan). Gevraagd de rorm van de draad.

Neem een willekeurlg punt P(x,y) van de draad; het stuk AP is in

evenwlicht:

a) de horizontale componenten van de spanningen in A en P zijn ge-
11Jk doch tegengesteld gericht: H _=H (H is dus constant).

b) vocr de verticale componenten V en V geldt

ViV = gewlcht van de draad AP = SD-{ “Jq_:fz;_——
v X
\ 0 J’ 2
S =2 (y‘) dx
A
X
N g% J; N ')2 dx

y')g, een differentiaalvergell jking.

e ﬂf*'

Stel y' = z, dan volgt

De varlabelen x en z zijn nu te schelden; integratie levert

log (z + /1 + zg)

Z
(1) y

De "kettinglijn" is dus identiek met de grafiek van de functie in het
rechterlid.

In de oplossing (1) staan echter nog drie onbekende parameters
k,c en cye Hoe bepalen wij deze in een concreet geval, b.v. als we de
cordinaten van de ophangpunten A(xo,yo) en B(x1,y1) kennen en als de
lengte 1 bovendien gegeven is?

o:‘*l‘v

k(x+c). met k= gl .
0

il

sinh k(x + ¢)

1
k cosh k(x +¢) + c,



Wegens (1) leveren ons de gegevens

(a) Vo = % cosh k (x_ +¢c) +¢

0 1

4
(v) vy = E cosh k (x1 +c) o+ ¢,

(¢) 1= _[ 1+ (y! ) ax = M[X W/g + (% §% cosh k(x+c)F dx
%o
We gebruiken in het volgende de formules sinh x = 3(e*-e™%),
cosh x = 4(e+e™),

(x) cosh®x - sinh®x = 1
(y) é% cosh x = sinh x, é% sinh X = cosh X
(z,) sinh x - sinh y = 2 cosh $(x+y) sinh %(x-y)
(22) cosh x - cosh y = 2 sinh 3(x+y) sinh 3(x-y).
Uit (a) en (b) elimineren we c :
(2) k(y4-¥,) = 2 sinh ¥k (x,+x_+2c) sinh }k (xq—xo).
Uit (c¢) volgt
X x
1 4
1l = *[ \/1 + (sinh k(x+c))2 dx = ‘£ cosh k(x+c) dx
e 0
kl = sinh k(x1+c) - sinh k(xo+c)
(3) g = 2 cosh 3k (x, +x_+2c) sinh }k (xq—xc).

Uit (2) en (3) elinimeren we de parameter ¢ met behulp van (x). Er

komt

2,2

K217 - kB(y,-y,)% = 4 sinn® dk(x,-x,)

/‘

2 2
sinh % k (x,-x) \/i -(y4-v,)

ol -

l" L o
@k(xq X,) X=X
2 2
N1 -(y4-¥,)
Stellen we 3k (xq—xo) = X, = oL (bekend),
X, =X
17 7o
dan wordt dit
(3) L S
Met behulp van een tafel van functiewaarden voor §1§E~§ is hileruit X,

en dus k, te bepalen,
Er 1s één en slechts één positleve waarde voor X, die aan (3) vol-
doet, omdat
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o]

1 A > 1
0 ginh x -1 voer x -» 0
- —+ @O VOOr X — 0O
30 sinh x monotoon stijgt voor x >0.

X

v

¢ 1s nu eenduidig tz bepalen uit formule (2), omdat sinh X mono-
toon van - oo naar + wo stijgt. Tenslotte vinden we c, ult formule ().

§2. De mathematische slinger, Een materieel punt A met massa m 1s door
O

middel van een draad zonder gewicht met

lengte 1 opgehangen in een vast punt O.
~ vv punt wordt ult de evenwichtsstand
-/ gebracht en losgelaten. Gevraagd wordt
de slingertijd T te berekenen.

b g
Z1J A de stand van het punt op de tijd t; ziJ op dat ogenblik h de
hoogte van A boven het laagste punt; dus h = 1(1-cos ¥ ), zodat de po-
tenti¥le energle (=0 in de laagste stand) gelijk is aan h.mg =
= mg 1(1-cos ¢ ). 21 g de hoek die CA meakt met zijn evenwichtsstand,
dan is de snelheld v van A gellijk aan

= ’1 LQ! . De kinetische energie 1s gelljk aan

%mvgz-%mlgk‘g

2

. Dus
2 -2
(&) F}ml1° 9% +mg 1l (1-cos g ) =¢,
waar C een of andere van t onafhankelijke grootheid 1s.

Stel dat A de grootste hoogte bereikt voor @ = o (o> 0). Voor
dit punt 18 v = 0; dus de kinetische energie nul, zodat

(5) mg 1 (1-cosot ) = C,
Uit (4) en (5) veclgt de differentisalvergelijking voor
&'92 +§5 (coset - cosg ) = 0,

%%n?w?\(% '\/sinzv‘gck—sinej‘g‘g .

In deze vergelljking zijn de variabelen te scheilden:

at = 3\ 1 Qm?@i.g__.,{_;:.d .
2 g sin® do( - 81n® 3 ¢

of
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Na integratle vindt mer voor de slingertijd T

pr=3\L (- =

= m,ﬂ/ainggu.a ain2£c§

-1 1

Substitueren we u = sin o, sin 3 ¢ , dan vinden we zo de ellip

tische integraal
TWQ\/—T; J'q du
& 21 Af(1-u)(1-u® sin“lek)

welke voor gegeven of ult een tabel gevonden kan worden,
Voor kleine waarden van o vindt men zo de benadering

/] et
T 2\ f --~73?L,,v>:21r\/é3:.

1 N1

éj}. Het volgend vcorbeeld 1s ult een ultgebrelde familie van analc '

vraagstukken gekozen,
Een vliegtulg moet van A naar O

J worden gevlogen (zie fig.) Er °
een constante windsnelheld W L. /0.
De vlleger houdt de neus van haot
toestel steeds naar O gericht. .-
snelheid van het vllegtulg t.n.-
de lucht 1s V. Gevraagd de baan
van het vliegtulg P:y=y(x).

<

O
Stel afstand OA = a (bekend), L POA= € . Snelheid van P in de
richting van de X-as: -7 con O ; enelheid in de richting van de Y-as.
W -V sin ©, dus richiingscodfficicn’ van de resulterende snelheid R.

W-V sin © __ W nwﬁg+y2 oY
-V cos @ v X %

Stellen we % = k, dan krijgen we de homogene differentiaalvergeli,-

king

2
dy ¥ y
@ x TN

du dx
T+

log (u + \J1+u2) = - % log x + C,

dus wegens u = %
.{..

v +NVx% + 3% = ¢, xTK,

/‘
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De onbekende constante Cq wordt bepaald uit de beginvoorwaarde x=a, y=0;

dit levert C,]=ak en tenslotte

1-k 1+k
y=—;—a1(<) -(-§§>+}.

) -
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Gewone differentiaalvergell jkingen

door

Prof.2r J. Popken

o

BRY

Richtingsveld

§i. Inleiding, We beschouwen hier voornamelljk differentiaalvergell -
kingen van het type

(1) v =ty

waarblj f(x,y) gedefinleerd is op een gebled G in het x-y-vlak,
Laat y(x) een willekeurlpge integranl van (1) voorstellen, dan heet

de bijbehorende grafiek een integroalkromme van (1); bv. heeft de ver-

" AV o y o~y
gelljking y' = - % als integraalkrommen de hyperbolen xy = C,

Zid nu (xﬂ,yq) een willekeurig punt van een integraalkromme van
(1), dan stelt

—

H(x,¥,)

-
de richtingscobfficiént voor van de raaklijn in (Ko’yo) aan de kromme
getrokken,

.

Wij kunnen als {

een meetkundlg beeld van de vergell jking \1)

ontwerpen, Neem een willekeurlg punt ?\xm,yc) van (; bereken daarblj
po= f(XQ;J@} en trek door P een lijntje 1 met richtingsco¥fficiént p.
De combinatie (P,1) heet een lijnelement van de vevgeiijking (1). Het

totaal van alle lijnelementen van de vergelljking heet het richtings-
veld,
Een integrazlkromme 18 als het warve opgebouw uit 11jnelementen,
Voor de punten F op een kromme {(x%,y)=C heeft het 1ljnelement 1
steeds dezelfde richting. Men nremt zo'n kromme een isocline,

?Q. Linezire vergell jking met constante co&fficiénten,

Als eerste voorbeeld ontwerpen wij het richtingsveld van de verge-
1ljking

(2) Y= X +y
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AN

Ay

\\\

We beginnen met het tekenen van enkele isoclinen x + y = C; dus een

//

stelsel evenwljdige rechten. Bv. voor punten op de rechte x +y = 0 is
de richting van het bijbehorende 1ijnelement die van de x-as. Merkwaar-
dig is ook de isocline x + y = -1, omdat daar de richting van het 1lijn-
element samenvalt met die van de rechte zelf: x + y = -1 is dan ook

een Iintegraalkromme.,

Trekt men te beginnen bilj een vast punt zo goed mogellijk een vloel-
end verlopende kromme door de lijnelementen die men tegenkomt, dan
krijgt men aldus een approximatieve integraalkromme. Zo zijn in de fi-
guur twee integraalkrommen geschetst. Met behulp van een richtingsveld
kan men zo een goede indruk van de mogelijke integraalkrommen krijgen.

Uit (2) blijkt, dat de integraalkrommen rechts van de isocline
X +y = 0 stijgen en dat ze linke daarvan dalen. Door differentiatie
van (2) blijkt dat de integraalkrommen rechts van x + y = -1 concaaf
naar boven zijn (y">0) en links daarvan concaaf naar beneden,

' Voor het meer algemene geval

(3) y' = ax + by + ¢ (a,b,c constant)

kan men soortgelljke opmerkingen maken (vgl. opgaven 3 en 4). De iso-
clinen ziJn nu rechten evenwijdig aan ax + by = 0. Door een verschul-
- ving van het x-y vlak evenwljdlg aan deze rechte gaan 1ijnelementen
over in lijnelementen. Hieruit volgt gemakkell jk:

. ‘ Bij een lineaire differentiaaslvergelijking met constante co&ffi-
- clénten (3) gaat een integraalkromme door een verschuilving évenwijdig
aan ax + by = 0 over in een nieuwe integraalkromme.
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Men kan de integraalkrommen van vergelljking (1) in de omgeving

O

van een punt (xw,yﬂ} onderzoeken door f(x,y) blj benadering te vervan-
gen door f(x_,y_ ) + d f(x,y):
f(g,y}gd ?{K@’ys} - {x B XP> fxcxh’ya) - (y*ym) fy(xﬂ’ya)’

zodat (1) in eerste benadering overgaat In

L A/

y'o= f(xgv,) o+ (x=x) £ (x,y,) + (V-y,) fy(x@,y@),

welke van het type (3) lis.

$ 3. Homogene vergell

Pltx,ty) = £{x,¥).

Hierult volgt onmiddellijk, dat de pechten door de oorsprong isoclinen
zljn, Hierult volgt weer:

BiJ een homogene vergelijking gaat een integraalkromme door verme-
nigvuldiging met een vast getal t.o.v, de oorsprong over in een nieuwe
integraalkromme,

Zo worden bv, de dntegraalkrommen van

] ]

(x“=y“)dx + 2xy dy = O

gevormd door de parabclische clrkelbundel

§3. Het rlchtingsveld In de omgeving van een singulier punt.
Het kan zijn, dat in

. e B ,
y' o= £(x,y)

de functiewaarde van £(x,y) voor een zeker punt onbepaald 1s. We spre-
ken dan van een &1nguliar punt voor de vergell jking. In het volgende
behandelen we een zeer eenvoudlg geval waarin zich zo lets manifesteert;
nl. in de oorsprong bij de differentiaalvergell jking

y . ax+by e R
yoo= cx+ay (ﬁ:b>w5& uonstant)

- In het g@vmllg g!m 0 1s het rechterlid constant en dan yormen de
L integraalkrommen een stelsel evenwljdige rechten. Dit geval zullen we
~ steeds buitensluiten,




We brengen de vergelijking In de symmetrische vorm

(%) (A% + b.y) dx = (ayy + b?x) dy.

&

Voor 8, = 0 1s v = 0 integraalkromme en omgekeerd,
Voor 8y = O 1s x = 0 integraalkromme en omgekeerd.
We behandelen nu cerst de volgende drie speclale gevallen:

@

I aqmﬂgmo : bﬂy dx = b,x dy.

o

IT a,=0, by=by: by dx = (ay + bx) dy

IIT a,+a,=0,b,=b,: (ax + by)dx = (~ay + bx) dy

Geval I: %x=0 en y=0 zijn blijkbaar integraslkrommen., Integratie door

schelding van variabelen levert

Iy = C k% (A= b, /ty)

Als wlj afzien van de integraalkrommen samenvallende met de colr-
dinaatassen, Aan hebben we de volgende vier gevallen voor het gedrag
van de integraalkrommen: ‘ Y

y y | {

NN N
/ a\ N

ALy O 7

i
~

AL

L
h

TaN
G

Vermenigvuldiging t.o.v. J voert een integraalkromme
over.,

in een niauwe

Geval II, De x-as 1s integraalkromme, Verder is

f]

y dx = (&y + x) dy, &= a/b,

We integreren door x = vy te stellen (homogene vergelljking)

. ’{”Allog Ivio o+ u}
met de belde gevallen: y

Y1

X

i




Geval III: x dx + y dy = (x dy - y dx), 4 = bf&,

2 .2 2 /
We voeren poclcodrdinaten in: x4y =r , y/X = W
¥ dy-y dx d ¥ on
A

Dus x dx + vy dy = r dr, = zodat weg

X = I 203 1{)

L

3

de vergelliking wordt

De integraalkrommen zljn dus apithmische spiralen of cirkels., We

hebben drie gevallen:

\
S/
e

>
O\

L\
i

ALD> o ALz 0 AL <0

We zullen nu laten zien, dat we het algemene geval (ﬂ) tot I, II

en IIT kunnen terugbrengen, Allercerst zoeken we naar rochten door de

:)) i % X El

die tevens integraalkrommen z1jn, Substitutlic in (4) levert de voor-

oorsprong

waarde

Voor het geval a,.,=b, %Awﬁew“ i clke rechte door de oorsprong integroal-
(a8 £
kromme (zle geval {’/x ,,,,,,, 1), In elk ander geval keijgen we twee rechten
door dm corsprong die voldoen (64k in het geval a,.=0), Dit zullen we

[

de hoofdrichtingen noumen,

We onderschelden drie pevallen:

I. De hoofdrichtingen zijn retel ¢n verschillend,
“ W o 4] 4 .\
71) a~.#0 en stel dat de hoofdrichtingen gegeven ziin door y= A X
2 : !

en y= A,X. Deze laatste kunnen we door de substltutie
e

X o= ;o= Bﬁx

Y =y mﬂﬁx

~tot de colrdinaatassen van een scheefhocklg assenstelsel maken, De ver-
gelijking (4) gaat daardoor over in een vergelijking van de gedaante

(5) - (AX + B,Y) dX = (A,Y + ByX) dvY.
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De codrdlinaatassen Y=0 ¢n X=C zljn echter integraalkrommen, dus A1=A2n0,
zodat men 1n geval I verkcert., Men heeft dus de volgende vier gevallcn
met betrekking tot het gedrag der integraalkrommen:

Yo »/4 /
AN~

In het geval a,.=0 getruike men de substltutie X=y~2 X, X=X en men

komt tot hetzelfde

2RV

¢sultaat 2ls hilerboven.

2. De hoofdrichtingen vallen samen, 21 deze y= Ax; welke in ons

scheefhoeklg assenstelsel tot X-as gepromoveerd wordt, We gebruiken de
substitutie

X=X

V ey - AX

Pe vergelijking (4) ncemt weer de gedaante (5) aan., De X-as 1s inte-
graalkromme, dus A1=O; de belde hoofdrichtingen vallen samen, dus

(BQ-BW)‘ - BAA, =0,

dus Aq=0, Bq=Bm en we verkeren in geval IT,
[

De integranalkrommen hebben dus de vorm

L

3. De hoofdrichtingen zijn toegevoegd complex, nl., y = (p+ig)x.
Stel

y = px =Y
ax = X

De nileuwe vergelijking heeft weer de vorm (5). Hleraan voldoet Y=1iX,
zodat 1 een wortel 1s van

2
d.w.z, A1'+ Ay = 0, 31 = B, en we verkeren in geval III.

De Integraallirommen zijn dus of spiralen om de oorsprong of ellip-
gsen met de oorsprong als middelpunt.
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Heeft men cen differentiaalvergelljking van het tyre

A(X,y) dx + B(x,y) dy =0

en is A(xo,yo) =0, E(xc,yo) = 0, en z1lJn de integraalkrommen in de om=-

geving van (xo,yc) te bestudercn, dan vervangt men A(x,y) docr de bena-

dering Ax(fo’yo)<x'xo) + Ay(xo,yo)(y—yc) en R(x,y) door Bx(xo,yo)(x—xo)+
/

+ A (x gy ) (y-y,).

Stelt men nog sz-xo, Y:y-yo. Men kriljgt aldus

(AXX + AyY) dx + (BXX + B.Y) dY = 0,

y
welke van het hlervoor bestudcerde type 1s,
Een voorbeeld 1s de vergelljking

?x - ﬁ§¥_§—§%; (a,t,c,d positieve constanten)

welke vergelljking van belang 1s blj de bestudering van een verschijn-
sel ult de bilologle, De singulierec punten zijn hier (0,0) en (§ , %).
De Integraalkrommen In de omgeving van de cocrsprong gedragen zich als

in het vierde voortecld van 1, dic in de omgeving van <§ 5 é) zijn bl
benadering ellipsen (laatste voorbecld van 3),



1)

3)

8)
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OPGAVEN

Los de differentiaalvergelijking van §’Q (2) op.

Het 1s een eerste orde vergelijking, in het antwoord treedt één inte-
gratieconstante C op,

Met welke waavrden van  corresponderen de integraaslkrommen rechts

van de rechte y + x = =17 Bewijs dat deze integraalkrommen een mini-

ol

mum hebben voor x = -log .

i

Met welke waarden van O corresponderen de integraalkrommen links van
de rechte y + x = -1? Bewljs dat deze integraalkrommen monotoon da-
len,

Bewljs dat x+y=-1 een asymptoot 1s voor elke Integraalkromme van (2).

Schets een richtingsveld met daarin enigze integraalkrommen van de
differentinalvergell jking y' = y - x,

Welke rechte ls een integraalkromme?

Bewljs dat deze asymptoot is van alle andere integraalkrommen,

Ga ook weer elgenschappen als convexiteilt en het al of niet hebben
van extrema na,

Zzoek de integraal krmmma van (3), dile tevens rechte 1s,
Antwoord: abx + be +a + be = O,

s

Bewljs dat aan de ene kant van de rechte ult vraagstuk 3 de inte-

graalkrommen concaaf nasr boven, aan de andere kant concaaf naar be-
neden zljin,

Beschouw vier integranlkrommen van een vergell jking van Riccatl,
Een ordinaat X=X, snljdt deze kromme in de vier punten A,B,C en D,
Bewljs dat de dubbelverhouding van A,B,C en D onafhankelljk is van

de keuze van Xy
Schets het richtingsveld van de differentiaalvergell jking y' = -
met daarin enige isoclinen (x en y niet beide 0).

e

Wat vermoedt men nu als oplossing? Verifieer dit door integratie.
Antwoord: Cirkels met O als middelpunt,

Onderzoek het verloop van dge in de buurt van het
punt (1,1) van de differentisalvergeli jkin
Xy -
‘y!mﬁb
Antwoord: In de btuurt van (1,1) worden de integraalkrommen benaderd

]

\ ~ X ; , P e 2
door de krommen y = -x + C e, In dit gebied is C dus ongeveer %

»

Geef een benadering van het ver;aom van de integraalkrommen van de
differentiaalvergelijking y = & ;ﬁ
liere punt (0,0).

» 1in de omgeving van het singu-

Antwoord: In de buurt van (0,0) zijn de integraalkrommen bilj benade-

ring
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gelijk aan de in dat gebied lopende gedeelten van de krommen X2~y2:C,

9) Idem voor de differentiaalvergelijking y' = §%%7§1 in de omgeving van
hot singuliere punt (0,1),
Antwoord: Een goede benadering in de buurt van (0,1) wordt gegeven
door de krommen x24&~1)2:C.
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Stel, dat op een gebled G in het x-y vlak

%ﬁ. vrirm ronale traject
gen richtingsveld gegeven iz, Dan heeft het zin om te vragen naar de
differentiaslverpgell k] veld behoort.

21 pegeven cen

(8)

waar ¢ een parameter 1o, Beschouw cen kromme

(?) fixsf

die door een g

o

™ . A ) e memlse T4 4 -y [y
Door in P de raaklijn aan (7)

even punt f<“; =
te trekken krljeen we cen 11 jnel

docr P ote variégren kriljge

een richtingsveld, Met Tehulyr van vinden we voor de

S ) e e T
ficlent v ovan doe raakl!
[

richtingscobf

De vler grootheden x_,y ,¢ oldoen dus ann (8) en aan (7) met

R=X s V=Yg 3tel dat we reide vergellJkingen ellimineren

<

kurmen en dat aldus de

ontstaat, Nan

e
o0

een differﬁhti%ﬁlvavgﬁiijki1g, we lke (ﬁ) als integraalkrommen heeft,
¥

Voorbeeld: Zock cen differentinanlvergell jking, welke de cirkels

(6“) KE n oyt oo Pax = C

tot integraalkrommen heefl

- _ e Co W
Orlossing: Elimincer o it (£7) o1

4 e i ¥,
(%*) DX - Lo+ Dy op o= O,
Br komt
L O 52 S ¢! S
zodat I
dy
‘?‘;ﬂ vy

aan de vraag voldoet,

We zoeken nu naar osrthogonale trajectorién van o, naar
g ,

e
[ B
£
[
s
<
®

krommen, die de exemplaren van het stelsel onder rechte hocken snijden
We krijgen weer een richtingsveld door in het hovenbeschouwde punt P

een 1lijntje te trekken locdrecht op de rasklijn aan (7) & nu g de
“’1

® o . o

richtingscoéfficient daarvan, dan is p g = -1, zodat (8) overgaat in

fx(xaayang> -1 (K
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Het elliminatie resultaast heelt dus nu de vorm
. g i
V- — —
I*(/;ijoj 3 ) = U,
0
zodat de orthogonale trajectorién integraalkrommen zijn van de verge-
1ijking

dx
F<X)y,~ - 3‘3‘7‘)

Voorbeeld:; Het stelsel confocale kegelsneden

2 2
X N =
(9) ;ig-p + kxg‘” = /]

heeft als differentiaalvergelijking

\ 2 .2 ad
(10) (x+py) (v-tx)+(a“=b")p = 0, p = 3%

Vervangt men hierin p door - % dan ontstaat er

™ 9]

(x + ay)(y - ax) + (a“-b") a = 0,

zodat de orthogonale trajectorién van (9) integraalkrommen van (10)
z1lJjn.
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TV RTINS
GAVEN

1) Teken 1n een figuur cnkele krommen ult de familie

no
e

d)

L] p
Xy waarin ¢ een parameter voorstelt,

Vindt de differentisalverzelijking van de familie der orthogonale

trajectorién en los dere op,

)
[4

Antwoord: x“+y -20y=0,

%*ma n) Geef een parametervoorstel-

| l1hg van de famllie der pa-
rabolen met brandpunt in O
en richtlijn evenwljdig aan
de ¥ as (zie Ciguur),

S Fro Lact de afstand SF=c als

rarameter optreden,

I

Antwoord: y =ho(x+2),

1

L) Geel de bijbehorende diffe

QkAﬂ%“ rentinalvergelljking van
deze parabolen,
~y
e o .
y'o+oy(y')T. (2)

Stel de bijbehorende difrerentinalvergell jking van de orthogonale

Antwoord: y =

trajectorién op., Toon a dnt dit weer de vergelijking (2) is. Als

@

orthogonale tren ] oridén vinden we dus de zelfde familie van parsbo-

len terug,

Neem twee vertegoe

~y
O D C 2y . o

vo o= ke, (x+nn) en yU o= bo o (xe,). Bewljs dot
i ¢ o

en slechts dan snijden ~lsg

dan

van ¢, en o, tegengesteld ziin.,

4 e
loodrecht op elkeonr stnan door

Toon in dit pevol nan

in de snijpunten de richting icienten te bepnlen,
tsectoritn van de hyperbolen:

oy i Y g .
Y o 2ORY =
ol R Y 1 N

»

Antwoord: De krommen van Jassinl:

y !

(XZ!”*‘:&V 2 )z’ N ,“/< % -y - } - O
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6. Vergelljking van Clairaut:

y = xy' + £(y'),
waar f(u) een gegeven differentiecrtare functie is, D1t is een voorbeeld
van een z.g. impliclete dirferentlaalvergelijking,
Door differentintie nnar x ontstant

y" (x + 0 (y")) = 0,

(we beperken ons tot integralen, waarvoor y" bestaat),
Voor integralen hebber we dus de volgende mogelijkheden:

1) y" = 0, dus y' = ¢,
2) x + ' (y') =0

3) eventuelc interralen y(x), waarvoor in sommige punten 1) in
andere punten 2) vervuld 1s,
1) leldt tet y=cx + (o), d.1, een stelsel lineaire runcties met
parameter c; in het -7 viak een stelsel rechten,

2) leidt tot de integraalkromme zegeven door de parameter voorstel-

ling
x = - 0(p)
y = xp + £(p) = -pf'(p) + £(p)
Het verband tussen beide integralen, de "algemene" integranl 1) en
de"singuliere" integransl ) ig, dat in het laatste geval de integrnal-

kromme de omhullende is van het stelsel integraalkrommen 71).

n)

. 1 [
Voorbeeld y o= Xy'o - g (v")

De algemenc intcvrnal wordt geleverd door

ol
[

y = CX —;—C

met als singuliere inte-rnal

)
o= X

3) Er zijn ook lntceoraslkrommen bestaande ult twee rechte stukken
en een deel van de singuliere integraalkromme,
Toepassing: De parabolische spiegel. Constructie van een splegel zodat
de lichtstralen, die ult een bepaanld punt komen, nls een evenwl jdige
bundel worden gereflecteerd

yry(x)

P{¥y)

L%
s
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We maken het punt tot oorsprong van ong assenstelsel en klezen de
X-as evenwijdig aan de gereflcctecrde stralen, Laat y:y(x) de doorsnede
met de spilegel voorstellen., OP 1s een uiltgaande lichtstraal, gereflec-
teerd volgens PR; PO is de raaklijn in P aan y=y(x). £ XQP=X, 4£XOP=/3.

Stel kortheidshalve %%,: P, dan is tg A& = p, tg/? = % . Aan de
W ,-:) o
andere kant is tg/3 = tg 2 = 2 Lo Dit geeft de differentiaalver-
T1-tg A

geli jking
>
v o= 2px + yp“©.

Stellen we z=y2y dan kriljgen we de vergelljking van Clalraut

. . dz 1 ,dza2
z =X gz tr g

met de algemene oplossing
o
7 = CX + % c”

2 1
y::(.'vX'l"ﬂ:Q 3

terwijl de singuliere integraal z = - T x~ in ons geval geen zin heeft.
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OPGAVEN
!
Los de differentlnalvergelijking vy = y'x - e’ op.

Antwoord: 1) : de rechten y = ¢x - e

2) : de kromme y = x log ¥ - X.

We weten: 2) zal een omhullende van 1) zijn, In het algemeen bepalen
we de omhullende van een familie van krommen f(x,y,c):O door uilt
f(x,y,c)=0 en fc(xgy,c):o ¢ te elimineren (zie Courant, Differential-
und Integralrcchnung). Ga na dat men op deze wijze ook 2) als omhul-

lende van 1) vindt,

Bepaal de omhullende van de 1ijnen verzameling waarvan ledere 1lijn 1
de volgende elpenschap hceceft:

De positleve X~-ag en de positieve Y-as snijden van 1 een stuk met
constante lengte C afl,

Antwoord: Het in het eerste kwadrant gelegen gedeelte van de astroide

Aanwil jzing: Stel cen differcentiaalvergell jking op waaraan alle 1lijnen
voldoen; deze differentisalvergelijking 1s van het type van Clairaut.

Bepaal hlervan de ginguliere oplossing.
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Gewone differcntisalvergell jkingen

door
Prof,Dr J. Popken
v

Exlscentlestellingen

1. Iteratie (methode van de successleve approximaties),
Laat de functie f(x) aan de volgende twee voorwaarden voldoen:

a) Voor elk paar punten x uit het gesloten interval [a,b]

geldt

10 *p
if(xq) - f(xg)l € alx, - x5l (0 <q <1).
(eenvoudigste geval van cen z.g. Lipschitz voorwaarde).
b) Ligt x in [a,b] , dan ook f(x).

We willen aantonen, dat onder de voorwaarden a) en b)

(1) f(x) = x

juist één oplossing in [3,61 heeft en we zullen tevens een methode
aangeven om dle oplossing te berekenen,

We gaan daartoe uit van een willekeurige X, van [8,5} en vormen
successlevell jk

(2) xqu(xo), xng(xq),...,x =f(x

o~

Alle x_ (p=0,1,...) behoren tot [2,0] ; dus wegens a)

,xn - xn—ﬂl = xf(xn-ﬂ) - f(Xn%})}f: d ’Xn~4 - xn—E L

De reeks

00
x o+ 5 (x_ - x_ )
&} m n -1

breekt daarom af of convergeert (kenmerk van d'Alembert!). Stel

o
X =%x_+%_ (x, =-x_,)=121lim x_.
°© wm o n T See D

Blijkbaar is X een punt van [a,b] .
Uit a) volgt, dat £(x) continu op {a,b} is; dus wegens (2)

X=1lim x_ = lim f(xn 1) = (X),
n —p &0 N - OO -

zodat X een oplossing van (1) is,
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Stel, dat er minstens twee oplossingen X, en X, van (1) zijn,
dan volgt uit a)

| X Xob = | £0x) -t ] € ab-xsl

wat alleen mogelijk is voor xqug.

De hier uiteengezette methode, speciaal toegepast in (2), wor
ook wel "feed back" (terugkoppeling) genoemd en staat in nauw verb
met de cybernetica.

Toepassing: a) Los op e’ = x + 2.

Door de grafieken van y=x+2 en ym@X te tekenen, zilet men dat
twee wortels zijn; één positief, ¢én negatiefl,

1) x=e"-2=f(x), [a,b] = [-2,-1)

X,
2

R P -1
UL LA
Aan b) is voldaan wegens t-24e” -24-1.

Kies b.v. xom-ﬂ, dan vindt men

XI
Aan a) is voldaan wegens }c e

X gme”-220,368-2=-1,632

. 32.2-0,1955-2=-1,8045
xy=e” 255 200, 1646221, 835
xaze“q’835”_2:0,1596-23-1,8&0&

—e~ 1 BROY 56 4588-0221,8412

X
5

X =-1,8414

II) Om de positieve wortel te vinden schrijven we

% = log(x+2)=f(x), [a,b] = {1&3

Inderdaad is aan a) voldaan wegens

|1log (x1+2)—log (x2+2)l = 3 Q%XE‘ £ % %xq—xgi

en aan b) wegens log (x+2) > log 3 > 1; log(x+2) L log %<2,
Kiles xomﬁ, dan wordt

>
i

log 3 = 1,10

Xe = 10g 3,10 = 1,131

Xy = log 3,131 = 1,141
Xy = log 3,11 = 1,1446
X = log 3,1446 = 41,1458
Xg = log 3,1458 = 1,146

b) Los de volgende vergelijking van Kepler op

X = 8in x + 0,5,
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Teken de bijbehorende grafleken e¢n ga na hoe men het Interval [a,ﬁ]
moet nemen

Vi
o *7
X, = gin g + 0,5 = 1,5
X, = sin 1,5 + 0,95 = 00,9975 + Q,% = 1,4975
%y = sin 1,4975 + 0,5 = 0,9973 + 0,5 = 21,4973

§22. Het existentietheorema., We gaan uit van een vergelijking
d
(3) a’%w""" f(x,y).

Door de beschouwingen over het richtingsveld ult het vorig hoofdstuk
1ijkt het plausibel, dat door ven bepaald punt (a,b) van het rich-
tingsveld in het algemeen {<n en slechus één integraalkromme gaat.,
Voor de singulicrc punten gaat dit niet meer door,

Existentietheorema, Laat in cen begrensd gesloten gebled G van
het X-Y-vlak de functie f(x,y) continu zijn, terwijl in G

(%) lo(x,9)] € M

geldt ¢n bovendien ecn voorwaarde van Lipschiltz vervuld is:

(5) l£(x,y,) = £lx,y,) 1 € Ajyg-vol .

(Hierin zijn M en A geschikt gekozen constanten, terwijl de punten
(x,yq) en (x,yg) willekeurig in G zijn gekozen).
Kiest men binnen G cen rechthoek Re

Ix -2l Lp, }y - bl & Mp,
dan bestaat er voor | x-21 £ p é%n en slechts €én integraalkromme van
(3) gaande door het punt (=,b),

Opmerking: Do voorwaarde van Lipschitz is zeker vervuld als G con=-
vex is en de functie fv continu 1s; immers llgt dan de verbindings-
rechte van (x,y1) ¢n (k,yg) binnen G en geldt

£(x,v4) - Tlx0p) = (34-v,) £,(%,9),

terwijl fy(x,y) begrensd is.

BewlJs (Picard): De differentiaalvergelijking (3) plus de begin-

voorwaarde y(a)sb vervangen we door €¢n integraalvergelijking
X

(6) y(x) = b +[ " £(t,y) ot.

a
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We trachten nu cen oplossing van (6) te vinden door de iteratie-
methode van de vorige paragraaf cn hebben dan meteen een oplossing van
de differentiaalvergelijking met y(a)=b.

We beginnen met y (x) = b te nemen en definiéren dan achtereen-
volgens de functics yq(x), yz(x),... voor het interval tx-al g p door
de recurrente definitie

X
(7) In(x) = b+ [ £ty (1)) at (n=1,2,3,...).
a

Dit i1s zinvol, want met behulp van volledige inductle kunnen we
aantonen, dat yn(x) voor dit interval continu is en dat de kromme
y:yn(x) voor Kx—alé_p binnin de rechthoek R verloopt. (Gebruik (7) en
daarna (4)).

We tonen vervolgens aan, dat voor Jx-al £p

y(x) = lim yn(x)
N -3 00

bestaat en dat daar de kromme y=y(x) binnen R verloopt. Gemakshalve
zij x > a. Uit (7) volgt

aar () = 90 =f {200, 9)) - £ley, (5] as,

dus wegens dc voorwaarde van Lipschitz

X
pen () = 7,001 € af 1 (6) - v 4(8)] ac (n=1,2,...)

en hicruit, door volledige inductic,

(%) = 3,001 € a7 B Q“—;?rli (n=0,1,...)

3

waar B=Max iyq(t) - v (t)! , dus cen constante, voorstelt. Daaruit
o
it-al€p
volgt weer, dat de recks

(8) (%) + (7 (0)=3,(0)) + (vp(3)-3,(x))+...

uniform in [a,a+b] convergeept, Noemen we de som y(x), dan is
liﬁco yn(x)=y(x) ¢n de onderstreepte voorwaarden ziljn vervuld voor
]%$1<§a+p. Het bewljs voor a-pxga gaat analoog.

Vervolgens toncn we aan, dat y(x) aan de integraalvergelijking (6)
voldoet: Voor lx-al x p is

x
y(x)= 1im  y_(x) = b+ Llim j t(t,y t)) dt

P y X
= o[ (e s dm [Ty (e y(e)) ] .

‘Hierin is wegens de voorwaarde van Lipschitz
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[

X

‘J;x {f(t,yn_q(t)) - F(t,y(?){}fﬂgl,ﬂ gﬂ{ syn-q(@)“y(t)ldt

a

en het rechterlid nadert voor n-3 0 ot nul wegens de uniforme con-
vergentie van do reeks (8), zodayu (6) vervuld is,

Tenslotte tonen we aan, dat cr voor Ix-a] € p slechts &in inte-
graalkromme door (a,b) rant. Stel ¥ (x) is cen tweede integraal en
stel voor \{x-al £ p

dan volgt v .
. L R " .
y(x) - ¥ (x) L {f‘{t,y(t)) £(t,3 (c))} at

dus

<4

ly(x) - ¥ (x)] € AC Jx-n]

Doer herhaling van deze redenatic vindt men
0

a¢ AC -
lv(x) - I ()] g Ailxeal

3

en door n - o0
y(x) - Fx)=o.

Hicrmoede 1s ons theorema geheel bewezen,

,?3. Continue afhankelljkheid van du boeginvoorwaarden,

De integraal y(x) welke voldoet aan

i v
%%"‘ f(x,y), ﬂ’(q) = b

hangt ook af van dc kouze van 2 ¢n by dus y(x) = y(a,b,x).

We tonen hicraan, dat y(x) bij vaste 2 continu van b afhangt, wan-
neer de voorwaarden van de existontiestelling vervuld zijn,

We nemen dasartoe ven gevariderde waardcggab+h van b &n beschouwen
de oplossing 47(x) van

d

ax = f(":’?), /7(3) _ﬁ .

We beginnen met n70( = f3 =b+h t¢ seellen en krijgen als Jhl  voldoende
kKlein 18 evenals in de vorige § cen uniform tot 1?(x naderende rij
van functies

X
2 (%) =f +j; £, 4(8) dv (n=1,2,...).
Blijkbaar is (x) 77 (x)ié}tx en

(x)- % £ U’ 0y, 4(8))- (e, 4(¢)) DI dt{
&Inl o+ Inl A"fx 1Yoq(8) =2 40D at]

a
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Past men volledige inductic toe, dan krijgt men hierult

n % Y
A Ix-al® Alx-al
19ge) (0] & tnl 5 Ll g Al

Voor n.y 00 vindt mun zo
by(x) - ”7(x)? < nyot Ix—aj,

zodat het verschil tussun y(x) en ﬂy(x) tot nul nadert als h -0,
Op analoge wijze kunnen we nantonen, dat blj vaste b de integraal
y(x) continu van x afhangt,

§‘¥. Stelscls van vergelijkingen,

In vele goetallen treden stelscls van difforentiaalvergeld jkingen op
van het type

(9)

op, waarbij ccn oplossing bestaat ult twee functies y(x), z(x), die
aan (9) voldoen, B,v. kan dc¢ differcntiaalvergelijking van de tweede
orde

~

-
3%y 2 .
—F T Xy + X7 = 0
dx

worden vervangen door het stolscl

dy _
ax = “

dz 2
a;:-zxy*x

Een "integraal" (y(x),z(x))v%n (9) stelt in de ruimte een kromme
voor. In ¢lk punt (x,y,z) van de kromme zijn door (9) de richtingsge-
tallen van de tangent gegeven; deze zign n.l. dx, dy, dz, ofwel in ons
geval: dx, f(x,y,z)dx, g(x,y,z)dx. Wo krijgen dus bij ¢lk stelsel (9)
in de rulmte een richtingsveld geheel analoog aan dat uit het vorig
hoefdstuk. Het ligt wecer voor de hand om te veronderstellen dat onder
bepaalde voorwaarden ¢¢n en slechts één "integraalkromme'" door cen ge-
geven punt {a,b,c) gaat, d.w.z. dat ¢r Juist &¢én oplossingsstelsel
(y(x),z(x)) van (9) is met y(2)=b, z(a)=c.

In plaats van (9) beschouwen we het meer algemene stelsel

dy
('{{}) “a‘x& = %(x:yqayga-o-;ym) (Mmﬂ,?,...,m)
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met de beginvoorwaardun

('M) }iﬂ("‘) = iz»C( (/‘(n‘?,:ﬁ,.,.,m).

We kunnen de behandeling sturk bokorten door invoering van de
vectornotatic:

We beschouwen (yq(x), yg(x),...,ym(x)) als c¢en vector Y(x), waar-
van de componcnten van x afhangen. Z1ijn dc componenten alle continu,
dan heet de vector continu in x, zijn ze differenticerbaar dan ver-
staan we onder Y'(x) de voctor (vq'(x), Vo' (%)s.ve,yt(x). Onder |Y]=

1 (YasVmseeesv) IVwrstann we  Max 1v,,| - Elke functie £, (X,V.ipeee,¥..)
1292 m A=A, .. ..n AL At 4 m
uit (10) schrijvin we {AL(X,Y) en do vector gevormd door deze m func-
ties £, (x,Y) schrijven we kortweg

AL

F(x,Y),
zodat (10) en (11) ovirgaat in

(10™) v'(x) = P(x,¥(x)), ¥(a) = B.

We gaan dit weer vervangen door cen Integraalvergelijking in vec-

tornotativ: .

v(x) = B +J R(t,¥(4)) dt,
equlvalent met do m-vergeli jkingen
X
v ) = v r oy (ay(e), ey (0)) .
Door het ituraticproctd) uit § 2 tov to passer, waarbij we

B,

ot
L —_ S
oy

3

stellon, komen we goheel annloog asn hot voorgaande tot de volgende
¢xistentiestelling voor svstemon:

Laat d¢ componenten QAI(X,y,...,ym) van cen vectorfunctic F(x,Y)
alle continu zijn un cen begrensd gosloten gebied G van de (m+1)-di-

]

mensionale Euclidische ruimte, Z1j verder in G

(2;"') bP(x,Y)] € M

en cen voorwaarde van Lipschitz vervuld:

(5% IF(x,v,) - F(x, )1 & a by, -v |
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Kicst men binnen G cen (m+1)-dimensionale balk R:
Ix-21 < p, e, - A)gMp (f=1,2,4..,m)

dan is c¢r voor |x-3] € p <'n on slecches ¢én oplossingsstelscl
Y(x)u(y1(x),y2(x),...,ym(.)) van (10%) (dus van (10) <n (11) samen),
Opmerking: (4) botokent dus lgq(x,yq,...,ym)i £ M(A4=1,2,...,m)
(5™) betckent: Zign (XY 443V q0000a¥qy) &0 (X'yaﬂ’yQQ""’yEm) twee
puntcn uit G, dnan is
RVACTS PUPIRDIS P B 7 P POPRRRPS Py ) 4;Max W Youl -

F B

Het bewijs is hanst woordelijk hotzelfde als dat van § 2.

§5. Lincaire stolscls,
We passen do voorgaande stelling toc op het speciale geval, dat
elke component van do vector R(x,Y) lincair in Yqs¥pseees¥, 1s:

(M=1,...,m). In dit geval neemt het stelsel de volgende vorm aan

dy

ﬁ‘l-' »M(X)‘jq Fe +a’lm( )y'n * ﬁ,\(X)
(12) v e e s e s e

dym

T = Faa (v e XKy - B (x).

We sprcken dan van cen lincair stolscl.,

Existentictheorcma:  Lant in con gesloten interval [h,kﬂ alle
coidffici¥nten quAX) en alle z.g, storingsfunctics B&(x) continu

zign. Kiles in [h,k] cen willokeurlg getal a ¢n verder m volkomen
willekeurige getallen bq,bg,...,bm.

Dan 1s e¢r &én en slochts &¢n stelscl oplossingen (y1(x),...,ym(x))
van (12) zodat y . (2)=by (A=1,2,...,m). Deze oplossingen voldoen voor
het gehell interval h< x <k, ,

Bewljs: Kles het positicve getal K zo groot, dat
gy () €K, 1R, (x
en kics voor het gebled G

hgxgk, Iyg-Dbyl €1 (K=1,...,m).

We laten cerst zicn dat in G do Lipschitz voorwaarde is vervuld
met A=K. Immers

b (653005905 0o oVa) = C (V005 V005 e sy ) | =
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’%1(")(31'1'5’21) bt O (V) )

Ly, -y,

In do tweede plaats zocken we cen getal M, zodat voor «lk punt
(Xayﬂ,...,ym) uit G aan (&») is voldarsn, We klezen daartoc

M = m+1 +ﬁ: HEQQ,

A=
immers

2 (Koo s¥ ) =1 @y (6) vy +eve & (X)y + B ()]

€ Ky b +ooor Tyl +1) £ M.

Tenslotte kKiezen we het positilev. gctﬂl;;ﬂﬁ(A, zodat het inter-
val |x-al € p nog gehecel binnen (h,k] 1igt. De (m+1)-dimensionale
balk R:

Ix-2] < p, i%q - ?A{l < oM (W=1,...,m)
ligt dan geheel binnen K,

Alle voorwaarden van do vorlge stelling zijn vervuld cn er 1s dus
juist ¢¢n stelsel oplossingen (yq(x),...,ym(x)) van (12) met Ve <a)=€&
voor het intcrval Ix-af € p,

Door cen bewljs ult het ongerijnde kunnen we asntonen, dat deze
oplossingen voortgezet kunnen worden in het gehele interval h <x k.,
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Opgave 1: In het bewljs van de exlistentiestelling kan men voor yQ(x)
elke continuefunctic nemen me. gya(x)~b! € Mp voor ix-a\ £ p (N.B. de
kromme ywyo(x) behoeft nict door (2,b) te gaan).

Opgave 2: Gn na dat dou resuluaten van § 4 ult het vorlg hoofdstuk,
waarblj er door de corsprong mecrdere Integraalkrommen gaan, niet in
strijd zijn met het existontictheoremn,

Opgave 3: V's= i huﬁfteminsauna twee integraalkrommen gaande door O,
/ a
n.1. 1omymo, gomym §-x2 als x g;O )
~gx als x £ 0
Aan welke voorwaarde van het oxistentic theorema is niet voldaan? Be-
wiljs dat,

Opgave by Bij de differentiaalvergelljking %% = X+y mct beginvoorwaar-
de x=0, y=1 nemc men y pd21. Bereken y%(x) en vergelijk deze met de
recksontwikkcling van y(x) ’

Antwoord: yg(x) =1+ x 4 x° 4

o

1+ x + x° +

.4!-.

IS W
=

i

y(x)

Opgave 5: Los de differentinalvergelljking
v o= yX,

d.m.v. het iteraticproces van Picard op. Beginvoorwaarde: y(0)=1.

L, e
Antwoord: y(x) = 2°

Opgave 6: Ga na, dat bijy d¢ vergelijking
D o
B <
yoo= & Yy
ann de voorwaarden van do cxistenticstelling is voldaan,

Bepaal yj(x); beginvoorwaarde: y(0) = O.

) ] - -
Antwoord: y(x) = % X7 + %% x! . ?6%5 1y 5?%35 x 12,

Opmerking: Deze differcntinalvergelijking is nlet elementair op
te lossun,
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VI. Lineaire differentiaalvergelljkingen

door
Prof.Dr J. Popken

gﬁ. Existentiestelling,

Onder een lineaire differentiaalvergelijking verstaan we een vergelij-

king van de vorm

- (¥)
() = o (1) v = Bx).

v=0

De vergelljking heet homogeen of gereduceerd als (3 (x) =0. /3(x)
wordt wel de storingsfunctie genoemd.

Voorbeeld: de lineaire vergelljking van de eerste orde ult II, §‘1.
De gehele theorle van deze vergelijkingen berust op het volgende
fundamentele resultaat:
Existentiestelling: Laat de functies O, (x), [B(x) uit (1) con-
tinu zijn in het gesloten interval [h,k] , terwijl cxn(x) in [h,k]}
geen nulpunt heeft, Stel h <a <k, terwijl bo,b

1""’bn—1 willekeurige
getallen zijn, dan is er één en slechts één integraal y(x) van (1),

zodat (n-1)
y(a)zt)o) yi(a) :b,])oov,y (a) nbn—'] .

Deze integraal begtaat voor h «x <LK,
In het bijzonder voldoet aan de homogene vergelljking

o (x) vy x) =0
y=0 Y
slechts één functie y(x) met y(v)(a)=o voor Y=0,1,...,n=-1; nl,
y(x) = 0.
Bewijs: We voeren de vergelijking (1) over in een lineair stelsel
door te stellen

- e e wm e e

z5 = zz(x)
z) = za(x)
T
- zr'] 1: P, () 7., + ——-—-——0{1()() 7. + +O(n"1(X) z_- f3(x)
an!xi 1 x_(x) e T o TX) n ’
n
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Volgens de existentiestelling voor linealire stelsels 18 er voor h £<x«Kk
&én en slechts één systieem oplossingen (zq(x),...,zn(x)) met z ) (a)=
Mbv_,‘(vw’?,...,n). q.@.d,

§2.

Stelling 1. Stel we hebten de gereduceerde vergelljking

(2) S o0 v -0
W =0

al opgelost, Stel verder, dat we é€én oplossing yo(x) van de inhomogene

vergelijking (1) gevonden hebben. Dan krijgen we alle oplossingen van
(1) door te stellen

y(x) = v (x) + 7(x),

waar qy(x) alle oplossingen van de gercduceerde vergell jking doorloopt.
We zullen ons daarom voorlopig tot de homogene vergelijking be-
perken,

Stelling 2., De intecgralen van de homogene vergelljking vormen een 1i-

neaire ruimte, d.w.z. zijn yq(x),...,ym(x) intcegralen van (2) en zign
Cq,...,Cm willekeurige constanten,dan voldoet ook
m
:‘/’(X) "/«; Slqy/((x)

Toepassing: W willen do verzolijking

() j ey = ke

(Li') y" oy o= :\)

waarvan blijkbaar y = sin x ¢n y = cos x oplossingen zijn, dlentenge-
volge ook
vy =3y sin ¥ + C, cos x,
[

We zullen later ( § 4) zicn dat dit alle integralen van (4) zijn,
Vrij gemakkell jk zict men cen z,g. particuliere integraal van
(3), n.1. ymxa. Zo vinden we als oplossingen van (3)

2
y = X 4+ C, 8in x + C

cos X,
4 8

2

§3. Lineaire afhankelijkheid,

Definitie: De n functies fﬁ(x), fg(x),...,fn(x) gegeven in een
interval (h,k) heten linecair afhankelijk als er n constanten Cpsevesly
zijn, zodat
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(5) E\P:v ry (x)= 0 1in (a,b)

zonder dat alle cz,mo zijn,

Is het niet mogelijk de constanten C,, zo te klezen dat (5) ver-
vuld 1s zonder in ¢, =0 (p=1,2,...,n) te vervallen, dan heten de func-
ties £y, (x) lineair onafhankelf k.

Definitie, Beschouw een lineairc rulmte van functies f(x) gedefinieerd
op een interval (h,k). Laat fq(x), fg(x),...,fn(x) lineair onafhanke-
1ijk zijn, terwljl alle functies f(x) van de ruimte de vorm

hebben, dan heet het getal n de dimensie van de linealre rulmte.
Laat de functies fﬂ(x), fg(x),...,fn(x) lincair afhankelijk zijn in
(h,k) en laten deze functics bovendlen minstens (n-1) maal differen-
tieerbaar zijn in (h,k). Dan volgt uit (5)

n
V="
f(x) =~ = = - = r (%)
dus (k) } :
i ey Be0) e 1) - - i) l= 0 i (n0).
- (n=1Y,” ) . "n—ﬂ
f/‘-( S(X‘)—- f’n( )(X)

W heet de determinant van Wronskil, on we vonden:

Stelling 3. Zijn n functies fq(x),...,i‘n(x) linealr afhankelijk in

(h,k) en daar boveindien minstens (n-1) maal differenticerbaar, dan is
de bijbehorende determinant van Wronski in dit Interval identiek nul.

Toepassing: Zignxoﬂ,cg,..i,cn onderling verschillend, dan zijn
Q1X )

("1
. _ “n \ .
de functies ¢ ', ¢ © ,...,¢ in e¢lk interval (h,k) lineair onafhan-
kelljk.
CWLI8
g——-—% X C r X
3 CT e e e e e €
0 C X S
W= |  ©°1% - - “n =
o ,‘u u,a e T ] @ﬁ\.
T Tenxs T T 7T S cox
- 1 1= 2 - n=1 n
C € C o & - - =
4 [ n
C X+C K., +C_X - -

T S

omdat de laatste determinant (det, van Van der Monde) gelijk is aan



T (ey = cu) # 0.

Vb%%kﬂ:omgekmévda van stelling 3 is nict waar, Uit het nul zijn van
een dcterminant van W onski in ecn inteeval (h,k) volgt nog niet, dat
de functies noodzakelijk lincair afhonkeliik zljin., Voorbeceld: 21
(h,k) cen interval, dat x=0 boevat en kies fi(x)mxg, fz(x}m

x2 voor x 30
=1 o o Deze twee functics zijn lincalr onafhankelijk op
K" voor L0

(h,k), terwijl toch de determinant van Wronski daar 1dentick nul 1s,

§2+.}Rmﬂﬂstullin@. Laat In de homogene lincalre differentiaalverge-
11ljking
(2) Efi_ Qv(x) y(v)(x) = 0

V=0

de coéfficienten va(x) a2lle continu zljn in [h,k} , terwijl Cln(x)
in dit interval geen nulpunt heeft, .

In het intcrval (h,k) vormen de integralen ecn lineaire ruimte
met dimensic n.

Bewljs: De bewering bestant ult twee gedeelten:

a) Er zijn in (h,k) n lincalr onafhankclijke integralen

V4 (0)s volx), e,y (%),
b) Elke andere integraal y(x) heeft de vorm

gl

Bewljs: a) Kies a binncn het intcrval (h,k).

De voorwaarden van do oxistentiestelling zijn vervuld., Zij V
één der getallen 1,2,...,n., Er is dus ¢én bepanlde integraal y))(x)
van (2) met

yy (1) = 0,3, (2)=0,...,yy V=1 (2)=1, yy(lo(a)no,...,y(n‘q)(ﬂ)=0-

v

Voor dezo n functics is de bijbchorende determinant van Wronski voor

=8
170 - - =0

D

De functies zijn dus lincair onafhankelijk in (h,k) (stelling 3).

, b) Stel y(x) is een willekeurige integraal van (2). We stellen
y( (a) = OV+1(V =0,1,...,0=1), Daar d¢ intcpgralen van (2) cen lineaire
ruimte vormen is

7 (%) w/éqcﬂyﬂ(x)



ook e¢en integrasl van (2). Nu is

v n . ¥ ~
2000+ s

zodat volgens de ¢xistenticstelling y(x) = fy(x) in (h,k).

Opmerking: Fun stclscl (yﬂ(x), yg(x),n~~,yn(x)), waaruit alle in-
tegralen met bohulp van constante coéfficlenten linealr kunnen worden
opgebouwd,, heet cen fundomuntaalstelsel,

Voorbeeld: In het geval van c¢en vergelijking van de cerste orde
y'= X (x)y = 3(x)

bestaat ecen fundamentanlstoelsel ult één intograal y1(x) en alle andere
integralen hubben de vornm ctg(x). Verzelijk dit met het resultaat
van II, § 1.

Stel, dat y.(x), y,o(x),...,v,(x) integralen van de homogenc ver-
gelijking (2) zijn, terwijyl de voorwrarden van de hoofdstelling ver-
vuld zilin., Laat voor cen 7etal 2 met h €2 « i de determinant van Wrons-
ki

zijn, We kunnen dan constnanten CqsCosenesCy vinden, die niet alle nul
[
zijn, zodat

)(k)(a) +...+cnyn(k)(a):O (k=0,1,...,n=1)

is, Stellen we

¥(x) = c v, (x) + ¢,

dan is (;{)
¥ (r) = 0(k=0,1,...,n-1)

en dus volgens de existentlestelling y(x) =0, zodat y,(x), yo(x),...,
o
¥,(x) lineair afhankelijk zijn.

Ondecr de genoemde voorwaarden zijn dus n Integralen van een line-
aire homogenc vergelljking van de nd“ orde dan en alleen dan linenir
afhankeldijk 2als hun determinant von Wronskl in het interval nul wordt.

T.vens volgt dan, dat in het interval (h,k) de determinant van
Wronskl of stecds van nul verschilt of identick nul is.

Dit laatste volgt ook uit de z.z. identitelt van Abel, Zij W(x)
de hiervoor bedoelde determinant, dan is:




voor x uit (h,k).

Bewljs van deze identltelt:

o (x) Wi(x) =0 (x) % v, (%)

o

yén—ﬂ)(x)
7, (x) 3y ()
- vy (%) = | ypx)
Vv(n’?)(x) - gygn~2)(x)
o, (x)y ) o, (x) v (x)

== %,,q(x) W(X)’

zodat W(x) aan cen differcntinalvergelijking van de eerste orde voldoet,
Integratie levert de gevreangsde betrokking,

Opgaven.

3 e }x{j lineair onafhankelijk zijn op elk
interval dat O bevat, slhoewel de determinant van Wronskil voor deze
beide functivs O is.

1) Bewiljs dat d¢ functies x

2) Onderzoek of de volgende functies op het interval - OO0 X ¢ O
lincair afhankclijk of onafhankelijk zijn:
a) x en 3x,
]
b} x ¢n x5,
c) x en x+1,

d) sin x en cos x.

Aptwoord: a) afhankeldjk
b), ¢) en d) onafhankelijk.

3) Onder de determinant van Gram voor de functies

{¥9ﬂ(x), ‘?E(X)""ffn(x)} op zeker interval (a,b) verstaan we:



b b b
i R [ et g aen
a a a
b b b
[ et [ oo —omenee 900 0001
a ;l a a'
b b b
j &PD(X)\Pﬂ(xMx,j P o) Pa(m)ax,-m [ g Blx)ax
a a a

Bewijs: Een nodig en voldoende voorwaarde opdat zpq(x),...;Pn(X

lineair afhankelijk zijn op (a,b), is G = O,

Bepaal de determinant van Wronskl voor de volgende functies:

(X+1)2, (3X2+2Xw3) en (X2~2).
Zijn de functics lincalr onafhankelljk?

Antwoord: W(x) = O,
Ja,

)

Bewljs dat een stelsel lincalre differentisalvergeliljkingen lineair

blijft als we de substitutic x=¢(t) uitvocren.
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VII. Integratiemethoden bij lineaire d1fferent1aalvergéligkiygen

door

Prof.Dr J. Popken

§1. Verlaging van de orde, Stel we hebben een lineaire vergelljking
de

van de n orde
n
(1) = xy(n) yMx) = pr),

terwijl we op de één of andere manier reeds een particuliere integraal
yo(x)iéc van de gereduceerde vergelijking kennen, Dan is

(2) = o (x) v Y (x)=0,

Door een eenvoudige kunstgreep 1s dan de vergelijking (1) terug te
brengen tot één van lagere orde. We stellen daartoe

(3) y(x) = v (x) m(x).

Volgens de formule van Leibniz 1is voor ¥=0,1,..,,n

(V)(

s W) =y e (v OV e ) v o™,

zodat het linkerlid van (1) lineair in 71,17',...,77(n) kan worden uit-
gedrukt:

(4) = 609 1M - B
3;@/3v ) flx).
Hierbij is wegens (2)
B0 = 000 W (k) , (3 ) = gf’:; o, (x) v, M=o,

zodat uit (4) volgt

n

= B Ve - ).

Dit laatste is echter een vergelijking van de orde n-1 in 07'(x)=z(x).
Een vergelijking van de tweede orde reduceert men zo tot een line-
aire vergelljking van de eerste orde.
Voorbeeld: X ,(x)y"(x) + o (x) y'(x) + & (x) y(x) = 3 (x) met
%(x)q- 0L1(x)+ Ole(x)‘zo. We zien gemakkelijk, dat yo(x)zex een integraal
is van de gereduceerde vergelijking
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dﬂxh%x)+a#x)y%ﬂ-paoh)yu).o,

We stellen X
y(X) = € n(x):

waardoor de vergelljking overgaat in

Xy (x) 7"(x) + {2 o (%) + Ol,‘(x)} 7' (x) = B(x) e X

De substitutie

1

v7 (x) = z(x)
geeft een lineaire vergelijking van de eerste orde
o, (x) z'(x) + {2 x o(x) + CX,‘(x)} z(x) = (3 (x) e
Een speclaal gevai van het voorgaande is

xy" - (2x+1)y' + (x+1)y = O.

Na reductie van de orde vindt men

H

Xz -z =0

met de oplossingen z = ¢x, d.w.Z., J = (Ax2+B)ex.

§2. Lineaire operatoren. Een operator O voert esn functle f{x) over in
een andere functie P (x); we schrijven dan P (x) = 0 f(x). B.v.
D f(x) = £'(x). Een operator O heet lineair als

1° o {c f(x)} = ¢ 0 £(x),
2° o .{f(x) + g(x)} =0 f(x) + 0 g(x).

O

1° en 2° zijn equivalent met

0 i;“; ey £y ()] =g::1cuofv (x).

Voorbeeld: de D-operator van zo¥ven,
Optellen van operatoren:

(0, + 0,5) £(x) % 0, r(x) + 0, £(x);

Vermenigvuldigen van operatoren:

0, 0, £(x) & o, {02 f(x)} .
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Deze laatste behoeflt nlet commutatief te zijn,
Machtsverheffen:

) & r(x) (1dentiteit)
x) %f o r(x)
x) el o QO f(x?}
) def 0{0””1.f(x8. (n=1,2,3,...) .

Bv, is D" f(x) = f(n)(x); dit is weer een lineaire operator, Is
P(x) = CKVX" een willekeurige veelterm in x, dan is per definitle

F(0) = CXvOV . P(x) heet de karakteristieke veelterm van de opera=-

Vo
tor P(0) . P(x)=0 heet de karakteristieke vergelijking,
De lineaire differentiaalvergelljking met constante co¥fficiénten

Y
e M) - pe)

kunnen we kortweg schrijven

De operator P(D) is lineair; daarmee staat in verband dat de integralen
van de homogene vergelljking P(D)y=0 een lineaire ruimte vormen (zle
vorig hoofdstuk, stelling 2),.

Stelling 1. Is P(D) een operator met karakteristieke veelterm P(x),
Q(D) een operator met karakteristieke veelterm Q(x), dan hebben

P(D) + Q(D) en P(D) Q(D) respectievelijk als karakteristieke veeltermen
P(x) + Q(x) en P(x) Q(x).

gevolgen: P(D) Q(D) = Q(D) P(D) "commutatieve wet",

P(D) {Q(D) R(D)} = {P(D) Q(D)} R(D) "associatieve wet".
M.a,w. in Pq(D) P(D)...P (D) kunnen we de volgorde van de factoren
willekeurlg veranderen,

§3. Homogene vergell jking met constante co&fficiénten:

2 Vv

4]
De karakteristieke veelterm is P(x) m§::<xvxv, zodat de vergelijking
ook in de vorm van P(D) y = O kan wordgﬁOgeschreven. We nemen aan, dat
alle co¥fficiénten Ciyretel zijn,

ﬂQ geval: alle wortels van de karakteristieke vergelljking, PysPoss--sPps
zijn redel en verschillend. '
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Nu is P(D) -<xn(x-p1)...(xnpn), dus
P(D) v = 2, (D-py)...(D-p,)y .

We krijgen oplossingen door te stellen
(D"pn) y=20, (D"’pn_q) y = Oy---:(D"pq) y =0,

We worden zo gevoerd tot de n particuliere oplossingen

pP.X PAX P.X
(6)  yi(x)=e,y(x) =e L,y (x)=e .

We hebben al gezien, dat deze n functies in clk interval lineair onaf-

hankelijk zijn (vorig hoofdstuk; toepassing van stelling 3). Volgens

de hoofdstelling van het vorige hoofdstuk vormen de integralen van (5)

een lineaire ruimte met dimensie n., M.a.w. Alle integralen van (5) heb-
ben de vorm

n D, X
b3 Cy € Y
V="
De functies (6) vormen dus een fundamentaalsysteem,
Voorbeeld: y'" + 2y"- y' - 2y = 0 of

(D3 + 20° = D - 2)y = O

2

De karakteristieke vergelijking x3 + 2Xx° = X - 2= 0 heeft de wortels

p1=1, pgm—1, p3=-2, zodat allc oplossingen de vorm

hebben,

20 geval. De wortels van de karakteristieke vergelijking P4sPpses.sP

z1iJjn verschillend, maar kunnen complex zijn.

n

Is z(x) = u(x) + i v(x) een complexe functie van een re&le varia-
bele x, dan is

dz def z(h+h)-z(x) _ du dv
(7) = lim - + 1 .
dx hes 0 h ax ax

Voor een complex getal p is

%ﬁ eP* = P ePX,
Uit (7) volgt

v
Dz =Du+1Dv,Dz="0Du+idv,

dus
P(D)z = P(D)u + 1 P(D)v.
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Is dus z=u+l v een integraal van P(D)z=0, dan voldoet het red¥le
deel u aan P(D)u=0 en het imaginaire deel v aan P(D)v=0,

De voorgaande theoric der operatoren gaat ook door voor complexe
functies Y(x) van een re&lec variabele x, In ons geval vinden we zo
weer n integralen (6) van de differentiaalvergelijking (5), waar nu
echter p,‘,pg,...,pn complex kunnen zijn, Iedere integraal ePX
plexe p=q+ir voert dan tot twee redle integralen

(8) ¢ cos rx, ¢ sin rx

met com-

(retel en imaginair deel van ¢P*). We krijgen zo in het gehcel weer n
integralen, want met p komt de wortel P voor un de integraal eP* voert
tot dezclfde re&le integralen (8).

We zullen straks bewijzen (na stelling 3), dat de zo gevonden in-
tegralen linecalr onafhankelijk zijn en dus cen fundamentaalsysteem
vormen,

Voorbeeld: y'"-y" + 2y' - 2y = 0. De karakteristicke vergelijking is
x3—x2+2x-2u(x-1)(x2+2)n0 met de wortels p,=1, pzai\ré, p3--i\ré. Een
fundamentaalstelscl 1s dus yq(x)=cx, ye(x)a cos V 2x, y3(x)u sin Vox,
De oplossing i1s dus yucqcx+02 cos V 2x + c3 sin Vr?x.

30 geval, Meervoudlige wortels,

b ‘2
Stelling 2.P(D)e ~ Fy=e b P(D+ ) )y,m.2.w. men mag een factor A véée

het operatgrteken2 brengen als men maar D vervangt door D+,
Bewljs: De xy = e ny +y De2x = c)x(D+A)y,

2 2
(D-p)e™*y = " *(D+ A-p)y,

2
P(D)<®y = & _(D-p,)...(D-p ) <y

Ax
= X (D-p,)...(D-p,_4)e "(D+A -p )y

X (D-p,)... (D-pn_g)ﬁ"(m A-p,_4)(D+A-p )y

it

p
= & CE(DF A-p,) .. (DE A )Y

=« X p(DeN)y
X
Voorbecld: (D2-2D+1)ex log x = (D-—'l)2 uxlog X = ¢ Delog X = - 22 .
n X
Stel nu dat de karaktcristicke veelterm P(x) = 3 vaxv van (5)
de vorm y=0

P(x) = an(bm)ﬂq-.-(x-pkwk

heeft, waar PyseesPy verschillende re€le of complexe getallen zijn.
De vergelijking (5) heeft nu de vorm
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QU(D“Q'«]) "'(D"pk{l& Y o= 0.

L.
We vinden particuliere integralen uit

¥

(9) (D'p“) Y o= 0 ()': "1’2,09433{)

X
E¢n oplossing van (9) 1s y=e ", Verdere oplosaingen vinden we door
toepassing van de¢ merthode van %1. We stellen nl,

Dit geeft A D, X
(D--‘Qk) ((; "7) = 0,

Dus wogens stelling 2 met )-u;%,
P X AL
e D/ak17n 0 of zf 0 5
= 3

m.a.w. 7(x) is een veelterm van de graad g, -1. Dus vinden we voor
vaste k de partfeulicrce integralen

D, X DX /QK~1 P, X
c

© ’XQ ,...,x

®

ki

dus in het geheel Mo+M o+, 4L = n integralen,

Is P.=q + 1 Ty complex, dan kKrljgen we bl] ¢lke wortel nk

de redle incegralen

2 A X p) q,.Xx

X ¢ cos v X, X ¢ = sin Py X (Auo,’l,,..,fg;’l
BiJ EK , welke dezelfde multiplielteit als Py heeft, krijgt men de-
zelfde rctle Integralen. We worden zo dus in elk geval gevoerd tot n
retle Integralen, W. zullen nog aantonen, dat deze lincealr onafhanke-
11jk zijn.,
VYoorbeeld: y(é) + aey(a) - a&y(a) - a6y = 0

De karakteristicke vergelijking is

o . - } ’
6, .24 42 6 22y, 4 22, oM

X - a = (x"-a"){(x" + 28°%x° + a

met de¢ wortels
pq’gai‘_a: mepu”j-a; p5m¥362*18.
Een fundamentaal systeem 1s

+ ax.
g s COB ax, sin ax, X co8 ax, x sin ax,

zodat de oplossing is

y o= cﬂeax pe cee”ax + (03 5 cux) cos ax + (05 ¥ c6x) sin ax,
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Stelling 3: Laat PqsPosseesPy onderling verschillende retle of com-
plexe getallen zijn, Laat verder Aﬁ(x), Ag(x),...,Ak(x) veeltermen in
x z1Jjn met reélc of complexe codéfficilinten., Geldt nu 1in een interval
K B, %
L A (x) e

K =1

=0,

dan volgt dat c¢lke veelturm A (x) identick nul is.
Bewijs: Voor k=1 is d¢ stelling evident, Voor k »2 passen we volledige
inductic toc: Ult

PaX By X
Agx) e e LA (x) e ¥ 30  in (n,k)
volgt
dnX qu
(10) Ag(x) + A (x) « %+ Lk A (x) ¢« © =0

met Qy = Dy = PyseeesQ, = P o= Py Z1j h-1 de graad van Aq(x).
Door h-maal te differunticren verdwijnt de cerste term uilt (10) en
krijgen we

K ( q X
h) . ;h (h-1) hy . h X _
z,,(,, {A“ + (1) a, A, ER (h) a, AK 5» =0,

Uit de inductic aanname volgt dus

A+ ) a2 BT e A =0 (2,

D¢ term met A heeft do hoogste graad; dus Ak =0 (x =2,...,k), dus
wegeng (10) ook nog Aq(x) = 0. Q.E.D.

Stel nu, dat PqsPpseeesDy de wortels zijn van de karakteristicke
ver elijking van (5), resp. met multiplicitcit’/Qq,fzg,...,/¢k.'We heb-
ben gezien, dat we n (relle of complexe) integralen kunnen vinden:

Py ,A%—ﬂ gpk x.

Uit stelling 3 blijkt, dat deze n integralen linealr onafhankcelijk
zijn; in dezc zin dat uit

c, yq(x) toeaak Cp yn(x)'§5() in (a,b)

met refle of complexe coilfficiénten Cy volgt, dat cqnczz...zcnao.

Laat nu cven wortel p = q + 1 r van de karakteristicke vergelljking
complex zijn, dan komt P = q - 1 r ook als wortel voor met dezelfde
' multipliciteit_}l. Dit geeft aanlelding tot retile integralen van de

vorm
xv ¥ cos rX, xv ¢ gin r x (\;mo,w,...,,q-ﬂ).

Vervangen we in het stelsel (11) d¢ voorkomende functies xV P* en
¥ P goor xV ¢ cos rx en xw e?* sin rx, dan 1s het nieuwe stelsel
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integralen nog lincalr onefhankelijk, Dit volgt uit de volgende
Hulpstelling: Zijn fq(x),...,fn(x) lincair onafhankelijk in (h,k).
Is gq(x)= 3 (£,40,), 8p(x)= gy (£4-F5), dan ziyn gy(x), gp(x),
fa(x),...,fn(x) weer lincair onafhankelijk in (h,k).

Door tocpassing van dit principc komun we dus tot n linealr on-
afhankelijke redle Integralen,

s

Voor het belangrijke geval van de tweede orde gaan we de gevonden
resultaten nog e¢ven resumeren: We hebben de homogene vergelljking

"
agy + aqy’ + qoy h O)

met de karakterlsticke vergelijking

2
012x +Of,]x+0£0-0.

1° Dc wortels Py SN Py zijn retel on verschillend;

ymc,]e

2° de wortcls zijn gelljk: Pq = Dy = P;

-

oPX
vy = (c, +ecox)e
30 de wortels zljn toegevoegd complex: P, =a +1r, Po=q - i r;
y = 3" (c, cos rx + c, sin rx).
Voorbeeld: y" + uazy = 0: y = Cq COSWX + Cy sin w x

of y = r cos (Wx + )

? b, Tocpassing: Ecn veer, In verticale positic, 1s aan zijn beneden-
cind op cen vaste balk bevestigd., Bovinop do veer wordt cen gewicht ge-
legd, welke de veer 0,25 cm indrukt, Daarna wordt het gewicht 0,5 cm
verder naar beneden goedrukt, dan een bencdenwaartse snelheid van
\f@ em/sec gegeven en losgelaten. Zock do laagste stand van het ge-
wicht,

Oplosging: Is K ecun kracht, dic de veer u cm indrukt, dan is K
evenredig met u; m.a.w,

chu:

waar ¢ een constante 1s. Noem de massa van het gewicht m, zodat = Mg,
In ons geval is u=0,25 dus

mg = 0,25 ¢ of ¢ = 4 mg.
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Is de veer 0,25 em Ingedrukt, dan zullen we dlt de evenwichtspositic
noemen. De afstand van het gewlcht tot deze evenwichtspositile usu(t)
18 positief als het gewicht beneden de evenwichtspositie 1s. Aan het
begin van de¢ beweging 1s dus u=u{0)=0,5 cm ¢n de beginsnelheid

vgnﬁ (0) =Vg em/szc. Is het gewicht tijdens zijn beweging op de af-
stand u=u(t) van de cvenwichtsstand, dan is de op het gewicht werkende

kracht -cu; de versnclling is u. De buwegingsvergelijking 1s dus:
mi = -cu = -4 mg u,
u +4% gua=o0,

Oplossing:

0 o= cos E\fé t o+ s 3in EVFQ t.

©4

Voor t=0 1s u(0)=0,5, 0 (0)=Vg. Dit geeft

¢, = 0,5, ecgvfg =Vg dus ¢y = 0,5.

u=0,5 (cos 2V& t + sin 2V g t).

= 1V2 sin (2Vgt +§§E).

De laagste stand van het gewicht is dus %‘J?a0,70~(cm) beneden de even-
wichtsstand,

Opgaven:
1) Los op: y" - %% = X log X.
Aanwijzing: Een oplossing van dc gurcduccerdé vergl., 1s yo(x)uXB.
A3 1 1 3 2
Antwoord: = X log x (4 log x - 5) + O 7+ =z -
o )
2) Los op: y" - sin“ x y' - cosx Y = {x‘+2x+(x cos x)%} <,
Antwoord: y X _(% T ; sin 2t) -
y(x) = ¢ {01j € dt +?x +02} .
X
)

3) Bewiljs: Als de operator O lineair is, is ook P(0) lincair.
%) stel 0, £(x) = D £(x) un 0, £(x) = x £(x).
Bepaal 0, O, £{x) en 0, 0, f{x).

Antwoord: x f'(x) + £(x) rusp. x £'(x).
5) Laat yo(x) ecen oplossing zijn van

() a?{x)y”(x) +0(1(x)y’(x)+ WO(x)y(x)mD met yo(x)ylo in {h,k] .

Toon aan dat alle integrolen van (#*) gevonden worden uit
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X *\‘g O—(—éTS—')— ds

y(x) = € vyl | 3,0 at.
b

6) Los op: D(D+’1)(D~2)2 y =0
(D2+2D+5) y =0
(D%42D+5)% y = 0.

-X 2x
Antwoord: y(x) = cq ot epel T+ ocgen

—X(

i

€ C

v(x) cos kx + c, sin kx).

1

v(x) = e"x(cq cos 4x + ¢, sin 4x) +

2

+ xe

¢y cos bx + ¢y sin ¥x)

+ 38 _ 7y 2 a5y = o,

3
g
t
o]
w
o]
]
<
St

) + 3y =20

Ix + e -2X 2

Antwoord: y(x) = ¢ ot “Tcos x + c3c' Fsin x

X(c,lcos 1Vi3x o+ c, sin LV3x)+

«d
—~
~
i

a

+ c'%x(c3 cos V3x + ¢y sin 3V 3x),

X =X .
: ¢ + c3 cos x + ¢y sin x,

it
le]

y{x)

B) Los op: y" - 2y!' +y = e2¥ |

Antwoord: y(x) = c,leX + e F ch.
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VIII. Integratiemethoden blj lineaire differentiaalvergelljkingen

door
Prof.Dr J. Popken

§5. Vrije trilling. Een punt met massa m kan zich over een rechte 1lijn
bewegen en heeft zijn evenwichtsstand in 0., Het bevindt zich onder in-

vlioced van een centraal naar O gerichte kracht K, welke laatste evenre-

dig is met de uitwijking u(t). Bovendien is er een weerstand W evenre-

dig met de snelheld, Stellen we K= Au(t), W=u(t), dan 1s dus

(1) mi=- Au - fxﬁ .

De karakteristieke vergelijking is mx2+/ux+ﬂhw 0 met wortels
x o cAk VM

Geval 4:‘f42—&3n1>0. Er zijn twee negatieve wortels - p en -(p+q). De
oplossing heeft de vorm

-pt -qt
us=eP (cy +cye a%y,

Uit deze formule blijkt, dat u(t) hoogstens één keer van teken veran-
dert (d.w.z, door O gaat) en dat verder voor t .. code uitwijking u(t)
tot nul nadert (het punt "kruipt" naar 0),

Geval Qt’AL?J*QHWO. Er 1s een dubbele negatleve wortel -;A/Qmm»p en
u(t) heeft de vorm

-pt
e P (cq + ¢, t).

Ook hier passeert het punt hoogstens één maal het punt O en verder na-
dert u(t) weer tot nul.

Geval 3: m®-4%n 0. stel UP-3DAm = -kmwf,
Dan 18 x, = - pM/2m 4 1%0 en

u(t) = e " (cﬁ cos wt + ¢, sin Wt)
=re éﬁ% cos (Lpt-¢).
Het punt voert nu een osclllerende beweging uit, maar het amplitudo van
de trilling neemt exponenticel af met de tijd. De frequentie is W/27T.

De laatste formule gaat ook nog door voor de vrije "ongedempte"
trilling als W=0 18, dus AL=0. Stellen we de frequentie hiervan voor
doer %/@fn‘, dan is '

A= m MJO(B.

Substitutie in (1) geeft deze vergelijking de vorm
(2) i+ s uaoeu = 0.
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’6. Inverse operatoren,

a) z.P(x) = % f(x) vetekent D wp(x) = f(x), m.a.w.

% £(x) = jf(x)dx;

9

deze is bepaald op een constante na, Voorbeeld: g—x - %xgw.

b) xp(x) = ﬁg— f{x) betekent (D—p)tp(x)mf(x), m.a.W. P (x) is een in-

tegraal van y--py=f(x), of
x

Pp(x) = epxl e Pt £(t)at + c X,

Voorbeeld: D:-‘T e* = e + ek,

¢} p(x) = W%T f(x) betekent P(D)Pp(x) = £(x); m.a.w, y=Pp(x) is een
willekeurige integraasl van een lineaire differentiaalvergelljking met

congtante ceoefficienten
n

(1) v a, yM(x) - ex),

v=0
zodat \P(X)u P, (x) +7(x), waar Y (x) een particuliere integreal van
(1) is en 7)(x) een willekeurige integraal van de homogene vergelijking
n
C*’Uy(v)(X) = 0
u:::.
voorstelt, We zullen zeggen dat p (x) en lPO(x) congruent mod P(D)
21jn; notatie P (x) Ny (x) (mod P(D)).
De operator toegepast op een functie f£(x) levert dus niet
slechts één functie W(x), maar een klasse van congruente functies,

1
200 heet de inverse operator van P(D); er geldt n.l.

*(0) { oty f(x)} = £(x)
\p-(%-)-i'P(D) f(x)} ~ £(x) (mod P(D)).

We kunnen ook producten en sommen van dergelijke inverse operato-
ren invoeren. Zo betekentﬁm QI%T f(x) = p-(?mi L i‘(x)é ; M.a,w.,
pas op f(x) de operatie toe; het resultaat is een functieklasse K;
pag daarna op elke functie van K de operatie 1 toe; het resultaat
is een nog meer ultgebreide klasse van functies I L f(x).
Blijkbaar is Q%D')" F(jm' de inverse van P(D) Q(D). De product operaties
hebben weer de commutatieve en assoclatleve eigenschap.

Toepassing: 57;—5 X = D(; ") X = %UEW xmg- (—x—'&)fu-x-—%xg. We krijgen

~alle functies van de klasse ——g-—-—— X door blJ het gevonden resultaat een
D"-D
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willekeurige integraal van y" - y'=0 op te tellen; dus ~éL* X =
= -xX-4%X° + c1+cgex. D~-D

Enkele berekeningsmethoden. Een differentisalvergelljking

V=0

kunnen we schrijven P(D)y = f(x), of y = pf%T f(x), zodat de integratie

neerkomt op de berekening van Ff%? f{x).

I. Stel, dat de karakteristieke vergelijking wortels PasPosecssPy heeft,

dan is
P(D) = & (D-p,)...(D-p,)

1 1 1
Fi:s, f(x) = (‘xn ‘D_.pn L'pn_1 w8 D"p f(x)

en men kan successievelijk ﬁ:%: f(x), 55%5'(ﬁ95; £f(x)),..... berekenen.

Voorbeeld. Integreer y" + y' - 6y = egx.

Yy = —-,vg—w—-———q @3}( = 1 i QBX.
D“+D-6 D+3 D2

1 3% 3x o A 3% 1 3%
Nu is o= © Mse””, dus yfwzﬁ;? e"" e e

L]

De algemene Integraal 1s dus

‘ " B
y = % e3% c, e“* 4 cpe 3,

IT. Splitsing in partiecel breuken, Stel dat P(x) onderling verschillen-
de nulpunten heeft, terwijl

k k
4 1 n 1
(2) pT%T X‘pq + ..t K‘Dn (k\)u ET?;;?).

Dan 1s
W

k
Ff%j £(x) r»f(ﬁ:%; oo+ 5:32) £(x).

Bewiga: We hebben slechts aan te tonen

k1 kn
P(D) (ﬁ:ﬁ; ¥ eeet ﬁ:ﬁ;) f(X) = f(X).

Nu i8 het linkerlid
s K
4 n
{(P-Pa)- - (DoBp) g 4ot (D-py) 5?55'} -

ikq(pra)...(D~pn)+ . +kn(nnp4)...(n-pn_q)j £(x).

De karakteristieke veelterm van de laatste operator 1is
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ky(x-pg) .. (x-p ). ootk (x=py) .. u(x=p_4) = 1

zoals uit (2) volgt; m.a.w., de operator is gelijk aan de identiteit,
zodat het linkerlid inderdaa f(x) is, Q.E.D.

1 X 4 x
Voorbeeld: g X& = T xe
D-3D+2 (D-27(D-T)

X

= (p7 - o) xeT

ﬁ%ﬁ xe® = eng xe Xdx ~J-(14x)e”

ﬁf% xe* = &xj xdxf\J%xeéx

Dus
3?155:: xexf\J-(1+x+%x2)ex
4 d [
of
1 X L2y X X 2x
m xe = -(/‘*"X—é‘x )t. 4 C,iﬁ. R Ceﬁ

III. Reeksontwikkeling. Deze methode is toe te passen als f(x) een
veelterm 1s, Voorbeeld:

Wgﬁ f(x)fﬂd(1+D+D2+...) r(x)

BewlJjs: Omdat f(x) een veclterm is, is vanaf zckere gehele k, de €
afgelelde 1dentiek nul, Dus

(1-D) (14+D+D°

4

+...) (x) = £(x).

4

2+D3+Dq‘)xg

1
Tocpassing: p—r X ~ -(1+D+D

—(xh+ b+ 12x° & 24x 4 24).
V. St v 1. Ax Ax
. elling 3, m (B f(X))"\/t} 'P-(—m—-i—)- f(x) (mod P(D))

m,a.,w, ook blj inverse operatoren mag men een factor eﬁx voor het ope-
ratorteken brengsn mits men D in D+ A verandert.

Bewizs: We hebben slechts aan te tonen

g 1

P(D) prpy (€7 £(x)) = P(D)™ sy £(x),
of wegens stelling 2

M p(x) = X P(D+ 4 ) FT5”:-;.E--Tf(x) Q.E.D.
4 3K 3% 9
Toepasgingen: a) e’ nve
' DE4D-6 (D+3)°+(D+3)-6
= e 04~ 3% (a1t 1aatste b ¢ methode ITXI). Dus
T 5 < & & LV, MET metnode N 1

D+TD+6
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b) ~ij-~ xe g e’

Vergeldjkingen vanfhat type P(G)Y“eaxa P(D)y=cos A x,

De oplossingen hebben de vorm

A Ax
(3) y= g7y € ~e T o)
We zoeken dus een integraal van
P(b*’))z =

of van

(&) P(A)z + E%Lal LANES 2%421 z" +.. = 1

Is P(A) # 0, dan kunnen we blijkbaar nemen

4
Z = AT zodigx
VT
In het uitgesloten geval P(2) = 0, 1s de storingsterm ehx een integraal
van de gereduceerde vergelljking P(R)y=0., We spreken dan van resonantie,
Is P{(A)=0, P'(A)#0, dan vinden we voor (4) de particuliere integraal
Zs= ?7%57 en dus volgt uit (3)

x %
VYR
Ook de vergelljkingen
(5) P(D)y = cos Ax, P(D)y = sin Ax
kunnen we zo behandelen., In plaats van deze nemen we n,l,
(6) P(D)y = cos Ax + 1 sin Ax = el AX
Is P(1A)#0, dan vinden we met de voorgaande methode, dat
) ei‘)x
Vo = P(L3)

een particuliere integraal van (6) 1s. Dan voldoen vi=Re y  en yy=Im y
respectievelijk aan de belde vergelijkingen (6).

Ook het resonantie geval is zo te behandelen,

Een toepassing vinden we in de volgende paragraaf,
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s i

masssa m, Maar huﬂﬁlVi de kracht K= -)14 en de weerstand wmfau laten we
nog een ultwendige kracht ¢ cos w t werken, De vergelljking (2) maakt
nu plasats voor

. 2 C e ¢ 1wt
(1) U +Aa +w "u==cosWt=xRee .
Eerst lossen we daartoe op
o ,
A . 2. ¢c iwt
U &/ﬁ U+ wyus= e
met als particuliere Integraal
Wt
gy = & ei k " eiu)t
o m 2 2 Yy ?
- L P -
UJQ SRR S 2 -
waar
c/m
Z = == 2 AW '
LUO ~ Ly i *-Ta—*-
Stellen we z=r c'itp, dan is
2,32 AW c 1Y
Y’(wo - A + l/*?r) -»r—é-(, »
zodat r en P te bh,ﬁl n zijn uat
2(‘ f”) ’“) /
(2) re (W 2_we )© :L~§-
Lo < AW
m
ALY
m(w, %~ W) reoF-wh)

We hebben nu u_ = = wr o (we- )

e - i -

De vergelijking (1) heeft Jus de partlculiere integraal
(&) U, = orocor (wrog)

Elke anderc integrasl van (1) krijgen we door bij u, op te tellen
een willekeurige “ntegraal van de gereduccerde vw’gulijking. vit &5
blijkt echter cat Jdeze laataten exponenticel "uitsterven", zodat na be-
trekkelijk korte tiJd c¢lke trilling practisch gelijk aan (4) wordt.
Merk op, dat de freqguentie van de "stationaire" trilling gelijk
1s aan die van de ultwendige kracht, De grootheld @ heet de "phase
vertraging"

Als W= uJ spreekt men hier wel van resonantie, Dan 1s de fre-
guentic van de uitwcnjigb kracht gelljk aan de f{reguentie van de on-
gedempte elgen trillirg, Is dan ook nog de demping sA klein, dan kan
volgens formule (2) het amplitudo van de trilling (4) zéér groot wor-
den (resonantie katastrophe),



Gd Tk

§8. De vergelijking van Euler:

s oy L pga).

V=0

Door de substitutie x:et, y(x)uy(et)=Y(t) gaat deze over in

}:chg D(D-1)...(D-¥+1)¥ = £(e"),
V=0

. dy dy dx t d
Bewljs: JE = axdF = ¢ a%;

A ie‘t DY} = < 2%(p-1)DY

algemeen:

\Y
23 - VP p(p-1)...(D- V+1)Y
ax V¥
v a’
x¥ 23 - p(D-1)...(D-V +1)Y.
dx V

Voorbeeld: x3y'” + 3x2y" - 2xy' + 2y = O

Door de substitutle x=et gaat de vergellijking over in

D(D-1)(D-2)Y + 3D(D-1)Y - 2 DY + 2Y = O

(D2-3D42)Y = O
(D-1)2(D+2)Y = 0

£ t -2t
Y(t) = c,e’te te” + c3e T,

dus _
y(z) = X + epX log X + cyX (x>0).

‘§9. Variatic van parameters, Deze methode 18 ook van toepassling op
vergellijkingen, waarvan de cotfficlenten niet constant zijn,
Stel, dat bij de vergelljking

(1) U oE x(x) vy o+ B (x)y = £(x), x ¢ [a,p] ,

de gereduceerde vergelijking receds 1s opgelost. Stel van deze laatste
zijn yq(x) en yg(x) twee linecair onafhenkelijke integralen, De meest
algemene oplossing van de gereduceerde vergelljking heeft dan de vorm

v(x) = ey (%) + cpyy(x).
We proberen nu voor (1) een oplossing te krijgen van de vorm

(2) y(x) = u,(x) ya(x) + uy(x) yp(x).
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Stel nu, dat de functies uq(x) en ua(x) zo gekozen worden, dat
1 {
uy (%) v, (%) # uy (%) yp(x) = 0
H H ] H
k uq (x) y,’ (}() + ug (K) 32 (X) . f(X)

(3)

dan volgt uit (2)
(4) yU(x) = uy(x) ¥, (%) + ug(x) v, (x)
en hierult

(5) y'(x) = uy(x) vy (x) + uylx) vp"(x) + £(x).

Uit (2), (¥) en (5) volgt dan
v (x) v o+ 3 (x)y =
uq(x) {y,!" + X (x)y," + (‘))(X) y,‘} + UE(X) {‘YE" +O¢(X)y2‘ +

[ (x)vp f+ £lx) = £(x),
zodat de functie (2) werkelijk aan (1) voldoet.

Het komt er dus slechts op aan om de beide vergellijkingen (3) in
uq'(x) en ug’(x) op te lossen, Dit 1s steeds mogelijk omdat de deter-
minant van dit stelsel de determinant van Wronskl is en deze verschilt
van nul in {a,b] (zie $U4),

Heeft men uqt(x) en ugr(x) gevonden, dan vindt men door integratle
uﬂ(x) en ug(x) en dus y(x). Toon aan, dat men zo alle integralen van
(1) vindgt.

De methode 1s gemakkelijk ult te breiden tot een vergelijking van
de nde orde,

Voorbeeld: y" + y = cos x
De gereduceerde vergelijking heeft de oplossingen

Y o= c,3 coB X + ¢, 8in X,

2
We stellen als Integraal van de gegeven vergelljking

¥y o= C, COS X + o sin x,

w]
terwl]l U, en u, moeten voldoen aan

H ]
i| u1 COB X 4 u2 8in ¥ = O

i 3
--u1 ain x + u2 CO8 X = COB X

1 H

Oplossing van u, en u, geeft
uq'm -5 sin 2x, Ualx $(1+cos 2x)
1 1
uy = COB 2X + Cyy Up = A%+ in gin 2x + ¢).

i
- Dus
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y = &% sin x + %(cos 2x cos x + sin 2x sin x)

- 33 o088 X Cy gin x

= X 8in X + cg CO8 X + ¢y 8in X

Opgaven,
1) Los op: y" « 4y' + 3y = xa. '

. X 3x, 1.2 , 8 26
Antwoord: y(x) = Cqe7 + Cpe T H X" 4 BX 4 o .
2) Los op: y" -y = x.
Antwoord: y(x) = cqﬂx + cge'x - X,
. T an ; L 10x
3) Los op: y - 3y" +3y' -y =¢e . 10%

X X 2. X e
Antwoord: y(x) = Che” + CoXET + CaXTeT 4

4) Los op: y" - 3y' + 2 = 2x'
2% 2%

64
X
Antwoord: y(x) = c e’ +ocpett + oxeT,
L=

?

5) Los op: y'''+ 3y" + 3y' 4y =TT,
Antwoord: y(x) Sl e xeF b oolxletX 4 x3e™*
¥l O ; y g Cq_‘ _y? 3 @ .

6) Los op: y" + 3y' + 2y = % ox.

Antwoord: y(x) = cqe"x + cge“gx + % (&x3-18x2+#6x-51).

7) Los op: ay" + 2by! + cy = sinAx,
Antwoord:

g o~ (c-2 A°)sin A x-2b Acos Ax
(c-a )2)2 + 4p© A°
B) Los het limietgeval =0, W =W van vergelijking (1) op:
Eu c

u +-uuo = = co8 LOOt.

Oplossing: u ~v ?ﬁ%ﬁ” t 8iln ugot.
0

9) Los op: ng" - 2y
Antwoord: y(x)

i
oo

i
o
”
N
o
g
>

10) Los op: y" -y = e, (variatie van paramcters),
Oplossing: y(x) = 3xe* + cqnx + cgﬁ"x.
11) Los op: y" + 4y = 2 tg x. (variatic van parametcrs),
Oplossing: y(x) = (3 sin 2x-x) cos 2x + (loglcos x}—cosex)sin

4 c4 Co8 2X + 02 sin 2%,
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IX. Lineaire Systemen met constante co¥ffici¥énten

door
Prof.Dr J. Popken

De onafhankelijke veranderlijke stellen we voor door t; D = é%-.

§1. Voorbeelden. 1. Stel, dat yq(t), yz(t), ya(t) de massa's voorstel-
len van drie radioactieve stoffen, De eerste verandert in de tweede,
welke op zijn beurt in de derde wordt omgezet, Deze laatste is stablel.
Dan 18

dy dy dy
?ﬂg = -2Y4, ?ﬂ? = 2¥4 = DYy, TH? = bYy,

waar a en b constanten zijn; of

(1) (D+a)y1 =0, ay, - (D+b)y2 = 0, byE—Dy3 = 0,

2. Een slinger is Cardanisch opgehangen, Stel op de tljd t stelt
yq(t) de drasihoek voor om de ene as van de ring van Cardanus, y,(t)
de drasihoek om de andere as, dan 1s (vgl. bv. Baule, Die Mathematik
des Naturforschers und des Ingenieurs IV):

iyq + bqu + qug = 0

Yo * boVp - ep¥y = 0,

(2)

waar bi’ci positieve constanten zijn. Symbolisch schrijven we Iin plaats
van (2)

2
(3) i(m +ba)y, + c,DY,

s
-c,Dy, + (D'+b2)y

0

#

= 0

2
(Differentiaalvergelijkingen van Fippl).

3. In het X-Y vlak wordt een krachtveld gegeven door de belde com-
ponenten

(ll-) K, =y, K = x

voor de kracht K werkend in het punt (x,y). We vragen nu naar de baan
x=x(t), y=y(t) van een punt onder invloed van dit krachtveld.
Is m de massa van het punt, dan volgt ult de formule K=ma en (%)

v 2
, . mD X 5 y=0
(5) | mX =y, my =x of ix»mD2y=O.

§22. Oplossingsmethoden voor homogene vergell jkingen met constante
cofficiénten. ‘
Als voorbeeld nemen we:
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(6) {(9+4)y4 + Dy, = O

(D»ﬁ)yq -Vp = 0.

We "elimineren" yp door op de lastste betrekking de D operator toe te
passen. Er komt dan (D®-D)y,-Dy,=0. Tellen we deze betrekking bij de
eerste van (6) op, dan vinden we

(7) (D°+1)y,, = ©.

Op soortgelijke wijze kunnen we y, "elimineren" en vinden dan
(]

(8) (D°+1)y, = O,

zodat vy, €n y, aan dezelfde differentiaaslvergeli jking (D2+1)y~0 voldoen,

Deze voorwaarde 1is noodzakelljk, We kunnen echter niet verwachten,
dat twee willekeurige oplossingen y, en y, van (7) en (B) ook automa-
tisch aan (6) voldoen, We hebben

(9) &Fq = cq'cos X 4 cggsin x
Yo = €, CO8 X + o sin x.

Door substitutie van deze waarden in (6) vinden we

(c +eote,') cos x + -c tco-c,')sin x = 0,

§ '
(cq+02-c1 ) cos x & (-c,-cp-c,')8in X = O,

Dus weg@n& de linealre onafharkell jkheld van cos X en sin x

1 - - t
C tCotlsy =0 , ~C_+C =0

17¢0=C
- - V. - e lm
c4+02 Cq =0 C4 o Co o .

M.a.w. (9) is een oplossing van (6) wanncer tussen de parameters
cq,cg,cq‘ en cg’ de lincaire betrekkingen

Vo
c1+02+c2 =0 , ¢
bestaan.,

Meer algemeen behandelen we nu het geval van drie homogene verge-
lijkingen met constante cobifflici¥nten in Vqs¥s ©B y3:

(p) P4(D)yy + Bo(D)y, + By(D)ygy = O
(10) (a) D)y, + 9p(D)y, + 95(D)yy = O
(r) R1<D)y1 + RQ(D)YQ + R3(D)YB = 0,

waar Pi(ﬁ), Qi(D) en Ri(D) veeltermen in de operator D zijn., We wensen
alle oplossingen van (10) te kennen.
Allereerst voeren we de karakteristieke veelterm
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Pq(x) Py(x) PB(x)
a(x) = | Q(x)  Qu(x)  95(x)
Ry(x)  Ry(x)  Rj(x)

in., De bijbehorende operator is 4 (D) en deze ontstaat door in het
rechterlid x door D te vervangen., Uit de theorie der determinanten we-
ten we

Wp(x) 2y(x) (x) Py(x) Po(x) Py(x)
Ra(x) R (x) | F1(0)- §(x> o ()[40 *+ loS() )(x) |Rst®)
Pi(x) Pg(x) PB(x) A(x) @als i =1
= |9y (x) Q(x) Q (x) | = |
Ri(x) Re(x) RB(x) 0 als 1=2,3,

DPe hierbij behorende operatorenvergelijking is

2(D) (D) |p (py -
lRE(D) a3w)j :(2)

PQ(D) PB(D)
Ry(D) Ry(D)

A(D)  2ls 1 = 1
0 als 1 =2,3.

Qu (D) + R, (D)

PE(D) P3(D)
(D) Q (D)

Op respectievelljk de verzelijkingen (10p), (10q) en (10r) passen we nu
toe de operatoren

Qo(D)  4(D) ! ) [po(D) ?4(D)

en

Ro(D)  Ry(D) R,(D) Ry(D) Q,(D)  Qg(D)
Door optelling komt er dan A (D)yﬂuO. Analoeg vinden we Ag(D)yng en
4 (D)meO.

Voor elke oplossing (yq,yw,yj) van (10) geldt noodzakelijk

A(D)y, = 0.

i

Omgekeerd zullen drie willekeurige oplossingen VqsYp €D y3 van de
laatste vergelijking nog niet automatisch aan (10 voldoen, Integendeel,
tuggen de in V4s¥p €D yB optredende constanten zullen bepaalde betrek-
kingen bestaan, dle wlj kunnen ontdekken door substitutie in (10). Men
kan bewijzen, dat het aantal onafhankelijke parameters in de oplossing
gelijk is aan de graad van de veelterm A (x).

Als toepassing lossen we het stelsel (3) van voorbeeld 2 op. We

hebben hier
2
A(D) = | PPy P |« +(b Fo e
~02D D‘-+b2
De oplossingen u{t) en gét) voldoen dus noodzakelijk aan A (D)yimo.

Stellen we ter vereenvoudiging

)b, b,y

1%2
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2

_Moq
2B = b #bytc,c,, B+ V Bgmo,,‘bg - i o2
~"e

dan zijn de wortels van de bijbchorende karakteristieke vergelljking
iiwq,iiwa,zmmt
Yq = c4c08 u)ﬂt tCy 8in u)1t + c3 cos uJat + cuain qut

t
y2 = c,1 cos Wt + ¢

i ] 1
1 o 8in qut + c3 co8 ngt +cy ain uiet.

We hebben nu nog slechts de betrekkingen te vinden, die tussen de ¢'s
bestaan, Nu 1s

2 2 ,2 2 2
D Vq= -C, W, cos W, t-c, W gin w t catﬂe cos uJat*chué s8in Udzt
bquu ¢ b co8 qut + cgbqsin w t 4 Cabﬂ cos buzt + c,_}b1 sinw at
h)
quyQ- c2 oqhuqcos qut—cﬂ'cthq sin u,1t+cu'cqtuecos UJ2t~

—cB‘cqbuesin&AJEt

Substitutie in dc cerste vergelijking van (3) geeft wegens de lineaire
onafhankelljkheld van de vier functies cos qut R sintuqt, cos buzt,
sint&iet de vicr betrckkingen

2
1 - - ! =
o cﬂuuqmo P 02(b1 W, ) c,'e u.),1 0

2
(b, ) + ¢ 1
2)

2) W =0 b, - W

AWo=0 5 cy(b-w, e, W

1
°3(b1"uﬁ2 +ey'e - egle, W, = 0.
Substitutie in de tweede vergelijking van (3) geeft dezelfde betrek-
kingen, (Dit klopt met het feit, dat hier de graad van & (x) gelijk
aan vier 1is).

Bijzonder cenvoudig is het stelsel
Yq' = qq¥q + Aqp¥p * 4373
! ws
Yo' = 8pq¥q T App¥p T 8p3Y5
1

y3 = a31y1 + ﬂ32y2 + a33y3

In dit geval is de karakteristlieke vergelijking

Aqq~% 990 843
“31 32 f337%

In dit geval zijn de wortels niets anders dan de eigenwaarden van de
matrix (813)'

In sommige gevallen 18 het mogelijk de oplossing van een stelsel
te herleiden tot het oplosser ~» eewone Aifferentiaalvergelljkingen.
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Dit 18 b,v. het geval met het stelsel (1) ult voorbeeld 1 (ziz vraag-
stuk 1 en 2),

§13. Inhomogene systemen, De voorgaande methode kan ook worden toege-

past op cen inhomogeen systeem

Pq(D)yq + PQ(D)VQ + PB(D)yB = f(t)
(ﬂﬂ) rq(D)yq + QW( )yg + Qj(D)yB = g(t)
(D)yq + RQ( )32 + R (D)yB = h(t),

waar £{t), g(t) en h(t) functies voorstellen, die een voldoend aantal
malen differenticerbaar zijn, We vinden, dat yﬂ(t) noodzakellijk moet
voldoen aan

r(t) Pp,(D) P (D
(12) 4(D)y, = |&(t) (D) 1 (o
h{t) R,(D) R (D

waarblj het rechterlid ontwikkeld moet worden naar de elementen in de
eerste kolom; de bijbehorende minoren moeten optreden als operatoren
voor f£(t), g(t) en h(t). Voor Yo en yy zijn er analoge vergelijkingen:

Pq(D) £(t) PB(D) Pq(n) PE(D) £(t)
(13) 8 (D)yy=|a4(D) glt) a3(D)| , a(D)yg= |@4(D) (D) e(t)
Rq(D) h(t) RB(D) Rq(D) RQ(D) h(t)

Elke oplossing (yq,yg,ys) van (11) voldoct aan (12) en (13) maar
niet omgekeerd, Door substitutie van de algemene oplossingen van (12)
en (13) in (11) vinden we de beperkingen, dile we moeten opleggen.

Voorbeeld: yq” = V4tV - Yy =
yq' Yt yg" FVYp, =t
2
(D '1)y1 + ( —q)yz = 1
(D+)y, + (22+1)y Vo = t.

Hieruit volgt noodzakelijk

4 2 L2
( -D )yq = U, (D ~D )yg = ‘t‘qy
met de algemene oplossingen
t v g0
Vo = C, + Cobt + Ccoe '+ ¢y € -
1 1 2 3 t4 fi t3 t2
Yo = ¢ '+ eyt 4 03‘e tcy'e tg ot s

Na substitutie in het gegeven stelsel vindt men de relaties

cﬂ’ PRSP = 0, eyt ¥ ¢y = 0, 03' + cy = 0, ¢y'=0,

zodat we als algemene oplossing krijgen:
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y1 - r:,.i + cgt + caet + Caﬁ -t 7;
gt ¢8
Vp = =(e 4et1) = cpt - cye %T - -

$4, Stablele systemen,

Stel dat (ylo,yﬁm,vjo) e¢ecn particulicre oplossing is van het stel-
sel differentiaalverzelijkingen (11); verder dat '7,1,7}2,7]3) de alge-
mene oplossing is van het "gereducecerde" systeem (10), dan vindt men
alle oplossingen von (11) ulit:

Vo= Vqo t Wq s Yo=Vpo *N s V3= V30 *+ 73

Stel nu, dat alle wortels van de karakteristieke vergelljJking
A (x)=0 een negaticf reclel deel hebben, Zijn deze wortels
D= )1+%f»1,,..,pkm~J%k+%)¢k, dan geldt voor e¢lke oplossing (71, 2;73)
van het gereduccverde gystoem

Lt Pyt
MN(6) = h,(0) ¢ U ar A (B)e & (1=1,2,3),

waar de Aij(t) veeltermen voorstellun

p,jt 1, ‘.)Jt
lAij(t)“ <K ¢ ¢ voor t > 1,

dus volgt 7}3 ) = 0 voor t—3O0(i=1,2,3), M.2a.w.: Is (y10’y20’y30)
een partieulierc oplossing van (11) c¢n is (yﬁ,ye,yB) een willekeurige
andere oplossing van (11), don is

yq(?')- y/ﬁ\( )"""")O yg(t) - ygo(t)"“*O: ya(t) - yBO(t) —30

voor t-p@9, In dit geval noemen we het systeem (6) stabicl, Hebben de
wortels van de karokteristieke vergelijking alle cen negatief retel
deel, dan 1is het systeem stabicl.

Voorbeeld: Bij de diffcrentiasalvergelijking van de gedwongen tril-
1ing (vgl. $7)

o . 2 c
u +/%“u-+tuo U=z cost
is de karakteristicke vergelijking
2 2
X ﬁﬁ%'x rw =0
2 2 2
De wortcls ~Ag;»cu,—4m Wa  hebben beide cen negatief retiel deel. Alle

2n
oplossingen "nadercn" daarom tot cen vast gekozen integraal

u=rcos (Wt-p),

Het onderzoek naar de stabilitelt van een systeem vergelljkingen is
- voor de praktijk ven grote waarde, spceciaal voor het onderzoek naar
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(mechanische of electrische) trillingaverschijnselen. Het is daarom
van belang, dat er een test bestaat, waaruit men - zonder de wortels
te berekenen - kan aflezen of de wortels van een hogere machtsverge-
lijking al dan niet alle een negatief re#el deel hebben,

Kriterium van Hurwitz: Stel

i8] N~
a_x e
o + aqx + +aﬂ =

heeft re#le co¥fficidnten met a,> 0. Beschouw het schema getallen

24 33 ag a? S
a, 85 8y 8g ----
0 a, 83 35 -
0 a, ap ay -=---
0 O a4 83 ————
0 0 a, Ay ===

W e ew we me wm s we e ow

waarbij men an+1xan+2m..,30 stelt. Laat Dv de determinant zijn gevormd
ult de v eerste rijen en v eerste kolommen (Vaﬁ,e,...,n).

Noodzakelijk en voldoende opdat alle wortels negatief re¥el deel
hebben 1s de voorwaarde

31 = gq)O, Dg) Q’ - Dn> O.

i ]
Voorbeeld: X +axC+bx +c=0.

Het schema wordt

a ¢ 0 0
1 b 0 O
0 a ¢ O '
0O 1 b O

De noodzakelljk en voldoende voorwaarde is dus

- a ¢ O
D=2} 0, Dam\/‘ b\) 0, Dy =4 p o| >0
G a ¢
of: a »0, ab>c) 0.
Opgaven:
1. Los het stelsel (1) uit vggrbecld 1 op als b#a .
Antwoord: qucqe“at, Vo= ET% @”at+cge*bt,

be
1 . -at -bt
'me - E—:é— (& '-3263 +L3‘
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2, Geef dc oplossing als b=a,

- -y i -8t
Antwoord: y, = c,e at Vo = ac,te db+cge ar

Aty ~-at
y3 = -3C, (e (Lq+02)@ +Cy

3. Los het analoge probleem op als er vier stoffen zijn, waarvan de
ceprste omgezet wordt in de tweede, de tweede op zljn beurt in de
derde en de derde tenslotte in de vierde, waorbij deze laatste sta-
biel is,

Antwoord: y,(t) = Cq@'a‘
Volt) = C 8_ 3% 4 ¢ et
1 b-a 2
. ab -at b _~-bt ~ct
3(‘,) =Ch s TesT € *Cozgw e ¢t CBQ
be -at c _-bt 1 .~¢t
y(t) = -CotpmyremT ¢ Coamm e C3z e My
4, Los het stelsecl (f) uit vnorhcelﬁ 3 op,
=z - -
L \QT" ﬁﬂﬁ v t
Antwoord.lg = c,e Cot mB cos Vﬁ'+ n sin VE o
5. Los op = X - 2¥

5% + 3y

k-

X
y
; 2t , .
Antwoord:fx = ¢ (A cos 3. + B sin 3t)
= 5&2° (- -(A+3B)cos 3t + (3A-B) sin Bt} .

6. (D(D+1)x D(D2+D~1)y+(D~1)Zuc
2

Dx + (D°-1)y - z=0

X + Dy + Dz=0

- [“Xb"'E“‘ﬂ_
o
. -(2A+4)C+HA- “B+?+““f
e { (A+3)L~”K+B-ﬁ—ato§ .

e

Antwoord:

03w
o

]

7. Bewljs, dat hel systeem
TX + J + 2X = 29 sin ¢
{ X +37 +y =0
stabiel is. Geef de oplo g ing als X=y=0 voor t=0,
(qu e/ 82 -RY/5, oq gin ¢ - 67 cos t)
(1ﬂ@ -u/4 170G
‘ R

Antwoord: X = qw ,
e"2Y5.43 sin t + 18 cos t)
"""""" ko v

- Vi T Vm € .t
{'ywc,’e '4*02(3 ~C33 COSW"CM Slﬂw.



X. Numerieke Methcden

door

Prof.Dr J. Popken

$1, Numerieke benadering van integralen,

Bij de 1ntegratiemethodee uit de vorige hoofdstukken worden we
soms gevoerd tot integralen f(x)dx, waarbij de integratie niet in ge-
sloten vorm uitvoerbaar is., = In het volgende zullen we methoden aange-
ven om zulke Integralen toch bij benadering numeriek te berekenen,

A. Primitieve (maar vask doeltreffende) methode: Maak op millime-
ter papler een grafiek van y=f(x) en tel het aantal hokjes in het ge-
bied begrensd door de grafiek, door de X-as en door de rechten x=a,x=b,
Breng als volgt cen correctic aan voor de "rand hokjes":

a randhokjes doorsneden door de grafiek tellen we met gewicht %,

b randhokjes doorsneden door x=a 2n X=b geven we het preclese ge-
wicht, .

N.B.: Deze methode kan nog meer doeltreffend gemaakt worden door
het bovenbeschouwde oppervlak te bepalen met behulp van e¢en planimeter.
B. Meer exacte methode, Het fundamentele idee is, datbmen door
interpolatie f(x) gaat benadercn door cen veelterm P(x):ug P¢x)dx zal

dan cen goede benadering vooruf f(x)dx leveren,
a
§ 2. Trapeziumformulc: Vervang f{x) door een lineaire functie, die voar

x=a, a+h de waarden f(a) en f(a+h) bezit.

(‘l)j:m £(x)dxmeth {f(a)+f(a+h)} :\

Schatting van de fout: Stel
a+t

P(t) al‘ f(x)dx - 3t {f(a)v+ f(a+t)} s

e e - -

]

i

i

]

]

i

o a+h
dan is

F'(t) = {f(a+t) - f(a)} -1t £'(a+t)

f(a) = fast) -t £'(att) + o £"(a+Ot), 0< O <1,

dus als we M zo groot kiezen, dat |f"(x)| & M voor agx Lath, dan
volgt .2 5
[P ()= |- 4 £"(a+Ot)] &g MEZ.
h
Verder is 'F(h)lz'_L Pr(s)at] ¢ [ 2 Mc2dt, Dus

(2) l\gam f(x)dx - h {f‘(a) + f(a+h)}| s% M3,

Merk op, dat h hier in de derde macht voorkomt. Deze laatste opmerking
leidt totbde volgende verscherping van de voorgaande methode, Stel we

‘maatenuf f(x)dx bij benadering berekenen. Verdeel het interval (a,b)
a
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in n gelijke delen ter lengte hs 9%3 . Pas op e¢lk deelinterval de tra-~

peziumformule (1) toc:

a+h
j £(x)ax = 4h {f(a) + f(ash)} + Ry,
i ]
a+2h
j“ f{x)dx = %h { f(a+h)+f(a+2h)} + Ry,
a+h
a+nh
j“ £(x)ax = ¥n | f(a+(n-1)h)+f(a+on)} + R,
a+(n-1)h

waarbij majoranten voor RysRps.vnsRy ult (2) kunnen worden gevonden,
Is dus M zo groot gekozen, dat

[£"(x)] « M voor agx gb,

dan volgt door optelling

(3) ~Lb f(x)dx = h {%f(a)+f(a+h)+...+f(a+(n—1)h+%f(b)} + R,

O

waar

3 3
Mh M{b-a
(%) IRl ¢ n M0 . Mlba)

9X | Kies daartoe in formule (3):

2
Voorbeeld, Bervreken log 2 zj
Dus is f"(x)= 2% , zodat volgens (4) de

Yoorbeeld,
£(x) = & , a=1, b=2, n=10, |

) w 1 2 X4
fout in absolute waarde hoogstens . = i,
T2 ;62 600
a + h f(a + h)
1.1 0,909
1.2 8333
1.3 7692
1.4 7143
1.5 6667
1.6 025
1.7 5882
1.8 5556
1.9 5263
6,1877
3 r(1) 5
3 £(2) 25
6,9377

Zo vinden wij log 2 =~ 0,0938, terwijl volgens de tafel log 2 =
=0,6931472, (Vraag: waarom was hit te verwachten dat do borekende waar-
de te groot moet uitvallen?).

§ 3. Tangentenformulc: Vervang f(x) door een lineaire functie, waarvan
de grafiek in het midden van het interval (a,a+h) aan de grafiek van
f(x) raakt.
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a+h
(5) J; f(x)ax2s h f(a+ih)

),

L% R ——
TP

Schatting van de fout:
Stel

R nj’a+h f(x)dx - h f(a+th)
a

'h—-—-b--_

P
M~
¥
>
*
-

Dan 1is a+h
R =ja {r(x) - f‘(a%h)} ax,

terwijl volgens de formule van Taylor geldt

f'(a+th)+

f(x) = f(a+th) + (x-a-%h)
}(x-a-4n)% £"(3)

Kiezen we dus weer M als in geval 1, dan komt er
a+h

| R| =” 3(x-a-tn)® £ (¥)ax]
a a+h o
< J— i (x-a-4h)“ M dx,
=~ a

us a+h
(6) ”a £(x)dx - h i‘(a%h)‘ < o 2,

Hieruit kunnen we weer een formule analoog aan (3) vinden door
het interval (a,b) in n golijke deler te verdelen en op c¢lk deelinter-
val de tangentenformule (5) toe te passen., Er komt:

b 3 on-1
j f(x)dx = h {f(:H—}jh)H’({H % h)+...+f{a+ “— h)} + R
a

met Ir| ¢ KoY

T
24 n

§ 4. Interpolatieformule van Tazrange.

Stel
XqXp Cove X9

zijn gegeven, Bij ¢1lk van deze getallen is &¢n der getallen

y&] ,yg’ .. ‘.’yn+1

gegeven, en wel behoort Yy bij Xy (¥=1,2,...,n+1). Gevraagd wordt een
veelterm P(x) van de graad n zodat

P(xv) = ¥y (V=1,2,...,n+1)
Het 1s duidelijk, dat er hoogstens éen veelterm aan de vraag vol-

doet, want waren er twee P,(x) en Py(x), dan was P1(xv)—P2(xu)=O voor
‘ _m1,a,;..,n+1, De veelterm Pq(x)-Pa(x) was dus hoogstens van de n
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graad e¢n had n+1 nulpunten, d.w.z,
We zoeken eerst cen veelterm L1

1(x) Pe(x)«~ 0.
(x) me
Lﬂ(x1)nﬂ, Lq(xv)no voor V=2,3,...,n+1.

Antwoord: (x-x5)...(x-x

L,I(X) - YH"1)

(=X T T =% )

Analoog voldoct

(x-x1)...(x’iurq)(x-%“*1)...(x-xn+1)
(Xp=x4) .. (ﬁliﬁ-1)(§u‘fu¢4)'"(ﬁu?xn+1)
als V#Auw | $ symbool van

pﬁ&(x) -

aan

}ﬁxv) = }LU als y=pL Kronecker)
Dan volgt dat N+
P(x) = y (x
) = e )

aan onze vraag voldoet.

$ 5. De_regel van Simpson.

(7) Jﬂa%h f(x)dx?%&% {f(a) + Ur(a+dh) + f(a+h2}
a

Afleiding: We passcn ecrst de interpolatieformule van Lagrange toc voor
het geval

n=2, x,=-k, xX,=0, x3=-k (k> 0).
Dan is
o R g
1 Ex1~x§g(x1-§3) 2k
X-X, x—x3 x2_k2
Lp(x) = T 5,5, = 2
L. (x) (x-x,) (x-x35) x(x+k)
VX = (x3—x1)(x3~x2) T T oRe
dus
P(x) = Eiz- {y1 x(x-k) - 2y2(x2-k2) + Vg x(x+k)} ,

waarblj y, = £(-k), Vo = £(0), vy = r(k).

k k

We vervangen nu J' f(x)dx bij benadering doorJ' P(x)dx. Nu is

- -—

k
2 .3
X(X-k)dX = k
ulk ( ) T

k
2,2 4 03
Jlu (x“-k%)ox = - 7 K
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K
j x(X+k)dx = %’- W,
R

dus

[i¢
1 2,3, 8 .3 2,3
P(x)AX = e for K7y, + = K7y, + k’y
L{ (x) SES RTINS RSP | 3)

2k~

=3

(£(-k) + & £(0) + £(+k)

=

Hieruit volgt gemakkelijk de formule (7).
Voor de absolute waarde van de fout, die men maakt als men (7)
tocpast, vindt men

g

hoM als }f(l‘)(x)l K Mvoor agxga + h
2 .90

(vgl. b.v. L. Ford, Differentiaslequations (blz,188, 2& druk), Hardy,

Purc Mathematics, p.328).

De formule (7) is dus exact voor veeltermen f(x) van de graad <« 3.
Uit de¢ formule van Simpson volgt de cxacte inhoudsformule voor

een prismolde

- 1 4
I=z (G + 4M + B),

Grotere intervallen kan men weer in n gelijke delen verdelen on
op e¢lk daarvan de bovenstaande formule tocpassen,

$ 6. Numericke integratic van differentisalvergelijkingen,

In véle gevallen 18 het zelfs nict mogelijk om de oplossing van
een differentinalvergelijking tcrug te brengen tot Integratics. Men
heeft in de laatste jaren cen groot aantal moethoden ontwikkeld om tot
numerieke benaderingin te komen. Sommige daarvan knopen aan bilj het

existenticbewljs, dat wij hicrvoor gegeven hebben, De volgende cenvou-
dige methode gaat terug op cen ander cxistentiebewijs, n.l. dat van
Cauchy. Stel we willen evn approximatieve oplossing van het volgende
probleem

(8) y' o= f(x)y), y(a) = b,

Het idee is, dat men een vaste kleine anngroeiing h neemt en dan uit-
gaande van y(a)=b successief y(a+h), y(a+2h),~-- approximaticf bere-
kent, wearuit men dan cen tabel voor de functie y(x) samen kan stellen.

Het probleem 1s dus slechts om, uitgaande van y(x), de waarde y{x+h)
bij benadering te vinden, Nu is

8y = y(x+h) - y(x) = h y'(x+6n)
met 0 € & <1, Voor kleine waarden van h 1s dus bij benadering
sy h y'(x) = h £(x,y),
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zodat
(9) y{x+h)=y(x) + h £(x,y).

Men kan aantonen dat onder zekere voorwaarden de zo gevonden ap-
proximaticve oplossingen voor h —0 naderen tot de exacte cplossing
van (8).

Voorbeeld 1: y! =\/x§+y , y(1) = 1. We nemen hier h=0.2,.

X N f(x,y):\/x2+y Ay = h £(x,y)
4 1 1‘,’4’] 03282

1,2 1,282 1,65 ,330
1,4 1,612 1,89 ,378

1,6 1,990 2,13 , 426

1,8 2,416 2,38 LUHT76
2,0 2,892

In elke rij worden de y en Ay opgeteld en deze som vormt de
nicuwe waarde voor y in de volgende rij.

De berekening zo uitgevoerd is nog vrij ruw, want nemen we b,v.
h=0,1, dan vinden we voor x=2: y=2,960 in plaats van 2,892, Daarom
zullen we de methode later nog lets verbeteren,

Deze methode is gemakkelijk ult te breiden tot het oplossen van
systemen van de eerste orde, zoals

{y' = f(x,y,2z) , v(a)

z!

b

i

It

g(x,v,2) , =z(a) = c.
In dit geval vinden we Ay = y(x+h)-y(x) en & z=z(x+h)-z(x) bilj
benadering uit de formules

8 yah y'(x)
plzmh 2 (x)

it

h f(x,y,2)

(10) hoz(x,7.2),

it

zodat we uilt het tripel waarden x,y(x), z(x) approximaticf kunnen be-
rckencn x+h, y(x+h), z(x+h). Zo vinden we successief uitgaande van
v(a)=b, z(a)=c benadercnde waarden voor y(a+h), z(a+h); y(a+2h),
z(a+2h), enz.

Een vergelijking van hogere orde dan de eerste vervangen we door
een systeem van vergelijkingen,

Voorbeeld 2: y" + xzy‘ + (1+x)y=0; y(0) = 1, y'(0)=-2.

We stellen z=y' en vervangen de vergellijking door het systeem

{y' =z ' , v(0)

il

/‘]
2! = -x°z - (1+x)y , 2(0) = -2,
De numericke oplossing mct h=0,1 geeft de volgende tabel (de vergelij-
kingen (10) worden in ons geval A y=0.1 2,A2Z = O.ﬂ(—xgz—(1+x)y).
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X y z yt(z) z':—xzz-(1+x)y Ay Az

0 1 -2 -2 ‘ -1 -0,2 -0,1
0,1 0,8 -2,1 ~2,1 -0,859 -0,21 -0,086
0,2 | 0,59 | -2,186 -2,186 -0,621 -0,219| -0,062
0.3 | 0,371 -2,248 | -2,248 -0,280 -0,225| -0,028
0,4 | 0,4L6| -2,276 | -2,276

Een gevaar bij de voorgaande methode is, dat de gemaakte fouten
zich in het algemeen zullen opstapelen, We zullen daarom trachten de
voorgaande methode te verbetoren., Daartoe beschouwen we nogmaals het
probleem (8). We vonden daar (vgl. formule (9) voor y(x+h) cen eerste
benadering

(11) yq(x+h) = y(x) +h f(x,y).

Deze hadden we gevonden uit de vrij ruwe approximatie & y=h y'(x).
In werkelijkheid is & y= h y'(x+8h), met 0 < © <1. De benadering

Ay = 30 {y'(x) + y'(x+n)}

zal dus in het algemeen beter zijn. In het rechterlid vervangen we nog
v'(x+h)=Ff(x+h,y(x+h) door zijn approximatie f(x+h,y1) en zo krijgen
we

(12) N y= sh {f(xyy) + f(x+h,y1)}

Zo vinden we uit y(x) door middel van (11) en (12) een tweede benade-
ring voor y(x+h). In de volgcnde tabel is deze tweede benadering ver-
werkt in het geval van voorbeeld 1,

X V4 \{x§+y1 Ay v X2+y
1 1 1,414
1,2 1,283 1,65 0,306 1,306 1,65
1,4 1,636 1,90 0,355 1,661 1,90
1,6 2,041 2,14 0,404 2,065 2,15
1,8 2,495 2,40 0,455 2,520 2,40
2,0 3,000 2,6k 0,504 3,024 2,64

De hier toegepaste "wweede benadering kan ook worden ultgevoerd
blj systemen van de cerste orde cen dus blj differentiaalvergelijkingen
van hogere orde,
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XI. Laplace transformaties

Literatuur: J,C. Jaeger, Introduction to Laplace transformation.(1950)

R.V. Churchill, Modern Operational Mathematics in
Engineering.(ﬂQ#h?
B, van der Pol and H, Bremmer, Operational Calculus,(1950)

G. Doetsch, Tabellen zur Laplace-Transformation und Anlel-
tung zum Gebrauch.(1947)

§1. Definitie. In het volgende 1s f(t) steeds een gegeven functie van
een re¥le variabele t; onder omstandigheden mag de functiewaarde f(t)
complex zijn,

Als de integraal

Jm e 5t £(t)at

0
voor zekere wsarden van 8 bestaat, dan heet

T(s) mjw e~%% r(t)at
(o]

de Laplace getransformeerde (Laplace transform) van f(t). f(t) heet de
objectfunctie, T(s) de beeldfunctie, In plaats van T(s) schrijven we
ook wel &£ £(t), £ 1s een linealre operator:

o (Ar(t) +me(t)) =IRr(t) +mnof g(t)
voor constante A.,jk.
We nemen in het volgende s steeds redel, hoewel het voor een dle-

pergaande theorie, waarin men de theorie der complexe functles toepast,
esgentidel 18 dat s ook complexe wasrden kan doorlopen,

Voorbeeldens 3. Functie van Heaviside

1 voor t»0
H(t) =

0 voor t<0.
Dan is

e t 1
H(s) =Jf e™®%t = 87" voor >0

£(t) = t° (30, p>-1), dan 13 ;

2'
@ © !
T(&)mﬁ[ A T ‘{ e"%Pdu (usst),
0 0
dus \

& (tP) = p++1 voor p> -1, 8>0,
s

Kiezen we speciaal p=n=geheel®» 0, dan is

n n. .
& (t") mW voor s >0;

bv. 2 8 b
o (a + bt + ct®) = =+ = +

muji{\)}
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In het volgende zullen we steeds sannemen, dat f(t) integreerbaar
18 in (0,00) en bovendien dat £{t) van exponenti¥le orde is, d.w,z, dat

(1) 12(t)] <« M et voor t>0,

waarblj M>O0 en ¢ constanten zijn. In dit geval bestaat de Laplace ge-
transformeerde T(s) steeds voor s D¢, Zo 1s
0

o€ (e7%) =f e e™ar = Lo voor 552
0

(deze formule gaat ook door voor complexe a als maar 8> Re a), Uit de
voorgaande formule volgt, wegens cosh at= %(eat+e"at),
oecoshatmgg(q - ’Q)w Bgvowfs)wi.

g8 a+a Sz_a

Analoog:
L sinh at = “ﬁl“g voor 8 » laf.
87 -a

Verder, wegens

%(eiat + e-iat)

o8 at = 3

of cos at = 1+ 1) voor s»Re ia,

§~18 8+18
dfcoa at

en analoog

o@ gin at

i

dus

i

8
—5—5 VOOr 8 »0
s“+a”

it

a
—— Voor 5»0.
8 +a”

De vorige formules verenigen we in de volgende tafel:

objectfunctie beeldfunctie voorwaarde
1
H(t) - s»0
tP D+M p» -1, >0
8 H
£ e n geheel > 0, >0
s
o 4
eat = a>»a
cos at 2
3 +a 530
a
8ln at :
s24a°
cosh at ﬁﬁéﬂg
5 e s > 1al
sinh at nﬁﬁm?
8°-a"

Elk boek over Laplace transformatiesbevat, meestal achterin, een derge-
o 1ijke , maar veel meer ultgebreide, tafel,
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$2, Operaties en beeldoperaties.

1. Laat % een positleve constante zijn, We zoeken de Laplace getrans-
formeerde van £(At) als die van £(t) bekgnd is:

0 gt 1,3

j e r(At)dt = A e f(t)dat (M=),
o O

dus

Le(at) =27 (3) (5%e).

2."Verschuiving" van de objectfunctie: Zij A >0, verder

£ (t) = 0 voor t«La
A f(t-2)voor t» %,

Dan is

&£ fh(t)mjwe"ﬂtf(t-} )mee*s(“*“f(u)du - e” S T(s).
A o

3. Verschuiving van de beeldfunctie:

&£ (em *Er(e)) nJ

Q

Q0
e 8L - At f(t)dt = T(s+A).

4, Differentiatie van de objectfunctie: 2Z1ij £'(t) continu voor t>O0.

Dan is wegens partifle integratie
o0 o0

B
& (£'(t)) aj e % ri(t)at = [e° f‘(t)] + sj e 5t £(e)at
(o]

o o]
= B T(B) - f(+0)

als s>c, waarin ¢ de constante in formule (1) is,

5, Differentiatie van de beeldfunctie: Zij f£(t) continu voor £t >0,8>c.

We kunnen Cy>c klezen,., De integraal
o0

..j e 8% £r(t)at
O

heeft continue integrand, is uniform convergent in 8 >c¢ terwldl ook

o . 1
J e f(t)dt daar convergeert. Dus volgt
‘0

oo oQ
g.gj e Str(t)at = ..J e 8% r(t)at.
O O

e &L (-t £(t))= T'(s) voor s>c.

6. Integt;;atie van de objectfunctie: 2Zij £(t) continu voor t »0, Stel
 PF(t) wf £(T)dT , dan is F(0)=0, dus volgens 4
o

oL r(t) =@ F'(t) = 8 F(s) - P(O) = s F(s),
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t
L (L £(t)at ) = = T(s).

Ook voor deze operaties en hun beelden maken wij een tafel:

n% object functie beeldfunctie voofwaarde
£(t) T(s)

1 £ t) 1T(E A>0, $>c
(DVéort;$K 3)22) »

2 if(t"ﬂ voor 33 e T(s) A>0, sxe

3 e (t) T(s+)) 8+ >¢C

i () s T(s)-r(+0) £'(t) continu,sye

5 -t £(t) Ti(s) f{t) continu,syc

t

6 “{ £{T)at % T(s) f(t) continu,s>c

o

Aan enkele voorbeelden laten wij zien hoe deze regels kunnen wor-
den toegepast:

a)of ¢° =of (e®FH(t))=H(s-a) = z= voor s> a.

‘ at d 1 1
blof (te'") = - S5 = (s—n)z voor 8% a.

() 1 voor t3 A
Ho(t) =
A 1@ voor t < A ,

e) 213 A>O0,

dan is o~ A8
H){s) = —4— voor 8>0,

Hieruit volgt weer voor

1 als AL
£(t) m§

0 anders,
dat “ -
T(s) = -g— (e"}"—e'/““’) voor s> 0,
® sin t sin t

d) Berekening vnnj = ? dt: Stel £(t) = 2 2: , dan is

A0 30 ’ v
T(s) fj‘ e8¢ ﬁigﬁ dt, dus volgens regel 5: T (s8)=-c€sin t = - wél~,

0 87+

dus T(s)=C-arc tg s. Voor s— 9 geldt T(s)- 0, arc tg s~*+“g: dus

0O ot

Cm g en we vindenj e St ﬁ%-ﬁ A= Zg -~ arc tg s voor 8 >0, Met behulp
o 2

van de tweede stelling van het gemiddelde bewijst men dat de integraal

)
in het linkerlid uniform convergcert voor s »0.,8-»0 geeft ﬁanj. 8in t dt=

w o
= »

2 #
§ 3. Het terugvinden van de objectfunctie. In vele gevallen wordt ge-
vraagd om blj een gegeven "beeld" functie ¥ (s) een functie f(t) zd te

- ‘bepalen dat
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(3) oL £(t) = ¢(s).

Het z.g. terugzoeken van een objectfunctie 18 gewoonlijk een
moellijk probleem, waarvoor men tal van methoden heeft ontwikkeld,
die we echter hler niet alle kunnen behandelen. In de praktijk kan
men 2zich in vele gevallen behelpen met een ultgebreide tafel van La-
place-transformaties als men bovendien de regels gebrulkt, die in §2
zijn ultgelegd. Aan de hand van onze simpele tafel ult §‘2 zullen we
dit toelichten,

Voorbeeld 1, Stel, dat we f(t) willen bepalen uit de vergellj-

king
Vs
Uit ongze tafel zlen we dat met de beeldfunctile [ (p+1 correspondeenrt
D r) L 2
de obJect functie t¥., Met -Li~ correspondeert ads L . Dus past in

2

8
. 1 1 1
f(t) = = .

Mz ve  vire
(De waarde [ (%)m\/%‘ volgt b.v. uit de "waarschijnlijkheidsinte-
graal"

ong geval

)

‘jqzﬁxkdx =\ ).

-0
Voorbeeld 2. Bepaal f(t) ult

ol £(t) = w”gi*ﬂ"” (a#0)

as +bac

Door kwadraatafsplitsing volgt

, 2
of £(t) = — 1 , D= 2, u 2. BacobT
ﬂ{(s+A)¢t/L?} L ba“

)
Geval A:JAL2>()(of b -bac <0). In de tafcl correspondeert de beeld-

functile ~ﬂ¢ﬁ«g met de objoctfunciie sin AL t, dus volgens regel 3 van
s+ e
§ 2 komt de beeldfunctie 7S w overeen net de objectfunctie
N (s+x) AL
e AL sin A t. Dus voldoet
PR . I A
f(t) = m . Slnﬂ t.
. 2 2 ) 1 1 ;
Geval B: p4 “=0 (b"-hac=0). f(t)= m?w‘wmyg ; == correspondeert met t,
At a(s+ A s

dus ?-1m7? met e~ tb. In dit geval is dus het antwoord
8+ A
£(t) = 2 e AT,

geval C:_u2<0 (b2-kac>0). Stel W %-m’>o0,

e

oL () = a/gi. (M;\M}"@_..z ’

" dus vinden we analoog met geval A
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1 =2t -
f(t) = s e sinh ALt.
De vraag komt nu naar boven of we bij gegeven functie p(s)
hoogstens één of meerdere functies f(t) als oplossing van (3) kunnen

verwachten,

Stelling: Voldoet een continue functie f(t) aan (3), dan is er
voor t> 0 geen tweede continue functie, die ook aan (3) voldoet (z.g.
eenduidigheidsstelling van de Laplace transformatiec).
Het bewijs berust fundamenteel op de approximatiestelling van
Welerstrass:
Is f(x) een continue functie in een eindig gesloten interval
[a2,b] , dan bestaat er bij elkc € >0 een veelterm P(x), zodat

If(x) - P(x)| <« & voor ¢lke x €[a,b] .
Voor een bewi])s zie b,v. E. Landau, Einfithrung in die Differential-

rechnung und Integralrechnung,blz. 103,

Uit deze approximatiestelling leiden we op zijn beurt de volgende
momentenstelling af:
Zij r(x) continu in [0,1] en zij
1

(%) J X" f(x)dx = 0 wvoor n=0,1,...,
0

dan volgt £(x)=0 in [0,1] .
Immers is (4) vervuld, dan geldt, daar elke veelterm P(x) uit
machten van x 18 opgebouwd,
¢!

j' P(x)f(x)dx = 0,

£{x) {f‘(x) - P(x)} dx < 6{:)?(){))@)(.

Hieruit volgt door § -0
1T 5,

f f°(x)dx = 0,
0

dus wegens de continulteit van f(x) inderdaad f(x)=0 in [O,’l] .

We beginnen nu met het eigenlljke bewljs, Stel, dat de continue
functies fq(t) en f‘g(t) beide aan (3) voldoen. Voor hun verschil
£(t) = £,(t)-r,(t) volgt dan

o £(t) = 0 voor s 2c,
We hebben te bewijzen f(t) =0 voor t>0.

Als eerste stap beschouwen we het speciale geval dat 1im  f£(t)
. eindig 18 en c=0, We hebben dan speciaal b
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T(n) aj‘”@“”t £(t)dt = O (n=1,250.4)5
0
of, als wc eftmx invoeren,
1
J x"7 £(-1log x)dx = 0O (n=1,2,...).
0

Hierin 18 @ {x)=f{-log x) cen continue functle in 10,1] (N.B. 86k voor
x=0), waarvoor geldt
4

J x" p(x)dx = 0,
0

dus wegens de momentenstelling ﬁp(x)m{‘(mlog x)=0, £(t)=0 voor t»0.
Het algemeno geval van de stelling kunnen we tot het hier behan-
delde speciale terugbrengen, Kics daartoo 8,>¢. Nu is

oo . o -(s-8 )t -8 t
of f(t)*u'zj ¢St o )at aaj ¢ °""e ° p(t)at.
0 0
We passen nu partiEle integratie toe ¢n noemen daartoe
t ~SOY
j 2 £(T)at = n(t) (continu, 1im h(t)=T(s,)).
o] ey @O

Dan is wvoor s)so

- g C 0 oo - -
of £(t)= {a (2-30)¢ h(t)} ¥ (s-sO)J e (e Bo)th(t)dt
0
€

o
o0
~(s-5,)
0
= <3"So)j e h(t)dt.
&)
Dus Volgt o0 -(S—So)t
e h(t)dt = 0 voor s>s_,

waardoor het probleem tot het vorige speclale geval is teruggebracht,

Dus volgt
h(t) = 0 voor t >0,

=)

hi(t)=c ° f£(t)=0 voor t>0,

f(t)=0 voor t»0, q.c.d

§ I, Toepassing op een circuitproblecm, Van fundamentelc betekenis
voor de toepassing der Laplace transformotie is:
a) het lineaire karakter van de Laplace transformatie,
b) dat differentiatie en integratiec uitgeoefend op een object
functie corresponderen met eenvoudiger operaties ultgeoefend op de
~ beeldfunctie (zie regel 4 en 5 in de tafel van § 2). Daardoor kan een
probleem na "vertaling"” er eenvoudiger uitzien.
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¢) de cenduidigheidsstelling van § 2,

Ons oplossingsschema i8 als volgt:
(Laplace transf,)
probleem voor object functies » eenvoudiger probleem
voor beeldfuncties

(Terugzoeken)

oplossing voor object functles oplossing in termen van

heeldfunctics

We beschouwen nu een gesloten clrcuit met dasrin
1) een constante e¢lectromotorische kracht E
2) een weerstand R
3) een zelfinductie L
4) e¢en condensator met capacltelt C
Op de tijd t=Owordt de stroomsterke I(t)=0 gedacht,
Gevraagd wordt I(t) als functle van t.

R I
+ £ - e
Aan de electriciteltslieer ontlenen we &c vergelliking

t
E=RI(t)+r 2L, g—f 1(T)at
O

We nemen links en rechts de Laplace getransformeerde

‘ T
E-rTI(s) + L(s T(s) - 1(0)) +é‘-—éﬁ)— .

Dit wordt een vergelijking in de beeldfunctie I(s) met daarin geen
enkele differcntiatie of intcgratle meer. Oplossing van I(s) levert

Is) = = ——p—7
L3 +Ra+C” (842) 4+
4~ R’ C

")
met A m‘%RL Het terugzoeken van I(t) gebeurt met behulp -
iy e

van voorbeeld 2 van ~§3 We vindens

Geval A: a®>0 (ML) R%C)  I(t) :ﬁL«-— ¢” A% sin st
Geval B:ﬂ)igma (hLzREC) I(t) = % ¢ " ME,
.2 2 E -At ..
geval C: (<0 (4L<R°C) I(t) = = ¢ sinhfit,
AL

§5. De beeldfunctie is een rationale functie., Gevraagd wordt de object-
functie £{t) te bepalen uit de vergelijking

(5) of £(t) = 4oL,
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waar p(s) en q(s) veeltermen zijn zodanig dat de graad van p(s) hoger

1s dan die van q(s).
We kunnen 5 g steeds in parti¥ile brecuken splitsen

e
e} - B S e
2
PIST 99 =1 (s-s)™
waarin 84380900058, de nulpunten van de noemcr p(s) voorstellen en
MysTp s ewe sy de respectiuvcl%jkc multipliciteiten zijn, De object
functie, die blj de term —Y2% behoort 1s
(8*8,?)‘»'
M= 8,t
t v
CY}L"*“'"” e
1]
t/b\"“ w—;‘)‘
= — en verder de verschulvingsregel 3 ven § 2).

(u-1)r s M

8
Hieruit volgt voor f(t) de uitdrukking
A= 8,t

(6) ) - S5 T o, £
V= == w(}.{.—'\)!

(gebruik of

De vergelijking (5) geldt voor elke s) Max Re sy.
VE";.-.,T) t}“.‘,l "é""‘t
Is s, complex, dan komt in (6) ook de tem Ei&& ( ; eV voor,
-1}

De beilde toegevoegd complexe termen kunnen we dan samen nemen volgens

de rekenrvegel
st

c et T - (a+1b)u(x+iy)t + (a-—ib)e(x'iy)t

Xt(

=2 (acosyt-Dbsinyt),

In eenvoudige gevallen pakt men dit vaak anders aan,
Voorbeelden: a Bepanl £(:) uitof £(t)= “Q‘E"“

8 +35+2.
Er geldt
8 - . 1 + 2
sz+33+2 5+ 542
£(t) = -e"F + 2e7eF
b. Bepaal f(t) uitof £(t)= —31—2- . De laatste breuk is te schrij-
1 s 8“+a°8
ven - . Dus
a°s 82(82+82)

¢. Vraagstuk 4,

We krijgen een eenvoudige regel als alle nulpunten van de noemer
 fenkalvoud1g zidn (dus my=my=,.=m =1).

. Dan 18 n,1,
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als) _ gﬁh °g t oo, = Q(SV)
Wy &”‘ SR I V p?(ﬁv)

(qu,...,n).

]
I~
1#4]

Van belang is hlevvan het

]
ke,
s
o
e
)
Lot
o
]
<
m
ot

L r(t) = — o

waar P(s) een veclterm is met enkelvoudige nulpunten, die alle ongeliljk

nul zijn., D¢ formule (7) geeft in dit geval
“ ) Ab

(8) e I ;
P(o A= shf“(s})

wellre wo de ontwiltelingsformule van Heaviside noemen,

s B —

§ 6. Torene licenire verpeligkingen met congtante coéfficiénten,

Eenvendigheidshalve nenen we cerst cen vergelijking van de tweede orde:

(9) yUite gyt (8) + 2,y (e)=0, ¥(0)= v, v (0)=y,.

Volpens vegel 4 van §2 is de beeldfunctie van y'(t) gelijk aan
8 V(s) ~ y(0); cdus dic van y"({t) is

s’ y'(t) - y'70) = 5 F(s) - s y(0) - y'(0).

Door toepazsing van de Laplaice transformatle neemt (9) de vorm aan

2 -

im 7/8) - 5 y(0) «;w{o)} +<u}{s V(s) - y(O)} + a, (8)=0.

- n : &
vleo) uit deze vergeliilking levert

¢t rpochterlid 1s cen ratlonale “unctic In 8., De biljbehorende oblject
frnectie yit,; viadl men met behu p van de riethode uit de vorige para-
graal,
voordeeld: y' - 2%y = 3, 1{0) = Voo ¥'(0) = y,.
(o) = {e v, + y’l}
57 +0

Tl

<t

e
i

1
Vg, cO8 at - 3 P sin at.
In hoet woeer algeoemenc geval

{ (n-1) v . -
?‘Zﬂ)‘%‘ {}1}}?:@ q,‘* . "*"‘ab*\;"ﬁ*‘i\ ;«;tvbs ;,y(ri 1)(O)myn”1
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vindt men als men de karakteristieke veelterm door

n n-1
p(s) = 8" + 8,87 +...40)

voorstelt

¥(s) =

- - n-2 n=-
i(sn 1+a,‘s“ 2+...+an_1)yo + (s +a,8 3+...+an_2)y1+

+ ..+yn*1‘} 2
8

dus weer ceén rationale functie € van de in § 5 beschouwde vorm, De
coéfficienten van VosVqreeesVy_q in het rechterlid van de vorige for-

mule kan men onthouden door de regel, dat dit de "gehele delen' van
M ] s 3 e 0 v 3 8 Zi‘jn.
8 5 gD

$7. Convoluties.(Faltung, Produit de composition). Laat in het volgen-
de f(t) en g(t) twee continue functies van exponenti&le orde zijn., ZiJ

(10) le(o)l < my e®F, e(t)] <My et voor t>0

Onder de convolutie van f(t) en g(t) verstaat men de functie
t
txg (t) =L £(T)g(£-T)dT .

Voorbeeld., Z1j £(t)=g(t)=c®t, dan 1is

fag (t) = t eCt,

Blijkbaar is dezc¢ bewerking commutatief

feg (t) = gef (t).

Verder is de convolutie weer continu en ook van exponenti¥le orde:

| o (t)] < M, M, t et voor t>0
Hoofdeigenschag;d?(fﬂ-g):off.a?g voor s»c, m.a.w, de beeldoperatie van
de convolutie is de vermenigvuldiging van de beeldfuncties,

T —st1 T —st2
M_s_:jo £(t,)dt, .jo ¢ Pg(ty)at, =
K [ -s(t1+t2)
T N =jv e f(tq)g(te)dt,‘dte,

\\ waar de dubbele integraal ultgestrekt 1s
over het getekende vierkant V. Noem Iq de
integratie bl jdrage over de gearceerde
drichoek, 12 de bijdrage over de tweede

o T ,, drichoek. Bij I2 is t1+t2,}T, dus
-8{t.+ t,+t
|e (b4+t2) £(t )g(tZ)’ M, M, egc ") (Ey+te)

. s ¢ T
M1 M2 e )
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~(g-c)T

godat |I,| ¢ %Ta.qug e en dus, als 8 »c, geldt 12~¢0 als T — ®0,

Iy
+tmt, tgut., dan 1s wegens

tE a(t,T)
1 mjje"m r(t-T)g(T) at 4t
1 - T ,

waar geintegreerd wordt over O« T<t <T. Omzetting van de dubbele 1in-

tegraal in een herhaalde geeflt
T -3t ¢ , T -8t
Iqw}' e /dtj (t-0)g(T)de mj e”®% raeg(t)at.
Q Q o]

8telt men verder ¢

b

Dus

T matq T ~sﬁ *at
N . A N ?
jo e r(t,})dtq.jo e B(t,)dt = j FRg(dt + I,.

Voor T @ nadert 12 tot nul en volgt inderdaad

o0 + ©o at oo ky
j U"s*f(t)(j(‘; _j {;-u g(t)dt mj {31-8“ f*&(t)dto
) 0 o

t
Voorbeeld: f PT)dAT = j £(U) H(t-T )dT = £ #H.
O

Dus vinden we terug

ofj 1)t =0l r.{H = J—-l.

Opgavetr Bewljs de assoclatleve elgenschap
(£ g)nh = £ (zuh)

met behulp van de hoofdeigenschap,

§ 8. Inhomogene lincaire vergelijkingen met constante co&fficienten,

n-1
(11) v y (=10 s y=L(t), v(0)=y_, v'(0)=y y( (2))
1 ety ©) o? =V qaeces Y1 hoqe

We splitsen de opgave in twec delen:
I. Oplossing van de gereduccerde vergell jking met dezelfde beginwaar-
den., Dit is in § 6 geschied

II, Oplossing van (11) met Vo =Va=. .=y

5-q=0 (de z.g. restoplossing r(t)).

Door optelling van de oplossingen I en II vindt men de gevraagde
integraal van (11).
Toor de restoplossing hceft men T¥'(s)=s8 v(s),

F(s) = 8°F(s),...,") (s) = s"F(s). Dus

(s"+a,8" 4. 42 ) F(s)= T(s)

F(s) = sy T(s),

,ﬂwlavp(ﬁ) de karakteristicke veelterm voorstelt,
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Laat q(t) de objectfﬁncti@ van Ef%T zijn (te vinden met de methoden
van § 5), dan 1is
F(s) = q(s) T(s)
en dus volgens de hoofdeigenschappen
T(8) = qu 1

f(t) = awt [ am)e(e-T )T

Q
-y ,
Voorbeeld: y"+a“y=£(t), y(())w;ym,y‘(o)my1

Wegens q(s)= mgj~g is q(t) = ; sin at, zodat de restoplossing is
8°+a“ -
r(t) = g-f(t)*& sin at,
Dus 4 4 t
y(t) = y, cos at + =y, sin at + 3:[ f(t-T)sin at dT
> 4 O

§ 9, Het "superpositieprincipe"” (Maxwcll, Boltzmann),

Dit stelt ons in stazat de restoplossing r(t) van (11) terug te brengen
tot de restoplossing vq(t) van

(12) y(n)+a1y(n"q)+...+anymH(t).
Uit (12)volgt n.l,

‘ n =" o

(13) (s +8.48 +...+an) r
aan de andere kant is

(sn+aqsn“q+...+am) T(s) = T(s).

Dus _ .
r(s) = s T(s) . rq(a).

Nemen we aan, dat £'(t) continu is, dan is volgens regel 4 uit $§2
¥(s) = {s T(s)-r(0)} F(s) + £(0) F,(s)
=of f’(t)pfrh(t) + f(o)a?rq(t)
en de hoofdeigenschap van §7 geeft
r(t) = Prare,(t) + £(0) r, (t)
t
i = £{0) rq(t)+J‘ £'(T) r,(t-t)au .
0
Dit 1is het z.g. superpositicprincipe.

| De restoplossing rq(t) van (12) is zeer eenvoudig te vinden als de
nulpunten 84285544058, van de karakteristieke veelterm
@{ﬁ)man+aﬁa““1+..‘+@ alle enkelvoudig en ongelijk nul zijgn. Uit (13)
~ wolgt n.l.

n
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8 p(s)
en de ontwikkelingsformule van Heaviside (8) geeft in dit geval

(t) = sy g:“ A
r t = 4 e ———————_—— N
| P =1 5,0 (sy)

Opgaven:
1) Bepas a = g
) A §aa1 f%tz Sizcgl(f(t)) ~;g:g§7§ (s>»0)
ntwoord: ———
2) Bepaalol (t gwaqat).
Antwoord: mﬁélﬁgmg (s>0)
(s“+a“)”
3) Bepaal £(t) als of (£(t)) = —g—— (s> -%)
Antwoord: %\f?.e”%t sin ENfBSﬁTS+q
) Bepaal £(t) alsol (£(t)) = mgii- (s>-%)
ot s Qi 8 ) +2:?84%) €8
Aanwljzing: Schrijf: 32+a+1 = (s+§)a+az (s+%)2+éz

Antwoord: f(t) = e'%t(cas é\/g t- %\/5 8in %V[B t)

5) Bepaal y(t) uit:
t
y(t)+y’(t)+J’ y(r)dt =1 (gebrulk hierbil) vraagstuk 3 en 4)
0
{y(“}‘O)w/‘

i .
Antwoord: y(t)= e"ﬁt{-%MKBtsin V3 6o+ cosf%\fé t} .

6) We definieren f£(t) als volgt:

1 voor 2n £t <2n+1
f(t) =

0 voor 2n+1 gt <2n (n=0,1,2,3,...)
Bepaal T(s).
1

Antwoord: TR TY
s(1+e™7)

(s >0).

7) Gegeven:ol (f(t)) = zugﬁnmg , Re 8> 0,
8 +1
Gevraagd f(t) te berekenen:

A) Door gebruik te maken van de regel T'(8) = muf{t f(tz} s
B) Door middel van convoluties,
Antwoord: f(t) = ¥t sin ¢t.



8)

9)

10)

Gd 106
y

[2e
Gegeven: of (£(t)) = —m—m— , 820, Re 850
(8“+a” ’ '
Gevraagd £{t) te berekenen:
2
A) Door “ngwﬂww geschikt te splitsen (zle ook opgave 2).
(s+a“)"“

B) Met behulp van convoluties,

‘ Ly 1/8in at ,
Antwoord: f(u)m§<~wgmw~ - t cos at).
Los op: y“~2y'+ym2@t

y(0)=3, y'(0)=1
RN .
Antwoord: y(t) = e (£t -2t+3).

Gegeven: of (£(t)) = ,:,’} 5T » Re 8>0.
2ns(s“+1)(1-¢

")

Gevraagd: f(t).

Aanwijzingen: Gebrulk het resultaat van opgave 6 en de hoofdstelling

over convoluties,

0 als 2(2n+1) <t €2(2n+2) N n=0,1,2,...
Antwoord: f(t) =
v 1-cos t als 2(2n)ML <t £2(2n+1)N n=0,1,2,...

Einde van de cursus "Gewone Differentiaalvergelljkingen”



