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Functies in de elementaire getallenleer 

Notaties: n,m natuurlijke getallen; 

(n,m) G,G.D. van n en m; 
d,d' meestal delers van n of m; 
p,p1. priemgetallen; 

- k k 
( 1 \ k,i 2 r tb · d · . i "' t , n~p 1 p2 •.. pr on in 1ng van n in pr em~ac oren; 

(x] == 11 entier 11 van x = grootste gehele getal ~ x; 
een lege som is steeds nul, een leeg product steeds 1 gesteld: 

f(n}, g(n), h(n) arithmetische functies, 
a.w.z, functies gedefinieerd op de verzameling van de na­

tuurlijke getallen; soms kortweg aangeduid door f,g,h,. 

! 1-, Voorbee lden: 
.. ffi;f~. 
1) De so:m. van alls delers van n 

"t. (n) = C 
d/n 

Uit de .ontbinding (1) voor n volgt 

1 . 

BiJvoerbeeld is t ( 60) 2 = t(2 .3.5) = 3.2.2 ~ 12. Blijkbaar volgt uit (2) 

t ( nm ) = t ( n ) '( ( m ) voor {n,m) = 1, 

m.g•w• i (n) is multiplicatie:r. 

2) Het product van alle delers van n 

P{n) = a";n d. 

Nu is 
2 r ) TT TT n -c( n} 

p 1n = d/n d • d/n a = n ' 

m.a.w. het geometrisch gemiddelde G(n) van alle delers van n is Vn. 
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3) De som van alle delers van n 

cr(n) = L a. 
d/n 

Ook deze functie is multiplicatief (zie ~4,~)). Is dus n gegeven door 

(1), dan volgt 
k1 k2 k k+1 1 

~(n) = ~(P1 ) ~(P2 ) ..• ~(pr r) = ~ Pp-1- , 

b.,v. 
O"' ( 220) === 0- ( 22 . 5 .11) 

2 er ( 284) = CT ( 2 • 71) 

= (23-1)(5+1)(11+1) = 504, 

= (23-1)(71+1) = 504. 

(Bovendien is 504=22G+284; op deze merkwaardige samenhang komen we 
later terug) . 

4) Het arithmetisch gemiddelde van alle delers van n 

A(n) = ~t~j . 
Wegens A(n) ~G(n) =- vn, volgt dus 0-(n) ~ t:(n) Vn. 

5) Men kan ook nog het harmonisch gemiddelde H(n) van alle de-
2 le~s van n invoeren en men vindt dan gemakkelijk A(n)H(n)-n•G (n). 

6) De functie van Euler ~(n) = het aantal getallen min de rij 

1,.2,. • .,n met {m.,n)=1, dus lf(1)=1. Ook f(n) is multiplicatief. 

Multiplicatieve functies spelen een grate rol in deze theorie. 
Is f(n) een multiplicatieve functie en niet de nulfunctie O(n) (d.w.z. 

-0 voor elke n), dan is f(1)=1. 
In het volgende staatje zijn de waarden van enkele arithmetische 

functies f(n) opgenomen voor n=1,2, •.• ,12. Hier komt ook de functie 
van Mobius voor, welke later zal worden ingevoerd (j4, 3)). 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

t(n) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 
0-( n) 1 3 4 7 6 12 8 15 13 18 12 28 

~(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 
r(n) 1 -1 -'1 0 -1 1 -1 0 0 1 -1 0 

,2. Histo~ische opmerkingen. De functie <r(n) is van belang voor de 
studie van de z.g. volkomen getallen, bevriende getallen, enz., be­
grippen welke hun oorsprong in de getallenmagie der oude tijden von­

den. Een getal n heet volkomen als het getal gelijk is aan de som van 
zijn 11 aliquote 11 delen, d.w.z. gelijk aan de som van alle delers met 
uitzondering van n zelf; nog anders gezegd als ~(n)=2n is. Voorbeel-
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den zijn 6-1+2+3 en 28=1+2+4+7+14. God schiep hemel en aarde in zes 
dagen, terwijl de maanperiode 28 dagen is. Was van een getal n de som 
van de aliquote delen groter dan n, dan heette het getal uabundant", 
was de som kleiner dan n, dan sprak men van een 11 deficient 0 getal. Zo 

is 12 abundant en 8 deficient. Volgens Alcuin, de leermeester van Karel 
de Grote, was het mensengeslacht onvolkomen, omdat dit afstamde van 
de acht zielen in de ark van Noach [1] • 

Stelling van Euclides: Is 2n-1 priem (z.g. p~iemgetal van Mersenne), 
dan is P:2n-~(2n-1) een volkomen getal. Voorbeelden: nc2 geeft P=6, 
nc3 geeft P=28, n=5 geeft P=496. 

Bewijs: O""(P) = cr(2n-1 ) <r(2n-1) = (2n-1).2n=2P. 

Men toont gemakkelijk aan, dat men zo alle even volkomen getallen 
vindt C2j. 0neven volkomen getallen zijn er~er niet beneden 2000 000. 

MenMeet ~iet eens of zulke getallen bestaan. 
Nauw verwant hiermee zijn de paren van bevriende getallen, Een 

getallenpaar (n,m) heet bevriend als elk van beide gelijk is aan de 
som van de aliquote delen van de andere; m,a.w. als n= ~(m)-m, en 
m• a-(n)-n; dus als 

~(m) ~ <T(n) = n + m. 

Zo zijn 220 en 284 bevriende getallen (zie 11.,3)). Deze twee getallen 
apeelden vroeger een grate rol in de magie en astrologie., b,v. voor 
het maken van minnedranken, talismans en van horoscopen (3] • 

Perm.at, Mersenne, Descartes en vele anderen hebben zich intensief 
bezig gehouden met het zoeken van volkomen getallen en van paren be­
vriende getallen. Een Italiaanse pchooljongen vend het bevriende paar 

84 5 2 11 = 2 ,37, 1210 = 2.5.11 • 

t3. Convoluties E4~. Het is ens doel een soort algebra voor arithme­
tische functies te ontwikkelen. Van fundamentele betekenis daarvoor 
is de z,g. convolutie van twee arithmetische functies f(n) en g(n). 
Hieronder verstaan we een nieuwe arithmetische functie: 

f(n) *g(n) = L f(d) g(d 1 ). 

dd'=n 

VOOrbeelden: Zij 

~n) .- 0 voor elke n 
{ 1 voor Tiq 1 

e(n) = O voor n>1 

E(n) = 1 voor elke n. 

Dan is 



(2) 

o(n)*f(n) 
e(n)*f(n) 
E(n) *f(n) 

• O(n) 
... f(n) 
.., L f(d) 

d/n 
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(z.g. somrunctie) .. 

Uit de laatste for'mule volgt: 

E(n)+f-E(n) =t (n), E(n}* n -fJ"(n). 

Uit de def1n1t:l.e volgt gemakkelijk, dat de convolutie een comm:u­

tatieve en associatieve bewerking is: 

f *(g,th} = (f,,;g)"'° h. 

Bovendien is de bewerking distributief ten opzichte van de optell:ing: 

r~(g + h) '""'f,ie.g + fil'-h. 

Uit het voorgaande volgt: De arithmetische functies vorm.en een 
Cq!WUt9t1eve ring_mttt eenheidselement voor de bewerkingen + en *. 
ttet nulelement is O(n), eenheidselement is e(n). 

Is f(1);,i{O, dan kan men eenvoudig aantonen, dat f(n) voor- de be­

werking * ook een inver>se r-1(n) bezit, d.w.z. een eenduidig bepaalde 
arithmetische functie r-1(n), zodat 

Voorbeeld: f(1) = f(2) = 1, f(3} • f(4) •... =0 heett als inverse: 

r-1 (2k) ,.. {-1)k, r-'1(n) ""o ala n geen rn.acht van 2. 

Zijn f(n), g(n) twee arithmetische functies met f(1)~0, dim l<Uo-­
nen we ook een convolutiequotient invoeren, gedef~nieerd door 

~ = g(n) * r-'1(n) 
"ffnJ 

en dan volgen gemakkelijk regels als 

Fundamenteel is de volgende 

Stelling; ZiJ~ f e~ g multiElicat~ef, dan is dit ook het 5eya1 me~ 
fN-g.en ~~in het laatste geval mag f natuur-liJk niet de nulfunctie 

-T' 
voorstellen). 

Het bewijs van de bewering voor f *g beruat op de eigenschap: 

Zijn n en m onderling ondeelbaar, doorloopt a1 de vel:"achillende delet"s 
van n en a2 onafhankelijk daarvan de verschillende delers van m, dan 
doorloopt a1a2 de verschillende delers van nm, elke deler juist ,~n 
keer. 



~ 4. Toepa ss ingen. . 
1) Uit (2) volgt dat ,: (n) en <r(n) multiplioatief zijn, omd~t 

E(n) en de functie f(n)~n dat zijn. 
2) Uitgaande van de multiplicativiteit van Lf (n)., besluit men 

tot die van E(n) ~ f(n). Men vindt dan 

(3) E(n) * ~(n) = n of L ~(d) ~ n. 
d/n 

3) De functie j,l(n) = E-1 (n) is multiplicatief. Men noemt haar 
de functie van Mobius. Hiervoor geldt dus 

(4) 

Uit het 
voudig 

p.(n) * E(n) = e(n) of L )-l( d ) = { 1 a ls n=1 

a/n o als n)1 

felt, dat _µ.(n) multiplicatief is en uit (4) volgt 

als n=P1P2· ••Pr 

een-

Jl(n) = r-:)r 
als n meervoudige p~iemfactoren bevat. 

4) De z.g. omkeerstelling van Mobius luidt: 

Uit g(n) = L f(d) volgt f(n) = L ;,t-(d)g(~) , 
a/n a/n 

Bewijs: Het gegeven luidt symbolisch 

convolutie met.,.,u.- geeft 

.f'-*g = JJ-*E -H-f = e*f = f 

en dit waste bewijz~n. 

5) Vele betrekkingen, die men doorgaans met behulp van de omkeer­
stelling bewijst toont men sneller met het convolutieformalisme aan. 

Volgens (3) is b.v. E(n) * f(n) = n; dus 

of 
~(n) ~ y(n) * E(n) * ~(n) = p-(n) * n 

lf'(n) = L p.(d) ~ = n L ¥ . 
d/n d/n 

Hieruit volgt weer 

t.p(n) = n(1-; )(1- -p1 ) •.• (1-; ). 
1 2 r 

Analoog leveren de formules (2) 

L _r(d) -c(~) = 1. 
cl/n 
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!5~ Een somformule: x zij steeds een positief getal 

• • • 
def = 

[x1 
t: 
n=1 

••• 

We hebben 
X 

L. f(n)*g(n) = L f(d)g(d 1 ) 

n=1 dd' ~ x 
X X/Q 

= L f(d) ~ g(d'); 
d=1 d 1=1 

in het bijzonder volgt hieruit voor g(n)=E(n) 

(5) t:.. f(n)*E(n) = i= f~] f(d). 
n=1 d=1 l 

Deze formules zijn vaak nuttig, Hoe men oeze kan toepasaen blijkt 
b.v. uit de volgende twee voorbeelden: 

1) Uit (5) met f(n) =p.(n) volgt 

t= [~]).l(d) = i=" ,M(n) ~E(n) = ~ e(n)=1 
d=1 n=1 n=1 

X 

2) r== <T( n) X d X 1 
= L L n = L E(n)* n 

n:.:1 n n=1 d/n n=1 

Toepasaing van (5) met f(n) = ~ geeft 

<r(n) = ~ 
n d=1 

[X] 1 < f= a a d=1 

Iets precieser berekening geeft 

X rr( -n \ 2 
[: ~=-i:i;...x+O(x)alsx~.x:>. 
n=1 n o 

Andere toepassingen vindt men in [4] . 

~6. 11 Differenti~renrr. f'(n) ~ f(n) 1,g n 

Voorbeelden: e'(n) = O(n), E'(n) = 1,g n. 
Men bewijst gemakkelijk 

( f .)f, g) I ""' f I* g + f ~g I 

( f) I = g~f I -f-it-g I (g(1)/"). 
g g *g 

(x )-1) 

Van funaamentele betekenif'1 .(~ le 11 ~ ")garithmische afgeleide 11 van 
E(n)., n.l. 
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(6) /\ (n) ~ E 1 
( n) == .?- ( n) * E ( n) r • )A-( n) * log n. 

E(n) 

De functie /\ (n) heeft een merkwaardige eigenschap, n.l. A(n)•O voor 

elke n, welke door meer dan een priemgetal deelbaar is. We bewijzen 

deze eigenschap algemener voor een klasse van functies f(n)= p.(n) * h(_n)., 
waar h(n) een additieve functie is, d.w.z. 

h(nm) = h(n) + h(m) voor (n,m) = 1. 

Immers dan is voor n 7 1, m>1 

f(nm) ,.,, L _µ. (a 1a2 ) h(U ) 
a1/n.,a 2 /m 1 2 

,.. L JA-(d2) fa(d1) h(;-) + 
a1 /n .,a 2 /m 1 

~ _ft ( d '1 ) _µ.( d 2 ) h ( 0::) 
a1/n;d 2 /m 2 

== 0., 

wegens (4} 1 ). 

Ui t de def ini tie ( 5) vol gt verder /\ ( 1 )•O en 

A(Pk) =J,1.(1) log pk +µ.(p) log pk-'1 = log p. Dus 

{
log p voor n=pk(k 1-1) 

/\ (n) =-
0 anders. 

Deze functie speelt een grate rol in de theorie der priemgetallen. 
D3 priemgetalstelling is n.1. equivalent met 

X 

L /\(n) r...,; x voor x --? co • 
n=1 

~7. Reeksen van Dirichlet. Elke arithmetische functie f(n) genereert 
een (al of niet convergente) reeks van Dirichlet 

co r:= r(n) 
D=1 

-s 
n • 

Is h(n) = f(n) *g(n), dan is 
00 
L h(n) n-s 

oO 00 

= L. f(n)n-s • L. g(n) 
n-1 n=1 n=1 

-s n , 

m.a.w. met ae convolutie komt het product van de bijbehorende reeksen 
overeen. 

1) Nag al~emener: Is g(n) een multiplicatieve en h(n) een additieve 
functieen.stelt men f(n)=g(n)ilfh(n) en G(n)-=g(n)-:¥-E(n)., dan geldt voor 
(n,m)=1 

f(nm) = G(m) f(n) + G(n) f(m). 
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Deze relatie is analoog aan de bekende formule 

oe (f(x) *g(x)) ::: cf. f(x) .oCg(x) 

uit de theorie van de Laplace transformaties en kan daarvan zelfs als 

een speciaal geval warden opgevat. 

We geven hier in een overzicht links enkele uitdrukkingen uit de 
II 

theorie der convoluties en rechts de "vertaling met behulp van reeksen 
van Dirichlet: 

c:O -s E(n) > ( s) ::;:;; [: n 
n=1 

e(n) 1 

't ( n) E(n) *E(n) 00 -s 
= 52(s) = Z::t ( n )n 

1 
o-( n) E(n)*n 00 ( ) -s ( ) 00 -s = ~er n n =? s L n.n 

1 n=1 

p-(n) 1 co s = 1~s) ~(s-1) 
= L.JA-(n)n- ::::: 

E(n) 1 ?(s) 

oO 2(s-1) E(n )* tp(n) :::: n r=ir(n)n-s ::,:: 

1 
-~(;{ (s) 

/\(n) = E 1 ~ n) fA(n)n-s = 
5(s) E(n) 1 
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