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Berekening van een 1ntegraal 

door 

C.G. Lekkerke0ker en A.H.M. Levelt 

zw 1958-006 

§1. Herleiding tot een eenvoudiger integraal. 

Een botsingsvraagstuk gaf aanleiding tot de volgende integraal, 

die de heer M.J. Offerhaus, verbonden aan het Ins ti tuut voor ·Theore­

tische Physica (Universiteit van Amsterdam), aan ons voorlegde, 

• • rr • 2~ 
(1.1) I= I(c 0 ,c,e,X,s) = J ac 1 . f d t. 

exp. { -C1 2 -2co.C1-S(C1 2cos 2e + \ C /\ c1l sin;;( cos if)] , 

waarin de eerste integratie over de gehele driedimensionale ruimte 

wordt uitgestrekt. 6 , C. zijn gegeven vectoren en e, ,X en S con-
2 0 ...,. 

stanten (s cos 8 >-1), c1 is de lengte van c1 en le ;iC1j de lengte 
van het uitwendig product van~ en a1 . 

( 1 .2) 

( 1 . 3) 

( 1 . 4) 

Ter vereenvoudiging voeren we de volgende notaties in 

;t == c1 v1 + s cos 2e , 
• • 2 .1 
P = -2c 0 (1 + s cos e)- 2 • 

q = C S sin X (1+S cos 2e)-½ 
Hierdoor gaat (1.1J~over in 

( 1 . 5) f di. J df- exp (-!3ti 2 +p.x +jqAxfcosy-). 
0 

We kiezen het co~rdinatenstelsel z6, • dat q langs de z-as valt, ter-

wijl i in het Xz-vlak ligt. 
In dit stelsel hebben pen q de coordinaten (p1,o,p3) resp. (o,o,q3), 
zodat we voor (1.5) kunnen schrijven: 

t {( 2 -rr 2 2 2 · ~ 2.. 
(1.6) ~~J dx1dx2ax3 £ df" exp(-(x1 +x2 +x? )+p1 x1 +p3x3+cosyr.q3Vx1t.;(.._ 

De integratie naar x3 kunnen we afzonderlijk nitvoeren. In het 

x,x1-vlak voeren we poolcobrdinaten in. (1.6' gaat dan over in 
co 2 2 2 = 

• f -x3 +-P3X3 n: , n: J 
(1.7) I(c"0 ,C,8,):,S)= e dx3 j dfrJ d<f rdr. 

-o<J O 01 2 0 

2 2.t 1f"P3 
exp ( - r + p 1 r c o s cp +q 3 r c o s <f ) = 4 Tt / 7t e I ( p 1 , q 3 ) , 
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waarin 

(1.8) I(a,b) 
1 2TL" 1 2 

= 2n: 1 d '-P 2 TG l d f' J";.ar exp(-r2+r(a cosf+bcosf)). 
0 

§ 2. Berekening VcJn de integraal I(a, b). 

Ontwikkeling 
= 

(2.1) I(a,b)= L 
D=O 

Nu is 
~TG 

J cosnc.pdCf= 
0 

zodat we uit (2.1) 

(2.2) 

{ 
0 a ls n one.ven is 

2n 2k) 
2k( k als n=2k, 

2 

Door verandering der 
C\'.) 

sommatievolgorde leiden we 
N! ~ 8 2nb2(N-n) 

(2.3) I(a,b)= ½L 
N=O 

= 

~ ~ n ! n : ( N •-n-..)_,.!_,.(..,,.,N,_ __ n...,_)..,..! 

2N N 2 2n 

2~NN! ~o (~) (F) 

We merken nu eerst op, dat 
N 2 2n a 2 N N 

uit (2.2) af 

( 2 • 4 ) L ( N ) ( a ) = 1 j ( '1 + ~ z ) ( 1 +z ) 
n=O n o '2°l N +1 dz ' 

z 

waarin de ~~tegratieweg om de oorsprong loopt en enkelvoudig en 

gesloten is. 

De juistheid van (2.4) volgt onmiddellijk uit de overweging, dat 

het rechterlid gelijk is aan de coefficient van zN in de ontwik­

keling van (1+ ~ z)N(1+z)N. Gebruiken we (2.4) in {2.3) en ver­

wisselen we somif1.atie en integratie, dan volgt 
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I(a,b) 

2 
b 2 ( 1 + ~ z ) ( 1 +z ) N 

( 4z ) 

dus 

(2.5) I(a,b) 

(Zie Whittaker & Watson, Modern Analysis, 4th edition, p.355,p.372). 

• • 3 . De form u 1 e v o or I ( c O , C , e , X , S ) . 

(3.1) 

Uit de formules (1.7), (1.8) en 
1 2 

I ( 6 0 , c , e, '/.. , s) = 4 it2 \ht e 4 P 3 

2 2 1 • ,2 21 • [2 . , • • 1 Nu is p1 +p3 == p en q3 = q I , terw1J 1 p1q3 = p /\ q . Overwegen 

we nog dat I (x) even is om X=O, dan kunnen we schrijven: 
0 

en met 

(3.2) 

behulp van (1.2),(1.3) en (1.4) volgt 
2 2 2 2 

• • 5 /2 , 4c o +C S sin X S sin ; __. • 
I(c 0 ,c,e, X ,S)=2n:; ex~------,.,.--).I (---..--[c 0/\C j), 

1+s cos e O 1+s cos e 
waarin C = le l en C=!cl . 

0 0 
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Met formule (1,5) als uitgangspunt is een snellere berekening 
~• • 

van I(c ,c,e,x,s) mogelijk. In het volgcnde stelt teen eenheids-
o • 

vector voor loodrecht op q. De formule (1.5) gaat dan over in 

f -+ J • s • 2 • -I -+ • • } 
I = dx d t exp ! - Ix J + p · x + ( q /\ x) · t , 

waaruit we op meer rechtstreekse wijze de voorlaatste forrnule van 

~ 3 a ls volgt a fleiden 

want 

I =f di.fat exp { -lil 2 + (p+t /\q) · x} 
=f a1J dt exp - { i-J(p+t A~) } 2 • exp i(p+t Aq) 2 

= exp J< jpj 2+icil 2 ) J e-l 112ai f e-½(P Aq) ·t dt 

= 211:5/2 exp J( )Pj2+lql2) . Io(J[p/\qj), 

J 2~ 
e -½ ( P /\ q) . t d t = f e -½ Ip A q \ cos y d "( 

0 
1t 

= 2 j cosh(½lp/\q! cosy)= 21t I 0 (½\pAql) . 
0 

(Zie Whittaker & Watson, Modern Analysis, 4th edition, p.373), 


