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ZW 1958-006

-Befekenihgvvan:een“integraal

. door .

C.G. Lekkerkerker en A.H.M. Levelt

§4. Herleiding tot een eenvoudiger integraal.

Een botsingsvraagstuk gaf aanleiding tot de volgende integraal,
die de heer M.J. Offerhaus, verbonden aan het Instituut voor Theore-
tische Physica (Universiteit van Amsterdam), aan ons voorlegde,
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(1.1) I = 1(6’0,8,9,)(,8) =ffd61 . 5/ ay . f(HSw;e)/‘

= P
exp.-{~012-200.81—S(01200326 + iC/\qusin X cosyﬁ)} ,

waarin de eerste integratie over de gehele driedimensionale ruimte
wordt uitgestrekt. 30, ¢. z1lJn gegeven vectoren en 6,}{ en S con-
stanten (8 c0s°6 > -1), C, is de lengte van G, en [C AT

1
van het ultwendig product van ¢ en 81.

de lengte
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Ter vereenvoudiging voeren we de volgende notaties in

(1.2) ¥=20 \/1 + S cos% s
1 1
(1.3) B = —22?0 (1 + 8 00826)—5'
. L
(1.4) d=C S sinX(1+S cos® )2

Hierdoor gaat (1.1 Lover in
(1.5) ff ax dy exp (—{fle + DX +|dA% [cosy).

We kiezen het cofrdinatenstelsel z46, dat a langs de z-as valt, ter-
wijl B in het ¥z-vlak ligt.
In dit stelsel hebben D en gq de codrdinaten (pq,O,pB) resp., (O,O,qB),

zodat we voor (1.5) kunnen schrijven:
¢ Ci? et > 2 2 5 s
(1.6) J dxdx,dxg 6[ dy exp(=(x, +x, X, )+p,]x,1+p3x3+cosy.q3 X+,

De dntegratie naar x3 kunnen we afzonderlijk aitvoeren. In het
XQXl_Vlak voeren we poolcodrdinaten in. (1.6° zaat dan over in
co 2 ,

2t 2

- -X, +PxX AT o
(1.7) 1I(2 ,c,e,x,s)=\[.e > "3 ax, [ ay, ag [ rar .
° Yo 5 0, 5 O
P
exp(-v2+p1r cOS ¢ +QaT cOS ¢) = Mn?(q;ex 3 I(pq,q3) s
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(1.8) 1I(a,b) = é% J a¢ é% [ ay /.rdr exp(—r2+r(acos¢+bcos¢§L
o 0

o

}

§2. Berekening van de integraal I(a,b).

Ontwikkeling naar machten van a en b geeft
Qo
E:; ‘T*“ §Elf d? g— J’ dY’

f’dr(e -r n+m+1cosny7 cos™yy,

(2.1) I(a,b)=

”M

Nu is
275 0 als n oneven is
n
f cos ¢c3¢==
0 22k( ) als n=2k,
zodat we ult (2.1) vinden ~
20 ) 21{ 21 2
b 1 2y , 21 ‘/'-p Pk +214+1
(2.2) I(e,b)= %;6 5;: (BR)T(2T)T 2kT2l (5 (7 je - r dr
‘o 190 w1l 22k+£1 ’

omdat = 5 co
f e-—l” P2k+21+,\d}? - % f e-—-XXk+ld ’%(k-i-l) "
0 0

Door verandering der sommatievolgorde leiden we uit (2.,2) af
0 : 2n, 2(N-n)

(2.3) TI(a,b)= 2 - 2

’ ’ 2N=O 2N Lo ninT(N-n)T(N-n)7

2 B ij 0
f=o 2My: dzo P
We merken nu eerst oo, dat
N 2
N 1+z)
(20 3 (D@ - ( az |

waarin de Integratieweg om de oorsprong loopt en enkelvoudig en
gesloten is.
De juistheid van (2.4) volgt onmmiddellijk uilt de overweging, dat

het rechterlid gelijk is aan de coéfficilént van zN in de ontwik-

keling van (1+ ﬁg z)N(4+z)N. Gebruiken we (2.4) in (2.3) en ver-

wisselen we sommatie en integratie, dan volgt

o
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2 a N
) b (1+ z)(1+z)
I(a,b) = i $22 5 N
N=0 Ly
2
1,.2.,2 1.2 b
p(a™+p%) 6 rla7z+ =) 4,
=EC ot J O © z
1,.2,.2 1 1
. 7 (27+b%) A @' g abi(w- =) 4.
= 2¢ ol v © W
dus
%(ag+b2)
(2.5) 1I(a,p) = 3¢ I (%ab).
(Zie Whittaker & Watson, Modern Analysis, 4°1 edition, p.355,p.372).

3, De formule voor 1(30,8,8,){,8).

Uit de formules (1.7), (1.8) en (2.5) volgt onmiddellijk
1o (o, F+a,?)
(3.1) I(EO,E,G,X,3)= il Vi e 3 51 T3

2

Nf

I,(3p493).

Nu is p, +p32= | B Vgen q32=‘a\2, terwijl p,a, SELY | . overwegen

we nog dat IO(X) even 1is om x=0, dan kunnen we 3schrijven:
B 2 2 2
1(2,.8,0, x,8)=212/2 exgf|3124]8]%) 1_(3[FA3)),

en met behulp van (1.2),(1.3) en (1.4%) volgt
Lo L - TR
(3.2) I(CO,C,G,Xf,S)=2m eng

)1 (22 L |2 A8 ),

1+S cosze © 1+3 cos @

waarin co=)30] en szal .



Supplement bij rapport ZW 1958-0C6,

Met formule (1.5) als uitgangspunt is een snellere berekening

-
van 1(5_;,0,6,%,8) mogelijk. In het volgende stelt t een eenheids-

vector voor loodrecht op a De formule (1.5) gaat dan over in
- - - = Y
I=fd§fdt exp{-];|2+p~;+(qAx)'t},

waaruilt we op meer rechtstreekse wijze de voorlaatste formule van
$ 3 als volgt afleiden

1= fa% [at exp{-ji’lz + (D+EAT) - SE}
;
T

=fd§<’fd% exp - {52_32(54,%’ /\3)}2 .+ exp (f)’-%-—y AQ) 2
-, 2 = 3y 2 >
= exp -}(]'ﬁleﬂalg) [e“’xi ax /e'}i(pAQ)'t dt
= 21’1:5/2 exp %—( )5(24—;8[2) ‘ IO(%{g/\ai) s
want
N 27
fe“%(p/\a).t dt = f e.—%}g/\a‘ coOsS \/fdy/
o
T N - -
= 2/ cosh(3]p A3 ] cos ¥) = 2w IO(%;lp/\ql) .

0

4th

(Zie Whittaker & Watson, Modern Analysis, edition, p.373).



