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Een randwaardeprobleem
AH.M, levelt

Gevraagd wordt de oplossing op het interval [O,R] van de
differentiaalvergelijking

(1) vew”'(v) + ru"(r) - (1-&'2)1:*(10) - Cr?
(B en ¢ z1jn niet-negatieve constanten), die voldoet aan
(2) W(R) = 0, w'(0) = w'(R) = O,

Verder wordt gevraagd
R

I= f r wir) dr ,
0
waarin w(r) de oplossing van het randwsardeprobleem is,

Oplossing. Door de mbntiwtia
(3) wi{r) = u(r (B) + ‘ »
gaat (1) over in
(3) % w(rVB) + e VB ut(rVB) - (1-Br%)u(r VB) = 0,
We stellen r VBex, Dan gaat (%) over in
(5) w™(z) + 2 u'(x) + (4~ ;15; u(z) = 0.
De voorwaarden (2) gaan over in
(6) u(0) =0, u(rVE) +%f o,
{5) is een differentisalvergelijking van Bessel met als onafe
hankelijke oplossingen J,(x) en Y, (x) (zie voor deze en overige
genocemde elgenschappen der Besselfuncties: Whittaker and Watson,

A course of modern analysis, 4th edition, chapter XVIL).
Dear ‘XQWW en aa,{@) = 0 is, volgt dat
GR Jq(x)

(7

de enige a@mmm van (5} is die aan (6) voldoet. Daar
3" (x) = ﬂmw} voheh ae (7) en (3) dat
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Nu berekenen we nog de integraal I.
Uit (8) vinden we

R
- rVe
I m—\/’—? g rdJd (!‘\[ﬁ)ﬂ!’ m f!" dr

Q

""%E f (r2-8%)r ar
0
mg cr® 3o(rVE) _ 1cr'
{(3) 1= 7 i*?a%mvﬁ) v

Hierbij is gebrulk gemaskt van de relatie

é’éf (x Jq(x)) =x J (x) .

Tenslotte volgen nog benaderende formules voor I' als
RVB klein.
Als |z | <1 is, geldt

T x) = 1 «%mﬁ *gtxa a»r(x)xs mt[f{x}l< o~

Iy(x) =42 - 5 %2 ¢ gy © + glx)x” met |&(x) | < pbop -

Hieruit volgt voor (x| <1

i;g';'ﬁ"(““gx ,‘%5:& +ks(x}x6) »

waarin | h(x}| < W

Voor R B <1 volgt hierult en uit (9)
(10) I =odyor® {4 + 2% Kz VB) |,
waarin | k(RVE)| < .



