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Splitsing in kwadratcn on de meetkunde der getallen

1. Do vraag welke gotallon te schrijven zljn als do som van
twee of vier kwadraten van gehele getallen is reeds oud. (Zic Dick-
son [27.) Volgens sommige historici gaat de geschiedenls terug tot
Diophantus van Alcxandrié (i 250)., Wel is het zeker dat in het be-
gin van de 17° ceuw deze problemen do aandacht hebben van de mathe-
matici, Uit dic tijd stammen de volgende stellingen, toen nog als
vermoedens geopperd:

Stelling 1. Een natuurlijk getal n= TTp?i
schrijven als de som van twee kwadraten van gehele getallen, als oy

is dan un slechts dan te

even is voor c¢lke 1, waarvoor piaz3 (mod by,
Stelling 2, Plk natuurlijk getal is te schrijven als do¢ som van vier
kwadraten van gehel: getallen,

Tot degenen dic deze stellingen formuleerden behoort Albert
Girard (1635), c¢en leerling van Simon Stovin,

Pas in de 18" ceuw gelukte het deze stellingen to bewijzen,
Na vele vergeefse pogingen golukbe het aan Euler (1749) stelling I
te bewijzen, Naderhand volgde Lagrange (1770) met het bewljs van
stelling II. Van de¢ vele bewljzen die in latere tijd gegoeven ziljn

willen we er cen in deze voordracht bospreken.

2. Het 1s nict moeilijk om in te zicn, dat nict icder getal
Te schrijven is als de som van twee kwadraten. Het kwadraat van cen
even getal 1s cen viervoud en het kwadraat van een onceven getal is
cen vicrvoud +1, zodat dec som van twee kwadraten geen vicervoud +3
kan zijn,
w Om verder te komen leoiden we cerst een hulpstelling af uit de
itheorie van de kwadraatresten, waarvan vooreerst slechts een helft



benut wordt.
Hulpstelling 1. De congruentie X241 =0 (mod p) is voor
oneven p dan en slechts dan oplosbaar, als p=1 (mod 4%11

Bewijs: Stel 2%+1=0 (mod p). Dan is pnfa en apuqsz(—ﬁ) 2~ (mod p).

Volgens de stelling van Fermat is ook ap_qEzﬂ (mod p). Dus is 951
even, of p=1 (mod 4). Dat omgekeerd x“4+1=0 (mod p) voor p=1 (mod 4)
een oplossing bezit, leiden we af uit de stelling van Wilson, die

leert dat voor elk priemgetal geldt

(p-1)! = -1(mod p).
Verminderen we in het linker 1lid de factoren %(p+1),...,p—1 met p,
dan vinden we
21 1,7 °
(-1) % 1B} = -1 (mod p),

waaruit volgt dat (Eéi)l een oplossing 1is.
We tonen nu aan dat de in stelling 1 genoemde voorwaarden
nodig is. Stel dat geldt

n = a2+b2,

met gehele a en b, Stel verder p/n en p = 3(mod 4). Dan is

2%4h° = (mod p).

Is pfa, dan kunnen we een geheel zetal c¢ bepalen, zodabt ac = (mod p).

Blijkbaar is dan dus ook
1 + (bc)gsso (mod p),

hetgeen volgens hulpstelling 1 onmogelijk is. Dus p/a. Evenzo p/b.
Dus pg/n° Op
2

- 1.2 -
np™? = (ap 1) + bp™ )

kan nu dezelfde redenering worden toegepast. Zo doorgaande blijkt,
dat de exacte macht van p, die op n deelbaar is, even is.

3. Bij de bewijzen van de stelling 1 en 2 kan men in de
leerboeken der elementaire getallentheorie in de regel drie stappen
onderscheiden.

Eerst worden de volgende identiteiten genoemd:
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)2

2 B 2

ag+a )(bq+b2) = (a1b1+a2b2) + (a,lbe-a,eb1
2 2
1

+a3+a§)(b§+bg+b§+b§)

2 2
a1b1+a2b2+a3b3+a4b4) + (a1b2~a2b1+a3b4—a4b3) +
2 2
) )

aqbgy-agbytasby-ayby)" + (a1b4~a4b1+a2b3~a3b2

Omdat
pa = p2+O2 = p2+02+02+02

en

2 = 1%41° = 12412402407,

blijkt dat het voldoende is stelling 1 te bewijzen voor de priem-
getallen =1 (mod L) en stelliny 2 voor de oneven priemgetallen,

In de tweede stap worden dan respectievelijk de volzende
lemma's bewezen:

1. Als p=1 (mod 4) bestaat er een positief veelvoud van p, dat
gelijk is aan de som van twee kwadraten.
2. Als p oneven is bestaat er een positief veelvoud van p, dat
pelijk is aan de som van vier kwadraten.

In de derde stap wordt tenslotte aangetoond, dat het mogelijk
is het genoemde veelvoud van p gelijk aan p te nemen.

Uiteraard komen varianten op deze grondgedachte voor. Zo kan
reeds in de tweede stap getracht worden het betrokken veelvoud klein
te houden, zodat de derde stap minder moeite kost, soms zelfs geheel
overbodig wordt. Zo gebruikt T. Napell [4] een hulpstelling van
Azxel Thue (1917)-Arnold Scholz (1920), die we de volgende vorm geven:

Hulpstelling 2. Stel s en t zijn positieve getallen, a is een '
ceheel en m een natuurlijk getal, terwijl st >m. Er bestaan dan
twee gehele getallen x en y, niet beide 0, zodat

x = ay (mod m),
lx] < s en [y] < ©.

Het verband van deze hulpstelling en stelling 1 blijkt als
volgt: Voor m nemen we het priemgetal waarvoor de stelling bewezen
zal worden. Voor a een der oplossingen van x2+1 =0 (mod p).

Verder s = t = [V@f]+ 1. We vinden dus ~ehele x en y, niet beide O,
met
x = ay (mod p),

x| < Vo en |y| < Vp.



Deze voldoen dus ook aan

o]
x2+yL = 0 (mod p)
en O<:x2+y2 < 2D,
Dit houdt echter 1in X2+y2 = D.

In dit bewijs lukt het dus zelfs de derde stap geheel te
ontgaan.

Van de hulpstelling van Thue bestaat een generalisatie,
afkomstig van Brauer-Reynolds, die het mogelijk maakt ook in het
geval van stelling 2 het bewijs te hekorten. Zie LeVeque [37].

In onze toepassing van hulpstelling 2 treedt de puntverzameling

x| < Vo, ly| <\Vp

op. De speciale vorm, een vierkant met (0,0) tot middelpunt en
zijden evenwijdig aan de codrdinaatassen is voor ons niet essentieel.
Van belang is slechts, dat eruit volgt

xZ+y° < 2p.

Het is evenwel mogelijk zich meteen te baseren op deze laatste
verzameling en daar het bewijs te brengen. Daartoe gaan we eerst
enkele stellingen uit de meetkunde der getallen afleiden.

4. Als uitgangspunt nemen we de volgende stellin~ van
Minkowski (1896):

Stelling 3. Elke begrensde convexe verzameling S van de
n-dimensionale euclidische ruimte Rny met middelpunt in de oorspron;
en inhoud >-2n3 bevat behalve de oorsprons nog minstens één ander
punt met cgehele codrdinaten.

Bewijs: Stel S bevat geen ander punt met gehele codrdinaten.
Laat SO de verzameling zijn die uit S ontstaat door vermenigvuldi-
sing met 4 vanuit O. Laat Sp
staat door de verschuiving, die O in P doet overgaan. Hierbij is P

de verzameling zijn die uit SO ont-

een punt met gehele codrdinaten.

We tonen nu eerst aan, dat de verzamelingen SP disjunct zijn.
Hadden twee van deze verzamelingen een punt gemeen, dan zou wegens
de regelmaat van de verdeling, SO een punt gemeen hebben met bijv.
SQ. Laat dit gemeenschappelijke punt X zijn. Voltool nu het paral-

lelogram OXQY en laat X' het spiegelpunt zijn van Y t,o.v. O,
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Z1) tenslotte IM het snijount der diaconalen van 0XQY. Vezens de

symmetrie en de convexitelt van o is nu
LESy =R €3y =V e -
Q £ OQ é: )(\J ~.;:r:}M E ,‘)() w2y (~ O,
Ak \_JOJ

hetgeen strijdt met onc uitrangspunt,

We hebben nu rond ileder punt met nehele codrdinaten een
verzameling SP’ met volume V >1, terwijl peen twee van die ver-
zamelingen cen punt gemeen hebben. Deschouw nu alle SP, waarbij

de cobrdinaten XqoewwsX,van F voldoen aan

0<x; <N (i =1,...,n),

‘ - , 1
waarbi1j N een natuurlijk zetal is. Hun aantal is N en hun totale
: . o} : . .
inhoud is NV, De ~ehele figuur ligt binnen een kubus

“kgxg <Ntk (1= 1,...,n),

waarin k een constante voorstelt bepaald door de begrensde afme-

tingen van 5, Vernelijken we de inhouden, dan vinden we

N o< (N+2k)T,

N

. , . .n \ . 5
Delen we hierin beide leden door N en laten dan N naderen tot co,
dan vol~t Vg1, terwijl uit het ~egeven volgt V> 1. Hiermede is het

bewiljs voltooid,

We onderwerpen nu de fivuur van stelling 3 aan een niet-

sinculiere lineaire transformatie

n

%hzz;.%Kﬂ{(imﬂ)”.m).

="
De beeldpunten (yq,...jyn) van de punten (xq,...,xn) met pehele
codrdinaten noemen we roosterpunten, Ve stellen |det qik‘ = A,
de determinant van het rooster. £ls de verzameliny S overgaat in T,

is T opnieuw convex en symmetrisch en omiekeerd. Verder is

v(T) = J'T--'fdy,‘...dyn = A/S--~fdxq...dxn = avV(S).

We kunnen dus de volgende stelling uitspreken:
Stellinz 4. Is R een rooster gel2gen in ﬂn met determinant O
en T een convexe verzameling met middeipunt in de oorsprong O en
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inhoud > 2nés, dan bevat T behalve O nog minstens één roosterpunt.

5. Bij onze toevassingen van stelliny 4 maken we gebruik van
speclale roosters., Deze leiden we in met de volgende stelling.

Stelling 5. Stel r, n en Mys e, zijn natuurlijke pzetallen
en a5, s voor 1 = 1,...,r; k= 1,...,n een ceheel setal. De op-
lossingen (xq,...,xn) van het stelsel concruenties

n

ST — X
< agx, =0 (mod mi) (1 =1,...,7)

i
k="

vormen een rooster met deferminant g M. m,

Bewiljs: Zij eerst r = 1., Het caat nu om de oplossingen van

Ld

ax  + ... +ax, =0 (mod m).

Stel a, = da/ (i=1,...,7r) enm = dm', waarin d = (aq,...,an,m).

Voor de congruentie laat zich nu scurijven

Al ! —_ 1
ajxq + oo+ oalx, =0 (mod m').

Minstens een der co&ffici&nten aag,..,aﬁ heelt nu met m' geen

factor > 1 gemeen. Laat dit a% zijn. Als b zo gekozen wordt, dat

a%b =1 (mod m), zijn de oplossincen van onze consruentie

= 1 - 1 ~ - !
X4 m'y., agb,y2 oo anbyn

i

X V. (i =2,...,n) .

i i
Dit is een rooster met determinant m' < m. Met volledige inductie
naar r laat zich het bewijs ~emakkeliljk voltoocien als r > 1,

De hulpstellingz van Thue-Scholz kunnen we nu als vol,t bewijzen:
De oplossinpgen van x = ay (mod m) vormen een rooster met determinant
<m. De verzameling {x}<s,|y] <t is convex, heelft O tot middelpunt

en zijn inhoud = 4st:>22m, De bewerin; volgt nu uit stelling 4.

6. Met de thans ontwikkelde hulpmiddelen geven we nu een
bewljs van de stellinpen 1 en 2, waarbij de eerste stap een trivia-
liteit wordt en de derde stap overbodir wordt.

Bewijs van stelling 1. Het is voldoende de stelling te bewljzen
voor de natuurlijke getallen, die niet deelbaar zijn door een kwa-
draat > 1. Uit n = x2+y2 volot immers nn% = (x 1)2 + (yn,l)2
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Stel nun = p,...p,, dan weten we Py # 3 (mod 4). Er bestaan

dan gehele pgetallen a, s zodat

[}
al + 1 =0 (mod p;) (i=1,...,7).

Voor p, =1 (mod 4) volpt dit uit hulpstelling 1 en voor p, = 2
voldoet a; = 1.

We passen nu stelling 4 toe op het rooster
X = a,y (mod pi) (i =1,...,7).

Hiervan is de determinant A ¢ n. Voor T nemen we de cirkel

Hiervan is het volume V = 2mmn >-22Q. Er ligt dus in T een rooster-
punt (x,y) # (0,0). Hiervoor ~eldt

x° + y2 Ez(a§+1)y2 = 0 (mod pi) (i =1,...,7),
dus zelfs %2 4 y2 = 0 (mod n).
Omdat ook O<:x2+y2<:2n,
is x2 + y2 = n.

alvorens stelling 2 te bewijzen een hulpstelling.
Hulpstelling 3. Bij elk priemzetal p zijn twee jehele
metallen ap en bD te vinden, zodat
' 2 2 _
ap+bp4 1 =0 (mod p).
Bewijs: Voor p = 2 voldoen a_ = 1 en bp = 0, Is p oneven, dan

beschouwen we de tweemaal ;(p+71) getallen

n° (0Ogh<3(p

k"-1 (0<lkgi(p-1)).
Van elke rij behoren de getallen tot verschillende restklassen
modulo p, want uit h? = hg (mod p) volgt hier h, = h, (mod p).
Tezamen staan er p+1 getallen. Minstens een der pzetallen van de
eerste rij 1s dus congruent met een der zetallen van de tweede rij.
Hieruit volgt het bestaan van ap en bp.
Bewijs van stellinc 2. Wederom kunnen we ons beperken tot het
geval dat n niet deelbaar is door een kwadraat > 1. Zij n = PgeePpe

T
We passen stelling 4 toe op het rooster:
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i

X a_ X, + b_ x, (mod p.),
% k ;73 Py "4 : (1 =1, ...,7)
pix3 - apix4 (mod pi).

i
o

*2

. . , 2 . . .
Hiervan is de determinant & g n~. Voor T nemen we de vierdimensionale
bol

2 2 o 2
X1

+ X5 + XB + Xy < 2n,

Hiervan is de inhoud V = %ﬁg(En)g = Eﬁgng > 24n2 > 24A .

We vinden dus het bestaan van een roosterpunt (xq,xg,x3,xn) #
(0,0,0,0) met

2, .2 2 2 2 2 2. 2y _ _
Xg ot xg boxg o+ oxy o= (api+bpi+1)(x3+x4) = 0 (mod pi) (1 =1,...,7),
dus zelfs
2 2, .2 . .2
X+ xg ot a3 oy = 0 (mod n).
Omdat ook o<x§+x§+x§+x§<2n,
. o 2 -
is x5 + x5 + X3 4 xj = .

Bovenstaand bewijs komt voor bij Cassels [1], die het ontleent
aan een voordracht van Davenport (1947). Dezelfde grondgedachte 1is
evenwel reeds aanwezig in een bewijs van Hermite (1853).

7. Het ligt voor de hand na te gaan wat er Rebeurt als men
zich baseert op een willekeurige positief definiete kwadratische
vorm ax2 + bxy + cyg, in plaats van op X2 + yg. Men vindt dan de
volgende stelling:

Stelling 6., Stel ax? + bxy + cy2 is een positiel definiete
kwadratische vorm met gehele co&lliciénten. Stel verder dat n
behoudens een kwadratische factor elijk is aan het product van de
priemretallen Pqse..5D, €0 dat de congruentie

% 4 hac - b2 =0 (mod Yp,...p,)

oplossingen bezit. Dan bestaan er cehele x en y en een natuurlijk
getal KA, met
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Stelling 7. Elk natuurlijk getal, dat behoudens een kwadra-
tische factor te schrijven is als het product van 3 en/of priem-
getallen p = 1 (mod 6) is te schrijven in de gedaante x° + Xy + ye.

Op grond van de theorie van de definiete kwadratische vormen
is evenwel ook geen algemeen geldip resultaat met A= 1 te ver-
wachten, Onze methode geeft wel betere grenzen voor A dan de hulp-
stelling van Thue-Scholz, maar anderzijds verdient vermelding dat
ook scherpere grenzen bekend zijn.

Tot slot noemen we noy twee stellingen waarbij bovengenoemde
methode van dienst kan zijn.

Stelling 8. Als 24,85 €N a3 natuurlijke getallen zijn, die
niet deelbaar zijn door een kwadraat >1, paarsgewijs zeen factor
gemeen hebben en waarvoor elk der congruenties

2 2 2 -
XT + agag = O (mod a,), x° + 2435 = 0 (mod ag), x" + ajay, =0 (mod a3)

oplossingen bezitten, heeft de verpgelijking
aqxﬁ + agxg + a3x§ = a,]aga3
een oplossing in gehele zetallen Xq,Xg,XB.

Stelling 9. Als 84585 €N a5 pehele getallen ¥ O zijn, die
niet alle hetzelfde teken hebben, niet deelbaar zijn door een
kwadraat > 1 en paarsgewijs geen factor pgemeen hebben, 1s nodig
en voldoende opdat de vergelljking

aqxi + agxg + a3x§ = 0
een oplossing in pgehele =etallen (Xq,Xz,XB) # (0,0,0) bezit, dat
elk der congruenties

X2 4 3534 = 0 (mod aq), x

oplossingen bezitten.
Deze laatste eipenschap is van Legendre (1785). Er bestaat

een uitgebreide literatuur over (zie Dickson [2]). Het hier bedoelde

bewijs is te vinden in Cassels [1].
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