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1. Inleiding. Beschouw een re&le stochastische varlabele X
met een (onbekende) continue verdelingsfunctie F(s)=P(Xg¢s). Ten-
einde F(s) te bepalen nemen we een steekproef x_.,...,X van n on-
afhankelijke waarnemingen van ¥ en beschouwen de corresponderende

emplrische verdelingsfunctie

<y - O ﬂ c o " ,
Fn(c) = — (aantal x;'s met x. < 8).

Voor n voldoende groot, is deze een goede benadering van F(s) we-
gens

(1) lim  P(sup | F_(s) - F(s)l>&) = O,

n —» Qo S
voor elke vaste & > 0, (Glivenko-Cantelli). De vraag komt nu naar
voren hoe groot n moet zijgn opdat, met tenminste een 05% waarschi jn-

11ijkheid, Fn(s) - E<F(8) < Fn(s) + & geldt voor alle s; hier € >0

is gegeven, Stel, voor X,y >0,

(2) Qn(xjy) = ?(mX<iFm(S) - F(s) <y voor alle s).

Dan is de vraag dus hoe groot n moet zljn opdat Qn( ¢&,&) 20,95, Om
~deze vraag te kunnen beantwoorden moeten we de functie Qn(x,y) =
enlgszins kennen; het zal blijken dat Qn(xﬁy) continu 138 1n X;¥y €n

niet afhangt van .
Beschouw verder een tweede reéle stochastlscoe variabele Y,

¥ en Y onafhankelijk met een continue verdelingsfunctile G(s), en
neem aan dat we willen toetsen of X en Y dezelfde verdelingsfunctlies

hebben, m.a.w, de hypothese

Hy F(s) = G(s) wvoor alle s.
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Als G(s) bekend is dan kan men als volgt te werk gaan: kiles &n

zodanig datfan(ﬁnﬁén)m0595 N VErwery HO dan en alleen dan wanneer

sgp an(s) - G(s)iz;an.

I'ndien HO juist is dan is de waarschignligkheld, cat HO VETrWwWOrpen

zal worden, gelijk aanQ,05, Dit is de zogenaamde Kolmogorov toets
van Ho“

Evenwel is G(s) doorgaans niet bekend, Het ligt dan voor de
hand G(s) te benaderen met een empirische verdelingsfunctie: Hier-
toe neemt men een steekproel yqﬂ,.,ﬁym van m onatfhankelijke waar-
nemingen van Y met een corresponderende emplirische verdelingsfunc-

tie ’
— - i
Gm(s) = = (aantal yj S met yjsis),

Stel nu

(3) P X,V) = P(wxaiFn(s) - Gm(s)::y voor alle slHO);

o

het zal blijken dat P__(
veelvoud van 1/n, G _(s) een veelvoud van 1/m, hun verschil dus een

X,y) niet van F afhangt. Hier 18 Fﬂ(X)E%H}

veelvoud van 1/d met d als het kleinste gemene veelvoud van m en n,
bDus

(4) an(xjy) = anﬁ{dx} dﬂﬂﬂ{:dy}<j"1} ,

waar {;u;}m kleinste gehele getal » u. Zij a=a__ het kleinste
natuurll ke getal met an(a/dﬁa/d)20,95 en verwerp HO dan en alleen
dan wanneer

sup | F_(s) -G

(s) | » 2 _/d;
=

M

dit 1s de zgn. Smirnov Coetn., Indien HO juist 1s dan is de waarschijn-

lijkheld om H_ te verwerpen hoogstens gelijk aan 5% .

Om de genoemde testen te kunnen toepassen, 1s het gewenst

exacte formules voor P__(x,y) en Q@ (x,y) af te leiden. In g 2 zul-

len we aangeven hoe men een exacte formule voor an(x,y) Kan vin-
den. Alleen voor het geval dat m/n=k een natuurlijk getal is, is

deze formule expliciet weergegeven, zie formule (29). Dit lcvert

onmiddelli jk een exacte formule voor Qn(xﬁy)j (zie formule (33)).
Want het zal blijken, dat 1im Pl 1d(xﬁy) bestaat als een contlnue
functie van x en y. Maar dgﬁwwm 5



(5) 1”13—;?1@9 Pljkl(xﬁy) = Ql(xsy)*

Immers, voor vaste &€ >0, uit de¢ definities (2) en (3),

3T«
X—-Ejya-a)-7m5®u (x,v7) &P KA+ E, Y+ &)+ v s waar

D
- nm (

am
T = P(aypfqm(ﬁ) - (3 )M>&{r%ﬂj

7.—> 0 als m—»co wegens (1).
Opgemerkt zig dat de resuvlitaten varziééée: sentieel bovat

z1jn in nijgn artikel: "Jome exact formulac for the Kolmozorov-

Smirnov distributions”, Indag. Math., vol.19 (1957).

7
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2. »xacte formules. Zij nu F=G, dus Rgsecess YaseeosV

z1Jn n+m onarihankeligke stochastische variabalen, ieder met de

continue verdelingsfunctie #(s). Mct een waarschignlijgkheid 1 zijn

al dezc n+m grootheden verschillend., 7i; uqﬁﬁuﬂ;sg,.zgun+m de
48

corresponderende geordende reeks, (u.=kleinste onder KysoeesVos

cete ., ).
) . -3 ™ i . “';I - - X
Gegeven u,,...,u_ ., de functiec D(s)= _(s) Gm(s) is constant
3 < —— » E SR —— S
VOOT U, 8 <, L, (¥ =0,1,...,n+m); hier, Ug==00, U .= +0,

D<UO):D(Un+m)mO. Dug opdat -x <D(2) <y voor alle s is het nodig
en voldoende dat -x<D(z )<y (VY =0,1,...,m+n). Bovendien is

IDCuV)mD(u ) +1/n of -1/m al naar golang u,, samenvalt met cen

»
)=0, Zign c¢r

P - ~ e g
X, of v., O!mﬂg,,a,n+m). Cok al wagens D(u

S

D
1 - O).ri +-m
n sprongsen + 1/n én m sprongon -1/m cn alle ( ) mogelijks manie-

ren om deze sprong=sn te ordench ziin even waarschilijgnlijk, (aange-

B el it iy oo e Sl

zien de simultane vcwfmjjfwg?HL;T),,;ﬁ(xr)ﬁ(yq),a,F(y ) van
i

>

e - .o g gy e e £ - A >
/1 § & o v 3 ;:* A, 5 E*r? /\ 9 © o o 5 yr’l &.fi:"m g..j? }’iﬂm@ L f}l :..J C td {F_ 1 Ll‘t)(._z t .1.1:3 1.. :;{3 ) "
E i

Conclusic ale we D(uy)=z,, (¥=0,...,m+tn) stellen don 1s
m-+n , - .
(o) 1 “T(Kﬁy) oo ll il aan 1wt aantal mogell ke reedsein
(1T
e s? met o=z =Q, n of -1/m, (¥=1,...,m+n
(25 5Py ) 0" “mAnT T TV T =1/ /ms ’ ’ ) 5
~X <z, <Y, (V=0,1,...,m4n) . ﬁkwﬂz<nztkju‘ﬂv altigd cen veelvoud
2
e 4 i 1 - } - N | .
13 van d met d als net lecinste gemonz veelvoud van m ooen nj

-} : - o o~ £ ey g o e o e T - , - 5y S T s o - _ | SN N
dus mogon we aarnemoen (zie (4)), dat dx=a ¢n dy=b posilti.ve gehe

le etallen zign.,

Laten van nu al a}bjmﬂjnq vaste nositieve mencle goetallen
voorstellen, waarbl] (manﬂ}fmgﬂabemchouw alleen do parcr m,n metv

m/n :1mq/n1 g
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Dus m=1lm,, n=ln,, d=Imn,, (1=1,2,. ..). Door z, , x=a/d, y=b/d,
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1/n, 1/m met d te vermenigvuldigen, vinden we
(6) l(m1+ﬂq) “1n.,1m (a/lmﬂnﬂ’ b/lmﬂnﬂ) - Al(n +m )(O)’

1n1 177 1 1
waarbij AN(z) het aantal mogelijke reeksen (ZO,Q,,ij) aangeeflt
met z =0, Z0=%s 2y, =2y =M, of w;ﬂﬁ (v =0,1,...,N=1),
-a< 2, <b, (V=0,...,N); Ao(z)mc}; . Merk op dat AN(O);!O alleen
mogelijk is als N een veelvoud 1is van n4+mq¢

Uit de definitie van AN(Z) volgt
(7) AN+ﬂ(Z) = AN(zmmq) + AN(z+nq) als —a<z <h,
(3) AN(Z) = 0 als zg -a of z32b ,
- 7
(9) AO<Z) — OO ¢
7Z1ij t een vast positief getal, O0< t <5, Wegens AN(z)fEEN 1s de
receks
< I
(10) £(3) = > Ag(d) ¢ (G=vo=1,0,1,.04)
N=0
convergent. Uit (7), (8), (9) volgt
(11) (i) = 553 + t f(jwmq) + t f(j+n1), (-a <J<b),
(12) t(j) = O als j<-a of J=b,b+1, ..., b0, -1,
THEOREMA 1, Zij, voor |u| voldoende klein,
9
g d 00

] . =T U _ 4 ..

(13) “w:"ﬁ“r“"“ﬁ;‘*“ W“j}m“ ; "
1-tu -tu 1-t " 'u +u
meT
-

(14) d,, = 0 voor h<n,, dn/1 = -t '#£0.
Dan 18 S
(15) £(3) = a, - E §p Opppyy 318 Jgbin -1,

waarin (fo,,gcjgn ,) de_eenduidige oplossing is van het systeem
MACICRACd ) AL A A _ _ S _ .
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(16) B Gasoress To = Opes 0 (52051 sngm)

LEMMA 1. Beschouw een functie g(j), (j=..,-1,0,1,...), zodanig dat

(17) 2(3) = tg(j-m.) + tg(3+n,) als -a <J <D,
en
(18) g(j) = O als jg -a of J=b,b+1, ... ,b+n_ -1.

Dan is g(j)=0 voor J ¢ b+n -1,

Bewljs., Pas (17) toe voor een j met -a <j <b,
g(3) = Max(g(-2a+1),...,g(b=-1)). Dan volgt g(j)=0 wegens |[t]|<3.

Bewijs van Theorema 1. Wegens (13)

—1 M = 8!
1 = (1-tu -tu ') > dyu,
~ LX)

GUS

n .
(19) d,, = JO ¥ tdhwm] + tdh-;—n,}
Uit (19), (14) volgt dat de functie gedefinieerd door (15) voldoet
aan (11), (12) mits ?o ?ﬁ _,) een oplossing is van (16). Mear
wegens Lemma 1 heelt ‘11) 12) hoogstens één oplossing. We behoe-

ven dus alleen nog het geval na te gaan dat (16) ofwel geen ofwel
tenminste twee (en dus oneindig vele) oplossingen heeft, In dit ge-
val bestaat er een oplossing (ﬁ7ojga,317m 1) van het systeem

-

[}
(20) Eég; A, vpapss 5 =0 (8=0,1,...,0,-1),

die niet priviaal 1s, m.a.w,

(21) 7. =0 voor n -p<r<n, -1, 7 Mp¥03

voor precies één der getallen pmﬂ,2ﬁ,.,5nq, Wegens (14), (19), (20),
voldoet de functie

2(J) = 2 7, Catre]

=0

aan (17), (18). Uit Lemma 1 volgt nu g(Jj)=0 voor J £b+n, -1,

Maar wegens (21) en (14),

n,-p

(wa +p) = ;__O ")?P dk'i*}? == *}?nqu dnqyg O

0Q



een contradictie.,

Met behulp van Theorema 1 kan men £(0) bepalen als een ex-
pliciete rationale functie van t. Met benhulp van (10) en (6) kan

men dan een exacte formule van an(xﬁy) alfleliden. In de nadere

vitwerking van dit programma zullen we ons beperken tot het geval

Uit (15), (16) volgt

(22) f(j) = d. - d.

Wegens (13),

2 h I . r iy, r-i  i+kr

> du = —tThu 2 > (=) ()t

e X 1=0 r=0
bus

-h K+
(23) d, = -t A (877,
waar L (h=1)(k+1)]
ny IPRYS hwﬂmkr) r
(24) A, (T) = (-1 (] 17,
r=0

(25) A (T) =0 als hgoO.

In het bijzonder volgt uit (22), (25), (10) en (6),

00 A (T) &6, (T)
(26) S (1“’“‘“) P (a/kl, b/kl)T: = 87 BT
o v 4 Lyl A (T)
N a+b
meC tT}<:2“k“1; (in feite is het linkerlid zelfs convergent voor

‘3KTl<ie"q).
Wegens (24), voor h >0,

N A - 00
(27) A, (1) = <f;._ }:q(-.q)f’“" (] ‘“—") Tf’) - > o (n)1h
r= j=0 .
met N= | (h-n/k+1)] en o
1 (l1+ +iN : Al 1 h e\
(28) 0% (h) = (“’])J Z Tr(___,]) L" ( “/t}“ Y’) r’y
J 1, Ly =" t
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van niet negatileve gehele getallen met

1,l + 212 + ... + Ni. = 7.

Ugit (24), (26), (27), vinden we nu de exacte formule

(29) 1(k+’1)) 1 -

%ﬂ)] [(b 1)/ (k4 ):2 » )p+;~*§ ( aw;wkr) (b--—-;-—k:s }Z(lwp.(..a,j‘b)"

waarin dj(a+b) wordt gegeven door (28)59dj(a+b)m0 voor j < Db,

(a/kl, b/kl)

Teneinde Ql(x/lsy/l) te bepalcn, laat in (29) k-%oco, a—>o0 |
b—oco , zodanig dat a/k—+ x en b/k—vy. Hier %,y zljn gegeven
positieve getallen,

Voor gegeven J bevat de som in (28) slechts eindig vele termen.
Verder volgt uit h/k —» u, O<r gu, dat

(30) 1im kmr (?) — ur/rﬁ
K —> oo

dus ult (20)

(31) 1im k™Y o, (a+b) = f3.
K~y 00 J J
met ( ) .
b 1+ +1.,.) ! 1 1
d AT N/ 'f‘ r P
(32) }6” = (mﬂ)J = TT*(*W) (X+yﬂf) /Pﬂ 5
] E 1ty e [ ]

hier Nm[x+y], terwijl de sommatie dezelfde is als in (2d).
In verband met de opmerkingen bij (5), volgt nu gemakkelijk
ult (29)5 (30)5 (31)5 dat
Ly g e\ T S

1o LX)
(33)  Q(x/1, y/1) = =% > (-
17 p=0  E=0

hier /6j is gedefinieerd door (32), ,ﬂj:o als j<O0.



3. Asymptotische {ormules. ZL1J wecer F=G; Smirnov rceds be-
weces dat

: g d .

(34) 1im  P(sup !'E‘ (5)-G, (= )l = + =) = K(z),
m, N —y o S

voor z vast, z» 0. Hierin 1is

=2 . 2,2 )
(35) K(z) = Z(w’l)“ e K Z \/_— Z e 1"7"“""2) /32

el *

Door m sneller naar oneindig te laten gaan dan m, volgt uit (34)

(36) lim P(sup | F ( )wf(s){<:zv:§)

I"]-'-%'m u

netgeen reeds eerder bewezen werd door Kolmogorov. Dus voor vol-

doend grote steekproeven 1s het zeer eenvoudig de toetsen van Kol-
mogorov en Smirnov toe te passeﬁ

Als m=n dan is, wegent 34) cguivalent met
(37) lim P \/ \/ 2) =
N~y Co

We zullen nu een verscherping van (37) bewijgzen. Laten a,b voorlo-

1g vaste vositieve geliele getallen voorstellen. Dan volet uit (6
4 g 5

(door z,, te vervangen door atz,, =z,,'), dat
-
21
(38) Pnjn(a/nﬁb/n) = (i}) A2n(a*a);

Hierin zij AN(ijj) het aantal mogeliljlte reeksen (zoﬁ...ﬁzN)
Zozlﬁ ZI\}mJ'} Zv-%_/""“zvm"{-/} Of "'"’I]:, (Vsz/l}nﬂthm/})g O(Zv<a+b§

(¥=0,1,...,N). Merk op dat Ay (153)#0 alleen mogelijk is als N+j-1
even 1s. Verder, analoog met (7), (8), (9)

me

(39) AN-!-/‘(:L'?J) ~ l\‘[(.‘fJ /‘) +AN(15J+/\)3 (jm,}j**'ﬁcﬂq)ﬁ
(F0)  A(31,0) = ag(di,c) = 05 A(1,3) =7,
waarln c=a+b. Hieruit volgt
(41)  A(1.3) - N+ gl L 5 KT (g Ly
w(1:0) = 5= gé” sin sin —= (cos —)",
(1,5=0,1,...,c). Immers, (39) en (40) bepalen AN(i,j) cenduldig en

net 1s niet moeilijk te veriiierern, dat de door (41) gedefinieerde
functie voldoet aan (39), (40).

Door (#41) toe te passen voor i=j=a, c=2a volgt uit (38),
a=1,2,.

VOoor

¢ & 9



ny-1 ~2n o 4.
(42) P la/mn,a/n) = (7)) 27 s (a),
me T
5 (a /2] 21
(43) s (a) = = 5 (cos(k-3)E&)
k="

We zullen nu het asymptotlscih gedrag van Sn(a) onderzoeken,

Door de bekende ontwikkeling
e,

s , 2V 4+ |
can X = X +Z (QV-!—E)AVM/lX ; @(‘;{§<:—g)§
YV ="
(AV3>05.AOm1/125 Aqmﬂ/HSﬁ A2m17/2520ﬁ¢¢.)3 te integreren, vindt
men
- 1 W = % 2
(Hh)  g(w) = w [10%**““-**§]:=§:;Aywﬁy (wl<ms/h).
COS Y W W =0

Nu kan (43) gwschrev 2n worden als

[8/2] wc(“,{ ,.]-_)2

~ ) r
(45)  Sp(a)= gVE 327N exn (- fe(eh) g (F(e-5)7))
met
(46) oK = Ton /3

Beschouw verder de ontwlkkellng

m /£C i

(47) The glw) _ E 4__: AL a4
/{/‘aifl g
=0 h=0
geldlig voor \wﬂ<7§?ﬁg nierin zijgn cae congtanton é&i in princilpe
bckend %al ACL,Ifﬁxﬂi‘/wquq poglitlieve consgtanten vooratellan,
W, < TC /4 en beschouw d¢ restterm
I’QH ‘ TN
(48) = 0% S o el
48! /ur:-o h:O /a::}
Dan hebben we
m m

(49) }u}s.u,‘j }w&gw,l—:.:gxtﬁmfs MOl ul " +iw| ),

waarln de con%taﬂte M niet afuangt van u,w. Immers
6=Max (| u {/ﬂgy, W /w,1 <1 en

0o e, C |
{ Z g H ) o E § AU Gy A -0
=M /(,t,h hmo /au /] /1

AA

Om (49) op (45) te kunncn toepasscn, moeten we aldaar cerst

enige termen afsplitsen., Stel



10—

(50) = -1/ (N

AT

a
— <'§').

In (44%) is A, >0 dus @(w) > O voor O<:W*fm£/4q Dus de totale
bijdrage van de termen in (45) met k-3 > N is hoogutens gelijk aan

2 a2 *e--ockg m\/‘
a 2

Voor de overlge Termen geld?t

2 2 ! < 2\ 2
\w = ot " (k-3 ) \~$ ﬁ(W k ) = 2

e RER
7 i 1 =l c +
S (a) == V& A n\-2) D (k-3 L4
nle) = % @%;;; ;;% /“h( ) k=1 ° L) Ex(kﬂi) ]a L
waarin T voldoct aan
. AR R~ 1 2\ C ,
Tce” "M In ™2 D & (le-3 ) {[o( (k-3)c] ™ +[c><(%{--§-)2]2m},

Hicr stelt M c¢éen constante voor die nilet afhangt van a of n.

Het is niet moeiligk te bewljzen, dat voor leder re€el getal

r> -5 er een constante C bestaat zodanig dat

N - D s
ol 2 g @“dkaz) {;x(kw%)g:]rgg Ceﬂobai(1+(dvdg) )

1
K-35 24

vVoor elke kpuze der positileve getallen &, &, Door‘/&m% Te Klezen

- - ﬁ N 2 \/
volgt T=0(n 2)5 unifiorm 1n a. DOOP’AL:>L te kiezen, (o A™=Vn),
vinden we tenslotte

m 2 ]
Y 1 _ s\ AL T N ~M~5
BV Sy e 2 20 =BV G () Oln R

a
1
waarin O(n~ " 2) uniform in a geldt, terwijl
OO0 ‘ 1 2 -
2\y2 S (k-5 ) 12 7t
(52) %P(d )*-2 \[:‘"‘"‘..& 5 C [0{(1{"”2 ) 1 5
eaenigigggiggg'functie van ia.sWCg@ng
2n 2n - »,/"‘“'""" 5
(53) 2 ~ Y Tt ’H- ———-——-2- —-—---—-—-—-3- +....H..)
ET“ 128N 1024 n

vinden we uit (42) en (51) een complete asymptotische ontwikkeling
- I | - IT}- s M 5
van P (a/n,a/n) met cen restterm O(n ), uniform in a, (m=1,2,

3
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ry

det blgzondere geval m=1 gecelt
/ / '1'[72”1 C
(54) l P (a Iy d I’l) o ( i’ﬁ)l<"“’"‘“" 5
Yl O a.»::_ “n

waarin C cen constante 1s onafhankelijk van de positicve gehele
gctallen a en n. Wegens (35) en (52) is (54) ¢en verscherping van
(37). Verder ig het bijzondere geval m=2 een genecralisatlic van cen
resultaat gevonden door Gnedenko, (DAN, vol.82 (1952), 661-663).



Overschnrljdingsproblemen in Markovreeksen
Voordracht door
Prof'.Dr J.H.B. Kemperman
op dinsdag 9 december 1953

Inlelding. In deze voordracht wil ik een schets geven van een

aantal nileuwe methodes ter bestudering van overschrijdingspro-

blemen in een stationnair Markov proces. In vele gevallen leiden
deze methodes tot explicilete formules voor de overeenkomstige
overschrijdingswaarschijnli jkheden., Wegens tijdgebrek zal alleen
net geval beschouwd worden van een stationnalr Markov proces met
een discrete tijgd (t=0,1,2,...) en een discrete ruimte

(.,,,~1,03152,...)ﬁ een zg, stationnaire Markovreeks., Voor
slechts één speciale toepassing zign alle details weergegeven.

7. De noofdstelling. Ziji{gnj nmojﬂy,..} een statlionnaire Markov-
reeks met z, geneel. Met andere woorden, de Z, zlJn geneelwaar-

dige stochastische variabolen, zodanig dat de voorwaardeli jke
waarschlijnlijgkheid

r s B o B (q)
P(En+4~315ﬂm15 Enmqwinmqﬁ.,,,go_lg)_Pij

onathankelijk is van n en onafhankelil jk van de ip met VY<n;

(voor n=0,1,... en voor iedere keuze der gehele getallen

: : n : : : . . ] g .
loﬁ¢'*5inw1} L=t 1n+4miL Hierbij zijn de Pﬂm( )mP( )(1j3) £e -

1J
geven getallen met
(1) , (1) _
Py /> 0 ; %_:Pj._J = 1.

Een meer aanschouwelil jk beeld verkrijgt men door een "stochas-
tisch' deeltje P in te voeren dat op het tijdstip n de positie
z  heeft, (n=0,1,...). Gegeven z,=1_ 1s dan de voorwaardelijke
waarschijnlijgkheld, dat P gedurende het tijdsinterval [m,m+n]

cen specifieke weg z_ =1 (h=1,...,n) beschrijft, gelijk aan

P(")(io,i,l) P(q)(iqﬁig).” P(")(im,}jin).
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We voeren verder een stochastische gebeurtenisﬁfZin (ook ab-

sorbtie genoemd), welke alleen kan optreden op de tijdstipren
Os;1:256¢. o 41 f? de gebeurtenis dat X optreedt op het tijd-
stip n:; we nemen aan dat JQ volledlg onafhankeligk 1s wvan de

uﬂa en z ., met m«<n. Tenslotte veronderstellen we, dat

P(L./Q IZ mi)mqﬂfij

I —[

waarin de f&m_ﬁ(i) gegeven getallen zijn met O € p, €1,
(i=...5-1,0,1,...): (opmerking: alsLAZoptreedt op het tijdstip

[

n dan wordt P niet ter plaatse 'geabsorbeerd” doch gaat rus-

tig door'" in de zin van de Markovreeks Zn} ).

Gegeven Emfls Z1] QK n) de voorwaardelijke waarschijgnlijkheild

dat 2 in =3 en dat /2 Op geen der tijgdstippen m,m+1,..., ,M+N="

optreedt; men zlet gemakkeli gk in dat deze geroetheid niet van m
afhangt. Uit de definitie van Q§§) vVOolgT

SO CUNE I G M GO DR (DY
S8
(2) QI Z Q(m) @gk) .

" Bijna alle in de practijk voorkomende overschrijdingsproblemen

kunnen, door een geschikte keuze van de I gereduceerd worden

tot een probleem betreffende de Q( )

U

Hoofdstelling. Zij t een vaste complexe constante, f_,.fL een com-
plexe functie gedefinieerd voor alle i=0, +1, +2,..., zodanig
dat

o0
(n) n _ x
(3) E: E Q:‘LJ ‘fj t ‘«:oo voor alle 1i.
J  n=0
Stel
(1) o _
(4) £, -t Eg:Pij £ =8 als _fi¥03

(anders is g, willekeurig). Dan geldt, voor elk geheel getal 1,

(0) .o . ©  (n) n e
(5) ty = % I,]}___-__:;)Q v f gj*’% 2 Q4 T =g,

waarin beide dubbelsommen absoluut convergent zijn.



Dus, als we ter verkorting

= (n) _.n
(6) Qy , = ngo Q37 %
invoeren, dan is de laatste reeks absoluut convergent wanneer
fj¥0‘3£ fﬁgj¥05 terwijl, voor elke i, . R . .

', = . . ﬁ (1= P, o
(7) . % Qi Py & +§J: Q3 (1= py)T

RBewljs ., Begchouw de transformatie

3 T = oln) 5
(3) L@ %: A M-

waarin a=a; een complexe functie aangeeft gedefinieerd voor alle
genele getallen 1. Met a 2b zullen we aangeven dat ai?;- b

vOoor

1
alle 1. Als a >0 dan zullen we met T a <oo aangeven dat (8)

(absoluut) convergeert voor alle 1., Dus Tnfabcm: 1s een voldoende
voorwaarde opdat Tn 2 bestaat. Merk op dat Toaxa , wegens (1).

Als T . la|<eo , dan volgt ult (2), dat

o (mtn) _ ST (m) ~(n)_ (m) (n)
met andere woorden,
(10) T o.,a=T T @ als Tm+nia}£<w :

Wegens (8) kan (3) geschreven worden als

(1) 2o T

. \tnf}f<om ;

]

dus geldt (10) voor a=t" T £,

Door (4) met p, te vermenigvuldigen, volgt

vgl.(1). Dus, wegens (10), !

Tnltnﬁg! < Tn‘tnf i + TI‘H-/} } T

en (11) impliceert

(13) So7 |t peleco.

N=0
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De beweringen over absolute convergentie z1lijn een onmiddelldjk

gevolg van (11) en (13). Het rechiterlid van (5) heeft dus zin en
is gelijk aan
OO

t% T tn{fg - (ﬂmﬁ)f} Z T {t f-T tn+/‘f}_. £,

wegens (12), T T t" e= t77'r, 1 £7f — 0 voor n—seo, (uit

2. Enige Toepassingen. In deze paragraaf geeft t een vast com-
plex getal aan, voorlopig met {t\ < 1, dus is de reeks in (6)

1 -

altijd absoluut convergent. Kiest men .= J." dan geeft (4) dat

1 1
g4= J“k T Pga) en uit (1.7) volgt
_ J.K (1)
(1) Qup = 9y + € %_-@,,ij PPl
Overigens volgt (1) ook direct uit (1.2), evenals
_ Sk (1)
(2) Ui = J& r tE;:ﬁlPlJ ij'
Z1j verder
(n) . L
(3) Pij - P(Em+n“3{‘5m“l)
en
S p(n) oo
4 P, . = Pe/ ©.
) +d nzzo d
V@HH%H%?IMHﬁi‘VOOP alle J; ﬁtwﬂ zou klezen dan gaar, O&J) sh¢ Qij
over 1In P(J en Pij’ dus (2) geefl't
k (1) 4
(5) Pik = Cfi + T %: Pij ._?jk.
Kies nu f,=P., ; wegens (5) is dan gjchik. Verder geldt (1.3) we-
gens |t]| <1, lfil £ (ﬂw{tl)*/‘ en Zﬁgn]) £ 1. Uit (1.7) volgt nu
J * 1
(6) Pik = Pre Qi ¥ 293501 £5) Py

Formule (6) heeft vele toepassingen. Wegens tijdgebrek zal ik
me bepalen tot een korte schets van één dezer toepassingen.
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Z1j bijvoorbeceld fEmﬂ als j&fSﬁ waarin S:~{yqj...jyp} een eindige
verzameling van gehelc getallen is, (m.a.w. absorbtie kan alleen
h€Shee:§‘t). Door (6) toe te

passen voor k €8 vindt men (voor elke i) een systeem van p ver-

optreden wanneer P een positlie zZ

gelijkingen, waarult de Qij (j €S) kunnen worden opgelost. Ach-

teraf kan Q. (3 €3) uit (6) berekend worden.

Aldus vindt men Q. 13 als een expliciete rationale functile van
zekere Phk en p,.. baarna kKan Q(J> uit (1.6) berekend worden.

Tenslotte kan men ult

co % ' A A
(1’}) . (1’]) d 0
Qij R );O ti#)\ZﬁO Qij (>\/}§# -o}>\p)f (y/l) » o ® f(yp)

de coefficient Qgg) (kq,.
waarschljnlijkheid aangeeft, gegeven Zo“l dat En”j en dat, voor
V=1,...,p, z_=vy,, gebeurt op precies >3,van de tijdstippen

mmogq‘ga gajn“,]a

,;xp) bepalen, die de voorwaardelijke

Deze methode heeft vaak succes doordat het in vele gevallen (b.v.
in het discrete Ehrenfest model) niet moeilijk 1s de Phk expll-

ciet te bepalen.

We laten nu de e1s !tl < 1 vervallen, Ten verdere toepassling van
de hoofdstelling verkrijgt men door fi te kiliezen als een elgen-

vector van de matrix (Pg?))j m.a.w, zodanig dat gimO; dit prin-

L]
cipe werd het eerst toegepast door D. van Dantzlg. Neem nu aan
dat Dlgq) =Dy _4- Dan 1is fi: fl'((? vast) een dusdanige eigenvector

met eigenwaarde t= W ( ;)

5) — Z pJ st
J
mits de laatste reeks convergeert en yV(f)¥O. Ult de hoofdstel-

ling volgt dat

Q0

(7) Z i 5 \/f(f mn l voor alle 1 impliceertT
2
J

OO

g;g (1- ) Q ; g ;) ;

een generalisatlie van Wald's fundamentele 1dentiteit.

(8)

Men kan gemakkelijk practisch toepasbare voorwaarden afllelden,
die (7) en dus (GQ) impliceren.
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3. Peter en Paul. Beschouw het volgende spel tussen Peter en
Paul., Aan het begin krijgt Peter een bedrag i (1i=0,1,...) van
Paul. Verder, na iedere worp met een zulvere munt, krijgt Petler
-1 of +1 van Paul al naar gelang kruis of munt bovenkomt.
Zij‘gn Peter's winst na n worpen, 2 =1, éen Zi; U;(n) het aantal

—0
van de momenten m=0,1, ...,n dat zm§205 (0 ¢ U(

P

< n+1). We zijn

geinteresseerd in de waarschlJnllgkheldSverdellng Ug )(h)m
=PQE§ )mfh). Chung en Feller slaagden erin de verdeling te bepa-

: n
len van een grootheid nauw verwant aan HO( ),

We kunnen dit probleem als volgt generallseren. Beschiouw een

recks onafhankelijke gehee_waardige stochastische varilabelen
b5 555 ... elk met dezelfde verdeling

P($, = 3) =p, (J=0, +1,...).

L] = + v 0wt =1), waarin 1 een vast niet-nega-
21 verder Z. 1+55 Sn 30 A

tief geheel getal aangeeft, Dan vormen de z, e€en stationnaire

Markovreeks metT

(1) _

1] B

j-1i

f} nog aan nadere

beperkingen onderwerpen.

7Z1j verder de absorbtiecﬁ?zodanig gekozen dat

I

(1) P 1als J>0, p,=F als Jj <0,

g
waarin p een vast getal voorstelt, 0= p <1, Dan geeft,ﬁngj)cﬁa
voorwaardeliijke waarschijnlijkheld aan, gegeven zomi, dat zﬁmj
e datug?op ceen der momenten m=0,71,...,0 optreedt. Dus, 1in ver-
band met de definitie van Jgﬁ

(2) f} Qigm) ij§% (n)[)Jf’ 5

waarin Q( )ij de voorwaardelijke waarschijnlijkheid aangeelt,

1]
gegeven z =1, dat z =] en dat z_ €0 cebeurt op precies A van de

ogenblikken O,1,... m. Tenslotte geefl't
(3) * Z SJEURY

de gezochte voorwaardelljke waafschlgnligkheld aan, gegevenigomi,
dat z_ <O gebeurt op precies A van de ogenblikken 0,71,...,M.
—m
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Tenelnde deze grootheden te bepalen, passen we de hoofdstelling
toe met O < |t <1, fimul, waarbij |ul] =1, (t vast, u variabel).

Dan is (1.3) voldaan wegens :Z:Q( )H_ . Verder is gim(ﬂﬂtxﬂ(n))ui
me <t
M)

(H) Y () = Z pu

Aldus volgt

(5) "= (-t (u)) E:Qlj f’u-i*ZQlJ’lf)
waarlin belde reeksen absoluut convergent zijn, terwijl
(6) Q. , = }Qi Q{n) 1

Stel verder

(7) Fi(u) = 2 QlJuJ-’ Hl(u): Z Ql qu

waarin beide sommen absoluut convergent zijn als |ul] =1. Wegens
(1) en (7) volgt nu uit (5)

(8) = (-t () [ e EL ()4 () | +(1-p)F, (u),

dus

(9) Fo(u) = (1= ptyw(u))™ " [ut=(1-t w(u)H, (W) ] ,
mits |u{=1. Neem nu aan, dat

(10) ’ p, € Cad, (3 £0),

waarin C en a positilieve constanten zlijn, a <.
In dit geval kan men het geldigheidsgebied van (9) uitbreiden
door Fi(u) analytisch voort te zetten.

Vooreerst 1S Fi(u) analytisch voor |ul »>1 met inbegrip van het
punt u=ce, Vervolgens is Hi(u) analytisch voor lul <1, continu
voor |ul €1, terwijl H,(0)=0. Tenslotte volgt ult (%) en (10) dat
¥ (u) analytisch is voor a <}jul] <1, continu voor a< Jul < 1.

Als iu{mﬂ dan 1s Q}V(u)lsgﬂ dus bestaat er een constante R met

a < R <1 en }V(R)c qj (t was vast, O*<(t!-<1)¢ Verder 1S

( ) (n) _ P(Zn

13 < -1



terwijl
314-. f, ,+5n

Zpgh)Rj - E(R ) =y (R

Wegens (6) volgt hieruit dat de reeksen in (7) absoluut conver-
gent ziJjn voor u=R, dus 1is Fi(u) zelfs analytisch voor ‘ u} > R.

)“ﬂ

Nu geldt (9) voor ‘u]m/l., terwijl beide leden van (9) continu zijn
voor R <|ul« ’lj analytisch voor R< (u| <1, dus (9) geldt voor alle
u met R <{ul g1. Tenslotte levert (9) een analytische voortzet-
ting van P, (u) tot het gehele gebied |ul >a, (zodanig dat (9)
celdt), met uitsluiting van de nulpunten van 1- pt v (u), waar
Fi(u) een pool kan hebben.

Het bovenstaande principe laat vele toepassingen toe. Tenelnde
het verhaal niet al te lang te maken zullen we ons nu beperken
tot het geval dat

(10) pj:Oalsj<w”\3 p_,>0, 0 < p<1.
Dan 1s
< ]

analytisch in O0<|u} <1 met een enkelvoudige pool 1in u=0. Verder
celdt (10) voor elke a >0, dus levert (9) een analytische voort-

zetting van B&(u} tot het gehele u-vlak met inbegrip van het

punt u=c doch met uitsluiting van hct éénduldige nulpunt 27 van
1- P L YW (u) met L71-<1; in het bijzonder 1s Fﬁ(u) rationaal. Ver-
der, wegens (9), 120 en H, (O)m ., hebben we F;(O)moﬁ 713 tenslotte
f het eenduidige nulpunt V'm 1-T yf(u) met {5 [ <1, ( 5 4 4?) . ban
volgt uit (9) dat F. (f (1= p) = 5 . Bovengenoemde eligenschappen
bepalen de ratlonala functle F.(u) eenduidig, dus

(12) (1-p)F, (1) = (5=-72)5"Tu(u-n)""

Verder, wegens (3), (2), (6). (1), (7), (8) en y(1)=1, |
> Z AP e = S S ey all)e”
n=0 A =0 T n=0 J L1J

dus uit (12)



mgm

o 00
13) Ugn) V£ o gt gt (1- ~7) (w&:)”.
( n;() RZ:O + 2 ! o 2 7]

Hierin 1s } cenduldlg bepaald door }?l<:1,

o =y (5)7 1 = §lo_tpy 5+ P )T

dus fm ;(t) is analytisch 1n T (itl < 1) en 5(0):05 Verder 1s
7 = f(pt). Laten nu de constanten d(}d en/ng) gedefinieerd zijn
door

O

— A

(4%) (1-m) " = 2N (),

A =0
en

1~ - N (n).n

(15) FT (-5 (1-8)T = > AT

met,ﬁi(n)=o als n<i-1. Dan volgt ult (43)

o)y (M

<16) Ui (7\) = /Si(ﬂ-X)

mits A ¥

Hierin 1s
- L [ epT B A fen T vy

(met een kleine cirkel om nul als integratieweg), dus iS<x(

A+

dy (§)

x)

g€ -
1ijk aan het residu in u=0 van de analytische functie

~(1-w) Ty (a) ()T

Evenzo iS,@i(n) gelijk aan het residu in

u=0 van de functie (1w3ﬂ(u))“11fi(u)(ﬂmu)ul“1y?(u)n
In het oorspronkelil jke spel tussen Peter en Paul 18
-
yﬁ(u)mé(u"1+u) dus Y '(u) = ~(1wu2)/(2u ) .
A

Dan 1s <x<x> geligk aan de coefficient van u in de ontwlikkeling

van 27N (14u) (14u°)" ]

aan de coefficient van u

in machten van u. Verder 1%/6 (n)gelijk

0-1+7 in de ontwikkeling van 2 n(4+u)(ﬂ+u2)n

in machten van u. Dus volgt uit (10):

() = 27 (f\i}zﬁ([(nﬁ??m >/2”J) SRS

Uit (17) kan men op de gebruikelijke wijze een '"boog-sinus-wet”

(}

afleiden, vgl. W, Feller, An introduction To probability theory
and 1its applications, New York (1950), p.252,




De asymptotische verdeling van rijen in een compacte groep
Voordracht door

Prof .Dr J.H.B. Kempcecrman

Woensdag 22 april 1959

1. Afrondingsfouten.
Voor r=1,2,...,0., 2zi] gr(n) een gegeven re&le functie, ten-
een gegeven gehele

minste gedefinieerd voor n=1,2,.,.., €n z1l] C .

constante. Neem aan, dat we dc¢ linealre combinatie

hin) = cng(n) L. cpgp(n)

willen berekencn voor n=1,2,... met behulp van een rekenmacnine,
die alleen gechele getallen kan voorstellen, De gebrulkelljke methode

ledidt dan Tot een foutv

(1) Y, = CaX,, F oeee Cpxpn S
waarin ﬁ

. | iy
(2) x = g.(n) -1 g.(n) + 3 ]

de afrondingsfout voorstelt in de representatie van gp(n) als

lg.(n)+5 ]

Probleemn: wat kan men zeggen over de yn? Natuurlijk 1is
& (}cq}+,.g+ﬂcp})/25 doch in het algemeen 1s deze schattlng

|V, ]
veel Te ruw,

Teneinde iets meer te kunnen zeggen, neemt men vaak aan dat
de xPn(rengga,ﬁp; n=1,2,...) beschouwd kunnen worden als onainan-
kelijke stochastische variabelen, ellkk met cen gelijkmatlige waar-
schijnlijkheidsverdeling 1n [m§ﬁ+%j], Als dit inderdaad het geval
is, dan kan men gemakkelijk de (al of nilet simultane)waarschijn-

11 jkheidsverde ling van de Y berekenen. Bijvoorbeeld, als p groot

.b [, 2 2

is en c <:~'-=::'\<:z/l L...+c © dan zou y._ ongeveer normaal verdeeld zl]Jn
o . 2 2 1’3\/ Z . Ly

met een sprelding gelijk aan ¢ = (c,1 +“,+cp )/123CNHEEBQJ*5 <

zeldt met een zeer hoge waarschijnlijkheid (n vast).
Dit alles klinkt erg mool. Helaas, als b.v. gq(m)ﬂ\fgj is het

reeds volkomen zinloos te zeggen dat het getal XWBM\[E“Q een stochas-

o o o o = a o ¢ 1 1
tische variabele is met een gelljkmatlige verdeling 1n‘:w§3ﬁ§]a
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De situatie kan evenwel gered worden door over te gaan op de
asymptotische clgenschappen van der@eksen-{x } , (r=1,...,0).

41 ,¢* €een nlet negatieve reguliere Rorel maat o
1 1
T = | -4, 5 ]
1

waarin -5 en +%& ziijn geidentificeerd, (I)=1. Dan heet M, de

(I)=
(asymptotische) verdeling van de reeks {Xrn} als

: g
(3) 'nii@ ﬁ-[aantal m=71,...,n met Xpmé*A] x/&P(A)ﬁ

voor elk deelinterval A=(a,b) van I, zodanig dat de verzameling
der eindpunten a,b een /mpnmaat nul heeft; (natuurlijk heeft niet

ledere reeks een dergeliijke verdeling). Ecn met (3) aequivalente
def'lnitie is:

. “ -
() TS (£ )kt (k) .—:.jf(x)d/u.r(x)j
—> GO
voor elke op I continue functie, P (-5 )=0(45). Ala{xrn} de Lebesgue

maat op I als (asymptotische) verdeling heeft dan zeggen we dat
{Xrn§ een 1in I gelijkmatige (of uniforme) verdeling heeft.
Neem aan dat, voor rv=1,...,p, de reeks-{xrni een vercdeling

Jﬁ,rheeftﬁ We zullen deze p reeksen (asymptotisch) onafhankelijk
noemen, indien

/ [
& o :_;f"‘; — f‘i |
(5) Lim - 2 '”’](X’]m)'”f (X ) ff,ld/.{,./i...‘/ pd/ﬂ.pj

N —y o0 z pooopm

voor elk stel continue functies fﬁ(x)jn.ﬁsfp(x) op I. Als dit het

geval 1s, dan heeft de door (1) gedefinieerde reeks { yn} een asymp-
totische verdeling v in de zin dat

: ]
1im - (g(y,l) +%37 ) ) [Ea
[l OO
voor elke continue functie g(y), (-co ¢y < +oo ). Hierbij is v (A)

precies gelijk aan de waarscnignlitheLc dat S= cqﬂq+ +chp€hA5

vwmnru1<ﬁajx onaihankelggk stochastilische variabelen zijn met
X ¢ 5, Pr(x € B)= 4 (B) als BCI, (r=1,...,p).

2. Compacte groepen; inleiding.

Men kan I opvatten als de groep der re&le getallen (mod 1).
Z1J nu G een vaste compacte groep, additief geschreven, d.w.z., G
15 zowel een compacte Hausdorff ruimte als een additieve groep zo-
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danlg dat x-y een continue functie is van x,v. We zullen voor het

gemak aannemen dat G aan het tweede aftelbaarheidsaxioma voldoet.

Z1j 03 de & -ring gegenereerd door de open deelverzamelingen
van G; een Bew heet ook wel een Borel verzameling. Onder een

Borel maat 4« op G verstaan we een eindige niet negatieve maat op
&> ., We zijn alleen geinteresseerd in de reguliere Borel maten, dus
cen Borel maat « met de eigenschap dat, voor elke A&{3 en elke
c >0, men een afgesloten verzameling CCA en een open verzameling
UDA kan vinden met w(U)-¢ < «(A)< w|C| + €.

Een zeer speciale (reguliere) Borel maat is de z.g. Haar maat,
dle eenduidig bepaald is door de eigenschappen

A (Atx) = M(A) = (X+4), ‘A e ¢3),

/x(G):ﬂ, Een dintegraal t.o.v. deze maat wordt gewoonlijk geschreven

als Jf(x)dx.

Z1ij C(G) de Banach ruimte van alle continue functies f op G

met de uniforme norm

o]l = Sup | £(x) |

Voor elke Borel maat‘/g definleert

(6) et o= [ fap (feC(q),

een (continue en) lineaire functie w .f op C(G) met «.f20 als £ 30,
Omgekeerd, met elke zodanige functie «w -f correspondeert een eendul-
dige reguliere Borel maat « (A) op ¢3 , zodanig dat (6) geldt.

Met een maat op G zullen we voortaan altijd bedoelen een ele-
ment in de collectie 97 (G) van alle regullere Borel maten & op

Rovrepiranty.

G (= niet negatleve lineaire functies op C(G)) met « (G)=1. In

777 (G) definileren we nu een begrip convergentie als volgt

AL A als q/%n,fwmﬁﬁbbnf voor elke f e C(G),

Men kan bewljzen: als u _ — w0 02N geldt

_,,,_..

[f d H-,»,»] P2

voor elke begrensde functie f(x) op G waarvoor de verzameling der
dlscontlnultelten eegja,mmaat nul heeft. Omdat C(G) separabel 1sﬁ



U

volgt gemakkelilijk met de diagonaalmethode dat elke rilJ 1n 292(G)

een convergente deelrlj heeft.
Onder een representatle van de graad r van G verstaan we een

continue homomorphe afbeelding D(x) van G in de groep van alle rXr

vhitalire matrices:

D(x+y) = D(x) D(v),

dus D(mx)mD(x)"qu(x)l. De zeer speciale representatie, dile aan
elk element X het complexe getal 1 toevoegt, aangeduld metT DO(X>5
heet de triviale representatie van G.

Kics nu ult elke collectie van aequivalente representatlies een

irreducibele, (dit kan).
Dan vindt men hoogstens aftelbaar vele irreducibele, niet ae-

gquilvalente representaties Dmm((gij(m)))j (m=0,1,2,...), zodanig dat
(Peter-Weyl) de collectie van alle lineaire combinaties van de

(m) dicht 1ligt in C(G). Dus geldtw/xn~a~j%ajzodra

. s
1 J

./%igijmlwyfpb~gigm> voor alle 1,J,m. Of korter: A —» & dan en

alleen dan als

(7) [ op(x)a ey, — [ D (x)ae (m=1,2,...).

Z1j opgemerkt, dat voor de Haar maat jﬁDm(x)dxxO, (m »1). Dus
noodzakelil jk en voldoende opdat‘/xn convergeert naar de Haar maat

18

(8) | 1im y[ D (x)d e = O, (m=1,2,...).

I - OO
Wanneer G commutatief is dan zijn de dirreducibele representa-

tles Dm van de graad 1 en heten ook wel karakters: continue homo-
morphilsmen van G in de multiplicatieve groep -{}zijmﬂi} van com-
plexe getallen. In het geval dat G de k-dimensionale torus

Ix...xT is, zijn alle karakters van de vorm
engl (1/1}{/14'.; . » +‘1L{Xk) 5

82v:ilx

Finghirtigonilll
Npr——

D(x) =

met l/ij“”lk geheel,

3. Reeksenineencompacte groep.
21 ] X € G, (n=1,2,...). Aan de reeks aam{ixn} voegen we als
volgt een reeks b in 27 (G) toe:



-5 -
R N R _ | -
/a’n(A) = ﬁ[aantal m=71,...,01 MeT Kme A] .

(A e 63), hetgeen acquivalent 1s met

:f‘(x,}) +,”+f‘(xn)3 (feC(G)).

Zij W(w) de (niet-lege) verzameling van alle accumulatiepunten
van de verzameling {/uq,/&gj.,g} in 2?7 (G). Indien W(w) slechts

één element « bevat dan heet « de (asymptotische) verdeling van
de reeks {}znij, Indlgn fix } de Haar maat als verdeling heeft
dan zeggen we dat { X 5 gcllijkmatig verdeeld is in G, Noodzake-

11 jke en voldoende voorwaarden hiervoor zijn

n
/} | '

(9) 1dm — j{j ng) = | D _d W (m.bﬂ)j
n—»co J=" - v ! j

regspectievell jk,

1 1

(10) lim - Z Dm(xj) = O, (m »1).

N~y co =]

Voorbeeld, Lizn clement a € G heet ergodlisch als de reeks {na}
gelljkmatig verdeeld 1is in G, Zulke elementen beéestaan natuurllJk
alleen als G commutatief is: neem aan dat dif het geval 1s. Wegens
(10) 1s a e G ergodisch dan en alleen dan wanneer

1) I .
. 1 a .
lim = S D (ja) = 1lim - S Dm(a)J -~ 0,
1 — 0o d 1] —t O d

ma . w. Dm(a)+1} voor elk niet-triviaal karakter Dm(x); (hieruit
volgt gemakkelijk, dat in een samenhangende abelse compacte groep

de verzameling der niet ergodische elementen de Haar maat nul

heeft ). Bewering: a € (G is ergodisch dan en alleen dan als de ver-

zameling { 3,22, .. } dicht ligt in G; (in G spelen dus de ergo-
dische el :

ot

ementen een analoge rol als in I de irrationale getallen).

Immers, zij H de afslulting van {aJQaj.ﬁﬁ} , ecn afgesloten onder-
Z2roep van G. Als H&4 G dan bestaat er een niet-triviaal karakter

dat op H de waarde 1 aanneemt.

U

4. Onafhankeli jkheid.

Laten Gﬂ,Gq compacte groepen voorstellen en ZlJ‘X e G

/1.3
ynéiGgg (n=1, 2,...). Neem aan datﬂ{ n} ,{iyn} cen verdellng cezlt -



ten: A€IR (G’1> AL E BQZ(G@_) . Ve nocmen ac reeksen
hankelijk als de reelrs { (% ,v_ ) } s
N N

Gﬂ X Ggﬁrg een
die hetT product is van de maten A en AL, Dugs moct

c(G,), geC(Q,), dat
1§
L
(11) lim  — > f(x)e(y.) = (» -f o).
o w2 (% )e(y;) = | ) (e -g)

In feite geldt (11) nog steeds wanneer f(x

t.o.v. Ax 4 Dljna overal continu. Een noodzakel

voorwaarde voor de onalhiankelijkheid van { x ¢ v I is
ny-ton

N
,.; ] -
(12) lim — > D (x.)T
n-—s»oo =+ 4 P
VOOP elke P@pregéjntatie qu( 5y) hwp(}{;)i}f“‘{(\lﬁ> ﬁﬂ gw% x Ggﬁ {i;};} 7y

Dq van dezelfde graad).
Theorema 1. 41 { Xn} in G,‘ 5 { }/n} in G, onafhankel:

regspectievelijke verdelingen A cn & ., Z21J h cen albeell
G2~—-—>- G,] die continu is in elk punt bulten ecn deelverz
Gr2 met « -maat nul. Dan zijn de reeksen {Xn% en { h ( Yo )
afhankell k.

Als bovendien {}%3} celijkmatig verdeeld is in G
{xn+h(yn)},

Gevolg. Gegeven een in G, gelijkmatig verdcelde reeks {x,_}
en een van { Xn]f onafhankell jke rceks { };n?s kan men cen groot aan
tal nieuwe 1n C.},] cellijkmatig verdeelde reeksen o onstrueren

Bewljs. ZiJ z_=h(v, ). Als g €eC(G,) dan 1is g(h(y)) bijna over-

-

l

& ik

al[/u.,] continu in G-,..)_? dus
Lim /] Zgj / ) mj%(‘fﬁyq)dﬂ = Y g

n — 0o
m.a .w Z 75 in ("}/l heeft de verdeling ¥V . Analoog V olet uit (11),
dat {X en { 7z } onafhankeliljk zijn. Neem nu aan dat A de Haarp
N N o
maat op G,1 is. Dan 1s, VvVOoOr Dm niet triviaal.
1%: o)
d _ 0 b ".; ™ >
1im — Dm(xﬁ—%—,{jj) — J11m - . Dm{ {J)LmK&J
[l =~ OO 1~ GO
; _ . ) =
-::ID dK[Dde-—-Q f—-fmdv ’
m.a .w { X . +Z } ig geldijkmatlg verdeeld 1n z:,;:,l .



Toepassing. 2ij G, =1, ¢
{ (Vqpse sV gy)} 10 10 onafhankeliju
matige verdeling in 1Y

ries nu een begrensde functic hm (w
de periode 1 in eclke component . i
interval, en stel

U_Pn = XPl’) + hf‘ (:\}7,.,}!“5 . . ”J;?wn>

T p W A ] ! T Pl e } . . \ P s
Ly Mea . W. Q& reciisen {ur‘*nf (tﬁx"tﬁ,,,ﬁm) 11N

cen gelljkmatige verdeling in T,

Aangenomen dat { yﬂn’°’°5”;n)} cen verdell

(hetgeen het geval is als elke v van de vorm

cestelde voorwaarden voldaan dan en allecen dan als

X o, - v
{quqn%,aa+lp+qvqn} gellijkmatig verdeeld 1is
der gehele getallen 1

0 +q

R | met 1..,....
SRR N ERETS
Verder 1s het bekend, dat~{zn} cedeflinie

w4

M |
(/]j) anz C L / 5
j=0 ¢

(cj rcéel, o, > &> ana;>¢xM:>O) dan en alleen dan

o
T verdeeld is wanneer het polynoom (13) niet

naal = alle o . geheel, alle C rationaal).

(1) x
f ) rn(
| 11) Voor geen keuze der gehele getallen lqﬁ,ﬁaklp

g 19 " /
all('; ﬂ‘dlﬁ 1 ] /]}{/1 > & © %—l"§)~}*C13 an

Voorbeeld: do reeksen

~1Fa o gin Eﬁfﬁn3}~

¢ . 70 e v =, .
(gercdurcerd (mod 1), zign onafhankelljk en
in T als b.v. o ,...,€ pogsitiel zign, o ,/f
5, &, LAO, A irrationaal als o« gehe ~el, B0
ceheel, A cn B rationaal onafhankeligk als

L

= "y ) . e T B L { 2« - . r i“z “‘%“‘"
Kulper [:j:} bewees receds dat i )

rmrthg'verdeelﬁlﬁiin1II§‘ha3ﬂ crken op dat { n  +s5in

nooit gelijkmatig verdeeld 18 1D L.

(r=1,...,P; n21). Dan is -{(uﬂnﬁ.v.ﬁuﬂn)} goell]

r=1,...,n), v._ (s=1,...,a) is (mod 1) een
nig

¥

by oy
ONa i nanke
d4. 4 ; N AL 4

era aoor

+q°

T } E ?ﬁa

J i 4 o 4, ;1

FOEH ]

* ¥ # " {%. i & 4&
%?*

Dus is aan alle gestelde voorwaarden voldaan wanneer

een rationaal polynoom {mos

hee 't
A S N ﬁ

ig

M f“’% £
ol i a{nﬁ




8.

Beschouw weer een tweetal compacte groepen G13G2 en punten

Xne.Gqﬁ ynéang (n=1,2,...). We zeggen, dat {Xn% 1N Gq een sterk
celijkmatige verdeling heef't als

uniform geldt in a, voor elke niet Triviale rcpresentatile Dm van

G5 (dit is b.v. het geval als x_=na met ae G, ergodisch).

Theorema 2. Zl1] k een vast geneel getal 2 0 en zli]

x! =4 .. X o= A L. \ waarin A U =u -u ).
18 sq ZSSK nﬁ*%ﬂ El} Askfn’ ( - SN N+S n)

Neem aan dat aan één van de volgende voorwaarden 1is voldaan,

(I) Vecor elke keuze van de positieve gehele getallen S5 w055
is{xé} sterk gelljkmatlig verdeceld 1n Gqﬂ terwljl ziﬂyé~+-0,
(II) Voor elke keuze van de positieve gehele getallen

Ssee.,8, 18 $ le]} geligkmatig verdeeld in G, en zijn § x ! } ,

{yg} onafhankelijk.

Bewering: voor elke keuze van de continue afbeelding

h:G2~+ Gq 1s de reeks {xn+h(yn)} gelljkmatig verdeeld 1n Gq.
Opmerking: Onder de gestelde voorwaarden heeft {Xn} 21tija

cen gelijkmatige verdeling in G, (Hlawka | 1] ), doch a>x{yn

cehoef't nliet eens ecen verdeling te hebben., Ge€indigd wordt met

cnlge toepassingen.
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