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1. Inleicling, 

Men zou het vermoeden van F. Morley: 

( 1 ) (n geheel ~ o) 

kunnen beschouwen alr::: het begin van een speciale ontwikkeJ.ing in 

de theorie der gegeneraJ.iseerde hypergeometrische reeksen, die 

erop gericht is deze reeksen in bizondere gevalJ.en voor te stel­

len door meer elementaire functies. Onder een (gegeneraliseerde) 

hypergeometrische reeks (functie) verstaat men een reeks van het 
type 

( 2) l a--1,,.,_,a ;x] ~ (a--1)1 ,.,(a )1 k I' 1 n L 1,c n:e 
n"n-1 b,p,,._,b .1 = 1 c· k!(b 1 )k,.,(b ")k x' 

1 n- ,c= J n- 1 

waarin n een natuurl1,Jk getal is 5 a 15 , .. _,a 113 b1 , .. ,~bn_/1, x com­

plexe getallsn zijn, ceen der b 1 s geliJk aan O of een negatief 

geheel getal, en (a)k ged0finieerd is door 

(a)k = a(a+1) , .• (a+k-1) als keen natuurliJk getal is, 

(a)k = 1 als k=O. 

Voor de convergentie van (2) ls voJ.doende voorwaar'de Ix\< 1. De 

reeks (2) kan oak nog convergeren voor waarden van x met lxl=1. 
In deze notatie luidt de formule (1) 

( 3) F [ -2n,-2n.,-2n;1 '] __ (-'1)n (JnLl_ . 
3 2 1 •, 1 - ~ 3 

- { n ! ) 
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Voor n=2 gebruiken we ook de notatie 

In deze voordracht zullen 5 verschillende bewiJzen warden gegeven 

voor (1) of enigszins gegeneraliseerde identiteiten, Afgezien van 

het historisch eerste bewiJs (paragraaf 2)) zijn slechts bewijzen 

gekozen> waarvan de methoden ook in andere gevallen toepasbaar 

ziJns en tezamen een overzicht bieden van de in deze tak van wis­

kunde gebruikelijke methoden. Voor andere (of analoge) bewijzen 

wordt nag verwezen naar [6t [7], [BJ, [9] en [10]. 
Een overzicht van resultaten en methoden vindt men in [1 J. 

2. Het bewijs van Dixon [2] voor de formule 

( 4) 

Dixon merkt op dat het linkerlid S van (4) gelijk is aan de coef­

ficient van y 0 z 0 in de ontwikkeling naar machten van yen z van 

( -1)2n( -1)2n( -1 -1)2n y-y z-z yz-y z , 

d k 1 .. k , )!--:rr, . t o.1e o. i o, . d r . en us oo ge i,J. aan oe cote; icien vane e -r in e - ourier-

ontwikkeling van 

( i0 -i8)2n( lro -iw)2n( i(e+w) -i(6+f)) 2n e -e \e l-e , e J -e . 

Bijgevolg is 2-rc 2-n:: 
( -1 ) n 1+ 311 f j 2n . 2n . 2n ) S = () sin 6 sin <f sin ( 6+(f d8d<f . 

4rc.'- 0 0 

?n We passen nu de binomiaalformule toe op sin~ (e+o/) = 
( . ) ~:11 sin e cos 'f + cos 9 sin 'f J en vinden 

~ ( _ .-1 ) n J.i 3 n 2n 2n 2-rt 21't'. ? k ) k 4 k 
'"' == - i ~ ~ ( k) f J si·n'Ln+ e c.n- . n- k ,__, __,, L COS 6 Sln (fCOS <f d8dlf. 

Lfrc'- k=O o o 

Door gebruik te maken van de formule 

1'( 

f '2" m-1 
COS X 

0 

sinn-'lx dx _ ½ r(~·m) r (½n) 
r(½(m+n)) 
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([3], p.256),kan men dit hcrleiden tot 

Nu is 

, (-1)n(l.~n) ! 
S = ,-) F ( -n, n +-~; -2n ¥2 ; 1 ) . 

2 211 ( n ! r-( 2n) ! 

F ( -n , n +-½ ; -- 2n +-1 ; 1 ) = 
(-3n) 11 

( -2n +½) n 

(Zie b.v. [1] Jp.3), en zo vinden we t0;nslotte 

= (- 1 )n (3n)~ 
(n! )3 • 

3. Het bewijs van MacMahon ([!+] ,Vol.I; p.121) voor de formule 

Dit bewijs is <ccn toepassing vDn het zogenaamde 11 Master theorem'' 

van MacMahon ([l~], Vol.I 2 p.9'7L dat als volgt luidt: 

Zij A=(aiJ) ecn n x n matrix en x 1 , ... _;x 11 onbepaalden. Laat 

x1 , ... 2Xn gedcfinieerd ziJn cloor 

( 5) A 

dan is de coUfficient van 

geliJk aon de Jo0fficient 

I:) 
_; 

C C C C 
1 n . 1 ri ) x 1 ... x in x1 ... X (c. geheel, :J!r. O 

C n C n l 
van x, 1 ... x n in de ontwikkeling van 

I n 

( 6) ! ( 1-a 1 x 1 ) ..... ( 1-a n xn) 1-1 . 

(Het produkt is symbolisch: men moet a 1aj ... a 1 vervangen door de 

symmetrische onderdeterminant van A gevormd uit de i-de, J-de. ·••> 

1-de rij en kolom). 

Wij passon dit theorema toe met n=3 en 

A ::.--=( ~ 
-'1 

-1 

0 

1 -i) 
m m m en zoeken de coefficient van x 1 x 2 x3 in de ontwikkeling van 



-1!.-

m m m ( )m( )m( )m x1 x2 x3 = x3-x2 x1 -x3 x2-x1 . Deze coefficient is, zoals men 
gemakkelijk nagaat, juist 

terwijl (6) in ons geval gelijk is aan 

In het rechterlid zoeken we de coefficient van x1mx2mx3m. Het is 

duidelijk dat deze coefficient slechts ongelijk nul is, wanneer 

m:::::2n (n geheel ~ 0), Em dan gevonden wordt als coefficient van 
2n 2n 2n i ( 1 ) 3n ( ) 3n D •·rri , t i x 1 x 2 x 3 n - x 1x 2 +x 2x3 +x3x'1 . eze coe cien s 

(- 1 )3n (3nH . 
( n ! ) 3 

Het boven geformuleerde 11 Ma ster theorem!! kan .i anders dan in 
[ ] c1 en 4 , als volgt bewczen warden. De coefficient van x 1 ... x11 in 

c1 en 
x1 ... X11 kan geschreven warden in de vorm van een n-voudige, 
complexe integraal, 

c1 en 

(7) (2:i)nJ ... J X\1~~-Xn cn+1 dx1 ... dxn' 
x1 ... xn 

waarbij x1 (1:::::1, •.. ,n) eenmaal de cirkel Ci={x1 j jx1 \=1J doorloopt 
in positieve richting. Een voortbrengende functie voor deze co~f­

ficienten is 

( 8 j = 

\1 

De verwisseling van sommaties en integraties is gemakkelijk te recht­

vaardigen, wanneer men jz1 ! ~ 2~a (i=1p,• .,n) neemt met 

a=r:ia~ ! aij I . Het laatste lid van (8) is anal-ytisch in ieder der 
l,J 

\ 



z 1., wanneer I z - \ ~ ~ is, bovencUen is clan de matrix l c_.rl8 , 

( 9) B( z) = 
-8,::i,1z-1 1-a 20 z 0 .,, -8,J Z 

~ ! L. C ell n 

niet singulier. We gaan in het laatste licl van (8) op nieuvve inte­

gratievariabelen y 1 , ... ,yn over, gedefinieerd door 

( 10) 

Aangezien 

(

y 

r -- B( z) 

X 
n 

( i= 1 , ... _\ 11 ) 

is, doorlopen y1 , ... ,yn gesloten wegen, wanneer x1 eenmaal c1 door­

loopt, waarbij y1 eenmaal om de oorsprong loopt, maar yJ (J/i) niet 

om de oorsprong loopt. Voor y 1 (i=1, ...• n) kunnen we dus een weg w1 
nemen die 6~nrnaal in positieve r hting om de oorsprong loopt. We 

vinden 

( 11 ) F( z) -
det B(z) 

Tenslotte gaat men gcma 

t ( ,1 ,.. C/ ) ( /I ,,., z ) ! 
:.:....-:: I -c'. _,,-, t. .. J A ID 11 "' -r~, J i J 

I : 11 n 

waarin het rcchtarlid de boven beschreven symbolische uitdrukking is. 

4. Het bewijs van Watson ([5] en [1] ,p.13) voor de formule 

(12) F [ E1 J b 3 c 3 ·1 "'j = r ( 1 +-~ a ) r ( 1 +a - b ) r ( 1 +a - c ) fl ( 1 ¾· a - b-c ) 
3 2 1 +8 - b > 1 +a - c r ( ✓1 +a ) r ( 1 +-~ cl - b ) r ( 1 -+-½ cl - c ) r ( 1 +a - b - c ) 

Bewijs. Dit bewiJs maakt gebruik van de formules van Gauss 

( 13) 

en Kummer 

F(aJb;c; 1 ) = r(c)r(c-a-b) 
r(c-a)r(c-b) 

(Re(c-a-b) > oL, 

I ; 

! 
{' 
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( 14) F(a.;b;1+a-b;-1) = r( 1+a-b)r( 1 +-~a) (Re b<½), 
r ( 1 +.1 ) r ( 1 +§· a - b ) 

die hier niet worden bewezen, maar wc1arvoor naar de literatuur 

wordt verwezen ([1] p.2 en p.9). 
Eenvoudigheidshalve ncmen we aan dat alb enc niet-negatief 

z ijn en da t 1 +J2a -b-c > 0 is. De reeks ( 12) is dan a bsoluut conver­

gent. Dan geldt voor n ~ 0 vanwege ( 13) 

en dus 

(15) 

F(b+n,c+n;1+a+2n;1) = r ( 1 +a + 2n ) r ( 1 +a - b-c ) 

r ( 1 +a -b+n) r ( 1 +a -c +n) 

r(a) r(b) r(c) [ a, b, c , 1]= 
3F 2 1+a-b, 1+a-c 

( 1 +a - b ) r ( 1 +a -c ) 

r ( a +n ) f1 ( b +n ) r ( c +n ) = 

, 

n ! r ( 1 +a -b +n) r ( 1 +a -c +n) 

r (a+n) r (b+n) r (c+n) F ( b +n J c +n; 1 +a +2n; 1 ) = 
n ! r ( 1 +a +2n) r ( 1 +a -b-c ) 

00 

z: 
p,;t) 

f__ r (a+n) r(b+n+m) r (c+n+m) 
m=O n!m! r (1+a+2n+m) r (1+a-b-c) 

= 

p 
2- r ( a +n) r ( b+p) r ( c tp) = 
n-;;-o n l ( p-n ) ! r ( 1 +a + n + p ) r ( 1 +a - b- c ) 

r(a) r(b+p) r(c+p) F(a_,-p;1+a+p;-1) = 

p ! r ( 1 +a - b - c ) r ( 1 +a + p ) 

_r_,_( a___,_)--'-17 ..,__( b_+--"-P__,__) _r_(,_c_+.::...p.,_) _r_,_(_1 __,+-1..._: a_,_)__ = 
p ! r ( 1 +a -b-c) r ( 1 +a ) r ( 1 -tr}a +p) 

r (a) r(b) r (c) 

r ( 1 +a ) r ( 1 +a - b - c ) 
F(b,c;1+}o;1) = 

r (a) r (b) fl (c) r (1+-za) 17 (1+½-a-b-c) 

r1 (1+a) r (1+a-b-c) r (1+½a-b)r(1+½a-c) 
, 

waarmee de formule bewezen is, De verandering der sornmatievolgorde 

is geoorloofd daar alle termen in (15) positief zijn. 



5. Een bewijs door volledige induktie van de formule 

(16) P (a, b> c ; 11 = 
3 2 1 +a -b, 1 B -c 

r ( 1 +-~ a ) r ( 1 +a - b ) r ( 1 +a - c ) r ( 1 -+1· a - b - c ) 

f1 ( 1 +a ) r ( 1 +½ a - b ) r ( 1 +-} a -c ) r ( 1 +a - b-- c ) 

wanneer -c een natuurliJk getal is of O. 

Neem aan dat de formule (16) bewezen is voor -c=0,1,2, ... ,n-1 

(n ~1). We zullen nu het bewiJs leveren voor -c=n. Vanwege de sym­

metrie in b enc is de formule juist voor b=0,1, ... 5 n-1. Wanneer 

C=-n kunnen we de formule oak schrijven in de vorm 

b ] (1+a)n(1+1a-b) 11 
( 1 +a - b ) n :}=i' 2 [ ~ ~a - b :, 1 ~a +r/ 1 = 

(1 )n 

Beide leden zijn polynomen in b van de graad n, die gelijke waarde 

hebben voor -b=0,1, ... ,n-1. Wanneer we voor nag een waardc van b 

de gelijkheid kunnen aantonen dan ziJn de polynomen identiek. Voor 

b=a+n gaat (17) over in 

(a)n(a+n)n(-n)n 
J 

n l ( 1 HJ +n) n 

waarvan men de Juistheid gcmakkelijk inziet. 

Tenslotte blijkt de juistheid van (16) voor c=O onmiddellijk. 

6. Een algemenere identiteit, verkregen met behulp van een Wronski­

determinant. 

We gaan uit van de hyperseometrische differenti□ alvergelijking 

in de vorm 

x(1-x)y 11 + { c::.-(a+b+1)x} y 1-aby = 0 

(accenten duiden differentH!ren naar x c1<':rn). 

Hie rvan z 1 jn 

_ F(a,b;c;x) en y 0 (x)=x 1-cF(a+1-c,b+1-c;2-c;x) 
C-

oplossingen. ([3] Jp.283 en p.286; [1] ,p.1). Bij deze oplossingen 

behoort de determinant 6 van Wronski, gedefinieerd door 

~ (x) = l :~ y 0 l C- • 

yi 
2 
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h.(x) voldoet aan dE.: differcmtia3lvergeliJlcing 

a+b+1)x--c 1.1 
X 1-X :; 

welke de oplossing 

( 18) A -c( )c-~-b-1 
.l.l = d x 1-x (if willckeurige constante) 

heeft. Anderzijds vindt men uit de definitie van A en de reeksont­

wikkelingen voor y 1 en y 2 

( 19) 
(a) (b) (,:'1+1-c) (b+'l-c) n n m m ( ) n+m-c 1-c+m-n x • 

Hieruit volgtJ dat ~ =1-c is. 
N-c VergeliJkt men de co~fficient vsn x in de beide voorstellingen 

(18) en (19) v1:rn b., d;:rn vindt men 

L 
n+m=N 

(a) (b) (a+1-c) (b+1-c) n n m m 
n 1 ( c) nm l ( 2-c) m 

(1-c+m-n), 

waaruit men de volgende hypergeometriscl1E.: identiteit kan afleiden 

N,c-N-'1.,-N ; 1 ]- (a+b-c+1)N(1-c)N 
-lN,c-a-N,c-b-N - (a~1-c)N(b+1-c)N 

Stallen we hierin c=1 +N) dsn vinden we de bekende identite1t 

( [ 1], p. 25, U) ) . 

( ;~o) 

waaruit (16) vo t door a d te nemen. 
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