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1 • I nl e i-~-~,n, g. 

door J. van Klinken 

Een stochastische grootheid ~ bezi t een P~~issonverdeling, 

indien voor x = C,1,2~-~geldt: 
_;.. X 

E?,, I I ,6-, I II T p X X • • • • 1 .. 
x! 

• 

Hierbij is het gemiddelde van de verdeling. Ook het kwa-
draat van de spreiding van x de variantie is gelijk aan >i 

In dit memorandum worden enkele toetsen beschreven van 
• 

de st eelc•·· 

proef uit een Poissonverdeling met onbekenf gemiddelde • 
1.S • 

De verzameling van al terne.tieve hypothesen Viaarvoor de toetsen 

onderscheidend zijn, bevat"l!!II! o.a. de hypothesen H ,dat de 

quotient van spreidingskwadraat en gemiddelde groter dan 1 
Zoals uit de eerste alinea van deze paragraaf volgt, is dit 
quotien-t voor een Poissonverdeling juist een. Ook zijn de 
toetsen onder·scheidend voor de al ternatieve hypothesen, dat de 

waarnemingen uit verschillende Poissonverdelingen afkomstig 

.. is. 

zijn. 

Daar de toetsen, die in de volgende paragrafen beschreven 
,I 

zullen -r.;orden, niet voor alle waarden van n , het aantal waar--

nemingen, en m , de som der waarner11ing te gebruiken zijn, zullen 

wij de volgende gevallen onderscheiden. 

a 

en 

n 

m: lclein 
n 

In 2 

4 b aan 

m 

1 men n beide groot. 
2 m en n of een van beid.en lrlein • 

zal het geval besproken worden, terwijl .. 
a in 

de orlde komt• , , 5 geeft belmopte afleidingen 
"IJTl:PtP:_d .,. 1•6 iJ' ii !Fil • •::nl111• ·•: ,ct't119. Ji■III ILi 11 ■ :r 

1 Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en 

streeft niet naar volledigheid of volledige exaotheid. 

3 
van 
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1 1 2 1$4 

• 

enkel.e der gebr1;_ikte for~ntiles; 6 geeft li te:r·atu11rverwij 

zingen, v1aa:rnaar door cijfers tussen vierkante haken verw·ezen 

¥1ordt. 

goede benaderingsmethode gegeven warden. Deze benadering is 

n 
Laat x· het gemiddelde van de waarne1ningen zijn en verder: 

a ""'" , 

n .·X.- X 2 
l. 

• 2 
••111 -

i-•-1 X 

d is afhanlrelijk van 

wij alle magelijke resultaten beschouwen,een stochastisohe 

grootheid, hetgeen wij aangeven door onderstreping: d; de 

juist, a.w.z. kornen de waarnemingen uit een poissonverdeling 

heidsgra.aen vgl. [ 6 • rr O zal met onbetr,ouv1baarheidsdrempel 

CX: ver·\,,1orpen worden 1 als voor de gevonden waarde d geldt: 
'2 

a ~ "' .• 
waarin de bij gegeven ~ en n-1 behorende v1aarde 2 

.J 2 . 
tabel van de -verdeling kan worden opgezocht. zie 

3. De exacte methode. m of n klein. 
' - - . 

De toetsingsmethode, die in deze paragreaf beschreven 

• 

zal worden is exact, d.w.z. geen benaderingsmethode. In prin 

cipe is ze ui tvoerbaar voor alle waarden van n en m. In ver-· 
band met het benodigde relrenvierk is ze echter alleen practisch 

te gebruiken, wanneer rainstens ~~n der beide getallen men n 

klein is. 

stochastische grootheid ~·, daar ze van de waarnemingen af-,. 

hangt. Wij beschouwen nu al die waarnemingsui tlcomsten waarbij 

m een bepaalde vaste v,aarde 111 heeft voor deze waarde wordt 

bij toepassing van de toets de bij het experi111ent gevonden 

waarde genom.en .• ~;!en kan dan bewijzen aat, onder onze h these 
' 

m 
*L 

m; 
. ~ 

ml -m 
"I a ,.,, I I 'I I 1)5 t \I & I I .£ ,. ,, n 
x1 •••• x. • . n 

3 

In woorden 1 onder de voorwaarde, dat m de vvaa.rde m heeft en 

· 3 . gegeven verdeling. Di t is een mul tinoniale verdeltng .. 
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met gelijke kanaen. D~w.z. --dez-e ,. ,·del ·. g ·Y--Etrkr-:l,jgt men o . al 

m voorv,erpen over n Ta1rken ver·dee1'd worden, waarbij de kansen 

van ellr voor,werp om in de verschi .. · ende vakken terecht te ko
men voor alle vakken even groot zijn •. De 

geven dan de aanta.lle11 voorwerpen in het eerste 1 tweede ,···,.n 
vakje aan. 

In 3 komt de onbekende grootheid niet meer voor. 
De ui tvoering van de toeta die op d.eze waarschijnlijk-• 

heidsvercieling berust, zetten v•1ij ui teen aan de hand van een 
-'"' 

voorbeeld. Veronderstel, dater 6 waarnemingen zijn en dat de 

som der waarnen1ingen 8 is; dus n = 6 en m = 8. T:~lij schrijven 

vva~1.rbij echter alleen die spli tsingen ienoteerd worden waar,,,, 
voor geldts 

X ) 
1 ~ ..... 

~.-.,.ij lcrijgen dan tabel I; de gevolgde systematiek is duidelijk. 

Tabel I 
plitsing x1 :x:2 X3 :X:4 • X5 x6 ' 

no 
. . . 

1 8 0 0 0 0 0 
. 

2 7 1 0 0 • 0 ·"" v 

3 6 2 0 0 . 0 0 . 

4 6 1 1 0 0 0 

5 5 3 0 0 0 0 

6 5 2 1 0 0 0 

7 5 1 1 1 0 0 

8 4 4 0 0 0 0 

9 4 3 1 0 0 0 

10 4 2 2 0 0 0 

11 4 2 1 1 0 0 

12 4 1 1 1 1 0 

13 3 3 2 0 0 0 
• 

3 
• 

1 1 0 0 14 3 

15 3 2 2 1 0 0 
. 

16 3 2 1 1 1 0 

' 17 3 1 1 . 1 1 1 

18 2 2 2 2 0 0 

19 2 2 
! . 

2 1 1 0 . 
• 

• 

20 2 2 
t 

1 1 1 1 
. . 

Elke spli tsing d. v,. z. elke re gel.· beva t een aa.ntal groepen 

van gelijke getallen. Noem de aantallen gelijl{e getallen=in 
en 
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genwoordigt, indien wij de voor\1aarde 4 opheffen, een aan

ta.1 splitsingen met dezelfde waarden van x als in deze regel 

aangegeven staan, maar nu in alle mogeli ke volgorden. Hat 

aantal verschillende volgorden dus het aantal splitsingen, 

behorend bij ~~n regel, is 
K n! • 

Nu wordt bij elk van de splitsingen uit tabel I de daarbij be
horende kans P ui t . 3 ber~ekend en ver·meni~vu.ldigd met de met 

die r·egel corresponderenc1e IC. Voor iedere regel v·1ordt op die 

wijze een getal ver·kregen, dat, ~nder H0 en onder de voorwaar
de ~ = m, de kans voorstelt op een der door die regel vertegen
v1oordigde splitsingen. De zo verkregen kansen v,orden vervolgens 

geplaatst in een rij naar 
bij iedere regel behoort een v'.Jaarde van S • Dit is uitge••· 

voerd in tabel II. 
Tabel II. 

.,.¢11', , ... -• . 

no s IC -ie:-> P 10 rr "D 
' . • J. \. • ,..,_ • • • 

. . ' . 

1 64 6 0 0 

2 5C 30 0 1 

3 40 30 2 51 

4 38 60 3 198 

5 : 4 0 -" 

-. 
' 

8 32 15 4 62 

6 30 120 10 1200 

7 28 60 20 1200 

9 26 120 17 2004 • 

I @ . , "•••Jr ............ ~, .. ., .... ., • • tr ,'I' 7 •• ,, • ......... ···••t.:. • Ill\ ......... •: •1 tn■ A 

10 24 60 25 1501 
l'IN : .,,, • A; ;co•• ., 

13 22 60 33 1998 

11 22 180 50 9004 

14 20 90 67 6003 

12 20 30 100 3001 

15 18 180 100 18007 ' 

• . 

18 16 15 150 2251 
' 

16 16 120 200 24010 ' 

19 14 60 300 18007 

17 14 6 400 2401 . 

. 

20 12 15 600 9005 
. . . . . . . . . 

Er dient nog opgemerkt te worden, dat bij verschillende 

spli tsingen gelijke ,;1aarden van S ........... nen behorenJ in dat ge .· 

val is gerangschikt naar opkli~mmende waarden van P. 

Een kritieke z8ne met onbetrouwba.arheid ex ,:-1ordt nu ge-• i ' ➔• 
. ' . 
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voI'tnd door de splitsingen in de volgorde van t~bel II bij 

elkaar te nemen tot O{ nog juist niet overschreden wordt. 
Ala voorbeeld nemen wij ex ... 0, 05. ~.~lij sommeren nu de kansen 

in de laatste lcolom van tabel II tot en met de lrans, waa1~bij 

de gevormde s0111 nog juist niet groter dan 0,05 is; in ons 

geval behoort de l~ .. atste kans die nog gesornr1eerd v:1ordt, bi j de 

splitsing net nmmner 9. De splitsingen boven de stippellijn 

en de spli tsinsen die hierui t ontstaan door indices vervvisse-••· 

ling• vormen nu de kri tie]{e z6ne. De juiste onbetrouwbaarheid 

is iets kleiner dan 0,05, en wel 0,048. 

De kritieke z8ne bestaat aus in de eerste plaats uit grate 

waarden van S, te:r·v1ijl van twee regels met gelijlce S in de 

eerste plaats de regal met de kleinste P bij de lcritieke zone 

genomen wordt. . 
Het is verder duidelijk, dat men niet alleen een kritieke 

z8rte kan construeren, n1aar bij gegeven resul taat ooJt een ove.r·~

s chrij dingskans l,c«:1.n berelcenen. Deze is geli jlc aan de on·betro1i.;v~T . ., 

baarheid van de lcleinste kri tieke z8ne van het beschreven t:,Tpe, 

die dit res ~taat nog juist bevat. 
Voor de berel;:ening van een o,rerschrijdingskans is het in 

het algemeen niet nodig om een volledige tabelt zoals tabel II 
op te stellen, in de regel kan met een gedeelte ervan worden 
volstaan. 

4 • 13,~µ~,9- ~.7:.t .. ~&-~.111--~.t,n,,9_9-,~-- .. Y.9 9,~,, ,,.~.~,"~~., gr .C?t. ~ vvaar den vEtn n en m. 
Het kan voorkomen, da~ men bij een bepaald experiment 

een 
.. 
in 2 bescl1reven benaderingsmethode is nu niet te gebruiken • 

Ook de exacte is veelal voor dit geval veel te omslachtig. 

Soms kan nu evenwel met voordeel gebruik gemaalrt -warden van 

een 111ethode die berust on het aantal nullen one.er de waarne•• .... 

mingen. Het aantal nullen is een stochastische grootheid h. 
Men kan aantonen, dat ender H O en de voor,J:1aarde !1l = m, dat de 

som van de V?aarnemingen een vaste waarde m l1eeft, de volgende 

bena·deringsfor111ule geidt: 

• • 

b . "" waar. .1J 

•• 

m 
--- ill u• 

., . ~ 
h m. > o h. ' 

In woorden: der H0 en de condi tie t dat de som der waa.rne-

mingen mis, wordt 

benadering gegeven 

• 
... m . 

meter ne n is. 
' 

• 

de verdeling van het aantal nullen ~' bij 
door een Poissonverdeling viaarvan de para-. 
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Grote aantallen n ·1en wijzen in het algemeen op een te 

.. ·::· ote spreiding in de wa.arnemingen. Onze kri tielre z8ne zal 

dus moeten bestaan uit gte waarden van h. Bij gegeven on. 

betrou,//1baarheid O< wordt de kritieke zOr1e gcvormd a.oar de 

,vaarden h ~ , \1aarbij h_. het lrleinste geta.l is v~'F .. a:ttv·oor 
"" m 

i .... 

n e . /,., 
'11•11 t lltr:I .,sr:11 I 11-r,, 1 ,sr It 811 Ii ~ V'\, Jf1 # ne I I 4 6.,. ill I ii 

h 
..... T p,W 

h h 
.· . .J.. 

·.~.lit 

geldt 

h~ kan :remakl{elijk met behulp van eon taf el voor de teI•znen 
van een Poissonreeka bepaald worden 

5. Enkele m.athematische details. 

• 

Deze paragraa:f geeft enkele beknopte afleiding van de in 
de vorige paragrafen voorlromende f ormules. 

verdeling 

• 11 •• 

p e 
I l DI I j 1 ; xi ···· 0, 1 , 2 ••• (6 

' 

wordt dus gegevcn door 

n 

i=1 

p X. . .. , 
-1 

• I It 

e 
X. • 

J_ 

m ··• 

met paramete1~ n • 

Hieri'1.i t volgt: 

p 

I'fu geldt: 

m ,. """ .. m H 
0 

x .. 
1. 

, .. , ... 

~ 

verdeeld. De simultane 

-.~- 1 ~· • ·ll . 

e n m 
1•14l . ',llllo,..·. iU n ; a ' 

1=1 
n 

1.-1 

X. ! 
J_ 

m 

m .. • 

m;. H 
0 

p 

p :x:.. x .. 1 : .. : 1, ••• ,p.. , m :::: m H0 -1 1 
q 1 ft•.... • I 'D,-» 11, ...,.•--illlll!l-r ,,..-.. .. _,ii -• M.;..i■o"-__________ ........ il!, .. _i 1•J ·-• 11# __ _ 

p m m ....... 

De teller van 9 kan vervangen worden door 

daar uit 

Derhalve 

X. . ... 
1. . 

.. 
is: 
p 

• 

p • :x ....... x .. • 1 ..,,, " J.. J.. 1 ••• n ' , 

volgt, dat m = mis. 

n m 
---

m 

m H m; • 

•111fil 
n • 

v~rdeling 

• 
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Di t is f ormule 3 .· it 3. De exacte toets is hierme.e bewezen. 

10 · stel t een 1.nul tinomiale ve:r"c1eling met gelijke kansen 

voor. Het is nu bekend 1~ 
' 

9 ,.dat in dat geval 

d 
ti:• 

n x .. -
J_ 

i=1 X 

1111 n r 

X 
2 

• 
• 

a.s ... ·.ptotiscl1 een 

Hier:m.ee is de geldi · eid van de in 

n-1 vrijheidsgraden beztt. 

2 ui tsengezette benade,u• 

ringsmetl1ode aangetoond. 

De ver·deling van het aa~tal lege 

dingen over n vakken verdeeld worden, 
in de verschillende vakken terecht te 

vakken, ~, wanneer m 
vva~trbij de kansen om 

lromen gelijk zijn, 

wordt gegeven door: n,.,h ·-

P 11=h ...... . n J. .... , h 
• di Ill 

-1 n-h 
'J 

1 h+i - ' n 
m 

• 11 • 

Nemen n en ra. 011begrensd toe, terwijl ne 

m 
n begrensd 

blijft, dan geldt: h 
P h=h 

e 
--~---__ ,, •· JIO I o/ 

h! 0 • 

Hie:r·op beru.st de toetsingsmethode in 4 beschreven. De 
afleiding van 11 en 12 , 1·indt men in 2 en 8 • Voor zover 

bekend is deze benadering pas dan v9ldoende nauv,keurig, indien 

men n beide zeer groot b.v. beide grater van 100 zijn . 

.. 9T:lJ!l;~Fk.~_:gg ,1_. De besc . .i....a.. even toetsen hebben het kara1cter 

van voor,~,aardelijke toetsen met als voor1,-vaarde P1 .. m. Di t is 

evenwel niet essentieel r de voorwa.arde kan geelimineerd wor.-
den. 

.QP!l?:.~F}r_~p.g, .~.. Eigenschappen zoals de bruikbaarheid voor 
verschillende l{lassen van al ternatieve hypothesen worden in 

di t memoranc1um niet besproken. 

• 
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