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1.1 De 1-functie. 
Voor gehele positieve waarden van 'Yl is 'Yl.1 ( 'Y) faculteit) 

gedefinieerd als: 

'Y1 ! = 'Y1(Y1-·1)(1'1-'.2.) 

Beschouw nu de integraal: 

;=e-t t z_ 1 dt, 

0 

3 .2.. 1. 

waarbij z een geheel en positief getal is. Door partiele inte-

gratie toe te passen vindt men: 

cc f -t z-2 
= ( z _ 1) e: t d t . 

0 

Herhaalt men dit, dan komt er dust 
ca f e-ttz-·id.t= (z-1)(2-2.j. 3.2. ./ = (z-1) .' 

() 

Men kan dus voor positieve.,. gehele waarden van z de facul-

teit van z voorstellen door een integraal. Stelt men in de laat ... 

ste formule z = 1, dan vindt men 
r,<"; 

o I" j -e-t dt "' 1, 
() 

waaruit blijkt, dat de gebruikelijke afspraak ol gelijk aan 1 

te stellen, iP. dit kader past. 

Voor het bestaan van de integraal is het niet nodig dat 

z geheel ·en positief is. Men kan bij voorbeeld voor z toe­

laten een willekeurig, reeel en rositief getal.,. maar men kan 

dan de integraal niet zonder meer gelijk stellen aan (z _ ,) ! , 

daar het faculteitsbegri~ niet gedefinieerd is voor niet gehele 

waardenvan z. Men noemt de integraal nu ~e gamma-functie van 

het argument z dus 

c.'> 

( _t z-·, 
(z) = e t c(t , 

' J 
0 

zodat voor gehele positieve z geldt: 

r(z):.: (z-1) .1 

Vervangen we in deze laatste uitdrukking L. door z + ·i, 

dan staat er 
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en daar 
z'= z.(z.-1)1 

vindt men 
1(z.+1) = z r(z). 

Ook deze betrekking blijft geldig als z. geen geheel getal is.,. 

Het is te bewijzan dat 

r-(½)= Vir 

terwijl reeds werd gezegd, dat 
r(1)::-o!=i. 

De gamma-functie is grafisch aangegeven in figuur 1. 

Voor verdere e igensc happen z ie b ijv. : E. ~-! ... !f HIT'l:AKBR en 

G .N. WATS.QN ( 191~6) , 

rt-:z.ii 
8 

1 I 
b 

I 5 

1 + 
I 
I '----+------>-------",----~-----,--7 

2. 3 

Figuur 1: de r -functie voor reele waardenvan z.. 

1 . 2 :)e r -verde 1 ini;;. 
Uiteraard is nu (met vervanging van z. door 1 ) 

00 
~ _ t }( - -1 

_1__ _ 1 e t · c1.t , 1 . 

f' q;i o' 



Dit wil zeggen dat men 

_-_J 

r' ( u> 
__ -t r-• 

e t 

kan interpreteren am een kansdichtheid.De verdeling met deze 

dichtheid wordt wel de gamma-verdeling genoemd, maar de algeme­

nere uitdrukking 

heeft dezelfde naam, waarbij het beginpunt van de verdeling in 

r,laats van bij o dus bijc(: ligt, en d_e eenheid door middel van 

de schaalparameter r✓ is veranderd. Hierbij moet steed 

ook de figuren 2 tot en met 6. 
gol-

I 

den (::,>o en 
I -

r;:, t > () • Li 18 

1.3 Momenten. 

o, dan geldt voor de momenten van de verdeling: 

Voor de verwachting en de variantie van x volgt hieruit: 

/3 y 
! ,:._; 

Is _,,, ,1 , dan t1 i,-Jft de variantie onveranderd; het gemiddelde 

wordt 

1,1+ Speciale r' -verdelingen. 

Tot de groer van de r -verdelingen behcren een paar zeer 

bekende verdelingen. 

1.4.1 De exronenti~le verdeling 

:'"le exporwntiel(; verde1ing is een g2mm2-verrl.eling :net 

nl SI 

' CJ ( 
(/ 

de 'Tari_antte c 

\ ::::. 
J -verdeling ~et~ vrijheidsgraden is een gamma-

verdeling net 

n. r'l 

! ' 

\./ 'v 

\" ~ 
(' 



De verdelingsdichtheid is dus: 

- YfJ. Vh - -, 

q(x) - 1 r::, .,_ 
0 - 2v-~!_r,(v1~) 

1 ,e momenten: 

v7 

(:=,_ X ::::- ,) 

2, Het verband tussen de 1 -verdeling en de FOISSON -verde ling. 

2"1 Reschouv1 de grootheden ~1 , ~25 •• ,.J die onderling on0,fhan-

kelijk verdeeld zijn volgens een exronentiele verdeling met 

~ =o, dus met verdelingsdichtheid 

Verder is een pos1tief getal 7:·- gegeven, Vor'.'-:.t men nu de opeen­

volgende r.rnmmen van de kansgrootheden.9 dus 

X. -- (. 

C i 

en zoekt men die waarde van vwnrvoor p:e ld t: 

en 

dan heeft i een FOI2 J --verde l met ~emiddelde r0 

Een toepriss :lr11:~ hiervan vindt men in de theorte v,1n de 

wachttijdcroblemen. Noemt men ~ 1 de tiJd tussen het ogenblik 

waarop een loket orengaat en het tijdstip, wnarop de eerste klant 
bir1r1en 1,<:or:-it~ x· de. ~-~\ ·lr:l t-uc~-::.,e,r, de ~~n1rr1·rncitf--\ J~Csti 11 r,er1 'Fr3T': d.e , =-=-2 \....- '-"'-u\_j_ -..,, \.)JJ's...-•~l _,., (,. __ ,,_~· \._tll.U l1l...t ,1.. .1-t-t-· _1. ,; -.,~.1-

eerste en de tweede klant 5 enzovoorts. Dnn is i het aantal klan­

ten, die bij het lck~t 2ankomen v66r of op het ttjdstip T. 
d /..s.~--1 8 Y:_1 ,L--1, 

-~· .L 
lrnn s groo the den 

alte met dezelfde exronenti~le verde1ing, dan heeft het aantal 

klanten, dot v66r of op tijdsti~· aankomt een POISSON-verdeling, 
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Omgekeerd geldt ook dat als de i, gevonden op de genoemde 

wijze, voor elke waarde van Teen POISSON-verdeling bezit met 

gemiddelde A, en alle ~" zijn niet-negatieve, onderling onaf­

hankelijke kansgrootheden met dezelfde verdeling, dat aan alle 

.:;&'" een exponentiele verdeling bezitten met dichtheid 
T -A,_f 

..J.-... e ( x ~ o) 
~ ' 

Zie L.A. G00::'~,'1.AN ('195'1) en R. NABEYA ('1950). 

o,b 

o,'-1 

o,3 

o,l 

o,·1 

o,,b 

C,5 

0,3 

o,l 

0,1 

' 

figuur 2: Dichtheid van de r -ver­
deling met o< = '1 

0 = 2 
0 = o, 5 

"' ,r( <lo)~----
~ _ _,___ __ ,_ _ _,_ __ ,_____,, __ -+-.--=.:='--------

5 6 1-

2 ... 6 

figuur 3: Dichtheid van de r -ver­
deling met of.. = '1 

f = 2 
Q = 1 

iJ 1Q 



q {:x.) 1 
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0,1 

n,1 

0_,3-

0,1 

o( 
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figuur 4~ Dichtheid van de r -ver-
deling met o< 1 

f> = 2 

a = 1.,.5 

~-----

'1-
'YrlOd.us 

& 

8 9 10 

figuur 5: Dichtheid van 
deling met o< 

0 
o' 

de r -ver-
1 

= 2 
= 2 

figi.::tur 6: Dichtheid van de \ -ver­
deling met d = 1 

(' 2 
0 = lj. 

10 11 1?. 
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2.2 Tussen de POISSOl:-verdeling en de r -verdeling bestaat nog 

een ander verband, waardoor het mogelijk is overschrijdingskansen 

bij POISSON-verdeelde grootheden direct in een tabel van de 

r -verdeling op te zoeken en wel in die van een bijzondere 

r -verdeling, nl. de ) 1 -tabel. Is nl. ~ een kansgrootheid met 

gemiddelde >. , dan is 

waarin x een kansgrootheid is met een X~-verdeling met 2~ 

vrijheidsgraden. Zie M.G. KENDALL (1947), deel I, pag. 122 en 

paragraaf 4 van dit rapport, 

Voorbeeld: 

J( l 
hetgeen opgezocht in de tabe 1 van de 'l -verde ling bij 2 x 4 
vrijheidsgraden de waarde 0,353 geeft. 

3.1 Gedaante van de verdelingsdichtheid. 
Het beginpunt van de verdelingsdichtheid is altijd bij 

= 8 

x = ~ De schaal langs de x-as wordt bepaald door de keuze van 

(?> • De gedaante van de d ic hthe id is afhanke l ijk van a , en hier 

moeten vijf gevallen onderscheiden worden: 

i( = 1 

·1< r < .2. 

X ,= ::: 

Voor elk van deze geva 11.en, geld t da t de verwac hting L ~ ::c o1- + p, 0 
en de spreiding 2;:1, ~ 6 

De maxima le waarde van de dichtheid q /x) (de modus) ligt 
() 

voor ;r:s 1 bij :x~= ; voor z;>, is de modus bij x = °' +( 6-1)(3-

Bi.j 6:::; 1 bez it de verde ling geen buigpunten; bij 1.c: as 2. een 

buigpunt,nl.bijx= cz+( 1)t3-r(,, 1{f-.:-; bij (>1 tweebuig-

punten, en ·wel bij x = d.+(6-I)f .. t , dus op gelijke af-

standeh van de modus. Zie de figuren 2 tot en met 6. 



- 8 -

3.2 Limietverdeling, 
De figuren 2 .... 6 doen vermoeden, dat voor t_,. 00 de r -

verdeling tot de normale verdeling nadert. Inderdaad blijkt 

Ll=:X-""--~O 

f>\ff' 
voor 0~ oo een normale verdeling met gemiddelde Oen spreiding1 

te bezitten. Voor grote waardenvan O geldt dit dus bij benadering. 

4. Tabellen. 
Voor de r -verdeling bestaan er uitgebreide tabellen, nl. 

die van K. PEARSON (1946), van L.R. SALVOSA (1930) en die van 
"';' 2. de 11_ -verde ling, b ijvoorbee ld E. S. PEAHSCN en H. 0. HARTLEY, 

tabe l 7 ( 1954) . 

4.1 De tabellen van K. r~: 
Is x een r -verder · groothe id met parameters e<., f?, en 6 , 

en wil men opzoeken de kans dat deze x kleiner(or groter)is dan 

een gegeven getal x, dan berekent men 
u ::: 

en 

en lee st in de tabel bij de gevonden waarde van u en p een ge­

tal af, dat gelijk is aan 

Voorbeeld 
o<:cb; f3"'6!, 0"'25, 

Men heeft een waarneming van 2:S.. gedaan, deze is gelijk aan 27'-l. 

Wat is de rechter overschrijdingskans P[~~ x] 9 

Hier is dus 

Opzoeken gee ft P [~ :5 ;7:: 0,91-1 56 

en dus P[::i:;2::x]=-•-0,9t1sb,cn,c•";l-1,:. 

4-.2 De tabellen van : ,~ ··- · \. 
--~~.- ---

Wi l men hier P [ ~-==- x.J opzoeken, waarbij x een r -verde ling 

bezit met parameters 

en 

ol ,r,, 0 , dan 
t - x -"" - (!,K - -rvt 

- ,_ - v~-1 , 
Yi 

berekent men 

\ 
\ 
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l t . ct 1 Ii . 1, , ·a "- , ·1 r , . , d en _ees in e me~ areas aangeo.ui .e G30e. l'L 01J e 

vrnarde van t en °< 3 , He t gevonden geta 1 is P [ 2:'.: ~ -::i:J. 
Men kan ook de verdelingsdichtheid g(x) opzoeken. 

waarde van ten ct~ in 
~ 

vind t men /3 \/-0v,_ q(x) . 
I ' 0 

Voorbee ld c/ = 6 

de tabel) die met 11 ordinates 11 is 

. )( ,., .~ 
J (j :::. ·'- . .J • 

gevonden 

Bij de 

aange geven, 

Gegeven is een waarneming van X 3 nl. 274. tis de rechter-

overschrijd:Lng;Jkans P[ :;y; ~ 274] en wat ts de hoogte van de ver­

delingsdichthe:Ld bij x = 274? 

Opzc.eken. 

'I - 'J) 9L~ 
(_.) c,gr•.::ig 

J I \ .. I() J 

t.::.?-fl.1-6-20.E~: 1 ) 1 
8\/j{ 

2. -
\fi."t 

in de nareasrr -tabel 

= 0,0 4. Oczoeken 

zodat 

O'.,et:o: Ir, t ('_i • 91J., d r.1 I"' - > r -..~ ... , ,. u_s r L ~- ·~-
i.n de 11 ordinates 11 -tabel 

Q('-.-.)-.. - 0,09068__ -2-~ ...-. ~ ())00,l '" f· 
Ci . 8 \/2? 

'! 

4.3 De tabellen van de x--verdeling, 
~ 

geef't 

J .. S x: r.;er1 1..., --verdee1de grootheid met r,_)arameters d-. 0 v , ,, 'U' 
en men v1 i l in de y 1 ' ., ··1 it -- -i.; a IJ e __ ti3 dan 

een gegeven getal x, n 

de kans opzoeken da t x groter 

rekent men 

en zoekt cle 1 van de 
\, 
,{ -'ver·clelin,g 5 cle 1:1ec11te1·o·ver·sc1·1rtj-

0 

horende blJ de ,~e onden viaarde ~f' en vie 1 voor 2 6 
vrij he ids gr~,den, 

7 O'."Jrbee :.d _, (f 2. 5. 

Gegeven is een waarnem1nf van x en wel x - 274. Wat is de 

r·e ch te l"C) \re 1-, ~3 c r1r :~. 

Hier· ifJ dus 
'"'i 2.. 
/J == ~~ 

'· 

In de t2 bt.: l v :::r. 

graden 

/( 
J_ 

en . LY vindt men voor 50 vrljheids-

()\7ersctJ.r)ij'cii l{2r1s 
ii 

/~ J 

Line;:'~•·e tnteroolatie geeft ½ GLL 
J ' het-

geen dus tengevolpe vqn de interrol1tie iets verschilt van de 

exacte wa2rde, 
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4. 4 De norma le benaderin;:z;. 

Zoals in 3 ~2 is aa~ngegeven 3 kan rr1en oo~: een norrnal·e benac1e-

ring toepassen om het in 4.1, 4.2 en 4.3 gegeven voorbeeld de 

overschrijdingskans te berekenen. ~n de notatie van paragraaf 

3.2 is dus voor dit voorbeeld 

LL :::: 
2 -; LJ _ f:.~ _ (1 () 

t_; \/TT 

De kans Pi :J'.'. . .:::: :xJ ts nu bij benadering gelijk aan de lrnns_, dat 

een normaal verdeelde grootheid met ge □iddtldc Oen spr~lding 1 

grater ts dan '1, 7. Men v ind t nu. in de t abE 1 van de ncrmale 

verdeling 0 2 0446. 

5, Eigenschappen van i -verdee lde grootheden, 

5 .1 Hee ft 2S. een i_, --verde 1 inz; met parameters ~, {", c{ en is a een 

constrmte dan heeft x + a een / . .., -verdeli.ng met parameters 0 ,+o..,p, 0. 
Is b een posit 5.eve cons tante J dan heeft bx een r·· -verde ling met 

parameters 

Een tc,e pcm ts ing: hiervan is dnt direct volgt rJ.cJt .2. (z_ --C~ j 

een r·· -verdeling bezit met pc1r3meters r 
zoals uit en X s dui:~ 

2. een 
' J 

{ .~ -verde 1 :1.ng met 1 S 
vrijheidsgraden. Deze eigenschap werd in paragraaf 4.3 gebruikt. 

5.2 Zijn x 1 X,-p ,.. 3 ~' onderlin8; onafhankelijk verdeeld., en 
- ',J --c_ -.I. 

bezit x., (i=1., .. '3 n) een --verdeling met i_::-arameters °' , 13, v , 
-1 ,.,.1 r o" 

dan i2, :S:: :cc. ook verdee ld vol i:;ens een r~ -verde ling en we l 
(.,;c-·/ 

Tl 

met parmneters c~ r~ 2 ... \' _ 
t / 1 ; __ 1 U l.. -

vol d2n direct dat het gemiddelde Uit 

ook een -verdelinf bezii: met 

-7 ~ " 

. .:., J_ 0·1 n X , \.''iJ :__:._., I .., ~ rJn .. a:f'l12r.~l,ce 1 j_jl{ 1,r~r·d~ee lc1 \TO lgens eE\11 

"- \1 e rel e J.. 1 n t~ rne t pa.1~c1. n1e te r•f3 :i dan :::J.,}n 

onderllng cnafhankelijk verdeeld. Evenzo geldt dit voor 

Deze eigenschap kan tot meer variabelen en ingewikkelder 

f'uncties v;cn: X,; w::,rclen ;.1J_tg:ebreid: 2:i .. e M,V . .JAMBUl\'J\TI-L:I.N (199~) 3 
-- .. L 

D G ~- A- ·A / -1 r:· Lj. ') r ( 1 C "'• • __ _, .H 1, ,9.J. c:n , J ), E. LUKACS (1955) en (1956), 



E.J.G. PI'I'MAN ("1937) en K.C. SEAL (1957). Echter gelden deze 

eigenschappen niet als ~ * o. 

5. 4 Z ijn x.1 en ~ 2 onderl "i_ng onafhanke l ijke, I -verdee lde groat-

heden met parameters ,J, f, 6' 1 ,resp, o, ('-;, 61 

een B -verdeling 3 :-riet verdelingsdichtheid: 
I" ·• 1 

,0 l 
(L Lj) 

, do.n heeft 

De verdeLLng van,_ - ~ kan hieru.it warden afgeleid, zie 

de in 5. 3 aange haa lde art ike\en en ook nog S, KULLBACK ( 1936). 

5, 5 Exponent ie le verde l in gen. 

5.6 

Zoa 1 s in 1 , L1 , ·1 is aange geven is een f-. -ve rde ling met para-

meters 0-<, pen r(~-1 een exponentiEHe verdeling, Door E.J.G,PITMAN 

(1937) warden een aantal eigenschappen van exponenti~el verdeelde 

grootheden afgeleid, waarvan enkele vermeld zullen worden, 

Z ljn ~ 1 J ••• , ~:.ri J onde r ling ona fhanl{e l i j ke waarnemingen 

met eenzelfde exponentiele verdeling (parameters: den r), dan 

heeft de klei.nste Vlciarde 3 die gevonden wordt bi,j d.eze ·n waarne­

mingen ook een exponenti~le verdeling, 
f 

een 

. Noen1.en Vie de ze kle ins te 

-verde ling met Dar:;meter-E, 

rder is bewezen dat ~ 0 ~n 

vJ,:-t2rde 

, (., er" 

i~ (;_~_ 

maar met rarameters ,x en 

~~r 3 dan heeft verder· 
.! 

·y1 - j . 

v· \ 
- ✓- I 

---- 0 / 
onderling onafhan-

kelijk zijn. Deze uitspraak kan neg gegeneraliseerd warden door 
·n 

in plaats vrm ~; (~::.,: __ ::f 0 ) een v1i11ek:eurige functie van de 

~ 1 te nemen, die onafhankelljk is van lreuze van -ie oorsprong. 

Zie verder hBt betreffende artikel van FITMAN. 
6. Schattingen, toetsen en betrouwbaarheidsintervallen, 

C)·ver· s 

met onbekende 

ttLngen er: 

pc1.2:21nete1·s c--.) r:.i er1 
I 

;.; ts in de littera.tuur weinig 

bekend, Ligt de waarde van ~~n of meer parameters vast dan is 

de s ttu.at ie Le ts tiger, terv,tjl voor de exponenti~le verde-

lingen een helc reeks toetsen en betrouwbaarheidsinter-

vallen beschikbaar zijn. 
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In dit hoofdstuk zullen de toetsingsgrootheden aangegeven 

warden met 3 vJaarbij i het nummer van de paragraaf 3 waarin 

de toets besproken v,Jordt 3 is. Is f(TL) de verdelingsdichtheid 

van l 0 onder de nu l hypo these, HG , d;:i,n is T ( E..) die waarde waar­

voor: 

(6;1) J 
de overs C hrijd int7slrnns y p r- I c2- T (c.J J 3 is dus 1 - /: In e lke 

paragraaf wordt uitgegaan van een reeks vmarnemingen.:1 :!S,_1 , ... 2 :!S,_11 ; 

die onderling onsfhankelijk volgens dezelfde i -verdeling met 

parameters '7-, r, , (\1 verdee ld z ijn_; ln de laa tste twee paragrafen 

van twee dergelijke steekproeven uit verschillende r -verdelinge~ 

6.1 Zijn alle drie parameters onbekend dan kunnen schattingen 

voor de eerste drie momenten van de r· -verdeling gebruikt warden 

om ,,.(, (2> , 6, te schatten, In hoeverre ecl1ter deze schattingen 
1 goed 1' :~ijn if:l niet eenvoudlg te zeggen (zie ook par, 6.2). 

Schattingen voor de momenten zijn: 

en: 

Hierult ls 

den~ 

als schatttng voor 

-.. . I 1 • · '· , '.0.,,1,<°-.I:, 

I ,, ::. '. j / 2 
• '! ( ) / ~~" '-

)_ -· - ;; ( 5. '// 172 2 

,s \/ c::,{ ) 0 ) ' respectievelijk af te lei-

en 

J.A, ell. n T'JPR·t:,,J-TD (·•0 c1::; 10·) 
. _ u , ,. J .. • ··" , I ) j .J ge,1en cen iterotie methode veer 

maken van de beral 
l .. L' ,. 7. .• e lronr:i c . , 1' •---:•.; --:-.) . ,j IJ , n.~ ~L...: c>. I i, L tC: 

: 0.n :::::J.nncr:icll.jl-~ste schc:tti.nr:en voor (°-' en 

nde 1;;::• r:::.r::ra:-; f) , 

If.3 cle r:}1~.str1et~e::c c< tiE::kc;:nc1 d r1 lrc:,r} n·1en 211e v,1aarne~,,.ning:en rnet 

~ verminderen, zodat ,,, x verkrijgt ' -rl 
dte een --verde 1 l.nn 1-)t.: zit te !1 rre t ~~;.:J. r D. rne te 1·s ;:;.1 • .,, o ) (2- en cf-

' van de steekproef volgen dan: 
-f".• -·- I~ 

J / -:..: en !;.2_ ;_ .~, 2,1_~:._ 2. 

a ls s.,.,<C; l-1a tt ir1p:e11 \T(_)1JI) /~-~ 1::::.~~ 1,( .. j J 

In ~.:, acts \T?.11 cleLe rnorne~nter1n1t~t kan nu ook de methode der 

meest Bnr:merne 1 i,Jl-ce sch8.tt ingen bruikt worden. Hierbij blijkt dan 



dat v,Jor de meest aannemelijke schattingen b 

(6,2;2) en 

Uit een tabel van de f'unctie t',,, t - .rL &,,, r(t) 
d_·t 

,~ 
en c geld t: ,,, 

6 {,y, .?f;,. 
'Y1 

kan J bi j de u it 

de steekproef gevonden waarde van het rechterlid van (6.2;1), 
""' de bijbehorende t= c V'Jor het linkerlid word.en afgelezen. 

GREENWOOD en DUH.A.ND (1958) noemen het rechterlic1 van (6.2;:1) ij 
/\ 

en de bijbehorende wa2rd'§; vo,)r .J cc:: Cf(':)) dus: 
c-r ;;- e(i ~s ~~i_ _ ~-1/YJ ~ .. ;_ 

::.. --r1 '1'1 

en 

(Teneinde e8t1 1n rpolatie mogelijk te maken 1 tabelleren 

zi li d) ( l./) 
J f '..J 

in plaats van y). 
Als benaderlng voor deze aannemell,jkste schattingen ku.nnen: 

C. -

j ,: 

en o 

gebruikt warden. 

Eenaderingsforr11ules voor de varianties -van de schattingen 
A "'- ' n) 9 en c vc:m GREENWOOD en :UUEJU,ff1 ( 195c5 en de rer3ul ta ten van een 

steckproefexperiment, uitgevoerd in de 3tatistische Afdeling 

van het Mathematisch Centrum, doen vermoeden dat al deze schat­

tingen een grate spreiding om de te ochatten parameter-waarden 

vertonen, vooral bij grate 

Bezltten alle xi eer1 

bekende :; 1s 

wa2.rden van x. 
,\ u 

een zuivere aannemelijkste schatting vocr /2 en 
' 

een z~ivere sch2tt 
r ;:, i::, ' 0 ( ,,,,I Cr·'' \ ' 
,.; 0 H • .lL.M., ... · \ _J~}c') } , 

met parameters c< cc() 

met 

om de hyrot~ese H 
voor'ls dan 

'VO()I' 

T 
3 

D 

-:~ 1~ ee11 1 •-verde :;_ ing bez it 

en dus 
"n 

2 f~· -~ L 1/ "1. d l " een ,11_ -ver e ,_ 1ng 

Hiervan kan gehrutk gemaakt warden 

te toetsen, Toetsingsgrootheid hier-

die on.der /---; een ,{ 
2 -verde l in;z 

't -
Yno+· 
ilit:: I...,' 2 'Yl y 

u 
vrijheidsgraden bezit. 
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Bij een gevonden waarde T 3 zijn de overschrijdingskansen in een 
-y2 

tabel van de 1L -verdeling op te zoeken. Indien 2n{ geen geheel 

geta l is za l men in het a lgerneen de overschrijd ingskans door 

interpolatie uit de tabel rnoeten vinden, Men kan echter wel de 

exacte waarde vinden uit de tabellen van PEARSON en SALVOSA. Men 

gaat er dan van uit dat T; onder He een r -verdeling bezit met 

a,= o, p=2 en Y, 0· als parameters. Met het in raragraaf 4- gegeven 

recept is voor een gevonden waarde van T, dus de rechterover-

schrijdingskans hr·= P [ L, :c_::: T:) H0 ] of de linkeroverschrijdings-

kans l<c = -pr T3 s Tc I He] op te zoeken. 
De tweezijdige overschrijdingskans kan als 

k = 2 min ( h k ) 
' r , {'. 

gedefin:1-eerd worden(zie Ill.G, KENDALL (,191+7) II en ook G.D. BERNDT 

''.1958) voor het onderscheidingsvermogen). Zijn T3 (E) en T3 (1-c:) 

gedef:1-nieerd als ~n (6;1) dan is het interval 
( 2- :,~· :z::;. /·T, /1_::.) · 2 f x_ /7~ (c1l)°' 
\ ,_~-1 - l. :) \. ~ .J ~ ~1 ~ l ::. 

een tv1eezijdig begrensd betrouwbaarheidsinterval voor (3 met on-

be tro:xwbaarhe id 

Jpmerktng. 

') ( -~- (., ~ 

:n o laats van alle dezelfd~ v, mogen de grootheden x.ook uit (; ~- ~ -l 

verdelingen met verschillende t 
lJL 

TI 

afl.rnmstj_g zi,j'n. In de formules 

rt.oet dan overal 'Yi 6 door f 00 vervangen warden. t:, moet evenwe 1 voor 
! 

~lle verdelingen dezelfde zijn. 

Bezlt::en 3lle x. een r:.VGroding 
··-1 

cr:ibekende oc 2n met he kende 

P en ?{ 5 

2811 zuivere schatting 
.,,, 

f2T()(1thelcl 2 {f ?;,-·n !/ heeft 
." 2. een ,-, " l. 

1 --ve:nae 1ng met par·arneter·EJ = o ) (2 ::· :,_, •""n S J c1tts een 1 
u,c:,rd 0 ·1 1 no· rr.ot ')Yi\, vri:jhe ids1-_rraden. Cm r1.e 

, '--' \.., - .L ,_:, , -~ •. ·- - cl '"" -

te toetsen kan dus 
Tl 

- lt -- .L ( ; 2f ~ ~i'l ,::. C ) 

2:s toetsings~rootheid gebruikt warden, welke onder 'J.E: ge -

noemde verdeling bezit. ~e overs~hrijdingskansen van een gevonden 

¼aarde kunnen weer als onder E.j beraald worrten. 

Een be tro,.1wbaarhe ids ir:terva l voor c< met ont:e trouwbaarhe jfl. 

2E 
,, 
1S 

t~ 1·· , 1 1 ,,., ) \ 
"f ···- /' 1,_, (fJ//J'Tl), 
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weer door (6;1) gedefinieerd zijn. 

Ook hier mogen de grootheden xi uit verdelingen met ver­

schillende J;.. afkomstig zijn, /3 en cJ.. moeten echter dezelfde zijn. 

De volgende toetsen en betrouwbaarheidsintervallen hebben 

alle betrekking op exponentiele verdelingenJ waarbij dus O = 1 is. 

Er word t verder dus al leen over de parameterJ cJ.. en f3 gesproken. 

Zoals in hoofdstuk 5 wordt ook nu 2S.o gedefinieerd als de kleinste 

waarde uit de steekproef ~1, ... , ~n· 

De waarnemingen x. zijn dus nu uit een exponentiele verde­
-1 

ling met par~meters d. en f afkomstig. Volgens eigenschap 5.5. 

bezit dan ~1(?!::L-~o) een r-verdeJing met parameters ol.= 0 

f en O,,, r. - 1 , en du s is t, ~) ~ ~ _ 21:: 0 ) = ('YI_ 1,l (3 . 
De schatting 

'1'1 

b :-: L (x __ x )/(11-1) 
-5 i:::1 -{., -o 

is dan ook zuiver en bezit bovendien een minimale variantie 

(zie B. EPSTEIN en M. SOBEL (1954) ) • 2('n-1) k/(3 heeft een. ~: -verdeling met parameters o<.= O, /'3 = 2, 0 == n-1, dus een Ji 

verdeling met 2n-2 vrijheidsgraden. Om de hy1,,othese H0 : f ={5 0 

te toetsen kan daarom de toetsingsgrootheid 
I5 = .2 (TI -1) 'Q_/f o 

gebruikt worden (onder H0 : ![ 2-verdeeld met 2n-2 vrijheidsgraden). 

Hieruit volgt tevens als tweezijdig betrouwbaarheidsinterval 

voor f met onbetrouwbaarhe id 2 E. ~ 

( 1(11.1)1 . . 1(11.1).h.) 
. ·r--iT ' '1 1 (c) . 

l 1'1. ll 'l. "() .. 2 

B. EPSTEIN en M. SOBEL (1954) hebben de hier besproken toets 

uitgebreid voor 1 t geval van meer steekproeven met verschillende 

( onbekende) waarden voor e,..z 

Zijn x. als in 6.5. dan 
-1 

- a./"" x. - (x ... x \) lf{'rl- 11h11 
-c -··-c ~::.i -{ ---o /i ) 

een zuivere schatting voor d, met minimale variantie (zie 

EPSTEIN en SOBEL ( 1954 )). Een toets voor H0 : d.. = o1.. 0 en een be­

trouwbaarheidsinterva l voorct volgen nu uit de eigenschapµen 

5.5 • en 5.6. De toetsingsgrootheid 
' Tl 

Tb = 'l'l ( X - cl-. )/ L ( X - X ) ~o O t.~1 -L -c 

heeft nl. onder H een verdeling met verdelingsdichtheid 
C 
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( o-< TE,< co) 

(zie ook M.V. JAMBUNATHAN (1954) en S. KULLBACK ('1936) en eigen­

schap 5.4 ). Hieruit volgt voor een gevonden waarde T6 : 

T) [-T < T -l fTb_Yl _; o:.'" 
1- -6 - bJ "' "'" 

( 1 + u)'Yl 
0 

\(~, bepaald door 
~ (I=) 

f (-~-1/)'17 du = E. 
I) 

= 1 __ 1 ___ =- ke 
(1+ Tb yn-1 

is nu Een betrouwbaarheidsinterval met on-

betrouwbaarhe id E. (n iet 2 E ) is : 

(!::.c - Tb (1-1:) iS (~, -~J/"rl; :foe)· 
Hoewel dit interval er als een tweezijdig begrensd interval uit­

z iet is toe h de onbe trouwbaarhe id E in p laa ts van 2 E , want 

F[d< ~ -, = ~1. - ()_ 

6,7 Bij levensduurproeven warden de waarnemingen uit een expo-

nentiele verdeling in volgorde van opklimmende grootte waarge­

nomen (zie B. EPSTEIN en M. SOBEL (1953)). Wordt nu het experiment 

gestaakt nadat van r van den voorwerpen, die beproefd worden, 

de levensduur bekend is, en heeft de lengte van de levensduur 

een exponentiele verdeling met parameters cf.= Oen p ,dan is 
r 

b = [ L_ x .,. ( -n - r-) x l / r -- r;n •· '-" -10 --(r-J __ 

de aannemelijkste schatting voor (3 • Voor de toets voor H0 : f?'~f 0 

kan T c:.- 2 r 6 / /?, - 7- - l':Yl I a 

als toetsingsgrootheid gebruikt warden, want heeft onder t 
een ): 2-verdeling met 2 r' vrijheidsgraden, dus onafhankelijl-c van 

Yl • 

Als betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid 2 c 
volgt hieruit: 

) . 

voor f 

~ Ook voor he t verge l i.jken van twee of meer exponent ie le ver­

de l ingen zijn toetsen beschikbaar; zie hiervoor bijvoorbeeld 

S, KULLBACK (1936), P.V. SUKHATME (1936), B. EPSTEIN en M. SOBEL 
( 1954). In de volgende paragraaf verme 1den wij twee van deze toetsen. 
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6,8 Stel dat n onderling onafhankelijke waarnem.ingen ~1 ., ... •:, ~n 

verricht zijn van een kansgrootheid ~, die een exponenti§le ver­

deling met parameters ci (onbekend) en /'3 (bekend) bezit; voorts 

dat -,1 onderl ing onafhanke l ijke waarnemlngen :.y_1 :, ... JJ ;yn verricht 

zijn van een kansgrootheid ~, die een exponenti~le verdeling be­

zit met p2rameters o,' (onbekend) en f:, (bekend). In beide gevallen 
f 

heeft ~ dus dezelfde bekende waarde. Om de hJpothese 
I 

H 
0 

' 9'::o\+ 6 
D > 

waarbij ()0 een gegeven getal is, te toetsen_, gebruikt men als 

toetsi~gsgrootheid : 

0 r' ) 
- 0 _) 

die we met Tr zullen aangeven. De tweezijdige overschrijdingskans 
-(j 

van een gevonden w21.arde T0 is volgens KULLBACK ( '1936) 
,, 'T 

-p C n,? I ~ I Tl' ~ = e - I 6' \ ' 

Is T (E)= ... tn E , dan is verder 
8 

( (!:, ''1" C ' -I - ·'- f c.) , 
::":: ◊ Yl {;' '- ,, . 

(3 - \ 
,_ - 4 '/'J,,_ / .. (E)) 
--1> d.D r1 t:J 

een betrouwbaarheidsinterval voor ,') -- d-ct met onbetrouwbaarheid 

6, 9 Ste l dat ,1 onderl ing onc:tfhankr"' l i,jkr:: waarnemingen ~'1' .•• , ~ 

zijn verricht van de kansgrootheid ~ 1 die exponentieel verdeeld is 

met par2meters cA en (-';; voorts dat -r, onderling onafhankelijke 

W,3.arnemingen y 13 zijn verricht van een grootheid y met 

een exponenti§le verdeling met parameters 

1' 
f' 

0 
(:~ 

,) ::: 

I 

I 

d, en r,' , De nul-

waartlj k 0 een gegeven getal isJ k~n getoetst worden met de toet­

singsgrootheid: 

v,Je lke (Jnder H een 
C, 

5.4 ) d1).S met ver-
delingsdichtheid: 

. (~ 

Y: "'l} Yn. ii:: r'(,,,..1~'711 J) 7-· 
I ---- ·------- , 1 

I_, ( '"ti 1) r~ (m - ·1) 

Een tabel van de B -verdeling is gegeven door K. PEARSON (1934) 

er: ;_n,E.S. PEA.RSCN en H.O. HAR'ITEY ('19 ) (tabel 16). 

"..;it cle kritieke v1aarden T. (EJ' en 
Q 
) 

begrensd betrouwbaarheidsinterval 

baarhe id 2 E : 

\ S ( -; -- E) 

voor l< = 

volgt C:Lls 

rnet 

tweezijdig 

onbetrouw--
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I 
(=!-:-1).!'· 
· IS(U / 

I 

Opmerking, 

In de laatste paragraaf mogen dus de waarden van d en d 

verschillend en onbekend zijn; in par. r 8 " C> ~ ti) lS vereist dat beide 

verdelingen dezelfde f bezitten, die bovendien bekend moet zijn, 

en dat de steekproeven evengroot zijn. Deze eisen kunnen iets 

verz,Pmkt warden tot de eis dat f3 == £ 
T1 'YY) 

I 

met bekende /3 en p . 
Het volgende schema geeft een overzicht van de situaties, 

wa t bet re ft de parc:1 me ters cZ , (3 ) 0 s waarin 3C ha tt in gen., toetsen 

of betrouwba~rheidsintervallen mogelijk zijn. De cijfers verwij­

zen naar de hierop betrekking hebbende paragrafen. 
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schatting: 6 ~ 1 . schatting: 6 ~ '1 . sehatting: 6,1 . 
bekend schatting: 6 0 

• L • sehatting~ Fi. 2 

be kend schatting voor l bekend 
(1, en •i/13 c 3 (eventueel verschil-

1 4- 11 /:. () C·e ii lende 0 ) -COe GS VOOY' h 0 : ,.; = 1·',o 

betr.interval voorp '' 

I sehatting ~ bekend hekend 
toets voorHO:dsct, 

6 .1~' (eventuee l verschil-
i betr.interval ) lende ;(. ) 

) 
I) .,. 

voor,::::;(, 

(eventueel meer steek- SC l1t1 tt in§; 'v'"OC)I' /3 
\ Y= 1 

( proeven met vers c.lci 1-- ~ li 
toets voor He I jr h =(\ .) . '.). 

'lende onbekende d betr. interval vcor (?) 
' ' ' I 

srha+-tin':J' voor ci ~ i onLekend \/ -· 1 V - V ' b . I 0 ---
toets voor H0 , °' 0 ozc,6,6,! 
betr.interval ) \ 

I 

Bij levensduurproeven: uit kleinste r waarnemingen: 
' ' i \/ 1 bekend lsc tting voor (', 6 -
toe ts vocir h /~ =.Po t 7 0 

: c~. ' ~ 

betr. interval vocr n /-:; 

P,ij verge 1 iJ ldng van t 11Jee uf meor· verde 1 Lnven: 
I 
I 

I 
o, I 

' toets voorH0 .c-1. ' i) bekend y \/ 
-:-0 -rU;i _!_- - ~ () -i 

I ~c ·o r1 1 
/_, 

I 

I betr.intervi'll . ' ' 
' r ' 

/ 
I voor () = c:! ' _J.._ I 

~ 

()!._ ' onbekend t.oets /'..\ ),: (: 
<, 0 

)',.. V en (7-'._. '-lDC'Y1 

' 1 . . -- c; /·, 
.. 

(1 
tr- r.; ir1 te r1·v a- l / .. :.,I. 
'/CtOl" t< -:· ) 

i I 
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