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1.1De [ =functie.

Voor gehele positieve waarden van m 1s !t { » facultelt)
gedefinieerd als:
ml. m{m-t)(m-2) .. 3.2.7.

Beschouw nu de integraal:

-t ozt
e t olt

¢

waarbij z een geheel en positief getal is. Door parti€le inte-

gratie toe te passen vindt men:

[ete} == oo
_t oz z .1 ¢ =t e _ z
[ e t ot = - | & de = {.—Z € ) e dt z
o - -

‘ _t 22
:(z-ﬁ’/’ e t A

Herhaalt men dit, dan komt er dus:

{CQ e ) -
Joe ¢t dto(z_1)(z-2). . 3.2 0= (z.1):

Men kan dus voor positieve, gehele waarden van z de facul-
teit van =z voorstellen door een integraal, Stelt men in de laat-

ste formule z = 1, dan vindt men

(s
- -

ol j e dt- 1,

it}

o

waaruit blijkt, dat de gebruikelijke afspraak ol gelljk aan 1
te stellen, im dit kader past,
Voor het bestaan van de integraal is het niet nodig dat
7z geheel -en positief is. Men kan bij voorbeeld voor z toe-
laten een willekeurig, refel en positief getal, maar men kan
dan de integraal niet zonder meer gelijk stellen aan (z-4) b
- daar het faculteitsbegrir niet gedefinieerd is voor niet gehele

waardenvan z . Men noemt de integraal nu Ae gamma-~-functle van

het argument = dus

zodat voor gehele positieve =z geldt:
O L (e
Fiz)= (z 1) i

Vervangen we in deze laatste uiltdrukking = dcoor z-»17,

dan staat er




-2 -
en daar

vindt men

T(zs+1) .z [T{z).
Ook deze betrekking blijft geldig als

-

geen geheel getal 1s,
Het is te bewijzen dat

Py Vi

terwijl reeds werd gezegd, dat

iy = ol

De gamma-functie is grafisch aangegeven in figuur 1.
Voor verdere eigenschappen zie bijv.: E.T, WHITTAKER en
G.1. WATSON (1946).
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Figuur 1: de M ~functie voor re&le

waardenvan z
~verdeling.

Uiteraard is nu (met vervanging

van z door ¥ )
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Dit wil zeggen dat men

-4 . ; (2
rﬂ) e T (O_..(‘_...Oc‘)

kan interpreteren als een kansdichtheid.De verdeling met deze

dichtheid wordt wel de gamma-verdeling gencemd, maar de algeme-
nere uitdrukking

(JL):/_‘?:’??;) e (t_mx?d , o =1 = e

heeft dezelfde naam, waarbij het beginpunt van de verdeling in

plaats van bij o dus bijec 1ligt, en de eenheld door middel van

an

de schaalparameter f is veranderd. Hierbilj moet stecd gal-
den >0 en y>o . Zie ook de figuren 2 tot en met 6.

1.3 Momenten,
Is « = o, dan geldt voor de momenten van de verdeling:

r r N
M E % = f;gﬁl. (e =6)
r iyl

Voor de verwachting en de variantie van = volgt hieruit:

&(:7 N B , ,_Zf S L _l

< ox o=y 5 {g}f)/‘
Is ««40, dan blijft de variantie onveranderd; het gemlddelde

wordt
e

1.4 Speciale I' -verdelingen.

Tot de groep van de [ -verdelingen behoren een paar zeer

bekende verdelingen.

1.4 .1 De exponenti€le verdeling.

. De exponenti€le verdeling is een gamma-verdeling met y- 1 ,
nl,
g{x)- 1 e (% za)
G ) / ‘u - 7
De verwachting van » is «-p 3 de variantile o¢*/y} . p°

- 2

1.4 2 De );”_-\]erdel'l‘ﬂ%-

De % -verdeling met v vrijheidsgraden is een gamma-

verdeling met

¢ =2
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2.1

De verdelingsdichtheild is dus:

- ‘Y/Z Vg = A

() = I & x )
g 27'71 (%)
e momenten:
N 2 b N
Cox =W a{xlz 2.

Het verband tussen de [ -verdeling en de FOISSON-~verdeling.

Regchouw de grootheden XA Kps veses die onderling onafhan-

- e

kelijk verdeeld zijn volgens een exponenti€le verdeling met

=« =0, dus met verdelingsdichtheid

-3

& r R (% z0)

Verder is een positief getall gegeven, Vormt men nu de opeen-

volgende sommen van de kansgrootheden, dus

=
X, K
X+ X,
L4 X + X
=1 - - 3
4 2L
— - ¢
X = + X + C .
i o R
en zoekt men die waarde van ( waarvoor geldt:
S
| — L
en
P IS A

den heeft 1 een POIISCIH-verdeling met gemiddelde T@a .

Een toepassing hiervan vindt men in de theorie van de
wachttijdproblemen., Noemt men XA de tij)d tussen het ogenblik
waarop een loket opengaat en het tijdstip, waarop de eerste klant

binnen komt; x. de ti] ussen de aankomsttijdstippen van de
e

ot

1
J
eerste en de tweede klant, enzovoorts., Dan is 1 het aantal klan-

ten, die bij het lok=t 2ankomen vdédr of op het tijdstip T
1

72 e / = o PR
Zijn de x.{(1i=1, ...) onderling onafhankelijke kansgrootheden

alTe met dezelfde exponentiéle verdeling, dan heeft het aantal

=

klanten, dat vdéér of op tijdstip ' aankomt een POISSCN-verdeling.,

[N
¥s]

{




Omgekeerd geldt ook dat als de 1, gevonden op de genoemde
wijze, voor elke waarde van T een POISSON-verdeling bezlt met
zijn niet-negatieve, onderling onaf-

gemiddelde ) , en alle x,

hankelijke kansgrootheden met dezelfde verdeling, dat aan alle

x.
<

Zie L.A. GOODMAK (1951) en

%('X)T

een exponentiéle verdeling bezitten met dichtheild

T . /
. (% =zo0)

RS
A

S. NABEYA (1950).

\ figuur 2: Dichtheid van
i a6 deling met of
QL5 ! 25’
i
2,4
6,3+
0,2 4
QL \‘\.\
S
- S— — \\\
o) \‘““-*-w.‘“ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘
ot 2 3 :l 5 & . =7
Ex '
=
96
ok
|
o \ figuur 3: Dichtheid van
\ deling met
(X N\ (13 ==
\ v =
\
0,3 N\
\\
.,
ST \
\\
™
a4 & \\N\
S > T —
i) roxy T S
= 2 P 3} “ 5 & 3 & o in :;*

%/WWW’WWWWW'WW'W'w’”’””f”f”’”»W’Zf»’)’?’”’»’» /}’”W»:/)m»w»w;w»ww)pwng S

)

de | =ver-

d

c—————




q@q?
g
o5 figuur 4: Dichtheid van
deling met o =1
f=2
0,47 é’ =
0,2
2
—\\[ ﬁ;ui()pu ne
2,1 + \ -
_ \ N
(%) ES R N
et 2 E) u 5 6 1 &8 g 10
modus E« %
A
il
q(x)| . . .
a ! figuur 5: Dichtheid van de
0,5 & deling met <= = 1
p =z
o,y L \)?/ 2
0,3 -:~
0,2
| T ,buigpunt
\\\\
[ \\‘\«««
- S o
- a (%) N (=) e
== 2. 2 i q =5 f"; ’? & 9 10
modug
N
gy | ,
d L .
P !
[ : . . )
| | figuur 6: Dichtheid van de
‘ § deling met <t =1
! e o)
o5 i &~
- i ?}" s ).@,
0, =
0,3 -
iu " gpu t > e S “M"th.___\»\ ‘{: buc ] pun B
ey /,// o - \\‘-\-—«
- > 03 = —
ot 2 3 & ET & 2z & 40 14 1 -

o dus

[ —ver-




-verdeling bestaat nog

2.2 Tussen de POISSCli-verdeling en de I
een ander verband, waardoor het mogelijk 1s overschrijdingskansen
bij POISSON-verdeelde grootheden direct in een tabel van de

(7 -verdeling op te zoeken en wel in die van een bijzondere

-~ 2 B 3
7 -verdeling, nl. de % -tabel. Is nl. n een kansgrootheild met

gemiddelde A , dan 1s

™ 5—6 SRt P .
{ Lm‘zﬁﬂ]:z_. e oo Plae=anl,
RAS - - l-_ ]
= I B -

L
waarin x een kansgrootheild 1is met een { ~-verdeling met 2Im
vrijheidsgraden. Zie M.G. KENDALL (1947), deel I, pag. 122 en
paragraaf 4 van dit rapport,

Voorbeeld: A=3 , m= oy

n - e _ 3 .
P!rzi-tlzz e ““'cvy--;‘“’r"f‘t::“,-

t e
L= i Ny

it
(@3]

"?‘ I Y ERY
hetgeen opgezocht in de tabel van de a -verdeling bij 2 x U

vrijheidsgraden de waarde 0,353 geeft.

.l Gedaante van de verdelingsdichtheid.
Het beginpunt van de verdelingsdichtheld is altijd bi]

(S

x == , De schaal langs de x-as wordt bepaald door de keuze van
P De gedaante van de dichtheid is afhankelijk van y s en hier

( [l z}’ S

j %E, ’{

e Yo

| &

} Y=

[
Voor elk van deze gevallen, geldt dat de verwachting & x=et+py
en de spreiding df e .

e Sy o oy - A K AR Sl SV 1= B {As T -
e maximale waarde van de dichtheid g(x; (de modus) ligt
bij >== 3 voor y=>1 1is de modus bl] x s y-1)p.

7 i

vOoOor gff

Bij y=1 bezit de verdeling geen bulgpunten; blj 1=y=1 €&én

buigrunt, nl. blj x = fﬁ+5§»@ﬁ?j3V{?“ ; bly y>2 twee buig-
~ 2z . [T / I O R O A 3 ~ ;o N
cunten, en wel L] x = &+(gww§hnfuv§A; , dus op gelijke af-

standeh van de modus., Zle de figuren 2 tot en met O,
e G «»>>»>»»w»~1,~1»w~;»~~w,~w»z-»-mwm«»m«pwww"«»\«»»»»»»»»»>>»»»>»¢»»Z»vmwwmw»);z

.



3.2

Limietverdeling.

De figuren 2.6 doen vermoeden, dat voor

verdeling tot de normale verdeling

voor 5«—)« eo

te bezitten.

Tabellen,

een nornale verdeling

Voor grote waardenvan y
i/

r

de
Inderdaad blijkt

Vo OO
¢

nadert.

Cx ey

‘v( o
- PV

gemiddelde O en spreiding 1

o

met
geldt dit dus bilj benadering.

Voor de N -verdeling bestaan er uitgebreide tabellen, nl,

die van X, PEARSON

s o ° e k) | TIU4 T T R
de 2 -verdeling, bijvoorbeeld E.5. PRARSCH

tabel 7 (1954),

De tabellen van K.

(1946), van L.R. SALVOSA (1930) en die van

en H,C, HARTLEY,

P

Is x een [

en wil men opzoeken de kans

-

cen gegeven getal

en

leest in de
tal af, dat
Voorbee 1d

< b

en

gelijk

£l

Men heeft een
Wat 1s de

Hier is dus

Cpzoeken geeftl

4.2 De tabellen

van

Wil men hier

bezlt met parameters o ,p3, Y,

&

erl

~-verder

tabe

(-

grootheid met parameters =.fen [,

i 3

dat deze x kleiner [of groter)is dan

dan berekent men

1 bij de gevonden waarde van uwen p een ge-
ig aan Plx=x|.

€ 5 y=25

waarneming van x gedaan, deze is gelljk aan 274,

1

overschrijdingskans Plxzox| ?

rechter

L= T
- 2
F 8
= 1
I A o
I | % = = ¢ 1,04 50
o ) ;
t ) Az *{ =T 0,4450 1,05k
2N e o6 ke waarbii % een I -verdeling
T = opzZoedern, waarocij X een | -verde L1ing

dan berekent

men

T — S —————————




4.3

..9..

en leest in de met "areas' aangeduide tabel af bij de gevonden
waarde van t en <, , Het gevonden getal is P[%ffﬁa.

Men kan ook de verdelingsdichtheid g(x) opzoeken, Bil1j de
waarde van t en =g in de tabel, die met "ordinates' is aangegeven,
vindt men ﬂ Vgﬁ.g(x)~

Voorbeeld L=b L8, y=25.

Gegeven is een waarneming van x, nl. 274, Wat is de rechter-
overschrijdingukans ?ng:é 274] en wat 1s de hoogte van de ver-

delingsdichtheid bij x = 274 2

Opzceken in de "areas" -tabel geeft 0,9456, dus P[BQZ.IJ =
1 - 20,9456 = 00,0544, Opzoeken in de "ordinates'-tabel geeft
0,09C88, zodat

c}(:c) = ‘:';:9\/;:&)‘9 = 0,00227.

i

S

De tabellen van de X -verde ling.
Is x een [ -verdeelde grootheid met parameters PV
B 2 . . o
en men wil in de [ -tabel de kans opzoeken dat x groter is dan

een gegeven getal x, den berekent men
w, %

/3‘/ = 2

vgzg'

..'2 N .
en zoekt in de tabel van de ] -verdeling, de rechteroverschrij-
- . ~2 ‘
dingskens tehorende bij de gevonden waarde /] en wel voor 2y

vrijheidsgraden.

v

-\]O’f)l"bee._d ot 'é N A = :’ B 5 = 2

Gegeven 1t een waarneming van x en wel x = 274, Wat is de

o
- v

= lj

i

f‘“""'

rechteroverschrij ingskans PJ;
Hier is dus
2 o7l -~

3
In de tabel var PLARSOH

-

¢

7 met 2 x 25 = 50 vrijheidsgraden

vindt men voor 50 vrijheids~

O]

—

v

-

oL

&>
A

b3

&

!/

graden
\ 66 overschrijdingskans 0,06418,
i 1 = 68 " 0,04596,
LineaZire intervolatie geeft % (0,06418 + 0,04596) = 0,0550, het-

geen dus tengevolge van de interpolatie iets verschilt van de

exacte waarde.

e

e



4.4 De normale benadering,

Zoals in 3.2 1g aangegeven, kan men ook een normale benade-
ring toepassen om het in 4,1, 4.2 en 4.3 gegeven voorbeeld de
overschrijdingskans te berekenen. In de notatie van paragraaf
3.2 1s dus voor dit voorbeeld

U - 2724 -6 _z00 -
CAVETS

De kans P[x =] 1s nu bilj benadering gelijk aan de kans, dat
een normaal verdeelde grootheild met gemiddeldec O en sprciding 1
groter is dan 1,7. Men vindt nu in de tabel van de normale '
verdeling 0O,0LL6,

5. Eigenschappen van | —verdeelde grootheden,

5.1 Heeft x een f1wverdeling met parameters o<,P,5 en is a een
constante dan heeft x + a een | -verdeling met parameters =+a,f,y.
Is b een positieve constante, dan heeft bx een rﬁ«verdeling met
parameters  be,bp cn ¥
Een toepassing hiervan ig dat direct volgt dat .%L%gﬁii

3
Y

een [ -verdeling bezit met parameters O, 2 en o s dus zoals uit
5 & & > 9/ . ~ 2 p
paragraaf 1,4,2 blijkt, heeft 2(%-%) een { ~verdeling met 2j
vrijheidsgraden., Deze eigenschap werd in paragraaf 4.3 gebruikt.
[ £ % fa=

5.2 Zijn §_3 Koy eees X onderling onafhankelijk verdeeld, en
bezit §i,$i:1’ ..., n) een [ -verdeling met parameters < ,[3,§. ,
dan is ;ggggL ook verdeeld volgens een [ -verdeling en wel

"
met parameters = <. | 5, v,

L=7 - 5

Uit (5.1) volgt den direct dat het gemiddelde %.22;5.

i

i - 8 - < :  —— —
. ook een | -verdeling bezit met parameters L 2ot 7 2N
; = : .

5.3 Zijn x, en %, onderling onafhankelijk verdeeld volgens een
J gl 2y 5 <
. ; , . -
I ~verdeling met parameters o, . V resp. o, A, 4, , dan ziin
> ¥y RECIN J

X - ., €11

onderling onafhankelijk verdeeld,

Deze eigenschap kan tot meer variabelen en ingewikkelder

functies van x. worden ultgebreid: zie M,V. JAMBUNATHAN (1954),
a
R.G. LAHA (1954) en (1956), E. LUKACS (1955) en (1956),
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E,J.G, PITMAN (1937) en K.C. SEAL (1957). Echter gelden deze
eligenschappen niet als ot == 0.

5.4 Zijn x4 en x, onderling onafhankelljke, " -verdeelde groot-
heden met parameters o, [ [, .TESP. o, f5, 52 , dan heeft

L = ;_,:6_1
d = =y =<,
-1 L
een 5 -verdeling, met verdelingsdichtheid:
s o 4 ‘l“, -1
{(E;[_X-L) L/{u' (1_bi)jl oEE}E?A
My, )
- De verdeling van =z = =1 kan hieruit worden afgeleid, zie
& %

de in 5.3 aangehaalde artikelen en ook nog S, KULLBACK (4936).

5.5 Exponentiéle verdelingen,

Zoals in 1.4.1 is aangegeven is een | -verdeling met para-
meters <, 2 en y=1 een exponentiéle verdeling, Door E.J,G,PITMAN
U

(1937) worden een aantal eigenschappen van exponentieel verdeelde
grootheden afgeleid, waarvan enkele vermeld zullen worden.

Z1iin Ko eees Zps 7 onderling onafhankelijke waarnemingen
met eenzelfde exponentiéle verdeling (parameters: < en (3)9 dan
heeft de kleinste waarde, die gevonden wordt bij deze m waarne-
mingen ook een exponentiéle verdeling, maar met parameters o« en

é;. . Noemen we deze kleinste waarde = _, dan heeft verder

2. (% _x )
i1 T o
T o i1
een | -verdeling met parameters oJ[a en m-1.

5.6 Verder is bewezen dat x, en S (- gg) onderling onafhan-
m— L L
kelijk zijn. Deze uitspraak kan nog gegeneraliseerd worden door
Ja) ) _ )
. in plaats van 2 (= %) een willekeurige functie van de
L= ¢ ?

gite nemen, die onafhankelijk is van de keuze van de oorsprong.

U

Zie verder het betreffende artikel van FITMAN

rvallen,

6., Schattingen, toetsen en betrouwbaarheidsinte
Over schattingen en ftoetsen bij de algemene | -verdeling
met onbekende parameters o, [ren ;{iS in de litteratuur weinig
bekend. Ligt de waarde van é&én of meer rarameters vast dan 1s
de situatie lets gunstiger, terwijl voor de exponenti&le verde-
lingen (5:1) cen hele reeks toetsen en betrouwbaarheidsinter-

vallen beschikbaar zijn.
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In dit hoofdstuk zullen de toetsingsgrootheden aangegeven

worden met j_b , waarbij 1 het nummer van de paragraaf, waarin

de toets besproken wordt, is. Is F(Tl) de verdelingsdichtheild

van _LL onder de nulhypothese, H, , dan is TL{Q die waarde waar-

voor: T
(651) / FT) dT. - e,

— .
de overschrijdingskans, P I ?.(@~}5 is dus 1-¢& , In elke

paragraaf wordt ultgegaan van een reeks waarnemingen, Xqs eves X
die onderling onafhankelijk volgeng dezelfde r ~verdeling met
parameters o, ﬁ )5 verdeeld zijn; in de laatste twee paragrafen
van twee dergelijke steekproeven uit verschillende B ~-verde lingen.

Z1ijn alle drie parameters onbekend dan kunnen schattingen
voor de eerste drie momenten van de | -verdeling gebruikt worden
om &t | ﬁ ’J Tte schatten. In hoeverre echter deze schattingen
"goed" zijn is niet eenvoudig te zeggen (zie ook par. 6.2),

Schattingen voor de momenten zijn:

0 ]

X=Z % fn voor ) :_:¢<+(3g3
I LY j - s By
S= 2 (x,-% ) /m VOOI Tl By,

. ) — S 2, e K 2 \,
en: m =2o(x, - X[ m VOO Cle —Cx)=2f7)
Hieruit is als schatting voor ﬁ’(Y’“' respectievelijk af te lel-

i J
den: 2
b om, [(257),
I ’ ,mz
e (s -
PRy

< /
J.A, GREENWOOD en D, DURAND (1958) geven eeniteratie methode voor
het berekenen van aannemelijkste schattingen, waarbij ze gebruik
maken van de bepaling van aannemelijkste schattingen voor p en K

bij bekende « (zie volgende paragraaf).

Is de parameter ot bekend daen kan men alle waarnemingen met
£ verminderen, zodat men dan waarnemingen X, .., X verkrijgt

die een | -verdeling bezitten met varameters =0 F en g

Uit het gemilddelde en de spreiding van de steekproef volgen dan:

Eo. st - ro. X/t
=y F =/ = en Sy 7 X /=
als schattingen voor 2 en i
4

In plaets van deze momentenmethode kan nu ook de methode der

meest aannemelijke schattingen gebruikt worden., Hierbij blijkt dan




0

S

P
dat voor de meest aannemeliljke sohuttlngen t> en ¢ geldt:

(6.251) b & fdbn () o bn Bxe _ Ebnxs
- & d ¢ )});’:5 " ”
(6.2;2) en b = 3
Uit een tabel van de functie gnt._%% Lo () kan, bij de uit
s

de steekproef gevonden waarde van het rechterlid van (6.2:1),
de bijbehorende ¢=¢& voor het linkerlid worden afgelezen.
GREENWOOD en DURAND (1958) noemen het rechterlid van (6.2;4)y

~
en de bijbehorende waardg voor £ . C= ¢(y) dus:
- A
- b X Z—f/nzt
g« bn SmEL - mTTEe
en ¢ = d(y)

(Teneinde een goede interpolatie mogelijk te maken, tabelleren
zij y ¢(y) in pleats van y).
Als benadering voor deze aannemelijkste schattingen kunnen:

C . = -L‘ 7
- 2 {dn E B3 tn E
2{tn K - FlL L
i 3%
en & =

gebruikt worden.
Benaderingsformules voor de varianties van de schattingen

N

en ¢ van GREENWOOD en LURAND (1958) en de resultaten van een

lenld

steekproefexperiment, uitgevoerd in de Statistische Afdeling
van het Mathematisch Centrum, doen vermoeden dat al deze schat-
tingen een grote spreiding om de te schatten parameter-waarden

vertonen, vooral blj grote waarden van {.

Bezitten alle X, een " —verdeling, net parameter5<x:oJ/3 en

bekende fos dan 1s

b,- =

een zulvere aannemell )ks;e schatting voor ﬁ en .%_:_%%%1
een zuivere schatting voor L (zie M.G, KENDALL (1947) II en
C.R., RAO /4qru> ) |

Uit eigenschap 5.2 volgt dat éng een | -verdeling bezit
met parameters <t =o¢ ,ﬂ .y en dus EEfgizﬁ een ,Iz—verdeling
met 27y vrijheidsgraden. Hiervan kan gebrulk gemaakli worden
om de hypothese Hc:f‘:ﬁe te toetsen, Toetsingsgrootheld hier-
voor‘is dan .

T, -2 :

)

o I Vo < . P . N
die onder FL een 4 ~verdeling met my vrijheldsgraden bezit,
- W

e
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Bij een gevonden waarde Tg z1ijn de overschrijdingskansen in een

tabel van de '7”-verde1ing op te zoeken, Indlen 27y geen geheel

L

getal is zal men in het algemeen de overschrijdingskans door
interpolatie ult de tabel moeten vinden. Men kan echter wel de
exacte waarde vinden uit de tabellen van PEARSON en SALVOSA, Men
gaat er dan van uit dat [ onder H, een [’ -verdeling bezit met
c:o0, =2 en my als paraﬁéters. Met het in paragraaf 4 gegeven
recept is voor een gevonden waarde van 7T, dus de rechterover-

>

schrijdingskans K»:'P["T z T, }HF] of de linkeroverschrijdings-

-3 2 >

K,:'P[ff”é'TJ{Ft] op te zoeken,
De tweezijdige overschrijdingskans kan als

kans

k = 2 min ( KK, )
gedefinieerd worden(zie M.G, KENDALL (1947) II en ook G.D., BERNDT
1958) voor het onderscheidingsvermogen). Z2ijn T, (¢) en T, (1-¢
gedefinieerd als in (6;1) dan is het interval
(2 g; WANCEIN 2% x [T.(8)

een tweezljdig begrensd betrouwbaarheidsinterval voor 2 met on-

N

betrouwbaarheid 2¢.
Jpmerking.
In plaats van alle dezelfde Y mogen de grootheden giook uit

verdelingen met verschillende Je afkomstig zijn. In de formules

roet dan overalmz/door ijévervangen worden, fs moet evenwel voor

[

zlle verdelingen dezelfde zijn,

Bezitten alle Xy een [~verdeling met cnbekende o zn met bekende
fen ¥ , dan is
Ly = x ——;ﬁf{
een zulvere schatting voor «« , De grootheid 2 ﬁE; -ma//f heeft
een | -verdeling met parameters o -o fr=2.my, dus een {2 -

verdeling met amy vrijheidsgraden. Om de hypothese H . o« -«

te toetsen kan dus
T — Ly e )
L= 2 c- S

2.8 toetsingszgrootheild gebruikt worden, welke onder Hcde ge -

N

Mz

roemde verdeling bezit. De overschrijdingskansen van een gevonden
waarde kunnen weer als onder 6.3 bepaald worden,

Een betrouwbaarheidsinterval voor« met onbetrouwbaarheid

&

2¢ 1s




6.5

6.6

- 15 -

waarin [ (¢) en 1, (1-¢) weer door (6;,1) gedefinieerd zijn,
Opmerking,

Ook hier mogen de grootheden X uilt verdelingen met ver-
schillende Ji afkomstig zijn,/3en = moeten echter dezelfde zl]jn.

De volgende toetsen en betrouwbaarheidsintervallen hebben
alle betrekking op exponenti&le verdelingen, waarbil] dusg = 1 1is.
Er wordt verder dus alleen over de parameters < en £ gesproken.
Zoals in hoofdstuk 5 wordt ook nu X0 gedefinieerd als de kleinste

waarde ult de steekproef Kgs oeos Xoo

De waarnemingen Xy zijn dus nu uit een exponentiéle verde-

!

ling met parimeters & en {5 afkomstig., Volgens eigenschap 5.5.

bezit dan g;(;rvngo) een rﬂ~verde&img met parameters o= 0
2oen fem-- , endus is & 2 (x = )=(m-1 B

| De schatting " |

byw 2o (g -x )/ (1)

is dan ook zulver en bezit bovendien een minimale variantie

(zie B, EPSTEIN en M, SOBEL (1954) ). 2(n-1) b /p  heeft een
["-verdeling met parameters = 0, A= 2, ¥ = n-1, dus een ¥
verdeling met 2n-2 vrijheidsgraden. Om de hyrothese HO: ﬁ==ﬂa
te toetsen kan daarom de toetsingsgrootheid

AT‘ = {2(\/'}’}_1) b_/[JG

5 - | °
gebruikt worden (onder H_. ) -verdeeld met 2n-2 vrijheidsgraden),

Hieruilt volgt tevens als tweezijdig betrouwbaarheidsinterval

voor /3 met onbetrouwbaarheid 2£& 3

/2{7‘...:!)_’9_ Lok )
V4 ()
B, EPSTEIN en M, SOBEL (1954) hebben de hier besproken toets

uitgebreid voor 't geval van meer steekproeven met verschillende

(onbekende ) waarden voor o .

Z41jn X, als in £.%. dan is
N il N
- s I Yep,
o= o — 2o o N fifm ol
— & e P -0 }! /i‘ '/ )

een zulvere schatting voor < met minimale variantie (zie

EPSTEIN en SOBEL (1954)). Een toets voor H_: o .o  en een be-

[

trouwbaarheidsinterval veoor« volgen nu ult de eigenschappen

—

5.5 “en 5.6, De toetsingsgrootheid
-l

1
] = 7 { = ok fz;l> {5
- & T \?:f} - c»)/f e iéa’?gc)




e

(zie ook M.V, JAMBUNATHAN (1954) en S. KULLBACK (1936) en eigen-
schap 5.4 ). Hieruit volgt voor een gevonden waarde Té :

fg
PLT ST, |- | 2 ou =t 2 =k
& B by s T &
& (’I ES L) { 1&)
"Q(a, bepaald door
Ie aé.’
. -t w2 &
(rew)”
- Is nu T (¢) e
(&)= ¢ -7 Een betrouwbaarheidsinterval met on-

betrouwbaarheid & (niet 2¢& ) is :
. ] k\;:{“:
(2, - T (1-8) & (c )/ szc

Hoewel dit interval er als een tweeblgdLg begrensd interval ult-

n’%

ziet is toch de onbetrouwbaarheid s in plaats van 2 ¢, want

~r .
Ploa<x |=1.
T

6.7 Bij levensduurproeven worden de waarnemingen ult een expo-
nenti&le verdeling in volgorde van opklimmende grootte waarge-
nomen (zie B, EPSTEIN en M. SOBEL (1953)). Wordt nu het experiment
gestaakt nadat van r van de m voorwerpen, die beproefd worden,
de levensduur bekend is, en heeft de lengte van de levensduur

een exponenti&le verdeling met parameters o = O en 3 ,dan 1is
-

1

de aannemelljkste gchatting voor ﬁ . Voor de toets voor H @ p-g,

kan T .

an l?_zrk /A

als uOPi&]ﬂQ grootheid gebruikt worden, want T, heeft onder H_
eem”X“_verdeling met 2r vrijheidsgraden, dus onafhankelljk van
n o,

Alg betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheld 2¢& voor g
{

volgt hierult:

{ Q,i”‘b_,, n

r‘i (\(-}

«0Ock voor het vergelijken van twee of meer exponentiéle ver-

delingen zijn toetsen beschikbaar; zie hiervoor bijvoorbeeld
S. KULLBACK (1936), P,V. SUKHATME (1936), B, EPSTEIN en M, SOBEL
(1954), In de volgende paragraaf vermelden wij twee van deze toetsen,

P >7>”"W’”’)’”’””W”””W»” >>>>>>>>>>>> N W e ——
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.

Stel dat mn onderling onafhankelijke waarnemingen EAs eeees X
verricht zijn van een kansgrootheid x, dle een exponenti&€le ver-
deling met parameters o (onbekend) en (3 (bekend) bezit; voorts
dat v onderling onafhankelijke waarnemingen Yqs ceos Iy verricht
z1jn van een kansgrootheid x, die een exponenti&le verdeling be-
z1t met parameters «' (onbekend) en f (bekend). In beide gevallen
heeft ﬁ dus dezelfde bekende waarde, Om de hypothese

HG : A=t &
waarbij 50 een gegeven getal is, te toetsen, gebrulkt men als
toetsingsgrootheid :
B(x, -y, -56),
die we met Ié zullen aangeven, De tweezijdlge overschrijdingskans
van een gevonden waarde T, is volgens KULLBACK (1936) :

LT = 1)

Is 7;(a: -tne , dan is verder
(%, - 4, __E.T NG RIET jg+¥?"g<ﬂ)

e o i 3
een betrouwbaarheidsinterval voor 9 = - met onbetrouwbaarheid

Fa
Stel dat n onderling onafhankelijke waarnemingen Eqs vees X

Zzijn verricht van de kansgrootheid X, die exponentieel verdeeld is

met parameters < en (5; voorts dat wm onderling onafhankelijke

nm 21Jn verricht van een grootheid y met

een exponenti&le verdeling met parameters o« en {§ . De nul-

waarnemingen v., ..., ¥
{
hyoothes .

waarblij k_ een gegeven getal is, kan getoetst worden met de toet-

singsgrootheid:

welke onder H_ een

delingsdichtheid:

In
-~y

Een tabel van de B -verdeling is gegeven door K, PEARSON (193L4)
er. .n E.S., PEARSCN en H.O. HARTLEY (1954) (tabel 16),

Uit de kritieke waarden T (¢) en Tgiwe) volgt als tweezljdig
begrensd betrouwbaarheidsinterval voor K= ﬁ/ﬁ‘ mel onbetrouw-

baarheid 2 ¢

S — —— S — e S __ _ T — s .
o 2 i 7 o = e s
- . o
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-~ !
In de laatste paragraaf mogen dus de waarden van & en
verschillend en onbekend zijn; in par. 6.8, is vereist dat beide

verdelingen dezelfde ﬁ
en dat de steekproeven
verzwakt worden tot de

bezitten, dile bovendien bekend moet zijn,

evengroot zijn. Deze eisen kunnen iets
eis dat £ =
m

%; met bekende /3 en p.

Het volgende schema geeft een overzicht van de situaties,
wat betreft de parameters o 1€ s s waarin schattingen, toetsen
of betrouwbaarheidsintervallen mogelijk zijn, De cijfers verwij-
zen naar de hierop betrekking hebbende paragrafen.

o
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ot e i
schatting: 6.1. schatting: 6.1, schatting: 6.1,
bekend schatting: 6.2, schatting: 6.2
bekend schatting voor bekend
2oen g 6.3 (eventueel verschil-
toets voor Hg: f2:f3, 7t | lende y,
betr,interval voor /3
| schatting bekend hekend
. toets voorH, e 6 L eventueel verschil-
i betr,interval )} ~° lende . )
VOOT ) )
eventueel meer steek- } schatting voor ¥=1
proeven met verschil- || foets voor H,:pLp, 6.5.
.lende onbekende oi. ) betr.interval voor
"schatting voor < onbekend =1
toets voor H,: o - 6.6,
betr.interval
Bij levensduurproeven: uilt kleinste r waarnemingen:
bekend schatting voor g2 ) y= 1
toets voorH,. p-p, )0.7,
betr. 1nterva1xﬁmr JE
"Bij vergelijking van twee of meer verdelingen:
|
| . e ey ~l ) o
S toets VOOrH, o' ) i bekend Voo e
! (:‘ . P Y [ U
I'betr.,.interval -
| voor S-o . &’
o en < onbekend toets voor H, : ﬁukgf 2 ¥ :g':ﬂ
betr.interval - 0.9. )
voor k- [Ap

F
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