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Berekening van schijnbare specifieke geleldingsver-

mogens bij he' voorkomen van lagen van verschillende

veleldbaarheild.

1. Inlelding.

Bij schrijven nr 2-385 d.d. 9 Juni 1952 van de Dienst der Zulder-—
zeewerken werd ons verzocht de berekening ult te voeren verbonden aan
de oplossing van de potentiaalverxzell jking bij het voorkomen van lagen
van verschillende geleildbaarheild.

Het probleem is het volgende:

Op de bodem van het IJsselmeer worden 2 electroden aangebracht,
waardoor een bekende stroom wordt cestuurd. De bodem bestaat ult een
aantal lagen van verschillende geleidbaarheild, welker grensviakken
horizontaal gedacht kunnen worden. De d: epten der grensvlakken en de
specifieke geleidingsvermogens der lagen bepalen het potentiaalver-
schil A Lf’ hetwelk zal optreden tussen 2 meetelectroden,; eveneens Op ae
bodem aangebracht en wel zijn de afstanden tot de eerste electroden

en de meetelectroden en tussen de meetelectroden zelf allen gelljk.

Alle electroden liggen op een rechte.
Dit rapport bevat allereerst de methode om dlt potentiaalprobleem

op te lossen en wel in principe voor willekeurilg veel lagen.
Daarna zullen de numerieke resultaten voor de vier gevraagde pro-

fielen gegeven worden.
Literatuur, betreffende dit onderwerp (0.a.):

(1.1) J.N. Hummel, Der scheilnbare Spez ifische Widerstand.
7eitschrift fur Geophysik 5 Jahrg. 89 Nr 3/4.

(1.2) J.N. Hummel, Der scheinbare spezlflsche Widerstand bel vier
planparallelen Schichten.
Zeitschriit fﬁr Geophysik., 5 Jahrg.

2. Oplossingsmethode in het geval van een puntvormige bron.

Denkt men zich op het grensvlak van 2 lagen een puntvormige bron.

Ne bron wordt als oorsprong van een rotatie-symmetrisch coordinaten -

stelsel genomen, zodanig, dat het grensvlak, waarin de bron zich be -
vindt, het coordinatenvlak z = O vormt. De andere coordinaten zijn v
en 4 . De potentiaal in de 1° laag zij (\a i(rﬁz) ,het specifiieke ge-
leidingsvermogen 7. en de z-coordinaat van het crensvlak met de

1
(1+1)° laag zij z = Z,.
De vergelljking, waar elke i(r,z) aan moet voldoen, 18
S+ L0 +@ =0 - (2.1)
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met de voorwaarden, indien R = \/r + 2z 1s gesteld:
P (r,z)~ 1/R als R—=O0, (2.2)
0 (r,z) =0 als R—>on, (2.3)

|

en op het i° grensvlak

(r,z,)= ‘?i+1(rjzi) (2.4)
dio. (r,z.) Eiwn (r,z.)
1 71 t 1+ 1

d/l N - in-!—’l N 2 (2.5)

De vergelijkingen (2.4) en (2.5) moeten voldaan worden voor elke

waarde van r.

1 en.Jb(ﬂ r)e Z} waarbij A een

Zo0als bekend zilgn = JO(A r)e;xz
wlllekeurige parameter is, oplossingen van (2.1).
Men probere met behulp van deze oplossingen van (2.1) de potentiaal-

functie ¥ . (r,z) te schrijven als:
‘é o

pulr=)- ur/ To(4x) {1 SIS £ (h)e™ Zi ah , 154 1, 2.6

?i(rjz)=4%+ /[

o

oo

JO(A r){f;‘_‘(;\)eh + 7 (A)e“AZ} dA, 1 = 1. (2.7)

Verder kan men nog gebruikmaken van de volgende formules:

/ .
1 = -1 dan 1is -% = ‘/tlg(ﬁzrkahzicﬂkﬁ . (2.8)
1 [ A
1 = +1 dan 1is 7 = | JO(;\r)e“ 4 dA : (2*9)
/

De f A) en . (} z1Jn functies van.A.j niet van r en z. Men kan dezd

functlea in pr1n01pe vinden op de volgende wijze:

23 o€ 1:.-) - d £ 0 <
Twee der lagen, bilijv. de n  en mpﬁ moeten zich tot in het oneindige

ultstrekken. Z21ij n> 0, en dus m {0 dan geldt in verband met de eis

(2.3) f+(h)“0 en f ( ) =

n
De voorwaarden (2 4) en (2 5) geven dan het middel om f. (X) en . (\0

ult Te drukken in de +1 X) en f () , dus 1n de L (> : Uitelndellgk:
houdtT men dan een vergeliljking overJ met behulp waarvan ae f (h) als

functilie van;\ S d; en z. 18 Te vinden.

Deze metThode gaat dus op bij elk aantal lagen. Daarbilij worden de

ultadrukkingen steeds ingewilkkelder.

5. Het gevraagde probleem (5 lagen).
Aanwezlg zijn vijf lagen, van bovenaf gezien water, klel, zand, rots
en ander gesteente. De lucht boven het water heeft een specifieke woer-
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stand gelijk aan oneindig. Op een rechte 1lijn in het grensvlak water,
kKlel, zijn 4 electroden met onderlinge afstand a aangebracht, de tTwee
binnenste zijn meetelectroden. Door de twee builtenste wordt een
stroom ter sterkte I zestuurd.

lucht e A? z1] het veroorzaakte potentiaal-
# ~ T |
water dJ, verschil tussen de meetelectroden.
S T * < ¥ AR "
kKlel . KliesT men een der stroomelec Troden
1 - &
T als oorsprong van het coordinaten-
z and o
3 0 v
rots ”““““““““"”""“**““WW“”* f stelsel (szﬁéx) (21e vorlge 5)5
e s e YH A
a.gest. < dan geldt

1

A(]D = 2‘; iﬁq(ajo)mﬁf,‘(EaﬁOE (3.1)

-~

Duldelilijk 1s dat de stroomsterkte I en de sterkfe van de punt-

vormige bron evenredlg zlijn. Hel verband tussen het schignbée:rz2 sSpe-
cif'leke geleidlngsvermogen d/a en potentiaal en stroomsterkte 1s
volgens Hummel zie (1.1) pag. 92

ﬂﬂfazzﬂ’ai%u (3.2)

Aangezien tot nu toe gerekend is met een bron van eenheldss Terkte,
dientT nog de bljbehorende stroomsterkte I' bepaald Te worden. OSplits
dle stroomsterkten in twee delen

I =1, + I, (3.3)

1 en 2 hebben betrekking op de betreffende laag.
Sla om de bron een bol met straal ¢t

i
o

Z1lin nu W, en wy de respec-

tievelijke stroomdichtheden op die bol in de twee lagen, dan gelden

— Ny 2 - 3 — u b ?0/‘ . CK,‘ .
Li=efl e wpmetwy =- 9y 5 =772
— Y T d * T e ’

t"*

|

o T O e

dus I : 5)

&

En hieruit volgt weer in verband met (3.2)

T a4
7 =a = by (3-3)

De ultdrukking Voor (Pq(rjz) 18 volgens §32 nu te vinden:

Stel: 5
i+ I
I = 4 (5" )
i 1 T 5
7
£, = 1 - (3.5)

ot

1 g’“i



dan 1s R

waarin

an

-8152t384 & *81t28554 e +

et b L oatLt), e
162L314 Lw o sty

“tntSBt& < - t1t2?53§

-5, UAT

4. Het verband met de spiegelingsmethode.

Beziet men thans de integrand (3.0) nader, dan zilet men voor grote
waarden van A 1is %%%%—ma? enn dus convergeert de integraal op het karak-

ter van JO(A a) .

Gebruikmakend van de formules (2.9) krijgt men echter een interes-

sant resultaat.

Ontwilkkel namelijk§%§%-naar afdalende machten van e-machten van ,

dan krijgt men na enlg rekenen:

a0t P J-
(a)= & + 2 2 A o 2 >  ip = ¢
1 - d 5. s &a§+ﬂz: - V“Q 2 7
1 P11 Rl il q% S, 83 a +423 , 8 8
2 T 2 T 2 T
R S S

— S —————— e - —
s{(;2+422 qu22+4(24“21)2 SBVa2+4(z uzmja a2+4(z .

1



= -2}2”_ 27z _2Az

’ S .
~ t. 8.8 84 & + 8182t3t4 e + 81t283t4 S

17273

_2>\(Z}+mz ) "24’\(2 -2 ) :
1 . 5 T2 _
- 818283t4 e +sqt2t304 e - 5182t354 S ~

-2A(z2,-2. ) ~2A(z -Z+ZA) A ‘ \
2 ! 4 5 2 -2 (Z)--Z — 2y,
SthSBSu e -+ tﬁtZtBtH e ~t132t5t4 e + 75 Zl

-éEh(zA~22~zq) ~2%(25~22~21) A
- t,ltES}t)_a_ e - t1t2t5sl‘_ e -
wEAg24~25+22—21)

“S,‘tgtitq =

Interessant is nu, dat de eerste termen in het rechterlld van (4.1)
termen van die reeksontwikkeling zijn, welke men verkrljgt door het
spiegelingsprincipe toe te passen. Men heeft hier dus een zeker aantal
termen van die reeksontwikkeling medegenomen en voor de rest een inte-
graaluitdrukking gevonden. De integrand van deze integraal gaat exponen-

‘.
!
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tleel naar nul als )\ naar oneindilg gaat.

5. Het vierlagenprobleem.,

u""ﬁ“

De %91(a) is direct af te leiden uit (4.1) doorffﬁ = <f5 te sTel-
len, dus t4 = 0 en Sy = 2 .
o d,.ﬂ"
)= 1+ 2, %2 mfmgiz_m .
(‘f" a r..,...,._v.? ey """"‘-"}
s Va+4z° Jd. 5,8 PP g Va P
1 T 17172 2 15153 b
2 C 2 € 2 T
n __c_ o A— 2 3 —
— 5 E S
Sé(; +4(z1~22) Sz|/@ +4(51~25) squSBJ; +4(zj+z2 5)
T () N, ()
T, (A) N, (A
T8 818 515“5“1%“TX7' Jo(>‘a) AN, H2)
17273 <4 T17273 7
waarin
2 Az -7 -2AZ g -2)z
! ’ dp 2 C s
= T = S + —= T T — T e
z T, (0 )= s, 5 € 7 te S © 7 S5 s
QA(zqwzg) 12>(21~23) 2A(21+22 23)
+ s,]tgs3 & + qugtg & = t2t5 2 S
en
) phz. 2hz, QAZB oAz, -2
N,l( ) = t8,85 € +t1t253 : +tis 0, © - 58,0538
Ek(zqmzjj iEA(zQ—ZB) QA(21+22m23)
—8182t5 e + s,!tzt5 2 - t1t2t3 e

6. Numerieke resultaten.

Overeenkomstig het bovengenoemd schrijven werden de volgende pro-

f'fielen berekend:

Profiel I. H.Haven (rood) H=Harderwijk.
van O - 2 m 12.5 (L m.
2 - 10 m 4 3 () m. Electroden op zeebodem,
10 - 274 m 248,00 O m, dus 2 m. diep.
214 - OO m L 6 (lm
Profiel II. H. meer (blauw)
van 0 - 5 m 12,5 (. m
3 - 7 m L 2 (m Electroden op zeebodem,
7 - 200 m 14.5 om dus 3 m. diep.
200 - o m 4,6 o m



Profiel III. Kom 1. zwart)
van 0 - 6 m 11,5 L n
5 - 1% m 2.4 Oom, Electroden op zeebodem,
13 = 38 m 14,5 (Im., dus 6 m. diep.
38 - 300 m 3 4 (2.m
500 - o0 m 0,9 {2m
Profiel IV. Kom 2 (zwart)
van 0 - 6 m 11.5 {lm
5 - 13 m 2.4 O m. Electroden op zeebodem,
13 - 38 m 14,5 0O m, dus 6 m. diep.
38 - 300 m 3.4 Oom, (6 m = 6 m. onder gem.peill
300 - < m 40,0 QO.m, IJsselmeer).

De resultaten der berekeningen zljn weergegeven 1n de volgende
tabel, met behulp wearvan de bijbehorende grafiek 1s gefekend.

TABEL T
Pa

a Profie_. 1 IT ITT TV
25 16.0°7 10.77 5,848 5.850
40 6.77 6.78
50 30,14 12. 78 6.923 6.942
80 13,473 6 .45
100 5% .11 13.46 5,698 5,845
120 13,28

150 5.30
200 81 .40 11 .99 3.75 5,354
500 91 .8

400 Q0.5

500 32 . 4 6.35 2.1 (.29
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