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r-verde l ingen. 

1 . In le id ing. 
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1, 1. 1-functie. Voor de r-functie bestaan ve le uitdrukkingen 

en forrnules (zie [26]J hoofdstuk 12). De definitie van EULER is: 

1-,( ,def)·.oc_tz-·r 7l 
Z)_:. et dt r1c.(z.)>o. 

0 

De bekendste eigenschappen van deze functie ZlJn: 

1(z+1) = z t'{z) r ( 1) = -, r' ( -t ) = \Fir-, . 

r(rn) = (m--1)/ voor m geheel en positief. 

1.2. /-verdeling. De onvolledige r-functie ( [26], pg.341) 

vwrdt gedefinieerd door: _x 
I f { - t :t -·/ 6 ( :t. , ::c ) '_:'-_:_ , e ·/:: dt ::-c > 0 .) 

0 

waaruit door vermenigvuldiging met -1-
x r(z) 

de verdelingsfunctie 

G def 
-(x;z) = _j__ 

r( ,,,.\ 
~1 

j e - t: t ~ - -, dt 

0 

ontstaat. Hierin stelt t. een parameter voor, die in dit rapport 

verder steeds met de letter t aangegeven zal worden. De verde

lingsfunctie G-(:c.; 0) kan nog gegeneraliseerd worden tot: 

Alleen refle waarden van de parameters zullen worden beschouwd. 

G(x;c;1,,(3> 6 ) is de algemene gedaante van een verdeling van 

het type III in het sys teem van PEARSON ([3] pg. 21~8 e. v.). Een 

verdeling met deze verdelingsfunctie zal een {~(°') (3 ,<[) 
verdeling genoemd worden, de overeenkomstige verdelingsdichtheid 

wordt door ~(x;•"",P,if) aangegeven, De parameter,;. geeft het 

beginpunt van de verdeling, p de schaaleenheid van de x-as, 

terwijl t de vorm van de verdeling vastlegt. 

1.J. Bijzondere gevallen. Door een speciale keuze van de para

meters verkrijgt men enkele zeer bekende verdelingenJ nl. 

1,3.1. Gamma-verdeUng met beginpunt bi,j OJ als d = O, dus met 

verdelingsdichtheid 

q(-x·o?.,'t')- 1 e o , , I , ll - ro n~ 

Exponentifle verdeling, als (I= 1J dus 
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1 . 3 , 3 . 
' 2. X -verdeling als 

l v . ' i( = ~ 
\. 2 

"dus 
--+ 

e 

2, Momenten. 

2.1. Momenten genererende functie. De momenten genererende functie 

van een r( 0 ") r:,, (i)--verdeelde grootheid ~ wordt gegeven door 

Substitutie van a."'t-c4 geeft~ 

De momenten om de oorsprong (:x= o) , Welke v.i t de reeksontwikkeling 

naar e van deze functie als coefficient van _f_'.:· (voor het r ":..:.' r· _, 
moment, r = --'i, 2, ... ) gevonden worden, zijn vriJ ingewikkelde 

uitdrukkingen in 0<, (' en 6 , Een eenvoucliger vorm bezitten de 

momenten ten opzichte van het beginpunt (x= °') van de verdeling. 

Deze volgen uit de reeksontwikkeling van 
,p G ( 2Sc -°') , " · - 6 
Ce --(1.t;(-). 

Di t gee ft: 

De verwachting van 

I- r~ r 
{__ (_~;'.: -c,) ::c /3 ___ f..,(x+r1 

. r· r o 
·z_r;_ is d us 
~f'(v)' >,/Jy. 
~- ~ :::;,· 0- T {:_'! 0 .) 

het 2e en Je centra1e moment (om 
1; \ :.: e·n I?( .,3 r 3 

Cf' , ~ 1 --~ n~ C . ;:<: - .CJ',. - f Q ) =- :;. (1· I 5 • 

Voor de r(o,(3,y) -verdeling worden deze resp. 
'(i , ,e . , :3 ~ 
(f•xj r1 v ,T 1 (x)=\,• 1s en C(x--(3/)'-c:21:1' 1/3. ---- \ ---· :.--:: : ... 0 , , -- LJ , .-~ ,1 v 1...· 

Voor de i"(c.1 0 ('.:,,-1) -verdeling (exponenttele verdeling): 
- ,'.) "l ,e I ~1 1_ 

t_ ( ?_C,.) " o( 1 ('l, , (;- ~c :;_ ) c:. /" ., 8 n C ( :::5: . d-. --r~) =- 1 /" ~ 

en voor de X~ -verdeltnp; (r'(o.J,'f)) 
t(-JS:)cc\J c,:'(~c:).,2v en t'.(:.<_:-,J)"'coo''!) 

J. Gedaante van de verdelinp;sdichtheid; limietverdeling voor 1f--"'?'°8 • 

J.1. Gedaante. De gedaante van de verdeltngsdichtheid 
(!-

hangt af van de waarde van de parameter 6; het beginpunt en de 

schaal langs de x-as worden door c" en (3 bepaald. Er kunnen 5 ge-
1 

vallen onderscheiden worden: a<r< 
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Voor elk van deze gevallen geldt dat de verdeling bij x-=-c< 

begint_, dat de verwachting C(~) = o<+ (3'6 is en de spreiding 

a-(~)= f \ff In figuren '1 t/m 5 zijn de 5 verschillende geval

len aangegeven, waarbij voor O respectievelijk: o=D,5 ~ o=1 ~ 

(f= 1)5 ; ~ = 2 en o= lj gekozen is. 

J."L'1. (fig.1) 

. \ ~f - V' 

(x ... ot..; o 

( ·/ ·i y- ) 
-- T ---=.JJ...... ·1 A , . 

\ /" X -°' 

cf.. 1Q(x) I __ _Q ___ = ~--
ci x 2 (!Jr(r) 

Bij x =d is g(x) = cxJ en ~:1"' -co, terwijl overal :!_3(:x)<o isJ 
c( -Cc cl X 

de verdelingsdichtheid is dus een monotoon dalende functie van 

=:c. ,, De tweede en hogere afgeleiden bezitten geen nulpunten; 

de verdelingsdichtheid vertoont dus geen buigpunt. 

3 . '1 ,. 2, (fig, 2) 

In ::c "'G( ts q(x)~ .i. en cl.2J..=:-_). cc • .J1 De tweede afgeleide 
0 0 d-x (o 

blijft weer overal kleiner dan nul en de verdelingsdichtheid is 

dus ook nu nog monotoon dalend. Butgpunten zijn weer niet aanwe-

C!:J..{~ e. 
dx 

.'!:)_ ~-~2 __ I 
d. -~ 

In -x ~ o-: is ~ (:x) = O en d r•/::c) 
···-·· () _____ _ 

cJ. ~ 
. De eerste afgeleide 
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is nul. '\IJanneer _1_"" 1-0- of x = °' + .10(Y - • hier ligt dus de 
' ("' X-°' U ' 

modus van de verdeling. De tweede afgeleide is O wanneer 
\ 2. ~ . . \ 

( X - d, ) - 2 (" ( t - i ){ X - °') - /3 (j - I) ( ;?.. - {) "' 0 

dus als 

X '° o\ + (3 ( 0 - 1) ~ (3 Vi~ Y 

maar voor 1 .<:: a< 1. is t _ ·1 < \/~' zoda t al leen het + teken beteke

nis heeft_; hier ligt dus het enige buigpunt van de verdeling. 

:x: - o{ 

ci(:;:c·o( 1 .) ) u 

' - -(!,-

, 1) =::: ~ e (x-. r 

-d. 

In x = ex is d. Cle (x.) D f d 1 1 n ( =, 0 ---'o,___ "' t.• . e eerste a_ge i e is nu a s a· ., clx 1-~ 

de modus van verde ng 1 igt dus bi j x = o< t- p , 
X -,_c'· __ .;_ = O 5 er is dus een 

(!, (0 

buigpunt en wel bij 

wordt nul als 

+ 2 (3 ( in t geval samenvallend met de 

verwachti van x. ) . 
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fig.1:. q f x:d. !3, 1/) voor o <: Y< 1 a' - ·r·o. u 

--- -~ft--

voor 

··>---- ----·-·---•-~------·-------------~---,;'-
t ~ ::c 

=-0:+fa 



o, 1 

0.) 1 

I 
I (J ( !;-i 

fig,3~ 
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d 
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3,1.4. (fig.5) 
- ' t > 2. 

In x c:-o: is q(:x) = o en ~ cc o , De eerste afgeleide wordt 
0 ' cl x 

bovendien O als ;;--r - x;/:'.- = o _; de modus ligt dus bij x=o<-,.(30r--r), 

De tweede afgeieide vJordt O als (x. -o,/- 2.13(fJ'-1)(x-o<-) T (5-1)( 0-2)132=. 
= o . De buigpunten van de verdeling liggen dus bij 

::( ~ c< -i- f'('o-1) I r VP J dus op gelijke afstanden 

ter weerszijden van de modus. 

In de figuren zijn tevens de verwachting en de spreiding van x 

aangegeven. 

3.2. LimietverdelLni=:voor 6 ~,c0 • Indien2S_een /~(ci-J(!>,1;) -

verdeling bezit dan heeft ( x_d-(3(i) /(f3Vf voor 0-~y-co een 

N(o, 1) -verdeling. Dit kan het eenvoudigst met behulp van de 

karakteristieke functie bewezen worden (Appendix 7,1). Voor 

grote waarden van [ teeft dus ~ bij benadering een normale ver

deling met gemiddelde o<,p'(: en spreiding pl/f, 
Worden alleen gehele wac1rden van z;' beschouwd dan is een 1-.(d,(3,o)-
verdeelde grootheid 2S_ op te vatten a ls de som van O onafhanke 1 ij-

ke grootheden met een r ( 0._ A 1 1 \f')/-:,'/ \rPrde· 1 i· ncr (zi"n n~~ ~ 0 ) ---- ._, . c ,;:-_; t-'d.l ,t-_),,l-~ * 

De normal ite it van x voor /5-'> c,o vol 

l imietste 11 ing. 

dan uit de centrale 
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1-t. Tabellen_; Verband met Poisson-verdelingen. 

4.'L Heeft x een i(d,(3, 0 ) -verdeling dan heeft 2-(x;;co<j 

een.)( 2 -verd;ling met v=2t vrijheidsgraden (zie par,1.3.3. en 

5 .1.). 1I'abe l len van deze verde ling kunnen dus ook voor r -
verde l in gen gebru ikt worden 3 eventuee l met in terpo lat ie ind ien 

- r, 
is. Een 'vlitgebreide tabel van de )f c-verdelingen 2 v niet r;reheel (i ~ 

is te vinden in de verzameling van E.S. PEARSON en H.O. HARTLEY 

[ 20 7. In de ze tabe l van de'{ i2 -verde l ingsfunc ties werden voor )J 
- v 

de waarden 1(1)30 (2) 70 gebruikt. Om G (x;c1-,f,a) te bepalen 

moet in de tabel dus 'a'"20 en{; = 2 (,,~- 01 gebruikt worden: 

G(:c,oZ,13,);j'cPj'-;f,sXJl= pt-2.(?:,-c>,) S 2fx_c,Jl= p11" '.:: 2{:cc')-), 
1 u L 0 r J 1 ~ ~/ r _ 

4.2. K. PEARSON [19] heeft uitgebreide tabellen samengesteld vocr 

de verdelingsfunctie G(x; ~,~, y ) als functie van 
! 0 

Ll""'~
('Vf 

, vrnarbij als parameter niet t, maar p = 
bruikt is; de getabelleerde functie wordt met I(u,p) 

dus: 

met u = 
::( __ ,-;,( en 
('>\fr,' 

Voor p zijn de Naarden: 

ruikt, terwijl u met 0,1 opklimt. 

0 - 1 ge -

aangegeven, 

i+.J. LJ.:;_, SALV03A [23.J geef't ::covJcl de verdelingsf'unct:Le als de 

verdelingsdLchtheid van de p:estandnardiseerde 

verdeling. In plaats van u wordt dus: 

gebru1-kt 3 g:e s te lc1 word t _, 

en ,::(._ X 

-;rt-
1 

1,-, ( d ,,-,, '✓ ) -

' ~ r j (i 

zodat: 
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De verdelingsfunctie wordt dan dus: 

G ( x ; -'- , p , 6) ,, "P [ ;< "' ~J , "P [t "' t J " C, f te - '.,\, , o;, u) ¾ ',i "- , 

-2 

met C 
0 

1(:~2) 

en de verdelingsdichtheid: 

' ' f( dt £, L • • It:, 1,r;-4 
\ a ( :x; o( , i'?, , 6 ) = t j d, ,> . d. X = I ( [ ; o. 2 ) I (r , r ) . 

De functies ?[r_::=:t] en f(tjc,;.,,) zijn dus getabelleerd met~ 

als 9arameter. Voor o< 3 werden de vJaarden o<3 = O(OJ 1)1 3 1 ge

bruikt; d it komt voor O overeen met de waarden: 

OY= co•400·100·44 44·2S'.A6-AAI A~·Pu A~-6 °c.4 9h•4•3 3A ., J J J · 5 ;, I , :; l 3 I I:; J !L :; ~ ) L~) ,3 :; t J 3 ,3 I o 

De variabele t klimt met o,o·, op. 

4.4. Poisson-verdeling, De tabellen voor de verdelingsfunctie 

van de r -verdelingen kunnen ook bij t bepalen van overschrij

dingskansen van POISSON-verdeelde grootheden gebruikt warden 

(zie [10] I pg. 122). Is nL !l ··o sc:,T-verdeeld clan geldt: 

\' 
), -.-, 

I.,.' 

- --.., 0 

Men kan dus PL 'D :c. n] aflezen uit een 1l L-tabel, nl, als d2 
n 

kans dat een :( c:-V8rdeelde grootheid met 2Yi vrijheidsgraden 

grotr:n· is clan 2 1\. 
In de tabel van K. PEARSON is deze overschrijdingskans te vin-

d en al s I ( )j___ 1 Y1 - 1 ) 5 want u = xA \·7' = -\=;)24 = ;~ en p " 6 - -1 " "n - 1 ; 
\(n' ,- IV -x y'Yl VYI 

in de:: tab2llen van Salvosa moot gezocht vrnrden bij 

en t = ..:i.=2!. . 
Vn 

Een a,nder ver>-nd dat bestaat tuss-::~n ,;:;xponentiele verdelingen 

en POISSON-verdelingen zal in het volgende hoofdstuk behandeld 

warden (par. 5.5). 
-, 

5. Eigenschapoen van I -verdeelde grootheden. _, ' 

Ib dit hoofdstuk warden een aantal eenvoudige eigenschappen 

van r --verdeelde grootheclen vermeld. De meeste bewijzen zijn op

genomen in de appendix (hoofdstuk 7). Vele eigenschappen gelden 



alleen bij speciale 1;1aarden van de parameters. 

5.1. Heeft x een i......,(o(,Pd')-verdeling; dan bezit 

x + a een r.,(c<+a,p, O) -verdeling en 

bx een r(b°', b,r:,, ! ) -verdeling, 

- 10 -

wanneer a en b constanten zijn en b > 0 (zie appendix 7 ,2.). 

Gevo lg: Hee ft x een r'(°', (', 't;) -ver~e ling, dan heeft 2 (?;;.-9:'.'-}p 
een ,~ (' o, ' '£ ) dus een J c. -verde ling 

I :L' U - '-1if ' 

5.2. Zijn Xo (i=1 3 ••• , n) onderling onafhankelijk en heeft x een 
-l n -1 

r(o\. 13 Y.)-verdeling (i=1, ·••J n) dan heeft ?- X, 
L ) , - ) U \... 1,.:::.'1 - !... 

een r(1 C'\,(',, OL) -verdeling (appendix 7.J.). 

5.3. Zijn ?;;_;l en ~2 onafhankelijk verdeeld en bezit x 1 een 

r'"(o,f',o,) -verdeling (i=1 of 2) 3 me:b gelijks (3 's dus> dan 

zi ook x,1 + x2 en ~,11~2 onderling onafhankelijk verdeeld, Deze 

eigenschap is karakteristiek voor de:: r -verdelingJ zoals de on

afhankelijkheid van~+ yen x - L karakteristiek is voor twee 

normaal verdeelde grootheden x en y met dezelfde variantie 

(zie f-13]011. [14] ), Deze eigenschap lrnn als volgt tot meer on

derling onafhankelijke grootheden gegeneraliseE:rd worden: Heeft 

xi een r·(o, (', Oc) -verdeling ( ')1 1, , .. , n) en zijn alle ~i on

derling onafhankelijk, dan is ~ x. onafhankelijk verdeeld van 
Lc1 -l 

iedere homogene functie van graad O index .. d.w.z. een 
- -l' 

functie F(x_11 , ... , xY}) die onafhankelijk is van de schaal 

langs de x-as, dus waarvoor 

r ( 'k , f x2_ , . _ . , * x_,, ) . = r ( , :x:2 , , , · , ) 

(ap 7,5 en o ~1 + x 2 en 
X /(v -1 / ::::.-1 + ~ 2 ) ona 

[21] ). In het bijzonder zi 

l ijk verdee ld. Voor r(o , 
l 

,, ) -verdeel-
' 0 i 

de grootheden met c>, > o lden deze eigenschappen n t. 

5.4. Zijn ~'1 en ~ 2 verdeeld als r 5.J. dan heef 

~,,,/(x1 + x 2 ) een (3-ve l (zte ap ix 7.4 en 

~'13], [14] en [21] ), d,w.z. een verdeling met ve 

heid 

(> ( J ; 6, 1 ' 0 2 ) :: :; ( 0-; ?; \ ~ k 1 
( 1 - ~ 

{2) 

y / ( '1--;yJ kan ' De verdelin~ van u = X /xr, = 
C - -'1 -c. 

uit ze 

afgeleid warden; JAMBUNA'I'HAN [ 9 J spreekt van een 

van de 2e soort. 

1 ingsd ic ht-

-verdeling 

-verdeling 
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De relatie tussen exponenti~le en POISSON-verdelingen 

wordt zonder bewijs vermeld: 

5. 5. Zijn ~-p ~ 2 J •••• onderl ing onafhanke l ijke r' ( o J i3, 1 )-

verdeelde grootheden dan bezit het aantal ET , dat vastgelegd 

wordt door de eisen: 
1'.l..y '.!1.y+1 

bi ~i. $ T en 'E x. > T 
i.. "'- 1 

een POISSON-verde ling met p~ameter ·-h 
L)I J -;he- -~-,'1'1; I I 
, / 11 "" n = -e ,- ( -L ;· n : . 

'- --T - f, I 

Oak geldt het omgekeerde: Zijn ~V' x 23 ••• onderling onafhanke

lijke stochastische grootheden met eenzelfde niet-ontaarde ver

deling en bezit het aantal n T , dat door bovenstaande eisen is 

vastgelegd, een POISSON-verdeling met par2meter A dan zijn 

~ 13 x 23 ••.. afkomstig uit een 1'(0, T, 1) -verdeling (zie(17]). 

Deze stell1ngen kunnen nog gegeneraliseerd warden tot eenzelfde 

verband tussen een r(o, f,2) -verdeling en een gegeneraliseerde 

POISSON-verdel1ng [7]. 
Dit hoofdstuk wordt besloten met een reeks eigenschappen 

van exponenti~le verdelingen, welke PITMAN 1n [21J geeft. De 

-verdeling. De waarnemingen x 1 bezitten dus een r(~,f, 1) 
kleinste waarde ult de steekproef x 1 , ... , x z a l me t x O w or --n -
den aangegeven ~ 

5.6. Voor exponentieel verdeelde grootheden geldt: 

1. Xr heeft een l~('d, _!'. ) -verde l 1ng_, 
Y)'-J ·n :) .,, 

2. >- (x, -2S--J) heeft een r ( o, /3 r, .. 1) -verdeling en 
i=i -1 ~,\_ 1 J 

3. x 0 en ;;- (~,-!n) zijn onderling onafhankel1jk (zie ap-
--v ,., 1 l u 

pend ix 7 • 6 . ) . 

5.7. Is ·r(x .. 1' .,., x 11 ) een functie van Xp ••• , x 11 die onafhan-
1 kelijk is van de keuze van de oorsprong ~dus van de waarde van 

'fl 

o< , z o a ls 2- ( x ,, - x ,~ ) ma a r o o k b i j v . x - x 0 ) d an z i j n 
1.,1 -l '-\J -n -..,1 

I= T (;_1 , ... , xn) en~ onderling onafhankelijk (appendix 7,7,), 

, .. , xn) een hornogene functte van de graad 0 

waarvoor geldt: 
r · 1 r: ) G '--T ( K x_1 , ... , - . x.n = ( x 1 , ... , x-r,), 

., dus 

die bovendien onafhankelijk 1s van de keuze van de oorsprong,dan 
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TI 

z1.,3n Q, ~ en?,1 (~i-~) onderling onafhankelijk verdeeld 

( append ix 7 . 8 . ) • 

5.9. Uit het feit dat ~,;f;:(x 1-x-'.) en{!(zie par. 5.8.) onderling 

onafhankelijk zijn volgt dat § onafhankelijk verdeeld is van 
YI 

een willekeurige functie van~ en~ (~1-~), 

6. SchattingenJ toetsen en betrouwbaarheidsintervallen. 

In de litteratuur is weinig bekend over schattingen en 

toetsen bij een algemene r(d,f,K)-verdeling. Zijn echter ~~n 

of twee parameters bekend dan wordt de situatie iets gunstiger, 

terwijl voor de exponentiele verdeling ( 0 = 1) een hele ree1rn toet

sen en betrouwbaarheidsintervallen ter beschikking staan. 

In het volgende wordt bij een toets de toetsingsgrootheid 

steeds met de letter T aangegeven voorzien van een index die ge

lijk is aan het paragraafnummer. Is Ti:. de toetsingsgrootheid 

en f (T") de bijbehorende verdelingsdichtheid onder H0 dan 

wordt met ~ (EJ 

(6;'1) 

die waarde bedoeld, waarvoor: 
TZ (E) 

( { ( ~ ) d. T'- = c . 
j 

-00 

Tenzij anders aangegeven, wordt steeds ondersteld dat x x 
--·1:,., · · · :.i --n 

onderling onafhanl{elijke waarnemingen zijn uit eenzelfde r -
verdeling. 

6.1. Om utt een steekproef ~'1' .•. , x 11 uit een r(o..j/3,o) -
verdeling de drie onbekende parameters te schatten kunnen de 

schattingen voor de 
n 

x - L ~. /n 
- - l-':;.i I 

,l_ ...:0.. 2 I 

~ "c~ (~, -~)jl1 
m ~ ;:,_"(:x _ x.)!JYI 
--3 ~=1 -l -- I 

momenten gebruikt warden: 
·e als schatting voor c... ~ ~ o1. +-f3'fi, 

:l.; 2. 
als schatting voor er(~)= 6p, 

1 h t t • l"(v 'j' )" V f 3, a s s c a . 1ng voor ,._ ✓- _ '- x "' 2 1 ,3 • 
- - I I 

Voor 0\) /3 en X' volgen dan respectievelijk 
{ - (1 

de schattingen: 

- 2.(2'/ g. 1 ~. -- ------;;:;:,- ., --,, 
'.DJ_ 3 
2 .?.. :a. :,. 

en L((~l/' 
"n1 ~ 0 

GREENWOOD en DURAND [8 J geven een iteratiernethode voor het bepa-
' len van meest aannemelijke schattingen, waarbij ze gebruik maken 

van 1 t bepalen van aannernelijkste schattingen bij gegeven c,(, 

(zie par. 6 .2.). 



- 13 -

6.2, Is de parameter c,( bekend., dan kan zonder verlies van alge

meenheid ondersteld warden dat alle xi een r( o, (3, 0) -verdeling 

bezitten. Uit het gemiddelde en de spreiding van de steekproef 

volgen dan 

(6,2_;1) en 

als schattingen voor f' en 0. 
In plasts van deze momentenmethode kan ook de methode der 

meest aannemelijke schattingen gebruikt warden (zie appendix 7,9). 
;, 

Hierbij blijkt dan dat voor de aannemelijkste schattingen b en 
/' 
c geld t: 

en _ g 
- ;-:::-

Yl 

U it een tabel van de functie Cn t _ /7(t)/ r'(t) is dan, bij de 
f? 11 Yl 

waarde van un(> ~./n)--(>-Cn3::.)/Y1 verkregen met behulp van 
~::i 1.- L.;;°1 t_ 

de steekproef, de bijbehorende waarde van t dus van 2 op te zoe-

. ken (zie GHEENWOOD en DURAND [_8] ) , Als benadering voor deze 

aannemelijkste schattingen kan men gebruiken: 

en 

De nauwkeurigheid van de drie stellen schatttngen uit deze para

graaf zijn met behulp van een aantal steekproef experimenten 

onderzocht (zie appendix 7.10), De resultaten doen vermoeden dat 

bij alle drie de variantie van de schatting vrij groot is, al

thans b ij O?: 4. Di t is in overeens temming met de benaderings-

f ormu le voor u ~) van GREENWOOD en [ 8 ]. 

6.3. Bezitten x1 , ... , 2:S..n een l(o,(!>,6') -verdel 

dan is: 
l X 
123=-=-

6 
een zuivere aannemeli,jkste schatting voor (vol 

gelijkingen in appendix 7.9.) en 

met be kende ?f 

uit de ver-

een zuivere schatting 

(22]). eigenschap 

(zie append 7. 11. en [1 O] II en 

~, een {o,f,rtJ,X) dat 

1(0,2.,r1 0)- een 2 
2 Y) (y verdeiing bezit of wel een 

verdeltng. Met behulp hiervan kan een toets voor de hypothese 

H: A=,'3 
o I I o 

opgesteld vwrden~ Toetsingsgrootheid hierbij ts dan: 
T 2- ?;1 ~L 
- 3 f':'c ~ 



vie lke dus onder H 
0 

een r(o,L, 'Ylo) -verdeling heeft. Bij 

een gevonden waarde -, 
I _;_ 3 zijn de overschriJdingskansen 

(links) 

en 

De tweezijdige overschrijdingskans kan dan gedefinieerd warden 

als ,, I 
.f',y; ,r, (' ) 

_, l .> 

(zie _F10-.) II en ook r? 7 voor het onderscheidingsvermogen van __ - J 

deze toe ts) .. Is T fr:) " . , 
gedefinieerd als in 1 t begin van dit hoofd-

stuk dan is het interval: 
'n ..,.-, 

,,• "';-- /T· /, c' ?>- - '7- •·c\)' 
( 2L_ /1 ('1-c)',.L_y __ /1_/L! 

r.,, ;.1 / :,; · ·· ) ._·; ~1 -- t I 3 '· .,.., 

een tweezijdig begrensd betrouwbaarheic'lsinterval voor /3 met 

onbe trouwbaarhe id 2 L 

Opmerking: In plaats van met dezelfde ~, mogen de grootheden ~i 

oak uit verdelingen met verschillende v afkomstig zi,J"n. In de 0 i 
'l1 

formu les moet d;=m overa l n x door~ v .. vervangen warden. u , 10 l -

6,1+, Bezitten alle x. een 1'(:0:, 1,::;, >;) -verdel:Lng; waarin /3 en tf 
-l 'Yl . - [_; I 

be kend z iin dan ,,,, ~ 

'2 ( f.~ 2fl -Y'icl.) 
/?) . 

heeft E x, een /'(ncc\, /", Tl ;'i) -verde 1 ing en dus 
L:;1 -1 ' \_ l iJ 

een 1' (0 3 2 1 n:, )- of een ,{ c.. --verdeling. Een 
~.· '-217/J 

zuivere schatting voor c< is 

Om de pothese te toetsen kan als toetsingsgrootheid 
'}1 

]~ = J.(J;- ~l:c -- -y,c>-J/p 
gebruikt warden, welke onder u 

I' een 
C· 

overschrijdingskansen van een gevonden 

viaarde voor T 
·-4 

kunnen weer ~ls in p2r. 6.3. be Een 

betrouwbaarhe ids lnterva 1 voc,1~ c; rnet 

,1 ( 1 ··· E) en 

0 prne r·k tr1g;_;_ k hier mogen de grootheden 

verschillende Y afkomstlg zijn. 0 L 

t~COU.l\i[;a,:1rhe ii_j_ 

x uit verde1ingen n:,et 
-l 

De volgende p2ragrnfen hebben alle betrekking op exponen

t une verde l in gen 1 waarb L j dus ((= 1 is. 'Zoa ls in hoofds tuk 5 
wordt ook nu 

steekproef ~-1 , 

gedefinieerd als de kleinste waarde uit een 
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6, 5. De vrnarnemingen x. z i,jn nu afkoms t lg ui t een l--. ( °', (3, 1) -
-1 n 

verde ling. Vo lgens par. 5, 6, heeft d2n ~ (x .. -Xn) een 
ic1 -1 -...} 

-verdeling 3 dus met 
'--.0 'Y1 

C ?: (~,; _ ~J =('Yl-1)(3, 

De schatting 
YI 

l;;,5 cc: ::~ (2£, - ~o)/(-rl -1) 

voor /3 is d2n ook z1..:.i ver en bez it bovend ien een minima le 

variantie (zie [5] en [6]), Om de hypothese /--10 (3 ""130 te 

toe tsen l,,;:an 

als toetsingsgrootheid gebruikt warden, welke onder Hr een 
-} f) ; 

i~(o,2-,Y,-",) - dus eenlr c -verdeling bezlt. Een tweezljdig be-
-1_p1-,; 

,tronsd betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid 2E. dat 
u 

hierult volgt is : 

1 2 
v.ia8rin-:{ (1-i:) en 1 (E) resi:. rechter en linker kritie],,;:e 

,, 7(11.1) . 2 2(1'1- /) 

waarde uit de ,Z -verdeling zi.jn) analoog c:.a.n (6;·1) gedeflnieerd, 
, 2/n. 1) · 

de vorige paragr·aaf' be-

handelde geval nlgemener behandeld. Zij onderstellen dat de 

1,1ac:;rnemingen X-1 J , •• , x 2fkomstig z:Ljn ult k verschillende ex--, , --n 
ponentiele verdeli..rgen, die echter ,:lle deze1fde (onbekende) r,ara-

met2rr1 bezitten. Voor de c(. (1.=-·1,.,. k) 
1 

liJkheden onderscheiden: 

'I) De 

is nu ~ 

C<, 2; i,jn 
.L 

beker:,,d 

-~ ,1, 

f:·~ ( .?6. ii. .. '""' i ) / n 

ter11jij l de toetsingsgrootheid 
T - '1 "rl b / ci, 
-- 6.t1 -- J.. --t:,,1 ;~ 0 

\J 2 
een J -verde 1 :Lng bez lt onder 1, 1'\'1 

H 
0 

( (~ J'O ) I ::, = f _, . 
\ I i) I 

:r1et 

worden drie moge-

\ 1 C)OI' (3 

f 
~-n.~·n, 
j :i 

I 
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2) De ~i z1Jn onbekend maar alle gelijk 1 dit is bet geval 

van paragraaf 6.5. 
3) De oc zijn onbekend en ongeli,jk; de schatting voor/3 

l l 

vwrdt: 

met 

en de toetsingsgrootheid 
T, . == 1 ( ,1 - *) 6 , , ;· f3 
-0.:,3 -o.,. ..... ,-o 

heeft 
0 

een )( L , -vePde ling onder 1-1 0 ( _/3 "/3
0

). 
q{"n-t.) 

6.7. Zijn de waarnemingen ~i als in par. 6.5. dan is 
n 

c~ (~;_ -;Jfo) 

11(Yl--f/ 

een zt1 i vere s cha tt ip_g_ voor G( met minima le variantie ( z le [ 6 J ) . 
Een betrouwbaarheidsinterval voor ~en een toets voor een 

hypothese H0 : o, = cx 0 volgen uit de eigenschappen in par.S.6. 

en par. 5.4, 
Immers nu heeft 

l. 
T 

'Yl(;:J;:; 0 _o:,,) 

-n 
z·(2; ... c,) 

f..:;; 1 [ () 

onder H 0 een /3(--r, ·o .. -r) -verde 1 ing, clus met verde l ingsd le hthe td: 

16 (T_ ; --r , ·y; - ·1) = (-n • 1) ( 1 . ·L J' YI - 2 ., o == I " ·== 1. 
f . · • ' t ' l 

De oversc hrijd int,;sk::msen b ij een gevonden waarde T~ z ijn: 
r 

T,. 
-, / Y\-2_ 'Yl-1 

k{~ j (1,-1)(1-u) cf.cl, -t-(1-T1 ) { = ,, 
0 

'Toe ssing van (6;1) geeft voor de kritieke waarde T1 (c) 

T, (E) 
(' Y).1 '() .. 1 

of T, ( "-) = -, -
T 

I: = _}' (n - 1) ( ·1 . c,) du = 1 ( 1 - T_ ( El) 
t \ '' 

() 

-1 
I \ )1-7 
t i - £) en ana loog 

·f 
y~ 

1 .. E A ls 

betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid E is hieruit te 

vinden : 

Hoewel het -~ ("'"f 

J....D j 

p [ c< > ~-, J = 0' 
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6.8. Bij bepaalde typen proeven 9 zoals bijv. levensduur proeven 

( z ie [. 5 J en [ 6] )., vwrden de waarnemingen in vo lgorde van opkl im

mende grootte verkregen. In een dergelijk geval kan de proef, 

ter bekorting, be~indigd worden voordat alle waarnemingen ver

richt zijn. Stel de waar te nemen grootheid heeft een r(o,p, 1) --

verdeling. De waarnemingen ziJ"n x x (indicestussen 
· -c1J'. "-(Y') 

haakjes warden vaak gebruikt om aan te geven dat de waarnemingen 

naar grootte gerangschikt staan), met nog als extra informatie 

dat de n - r overige waarnemingen grater dan :x:. zouden z ijn. 
-u·J 

EPS'rEIN en SOBEL([ 5 j en [ 6 ])bewijzen dat : 

een meest aannemelijlrn schatting voor f is. Voor een toets 

voor een hypothese H0 : f = ('o kan als toetsingsgrootheid : 

T "" H' 9r, n 
-- c7 (\ 

', 2 
gebruikt warden, welke onder H0 een { Jr -verdeling bezit. De 

kritieke waarden ::¥ 2 (r:.) en t,' 2 (1-0 uit deze verdeling geven: 
'- 2 ,, ~ 1 r· 

1 , r· b 
( 

... • -1",-Yl 

'/ '- / 
' 'l n· (·!-£) 

als tweezijdig begrensd betrouwbaarheidsinterval voor f, met 
onbetrouwbaarheid 2l_ 

Dit hoofdstuk wordt besloten met enkele toetsen voor het 

vergelijken van twee of meer exponenti§le verdelingen. 

6.9. Hebben 2':._,i 3 , •• , ~ een r~(o, j f O -1 J -verdeling en 

~1 J • , , :; ?=~ een I--, ( d ', (3 , -i) -verde ling, vrnarb ij /" bekend is 3 

dan heeft vo lgens par, 5, 6. ~ 1 =cc min (~-'1 2 •• , 3 ~n) een 

I' ( c< Ji , -1 ) -verde 1 ing e; x,...,_1 == min (x~, •.• :- x_1 ) een 
j 11 - -•,_1 - I -D 

r { d I) _c_ ) i )" -verde ling' Di t kan gebru ikt warden om de 
Y) . 

hypo these H O _- cJ, " ex '+ ,\ te toetsen. Toe ts ingsgroothe id is 

dan: 

T = Yl (·x_ - x ' -- J) /n. -· s -· o - D () / /J ' 

welke' volgens KULLBACK £ 12] een verdeling met verdelingsdicht
-- /Tq I 

heid i e , (-co< T9 < oo) bee ft. De tweezijdige over-

schrijdingskans is dus: 



is 

- /Tc,/ 
e -
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, dan 

een betrouwbaarhe ids interval voor cf met onbetrouwbaarhe id c • 
! 

Bezitten x, en x, exponentiele verdelingen met verschillende maar 
-l -l 

' we l bekende f en (3 J dan lrnn 1t bovenstaande 

past mits nu ook de aantallen waarnemingen 
/13_ 13, 

zijn en wel zodanig, dat = -'-. n ·n 

net zo word.en toege

versc hillend 
I 

n en n 

6.10. Is ~1 _,, .. •:i ~n een steekproef uit een r(°', , 1) -verdeling 
I ! 0 1--,( I I 1 ) " d en X-1, • , •J x :, uit een, c(, 13 :, · -verdeling an heeft volgens 

- I Yl -11 /-

p8J • 5.6 .~1 (xi-~)/f een ('(O~ 1, n-1)-verdeling en 

) (x 1 -x' ) / 1/3 1 een [' ( O, 1, n 1 -1 )-verde ling. Om de hypothese 
csi i -o 
H0 : p = m. 0 -;3' te toetsen kan de toetsingsgrootheid 

L ,- - .:'.':::, .. ) i, !.: 1 ._ ,,, 

10 ,,.,, 
JC L.. (x'-x') 

0 1,_:·1 --- ... -o 

gebruikt worden. Volgens par, 5.4. bezit T10 / (1 + 10 ) een 

~(n-1, n'-1)-verdeling, ~aaruit de overschrijdingskansen: 

en 

bepaa 

deze 

en 

I Pr 
L 

=: J 10 10 "" 

t £ r:-,., "' 1 -- . [: 

lcu.nnen w n. Z ijn u ) 

verdeling, dan is 10 ( 0 

'r1 

r rr11 - 'L 
\ 1 _ Ll) 

en u(1-s) kritieke waarden uit 
= u.{t.)_ 

1--Ll(E) 
c:n -!- (1 ''") U.(1-t.) '10' -r. = 

1- u.{,-E.) 

2-(x __ :x) 
l.::-r , -1- .---.i-oJ ~--~---- .:, 

(1-::.) L (~, -~ 1
) 

C ~ 1 l 0 

een betrouwbaarheidsinterval voor 

2 E • 

/3 met onbetrouwbaarheid -;;, ,-:i 
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6.11. 

tiele 

SUKHATIVIE [ 25 J gee ft nog k-s teekproeven toe tsen voor 

verdelingen r(~., ~-, 1) en de volgende hypothesen 
1 , 1 

L/, ()(- -cZ ' () A (', A r,o. ·1- ••• - f; = DC. V /~1 = =It =,v:, 
dus alle verdelingen dezelfde, 

H' 
0 

H" 
D 

(\ 
o< = ·1 

== fR == f en oZ i willekeurig., 

= °'" = oz onder de voorwaarde da t 
1{ 

exponen-

6.'12. In tabel 1 wordt nog een overzicht gegeven van de situaties 

wat betreft ~,fen [, waarvoor in dit hoofdstuk schattingen 3 

toetsen of betrouwbaarhe ids interval len werden bes pro ken. Hierb i,j 

kan nog opgemerkt worden dat in de gevallen waarin a: bekend is 

de waarnemingen x. ook wel uit r -verdelingen met verschillende 
-1 

<Xi afkomstig mogen zijn; de schattingen en toetsingsgrootheden 

warden steeds met x.-~. berekend. 
1 1 



' 

I 
I 
i 
I 
I 

I 

I 
I 

I 

i 

I 

! 
I 

. 

I 

I 
I 
i 
I 

I 

l 
I 
i 
I 
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Tabel 1. Overzicht van de situaties waarvoor schattingen, toetsen of 

betrouwbaarheidsintervallen in verband met r ( o< 5 (3 _, 0 )-verdelingen 

behandeld werden. 

0\ f, 0 P 8,r,=uzr2af' · 

schatting schatting SC hatting 6.1 

bekend schatting schatting 6.2 

bekend schatting voor pen bekend., 
voor 1/(3 eventueel 6.3 ,L. t I verschil-1.,oe s voor H0 : /3 = /3c 

betr, interval voor p, lende oi.. 
r cb::ltt infr, :,,e kend bekend, 
toets voor Ho ol. ~ 0 eventueel 6. 4 betr.interv2l 

D 

verschil-
lende ;f 

V 

onbekcmd SC hatting en betr. 1 6.5 
intervo 1 

I 

; toe ts voor H : 
0 r, = Po 

meer steekproeven met 'sc hatting en betr. 1 6.6 
bekende of onbekende interv2l 
verschillende ex 1 ,toets voor • I !3=13 H . 

o· 

s chatting en betr. onbekend '1 6.7 
intervnl 
toe ts voor H . 0:. = 0 0 

0 

Bij levensduurproeven u:t de kle inste r van n waarnemingen: 
I 

bekend SC tting en betr. 1 6.8 
rv l 

toets voor H D . f = f\, 

Bij verge l ijk V8.n of meer 8 tiele verdelingen: 

=r' of / I toets voor . I/ (" rn ' f -n 
(i=(=i 6.9 :O',ccCA-r·Oo 

betr.interv::i voor 6 ocd --c:~' be 

den ' kend toe ts Ho: ' 6 .10 cJ.. voor· = 6 = (i ' _fi = 1 tr. in rv,::i,l ocr - P' 

toets voor H O : cZ ::: . "-== ':}. ._;-;:;:Z 0 = = =/3 V = 1 6.11 (J 1::: ... = 

:::- cl--< - . =- (._':'. {) 0 e 1toets voor H ·f -= Pf< =e 61 ' . . = 0-?s = i I -1;: D, .Ji:: -

ge ven /3, -- = ~ 13} toe ts v9or H ·cl =°{=°' onbekend = .. = = i 0 • ·, -cc. • -
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7. Apoendix. 

7.1. (par.3.2) Heeft x een 1 (d-,f,, 'o) -verdeling, dan is de 

karakteristieke functie van ( ~-o( -f,'t;) /(p\ff) gelijk aan 

( z ie [ 3 J ) 

1 

co 

j,, it(u -CA -Nr)/( p vi')-
e 

d 

Stellen we hierin I/ ::: en dus do __ =f olv, dan word t 

!= it(v/Vf-Vf)-V 0 --1. 

(f(t):: _1_ -€ V oll/= 
r(';;) 

Hieruit volgt 

o· oo 

- it Vf j' _ v ( 1 _ it /Vf) f-1 - c' t v~ 'if 
:::_!!:___ e V clV: e 1(1-d/Vf)= 

r( t) o 

1 r 2 

;o(t) == €-,:- _, 
'o-->CC 

de karakteristieke functie van de N(0;1)-verdeling. 

7.2. (par.5.1) ~ heeft een "(3" 6) -verde 1 ing, dus: 

1 
X -(U-o.-)/r, [-i 

e /u-o.) olu. 
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waaruit volgt dat y = x+ n..een I (o:.+0-, f, '(;) -verde ling heeft. 

Stel verder bx=z en bu=t (b > o ), dan is 

d:-1s_~ = bx heeft een r( b"\, bp,, 6)-verdeling. 

7.3. (par.5.2). De karakteristieke functie van x • met een 
-J 

I ( o\, /3, o)-verde 1 ing is 
00 

t i,t;s,_. { 
10 {'t)· ,:, 1 j 1 e 
T-;&j =-:- =_f,cii 1 (b) 

o( j 

hierin (x .-o<j. )/(3 = u te stellen 
J ' 

word t d it: 

'rl 

De karakteristieke functie van~ x. waarin de x. onderling onaf-
J"'' -J -J 

hankelijk zijn is 



Stel nu ~x1/01+x2 ) = y 

(x1+x2 c z 
dan is de determinant 

(
£2=.i 

i) 'j 

o X2 
! ~ 

of >x1=yz 

(x2=z(1-y) 
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van JACOBI voor deze transformatie: 

-2'. 

terwijl ~ integratie gebied voor yen z 1 t zelfde is als voor x1 
en x2 (1e kwadraat van (y;z) vlak). De karakteristieke functie 
gaat daarom bij deze transformatie over in 

oooo . z i) ctx--,1.-sy-7r o1-1 1f2-1 lfa-1 
(f(t, s)= , "~ e {tp:) ?:. (1-:3) z dtj.cb.; 

rAi 07_ r(o1) i(t;J v iJ 

= (P/t) ~(s) :J 

+x2 met een waarin 9J (t) de karakteristieke f'unctie van 

f' ( o, ;'3 ~ 61 + r ,J -verde ling is en . (f {s) van 

een p ( 9 o2.) -verdeling. De grootheden y_ 

= x1/(z;1+~2 ) met 
en~ zijn dus onder-

ling onafhankelijk. 

7.5. (par.5.3.) De grootheden x,(j='1, .. ., n) 
-J 

zijn onderling on-

afhankelijk verdeeld volgens resp. een 1(0, 13 
F(x1, ... , xn) is een homogene functie van x1 , 
graad O., d.w.z. 

·) -verdeling. 

van de 

De karakter tieke 
,....11 

tie van L x. 
j,1 -J 

en F = F(x - -1' is: 

(t' e 

De transformatie 
'Tl 

=x1/Zx, 
. J:1 J 
. YI 

y =x . /~x a 

D-1 D-i j,1 J 

"() 

y=vc, n j,1 J 

dus 

·11 

T[ ::,:, 
j ,, J 

X =y y '1 ,1 11. I 

X n - 1 

X =y (1-n n 

c/. 

\ 

lj·.) 
J 

d x , 
Y\ 
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met de determinant van JACOBI= ynn-'1, waarbij het integratie

gebied voor y1 , ... , yn hetzelfde is als voor x1 , ..• , xn 7 voert 

deze functie over in 

--= cp(t-).cp(s) ~ ,,, 
waarin y'(t) de karakteristieke functie van y =?.-X. is 

- -n-rr1-J 
enf (s) die 

\/ an '"' ( ,r -- Al ) -· T,I ( 'T 
J_ ,.l'. .. /\ J • • • J ;!..n!j J - l ::::..,1 J • .ti' En'.> xj 

- j,a-1-
zijn onafhan-

kelijk verdeeld. 

7.6.(par.5.6.)(Zie [21]).De waarnemingen ~j(j=1, ••• , n) zijn 
onderl ing onafhanke 1 ijl{ r (,x, (3 ) '1 )- verdee ld i 

en 

De karakteristieke functie van Xn en y -v .,,_, 

Cf ( t, s) = '[ 

def .)l" 
Ll=L(::;c._)C), 
d.. j:1 -J -o 

is nu een integraal over een gebied in de (x1, •.• , xn)-ruimte, 

dat uit n niet-overlappende gedeelten bestaat; in elk deel is nl. 

~~n van de xj (die dan de rol van x0 speelt) kleiner dan alle 

andere. Daar alle x. dezelfde verdeling bezitten en op dezelfde 
-l . -

rnanier tot 2SJ en IL bijdragen is de integraal over ell{ van deze 

deelgebieden dezelfde. Het is dus voldoende de integraal over 

het deel waar x 1 kleiner is dan 

n te vermen-Jgvuldigen: 

x te berelcenen en met n 

Ste l: 

i. t 
-1 e 

V (':,'('; 

:,···")~--11) 

~x1 -0<= z 1 of ~:x:1= z1+ i\-x 

( x j -x 1 = z j J j = 2, ••. , n ( x j = z 1 +z j + c/ . 

_o(x'Yl, 

Bij de~e transformatie is de determinant van JACOBI= 1, terwijl 

het integratiegebied in de (x1 , , .. , xn)-ruirnte overgaat in 

( O ==- z ".:':: = ; . . . ; o::::: 7. £. oo ) in de ( z 1 , ... , z )-ru imte, dus: 
1 Yl D 
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&'O DO . 4 "l""l"V f,._,/, . ~ '11Z-1 
ff)( ' 'Y1 r f LL~ "-j _8_:tJ/(!; cS('t~ o<.)- p;d ..., t , s) "' ~ . -- -e --- - -e z 1 

r-, () 0 

== rt(t).r.p(s), 

waarinf (s )) de karakteristieke functie van ~,,,+ct.= xnmet een 
I Yi --V 11 

r(c1, L J -,) -verdeling is en o;· (t) van 2-- ~' = ;, (x ,-xn) 
' Yl I 7'/ y2 J J"1 -J -v 

met een r{ o:, /3.)n --1) -verdeling. Xn en .f(x ,-x0 ) zijn dus onaf-
-0 J" 1 -J ---._ 

hanke 1 ijk. 

7.7. (par.5.7.) Is T (x'1., ... J xn) onafhankelijk van de keuze 

van de oorsprong, dan kan •-r als functie van xi-xCl (1=1, ••. ,n) 

geschreven worden. Volkomen analoog aan het betoog in par.7.6. 

is dan ook nu te bewijzen dat de simultane karakteristieke 

functie van T en ~ het product is van d,3 kan:,kteristieke f'uncties 

van 'r en 2io 1;1fzonderli jk, dus dat 'T en ~ onfilhankel:Ijlcverdeeld zijn. 

7.8. (par.5.8.). Is G (x'1, •• -:1 xn) onafhankelijk van de keuze 

van de oors prong, a ls 'T in par. 5. 7., en homogeen van de graad O 

als F in par. 5.3., dan kan Gals functie van xj-x0 (j=1, ••• ., n) 

geschreven worden en geldt: 

G(-f(x1 -x0 ), ___ , ·k{x,,-:;c0 ))= G .,X _::;co), n , 

:Ce s imul tane onafhanke 1 ijkhe id van Q, Xn en _f(x., -Xn) is dan te 
--.._; Lo1 -J.. -J 

bewijzen door op de karakteristieke functie 

achtereenvolgens transformaties als in par. 7.6. en par.7.5. toe 

te passen. cp (s; t., u) blijkt dan het product van de karakteris-
n 

tieke functies van Q., :?So en i.~(:~~-1 -~0 ) te zijn. 

7,9. (par.6.2.). De aannemelijkheidsfunctie voor een steekproef 

dus: 

x uit een -n r(o, /3J o) 

·n 
L ( (], , 0,, ) = rr q ( x . , o , 

r-· i..,1 0 ' 

t1 L 

d ln L --
?! fo 

\/ )' (J ::: -

-r, 
","' :xh I. ···-r-

-verdeling is: 

X 
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en: 

De meest aannemelijke schattingen b en c? voor 13 en O maken 

deze laatste twee uitdrukkingen nul, dus: 

en 
/ c·-:; _ _ c~_c,) i} _ 32 f) vn _ ___ - (,r, X - .1... :C,_ U-Yi :X · • 

r'(c.) - n i,i • 

Uit deze laatste vergelijking kan c alleen opgelost worden met 

behulp van tabellen voor de functie fm +: _ r(t)/r'rt) . Een 

benadering ontstaat door van de reeksontwikkeling voor r(t)j r'(t) 

r ( t J / r 'ft J = tn t -- 1~ + . - . 

alleen de eerste twee termen te gebruiken, dit geeft: 

Y1 

i - Cn x - ..i. X: tn X. 
J.C ·- '1 i:=i 

of "" 
C. "' ' 

2 (-l,1 x - :i. z..· l!--,1 :x.) 
1'1 L:.'1 '-

7.-10. (par.6.2.) Het steekproef experiment omvatte in totaal 10 

steekproeven van elk 20 waarnemingen en 5 steekproeven van elk 

40 waarnemingen bij verschillende waarden van /3 en 6 ( ._ex= 0). 

De waarnemingen werden gevonden door aselecte getallen tussen 

0 en 1 via de tabellen van SALVOSA of K. PEARSON van de verde

lingsfunctie G(x; o) 13, 0 )., met de gewenste waarden voor (3 en if 
(dus ~ 3 resp. p) te transformeren tot een waarneming uit de 

I~( o, f, 0 ) -verdeling. Uit elke steekproef werden op 3 manieren 

schattingen voor (3 en cf berekend; nl.: 

1) meest aannemelijke schattingen met behulp van de tabellen 

van GREENWOOD en DURAND (b enc); 

2) benaderingen hiervoor volgens de formules (6.2;2)(b1enc1 ); 

3) schattingen uit de momenten volgens de formules (6.2;1) 

(b2, c2). 
De resultaten zijn verzameld in tabel 2. Ze laten zien dat de 

afwijking tussen de werke1ijke waarde van de parameter en de 

schattingen hiervoor bij alle drie methodes aanzienlijk kan zijn. 

,''/' 
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Tabe l 2. Schatt in gen voor 113 en o ui t s teekproefexperimenten. 

steekproef- r(o,p,cr) meest aannem. benad. sc hatt. mom.meth. 
grootte schattingen 

20 
20 
20 
'20 
20 
20 
20 
20 
20 
20 

40 
40 
40 
40 
40 

- A A .-·'-, h 

f 0 0 C 1.::--'] C-'j b2 c2 

4 25 2,45 39,85 2,47 39,57 2..,, 35 4'1,58 
4 25 3,96 26_,34 3,98 26,20 4-, 26 24,50 
4 4 2,83 5,50 2.,9'1 5,34 2,95 5,27 
4 4 5_.88 2,8'1 6,24 2_,65 6,42 2_,58 
1 '100 0,53 192_.47 0.,54 '190_.57 0,55 185_,58 
'1 100 1.,28 So, 8'1 1,28 80:,42 1 _. 28 80, 70 
1 '16 1,20 13,75 1,22 13,58 1, 15 14,37 
1 16 1,27 12,07 '1., 29 11., 91 1., 37 11.,19 
1 6,25 o,93 7, 51~ 0.,95 7,37 0.,93 7,56 
1 6;,25 0,74 7,78 0_!175 7,62 0,87 6,58 

'1 0,2 0,39 0,52 o,49 0, 1+1 0.,56 0,36 
'1 0;/4 0.,69 0,58 o,85 0,47 0.,59 0,68 
1 o,6 0,97 0,73 1.,16 O, 6-1 1,07 o,66 
1 o,8 0,9'1 1,08 1,04 0,94 0,80 1,23 
1 1.,0 0,75 1,40 0,83 1,26 0,74 '1,42 

7.1'1.(par.6.3.) Hebben x13 .. ., xn een r(o,(3, 0 ) -verdeling 
dan bez it x een I { o, 1:,_,- ) r(l O ) -verde 1 ing, dus 

7.12. (par.6.7.) De waarden voorc.x die op grond van het ge-
vonden waarnemingsmateriaal door de besproken toets niet ver
worpen worden, vormen een betrouwbaarheidsinterval voor a.. met 
d,e onbetrouwbaarheid van de toets. Dit zijn dus de waarden c<o 
waarvoor: 



of: 

n 
T (E.) s ..,,, c x _ o< 2' 1 L. { x._ - o( ) t O O 1/ i:1 (.. 0 

YI 

L (E) ~(x __ o( 0 ):::: 'Yl(X -d..) r • =i • o o 

i; (E)- ~ - "X 0 := o<0 (~ (f.)-1) 

X o - ;g 7i(i::) < d- . 
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--t - T (e) 0 

ct is in ieder geva l kle iJer dan de kleinste waarneming: 
-P[c,1. ~ 3;;0] ,:1 , 

dus: 

( xo - ~ 11 (1:) : x ) 
, -o 

1-Ti(E) 

is een betrouwbaarheidsinterval vooro< met onbetrouwbaarheid c . 
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