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rlverdelingenv

1. Inleiding.
1,1. ['-functie. Voor de | -functie bestaan vele uitdrukkingen
en formules (zie {26 ], hoofdstuk 12), De definitie van EULER is:

— wef (°° -t z-1
i (z)':‘] et dt Re (z) >o.

>

De bekendste eigenschappen van deze functie zijn:
Mlzety=2(z) 5 T(1)=1 ."’1(—?[):"\//7

["(m)=(m-1)! voor m geheel en positief.

1.2, ['-verdeling. De onvolledige [ -functie ( [26], pg.341)

wordt gedefinieerd door: x

¢ I
6(%,1)“’—2—{ fe + dt ; x>0 , Ke(x)>o0,

waarult door vermenigvuldiéing met fﬁﬁ de verdelingsfunctie
Gxyn) 2 1 J et dt
M)

ontstaat, Hierin stelt 7 een parameter voor, die in dit rapport
verder steeds met de letter X aangegeven zal worden, De verde-
lingsfunctie G(:L;K) kan nog gegenerallseerd worden tot:

s,y 1 fe T peaf Tar; wnm (=, >o.
TG ) ' ) ) i

ot

Alleen re€le waarden van de parameters zullen worden beschouwd,

——(

?.)

Gw@x;d)pé 5) igs de algemene gedaante van een verdeling van
het type III in het systeem van PEARSON (EBJ'pg 248 e.v.). Een
verdeling met deze verdelingsfunctie zal een [ @u ( { -
verdeling genoemd worden, de overeenkomstige verdelingsdichtheid
wordt door %(x;m)e)g) aangegeven., De parameters geeft het
beginpunt van de verdeling, Je de schaaleenheid van de x-as,

terwijl ¥ de vorm van de verdeling vastlegt.

1.3. Bijzondere gevallen. Door een speciale keuze van de para-

meters verkrijgt men enkele zeer bekende verdelingen, nl.

1.3.1. Gamma-verdeling met beginpunt bij 0, als « = 0, dus met

verdelingsdichtheild

g(x: 0,2 ¥)-_1__ ¢ x
9= ) FE

Lo
o=

Exponentié&le verdeling, als x= 1, dus
B TS
Gl{xia, 1) 1 e s
dt 2227 g



2. Momenten,

2.1. Momenten genererende functie. De momenten genererende functie

van een fﬂ{d,/ajg}_verdeelde grootheid x wordt gegeven door

co o~

E & x et —t——r Yo
8 —_.L-~— 2 e {t-w") L,(l—
plriy)

o

Substitutie van w- -« geeft:
OC/ \
5 % oot G~L i v_q ‘ o .
Ee' . e /!)( P :-i?_f,m. AR T ("L[:\&)”X
RET(y) pErG)  (E-e)

De momenten om de oorsprong (x-0) > welke uit de reeksontwikkeling

. N
naar § van deze functie als co&fficlént van “gr (voor het p <
moment, r = 1, 2, ...) gevonden worden, zijn vrij ingewikkelde

uitdrukkingen in o foen y. Een eenvoudiger vorm bezitten de
momenten ten opzichte van het beginpunt (x-«) van de verdeling.
Deze volgen uit de reeksontwikkeling van

b eb‘(l_‘é—c‘) - (A elﬂ)-?s'
Dit geeft:

E(x ) 2 p” T(yer)

. . ["y)
De verwachting van > is dus

€ (x)=*+BY;

het 2e en 3e centrale moment (om X=otapy )3

Y]
2 oA 5 € V3 3
aTi{x) =y en Clx -a-py)=2)p
Voor de [ (o,p.y) -verdeling worden deze resp.
& \{?‘ S 3
Clx)=py , cix)=yp en E(x-py)-24p .

Voor de F(djﬁnﬁ) -verdeling (exponenti&le verdeling):
Eax)=otep o‘l(;g):({‘sz en Ex et p) - z/?ﬁ'ﬁ

L .
en voor de A, -verdeling (i“(ohzj%j);
g(":‘{.'):\) N "'(g&)_ 2V en ‘f(x-\));’:@v.

3. Gedaante van de verdelingsdichtheid; limietverdeling voor j-»°°.

3.1, Gedaante. De gedaante van de verdelingsdichtheild 8(x;d,ﬁ,x>
hangt(af van de waarde van de parameter § s het beginpunt en de
schaal langs de x-as worden door < en p bepaald., Er kunnen 5 ge-

vallen onderscheiden wordens o<y<1 ; Y1 ; 1<y<2; y=2; y>2




Voor elk van deze gevallen geldt dat de verdeling bij x=o
begint, dat de verwachting f(;):cx+ﬁg is en de spreiding
d(}):/3»@7 . In figuren 1 t/m 5 zijn de 5 verschillende geval-
len aangegeven, waarblj voor ¥ respectievelijk . 5:0,5; §=1
g1 - 2 en ¥.4y gekozen 1is.

3.1.7. (fig,’l) o< =+

__T;— 1
q I;O{) i) :——j e X >
! po§) pETY) ( )
e
3
ok glx) o e (4 1_1;£.>,
ohex pir(g)  (eoe)TE NP xS
dzgfx) A e~ f? (_i, o 2(1-y) 4 -8 -8) Y
ot T pIT(y) (e TE BT AU (o =)

Bij x =« 1is g(x) =ov en E%&Eﬂz._oo, terwijl overal,ﬁ?ﬁ9<;ois,
cl 2¢ ot C

de verdelingsdichtheid is dus een monotoon dalende functie van

x , De tweede en hogere afgelelden bezitten geen nulpunten;

de verdelingsdichtheild vertoont dus geen bulgpunt.

3.1.2.(fig.2) y=
S
g(xjd,ﬁnq):j% e
dg(ifj - L G_i.fjg':
T = {52
In x.e 18 g(x)- 2 en dgt) . 1+ De tweede afgeleide
g el =< 3

blijft weer overal kleiner dan nul en de verdelingsdichtheid is
dus ook nu nog monotoon dalend. Buigpunten zijn weer niet aanwe-

zig

ig,
3.1.3.(fig.3) i< y=2
x-c 4
£ [
g(x;e, y,}z_'_f;:.T.ﬂ__ € (= ) ,
a ] V (“u,l (6’\
b Y o}
v : TR -
dglx) o 1 e U x_e) (-e=t),
o x By - Ee
. A
2 ) R s e ;o a v
P o, /ji)_:».,_i o & ()C-@)U ,{ 9 (x-1) gg-t)(L\ér}\
(x> pI(y) ‘ B B (=) )
. . 4 oaincs .
In x=ot is  g(x) = O en &4 +oca . De eerste afgeleide




is nul, wanneer %T= -1 of .+ p(y-1) , hier ligt dus de

modus van de verdeling. De tweede afgeleide is O wanneer
\2 . 2 ,
([ -o) - 2(5({—1){36—0\’) -3 (5/-1)(;1-{):0
dus als

Xekeplp-n) =Pl

maar voor 1<y<2 is XA1<:V}_1 zodat alleen het + teken beteke-

nis heeft; hier ligt dus het enige bulgpunt van de verdeling.

3.1.4.(fig.4) y =2

dgix) . 4 e P (1. -
o x I5 r?

d90<) 4 T TR L
c(:r?:plie /’5(;_____1__/)‘

In x = is %(X)=o J_ﬁ G=) 4, . De eerste afgeleide is nul als
2

de modus van de verdeling ligt dus bi] =x = o3

De tweede afgeleide wordt nul als 3%55 - % =0, er is dus €én

buigpunt en wel bij x-ot +243 (in dit geval samenvallend met de

AN e
1o X=X _ o

verwachting van x ).
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voor 1<y<2

C{(X;,G\',/’J) 5)

/F\
909
0,2 + fig.3:
a
\Cbu(gpu'rrf
0,1+ \
i \
/
|
| =5 Ca
T(x) ) T(x) \\\\
—
8 x =

4 odus
= ot oy

= —(5(\‘6- 1_)

I
g() fig. bz 3(:6;&'&,{) voor y=2
o, 2
///’\"\\
// \x\\ e bucgpunt
o
/
o1 T / \'\\
/ .
/ T~
/ = €S = YES) .
f e
‘AM;-.
' . ‘ T
A o ndus € x x
=3 -1) =</<+{53,'
A
. q{ﬂ'
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7 TT—
// .
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.y >z
o~ ot .
L EeS -
seyet, Ay € (Z‘C—O‘) B
g( f 8 pEr)
el ¥
dgl=l . 1 P ma) e Ea
g 7 = e x 1
ol % (}(r(?{) ( ) (5’ [5 2
2 X L
odgl=) 4 e P (fx_cﬂyg'*(x-d Coatget1) L (g-1iE-2) )
ol 3t I () ‘ pe f % =
In x ==t 18 g(x) =0 en 44l .o . De eerste afgeleide wordt
oL 3

bovendien O als 527AAEﬁ5:-o 5 de modus ligt dus bilj x-o+p(y-1).
De tweede afgeleide wordt O als (x -«)"- zﬂ(5:1)(x_¢)-f(g_g[gﬁz)pz:

= 0 . De buigpunten van de verdeling liggen dus bi]
X =l ply-1) = I , dus op gelijke afstanden p)@x1

ter weerszijden van de modus,

In de figuren zijn tevens de verwachting en de spreiding van x
aangegeven.

3.2. Limietverdeling voor y—<° , Indien x een iﬁ(d,ﬁh y) -

K -3 N / N /’, N
verdeling bezilt dan heeft (é_@_/ag)/(pyZ” VOOT ) oo een
N{e,+) =-verdeling., Dit kan het eenvoudigst met behulp van de

karakteristieke functie bewezen worden (Appendix 7.1). Voor

grote waarden van X heeft dus x blj benadering een normale ver-
deling met gemiddelde «.py en sprelding sy

Worden alleen gehele waarden van e beschouwd dan 1s een de,pjg)_
verdeelde grootheid x op te vatten als de som van )y onafhankelij-
ke grootheden met een F(ﬁég A .1} -verdeling (zie par.5.2.).

/
De normaliteit van x voor x-s oo volgh dan ult de centrale
= { &

i

limietetelling,

&




L Tabellen; Verband met Poisson-verdelingen.

2 (% -4

o1, deeft x een [ (o, £ g) -verdeling dan heef® =53
een:X ~-verdeling met vy vrijheidsgraden (zie par.1.3.3. en
5.1.). Tabellen van deze verdeling kunnen dus ook voor [ -

verdelingen gebruikt worden, eventueel met interpolatie indien

2 ¥ niet geheel is, Een ultgebreilde tabel van de kg—verdelingen
is te vinden in de verzameling van E.S. PEARSON en H,O, HARTLEY
[20]. In deze tabel van de}ig -verdelingsfuncties werden voor v

de waarden 1(1)30 (2) 70 gebrulkt om G (x; .,y ) be bepalen

”(jg°) gebruikt worden:
- ) VP e Pl a(x ) = 2 0) |
Gy, poy)- Ple=x)- Plalz-a) = 2 = P{l F J.

moet in de tabel dus v zg ean =

i\

~

L, 2, K, PEARSON {19} heeft uiltgebreide tabellen samengesteld vocr
de verdelingsfunctie G(x;cx,ﬁ, y ) als functie van -

LL='?Q;~ , waarbij als parameter niet )y , maar p = -1 ge -
bruikt is; de getabelleerde functie wordt met I(u,p) aangegeven,

dus:

Voor p z1jn de waarden:
P = "/]9(’(()505)\)/(“(OJ/]>5$O(O/2>5();()
gebruikt, terwijl u met 0,71 opklimt.

—

4.3, L.R. SALVOSA | 23] geeft zowel de verdelingsfunctie als de

Verdelingsdichtheid van de gestandaardiscerde fﬂﬁﬂjp,y>-

b—vl

verdeling. In plaats van u wordt dus:

‘- Z—“-?ﬁ met Eg:a en (7:"(';):*1

= [5\1

gebruikt, waarbl]j nog y. 2, gesteld wordt, zodat:
oty
x =+ 4f (1 g2t)  en dx _ 2 _ ayy




De verdelingsfunctie wordt dan dus:

t _2;,% _:z’._lz—"
G(I;d#ﬁ)&):?{gf:ﬂ=?[§gt]:CC/e QS(%»?_;_au T ooluw
Ay /bl ::_328_;‘—::1
met e, = % a§) )
r(%)

en de verdelingsdichtheid:

g (o) - Flese). 4 feso) fo0T)

De functies ]3[t<=L! en T (T; &, ) zijn dus getabelleerd mete,
als parameter. Voor o, werden de waarden o = 0(0,1)1,1 ge-
bruikt; dit komt voor § overeen met de waarden:

J = 0 H0051005 44 44 :05:165;11,1138, 1636, 25 4,94 453,31,
De variabele t klimt met 0,07 op. ‘

L. 4, Poisson-verdeling. De tabellen voor de verdelingsfunctie

van de [ -verdelingen kunnen ook bij het bepalen van overschrij-
dingskansen van POISSON-verdeelde grootheden gebruikt worden
(zie LWO] T peg., 122), Is nl, n D0IS3SCN-verdeeld dan geldt:

4

VO A n “r\f .
n=mn Z_ A e = A ( e G (0,4, m).
[ ] Bl ot r'(,.n‘} of _Y\_ )
Men kan dus P 2 n| aflezen uit een hfgutabel, nl, als de

[
kang dat een.fxg—verdeelde grootheld met 27 vrijheidsgraden
groter is dan 2.

In de tabel van K., PEARSCN 1is deze overschrijdingskans te vin-

~ 3 \
den als I( A, m-4 ), want u = XsZe = 120 = A en pey-t=m-1s
el g Y A e ‘
in de tabellen van Salvosa moet gezocht worden bi] cﬂ3:%$
en t.dmm
"agl

Een ander verr~nd dat bestaat tussen cxponenti€le verdelilingen
en POISSON-verdelingen zal in het volgende hoofdstuk behandeld
worden (par. 5.5).

. .
5. Eigenschappren van | -verdeelde grootheden,

Ifh dit hoofdstuk worden een aantal eenvoudige eilgenschappen
van [ -verdeclde grootheden vermeld. De meecste bewljzen zijn op-

genomen in de appendix (hoofdstuk 7). Vele eigenschappen gelden
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alleen bij speciale waarden van de parameters.

5.1. Heeft x een [ [(«,p,y)-verdeling, dan bezit
x + a een [(«+a,p, y) -verdeling en
bx een ['(be,bp,y) -verdeling,
wanneer a en b constanten zijn en b>0 (zie appendix 7.2.).
Gevolg: Heeft x een de,/% X)—vergeling, dan heeft 2(§-%y%
een ["(o, 2, y) - dus eerl'\{ier -verdeling.

5.2. Zijn gi(izﬂg ..., n) onderling onafhankelijk en heeft xy €n
f?dijﬁjgl)—verdeling (i=1, ..., n) dan heeft > x,
een [(Zoc , 5, Ty, ) -verdeling (appendix 7.3.).

(o, p, y:) -verdeling (i=1 of 2), met gelijke f's dus, dan
zijn ook x4 + X, en X4 /%o onderling onafhankelijk verdeeld. Deze

5.3. Zijn X en X, onafhankelijk verdeeld en bezit X, een

cigenschap is karakteristiek voor de [ -verdeling, zoals de on-
afhankelijkheld van x + y en x ~ y karakteristieck is voor twece
normaal verdeelde grootheden x en y met dezelfde variantie

(zie [13] an 514] ). Deze eigenschap kan als volght tot meer on-
derling onafhankelljke grootheden gegeneraliseerd worden: Heeft
xg een [0, p,y, ) -verdeling (i:ﬂ, ..., n) en zijn alle x; on-
derling onafhankelijk, dan is ;; Xy onafhankelijk verdeeld van
iedere homogene functie van de graad 0O in de Xy d.w.z. een
functie F(x , ..., x, ) die onafbankelijk is van de schaal

langs de x-as, dus waarvoor

F(‘ijj‘r'gxi,.__j'g:gq); F( 3’-1,112,'--33(-,,,)
(appendix 7.5 en [21] ). In het bijzonder zijn ook Xq + X oD
51/(54 +-§2) onafhankelijk verdeeld. Voor }(dtﬂﬁ) Ja) -verdeel-

de grootheden met < >o gelden deze elgenschappen niet,

5.4, Z1iin Xq en X, verdeeld als onder 5.3, dan heeft y =
§4/E§4 + §2) een [lwverdeling (zie appendix 7.% en [9], [ 127,
Eﬂ}jy Eﬂhj en EEWJ ), d.w.z. een verdeling met verdelingsdicht-

heid

Vs v + X 67 - <
/5(&3 1232):[??(51/\2/1) (j1 (’f‘lj> 5 (D-—{j——'l).

EEARRPY
De verdeling van u = x,/%X, = v/(1-y) kan uit deze (> -verdeling
afgeleid worden; JAMBUNATHAN [9] spreekt van een ﬁ)—V@Tdeling

van de 2e soort,.
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De relatie tussen exponenti€le en POISSON-verdelingen
wordt zonder bewljs vermeld:

5.5. Zijn X4, X5, .... onderling onafhankelijke fﬂ(o,p,f)—
verdeelde grootheden dan bezit het aantal n , dat vastgelegd

- T

wordt door de elsen:

-+ 1

Zr
2 x, =T en L x>
=" =

R
II(

~
-
-

een POISSON-verdeling met p%?ameter ~%— :

'P{llnr. = n] -e F (.;L)ﬂ/ﬂ o
Ook geldt het omgekeerde: Zijn Xq4s Eps eee onderling onafhanke~
lijke stochastische grootheden met eenzelfde niet-ontaarde ver-
+ dat door bovenstaande eisen is
vastgelegd, een POISSON-verdeling met parameter A dan zijn

deling en bezit het aantal n

X4s Xps +... afkomstig uit een [7(o, T, +) -verdeling (ziel17]).
Deze stellingen kunnen nog gegeneraliseerd worden tot eenzelfde
verband tussen een FYo,p,i) -verdeling en een gegeneraliseerde
POISSON-verdeling [ 7].

Dit hoofdstuk wordt besloten met een reeks eigenschappen
van exponentiéle verdelingen, welke PITMAN in 521] geeft. De
waarnemingen X5 bezitten dus een F(d,ﬁ, 4) -verdeling. De

kleinste waarde uit de steekproef x4, ..., %, zal met x, wor-

den aangegeven:

5.6. Voor exponentieel verdeelde grootheden geldt:
X, heeft een Iﬂ(d,“g;, 1) -verdeling,

7 | > :
e. é%_(§i—§0)heeft een [(o, p,m-1) -verdeling en

El

3. %y en 2 (x

€= -

{-%5) zijn onderling onafhankelijk (zie ap-
pendix 7.6.).

5.7. Is T“(xq, ce s Xn) een functie van x,, ..., x  die onafhan-

kelijk is van de keuze van de oorsprong (dus van de waarde van

11
X, ??als g;(gi—zo) maar ook bijv. §ﬂ-§0) dan zijn
T =1 (549 e e gp) en x, onderling onafhankelijk (appendix 7.7.).

5.8.]§ G(Xq, e oo xp) een homogene functle van de graad o , dus

waarvoor geldt:
G.((k,xqﬂ“';/gxﬂ): G‘(’.}:1)“_;IY‘>J

die bovendien onafhankelijk is van de keuze van de oorsprong.,dan
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zijn G, %, en)>(xl—§o) onderling onafhankelijk verdeeld

(appendix 7.8.).
5.9. Uit het feit dat §O,g§(§i—xo) en G(zie par. 5.8.) onderling
onafhankelijk zijn volgt dat &G onafhankellijk verdeeld is van

m
. . . Y_ B
een willekeurige functie van £ eni;(xa §O).

=i
6. Schattingen, toetsen en betrouwbaarheidsintervallen.
In de litteratuur is weinig bekend over schattingen en
foetsen bij een algemene fﬂ(db/ng)—verdeling. Zijn echter één
of twee parameters bekend dan wordt de situatie i1lets gunstiger,
terwijl voor de exponenti&le verdeling (K= 1) een hele reeks toet-

sen en betrouwbaarheidsintervallen ter beschikking staan.

In het volgende wordt bij een toets de toetsingsgrootheid
steeds met de letter'T'aangegeven voorzien van een index dle ge-
1ijk 1s aan het paragraafnummer, Is ]l de toetsingsgrootheid
en f(Tl) de bijbehorende verdelingsdichtheid onder H, dan
wordt met 71(5) die waarde bedoeld, waarvoor:

T (€)
(657) [ (T 4T, -
Tenzl1lj anders aangegéven, wordt steeds ondersteld dat X, %

onderling onafhankelijke waarnemingen zijn uit eenzelfde [ -

verdeling.

6.1. Om ult een steekproef x,, ..., %X, uit een fﬁ@x)ﬁjg) -
verdeling de drie onbekende parameters te schatten kunnen de
schattingen voor de momenten gébruikt worden:

5. 2 xi/n als schatting voor & x .- +py,

§:§H .Aggﬁq als schatting voor a)(z)_ sz
~3,.:Z(:...;gf/w als schatting voor &(x _& )—2\/3
SlE-=
Voor db/a en y volgen dan respectlevelljk de schattingen:
_ % 7—(.5_1)
=1 - = 7 T
-3
en Cc = _LI(_S.T)S‘

GREENWOOD en DURAND EBI geven een i1teratiemethode voor het bepa-
len van meest aannemelijke schattingen, waarblj ze gebrulk maken
van 't bepalen van aannemeliljkste schattingen bij gegeven

(zie par. 6.2.).
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6.2, Is de parameter « bekend, dan kan zonder verlies van alge-
meenheid ondersteld worden dat alle x, een fﬁ(ogp,bj ~-verdeling
bezitten, Uit het gemiddelde en de spreiding van de steekproef
volgen dan

(6.2:1) b,- & en Qz=‘%?
als schattingen voor foen y.

In plaats van deze momentenmethode kan ook de methode der
meest aannemelijke schattingen gebruikt worden (zie appendix 7.9).
Hierbij blijkt dan dat voor de aannemelijkste schattingen E_en
¢ geldt:

Is

loe _LIE) . 0o Bomi  Zboxi

- m mn
en b - = .
Uit een tabel van de functie et _ )/ i) is dan, bij de
waarde van é;(%?zé/ﬂ)~[§§J&7z&)/ﬂ verkregen met behulp van
de steekproef, de bijbehorende waarde van T dus van ¢ op te zoe-
‘ken (zie GREENWOOD en DURAND [8] ). Als benadering voor deze

aannemelijkste schattingen kan men gebruiken:

(6.2;2)C - (. en b -
2(bnx - Zalnz)

TR

4%

3

1o

De nauwkeurigheid van de drie stellen schattingen uit deze para-
graaf zijn met behulp van een aantal steekproef experimenten
onderzocht (zie appendix 7.10). De resultaten doen vermoeden dat
bij alle drie de variantie van de schatting vrij groot is, al-
thans bij521+. Dit is in overeenstemming met de benaderings-
formule voor o (€) van GREENWOOD en DURAND [ 8]

6.3. Bezitten Xas «o.5 X, €€N F(o,p,g) ~-verdeling met bekende g

dan 1s:

-3

<[

een zuivere asannemelijkste schatting voor /3 (volgt uit de ver-

gelijkingen in appendix 7.9.) en

1 . Tyt

vmE
een zulvere schatting voor ?% (zie aprendix 7.11. en [10] IT en
£22])a Uit eigenschap 5.2. volgt dat fgggi een FYO)FJOq;)

verdeling bezit of wel 27 :

M

. een [ (o,2,my)- dus eeannv~
- a

verdeling., Met behulp hiervan kan een toets voor de hypothese

o

H . p=/60 opgesteld worden, Toetsingsgrootheid hierbij is dan:
T = 2{2__1:;_,._

: fPe

2>



-y -

welke dus onder H_ = een (o, 2, my) -verdeling heeft. Bij
een gevonden waarde van [, 2zijn de overschrijdingskansen ﬁe
(links) en £ (rechts):

t
z

Ty - v

1yt .

'1‘%:/_“3 £ £ c(t'?;(:r(Tl;O;Z;"né/) en ﬁhz7“ }?ﬁ.
2 ¢ my) -

De tweezijdige overschrijdingskans kan dan gedefinieerd worden

als R ‘ , 3
k- mim (‘Kr_ en ’kc /\

3

(zie EﬂO] IT en ook [2} voor het onderscheidingsvermogen van
deze toets). Is T, (¢) gedefinleerd als in 't begin van dit hoofd-
stuk dan 1s het 1nterva1

sl
I A N [7= e
/2——1 ;__,;/i (’—z‘;)) /.::jr }__//43(L_/)

een Tweeziljdig begrensd betrouwbaarheldsinterval voor e met

onbetrouwbaarheid 2 &.
Opmerking: In plaats van met dezelfde ¥ s mogen de grootheden .

ook uit verdelingen met verschillende ), afkomstlg zijn. In de
m

formules moet dan overal ny door@%givervangen worden,

6.4, Bezitten alle x; een (=, 3, y)-verdeling, waarin Pen y
. | YA )

/
bekend zijn dan heeft§§ X, een Fﬁ«m,ﬁ,n1ﬁ) ~-verdeling en dus
—Tn (1= ! 0L 5
a ! -, , . 7 - 8
2{2y X -met) een [ (0, 2, ny)- of eenf{iﬂgverdellng. Een

A
/
zuilvere schatting voor<t 1is :

~

a = =B
=, = /()

Om de hypothese H:o-x_ te toetsen kan als toetsingsgrootheid
SRS

S . a
To=2(z =, -m=,)/p
gebruikt worden, welke onder | dus een fﬁ;o,;,w15) _ of een
O {0, %z,

v 2 . | . e o q s
é{w~verdellng pezit, De overschrijdingskansen van een gevonden
a

waarde voor T, kunnen weer als in par, 6.3. bepaald worden. Een

betrouwbaarheidsinterval voor « met onbetrouwbaarheld 2¢& is:
= T ol i) n T / 1)
(t—-v!/_%.q(1~.,/’,/§217‘! X =31, () (am) ),

;;. 4

: T -+ \ LR G .
waarin (1-£) en T, (g) weer door (6;1) gedefinieerd zijn.
Opmerking: Ook hier mogen de groothe

den x. uit verdelingen met

[

verschillende X afkomstig zijn,

De volgende paragrafen hebben alle betrekking op exponen-

ti€le verdelingen, waarbij dus y=1 1s. Zoals in hoofdstuk 5
wordt ook nu -~ gedefinieerd als de kleinste waarde uilt een
A

steekproef x e C
1S bl I 5 ?-—p



- 15

6.5, De waarnemingen X4 zijn nu afkomstig uit een rfd,{%,1)~
'

verdeling. Volgens par. 5.6. heeft dan 2 (Xi« ) een
l:1 bl =0

["(o,p,m-1) ~-verdeling, dus met
@ 'T‘:

C 2 (3:-; _3_50):("\4_1),/3).

Cz
De schatting
)95: P ;g )/(71—1)

voor f is dan ook zulver en bezit bovendien een minimale
variantie (zie [5] en [6]). Om de nypothese HO:‘6=/GO te
toetsen kan

™
T - 2("”’*')!25 - 7~‘£>‘:[ <—¥*é‘:-a)

2 ” ~
[ [
als toetsingsgrootheid gebruilkt worden, welke onder H_ een
M{o,2,v-1) - dus eenﬂ?g iyerdeling bezit. Een tweezljdig be-
" L{man

sronsd betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheid 2& dat

hieruit volgt is

/12 s
k Pogl(x-x) 5 aZ (x-x )

z
1 (1-¢) X7(e)
2m-1) 2Un-1)
N '\q’z Z
waarin 4 (1-¢) en (¢) resp. rechter en linker kritieke
1(1’) 1) 2m-1) .
waarde uit { -verdeling zijn, analoog aan (6;1) gedefinieerd.

2{n-1)

6.6, EPSTEIN en SOBEL [Cj hebben het in de vorige paragraaf be-
handelde geval algemener behandeld, Z1j onderstellen dat de
wazrnemingen Eas eees X afkomstlg zijn ult k verschillende ex-
ponenti&le verdelingen, die echter alle dezelfde (onbekende) para-
meter’ﬁ bezitten. Voor de <. (i=-1,..., %) worden drie moge-
llgkheden onderscheidens

1) De o<, zijn bekend en ongelijk: de schatting voor p

is nu :
£ £
b2 2 (x. et ) [n met 2 m.-n,
b ;w c=1 N TG L4 g1 j]

terwilijl de toetsingsgrootheid
- 7™ }f\
o = 6,1 : //0
s - ¢
e - i | & 1 16 I = / 2
een 4 verdeling bezit onder H,. (ﬁ:f%)'
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2) Deo»@l zijn onbekend maar alle gelijk, dit is het geval

van paragraaf 6.5,
3) Dec><,l z1ijn onbekend en ongelijk; de schatting voor f

wordt:
F ]
b :2,. > 3 N de - N
6,2 v i—?(:f:il - % >/(ﬂ A) met icjcz men :C—)1"">3C—jﬂ;>>
en de toetsingsgrootheid
,, O ,
Tyy=2m-F by /P,
heeflt een-\-»”2 verdeling onder H, (5
ILZ[":%{(’) ) - e 13:/‘%)'
6.7. Zijn de waarnemingen x. als in par. 6.5, dan is
- kel
a - ox _ am(Ei-%g)
e~ -l
‘ mi{m-1)

een zuivere schatting voor o met minimale variantle (zie k67

Fen betrouwbaarheidsinterval voor «en een toets voor een

hypothese f#o; S volgen uit de eigenschappen in par.5.6.
en par. 5.4,
Immers nu heeft

T2 m(Eg-y) L Mz
S = - »
;(zi'za>+'ﬁ(¥o"do) L-%(Z(“ 0(())
onder H, een A1, mn-1) -verdeling, dus met verdelingsdichtheid:
o ST o 7 e T
Fw(l:}a‘l;'}’)-:/:(’.")~1)(1~ ?> 1)...[,71__'[_
De overschrijdingskansen bl]j een Hevonden waarde T; z1ljns
Ty
> M. 2 o met -
.f\'{:f{’ﬂ—ﬂ)(1-u) ciu:‘!~(*,'!?) s -Er_.:(«_ 1}) .

a

Toepassing van (6;1) geeft voor de kritieke waarde T, (e)
(8

g ) -2 i
& = }'/ (n—#}(1~u) cu = 4 - (4 3{E)/\;
. .
of T (e) =+~ (4 )*” en analoog 7;(1~q = 1o . Als
betrouwbaar%eld erval met onpbetrouwbaarheid & 18 hierult te

vinden :
( {(zo«.E‘EJEQ/(7—7;(8D;;XO} (zie appendix 7.12).

Hoewel het interval tweezijdig begrensd is; 1s de onbetrouwbaar-

S
§
0y

(

R

heid toch & ¢n nlet 2¢ , daar:
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6.8. Bij bepaalde typen proeven, zoals bijv, levensduur proeven
(zie [5] en [6])3worden de waarnemingen in volgorde van opklim-
mende grootte verkregen. In een dergelijk geval kan de proef,
Ter bekorting, beEindigd worden voordat alle waarnemingen ver-
richt zijn. Stel de waar te nemen grootheid heeft een f”h%p,v);

verdeling. De waarnemingen zijn =x (indices tussen

=1y > ()
haakjes worden vaak gebruilkt om aan te geven dat de waarnemingen

naar grootte gerangschikt staan), met nog als extra informatie

dat de n-r overige waarnemingen groter dan x zouden zijn.

. — )
EPSTEIN en SOBEL([5] en {6 ])bewijzen dat :

P
b =1 2 % +fm-r)x ]
“pm ST LT T ( >“WJ

een meest aannemelijke schatting voor /3 is. Voor een toets
voor een hypothese H_: p:}ﬁc kan als toetsingsgrootheild

r = QPQPY)
-8 LR
o

gebrulkt worden, welke onder H_ een,{%ﬁ -verdeling bezilt, De

kritieke waarden:%g(g) en X2!1~a uit deze verdeling geven:
20 ~ip

i

(arby, Qpémﬂ)
( 1, 6-¢) 1y (6)

i

als tweezljdig begrensd betrouwbaarheidsinterval voor /3, met

onbetrouwbaarheid 2¢& .

Dit hoofdstuk wordt besloten met enkele toetsen voor het

vergelijken van twee of meer exponenti&le verdelingen.

6.9. Hebben Xqs «.., X €€N [, p.4) -verdeling en
g%i cees 55 een {”(d',/BJ 1)  -verdeling, waarbij /° bekend is,
dan heeft volgens par. 5.6. Xy = min (§4a e s Eﬂ) een

/7/og.é., 1) ~-verdeling en 55 = min (&%, . ees gﬁ) een

M{a', 2, 1) -verdeling. Dit kan gebruikt worden om de
n 4 o o
hypothese HO Re S +l£) te toetsen. Toetsingsgrootheid is
dan:
I—g :ﬂ('”{c_o - P‘Cal"“ J(:)//SJ
welke*volgensTKULLBACK [12] een verdeling met verdelingsdicht-

— qQ

heid 1 e (,oo<:"2 < oo ) heeft, De tweezijdige over-

schrijdingskans is dus:
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n _— z —1Tq
2?[1‘2\((1[[’:[@ ot .o
) sl
- — Tq(e) ‘)
Is Ty (€) de waarde waarvoor ¢ =&, dus T (e)--tne dan
is
X, - x, —/ST(/ Sz PT,EN )

een betrouwbaarheidsinterval voor 6— met onbetrouwbaarheide .

!
Bezitten X; en x exponentiéle verdelingen met versgchillende maar
wel bekende p en ﬁ , dan kan 't bovenstaande net ZO worden toege-
past mits nu ook de aantallen waarnemlngen n en n verschillend

A X
zijn en wel zodanig, dat L. = L
i

6.10. Is x4, ..., X, cen steekproef uit een [(«,p, ) -verdeling
en xq, e §£, uit een [( «, p', 1)-verdeling dan heeft volgens
pa?. 5.6 2 (x4 EO)/ﬁ een [(0, 1, n-1)-verdeling en

‘ x‘ Ap een [ (0, 1, n'-1)-verdeling. Om de hypothese
c;# —O

H_ ﬁ = i /3 te toetsen kan de toetsingsgrootheid
T Ef(ﬁb—éo
K5 (=l x))

gebruikt worden. Volgens par, 5.4, bezit T}O//(ﬁ +:qu) een
/B(nuﬂ, n'—ﬂ)—verdeling, waaruit de overschrijdingskansen:

2l 'E) _'—!—' — -— i q r "}"I B
i(f: ’ Zl‘vo_ )wo_fzptgsjg“—,—j'o]“
T:o/(u,;,jm) ) . v o
il P
e Fme) Tini) {4.-u) et
en % = - ﬁg

bepaald kunnen worden. Zijn u(s') en u(1-g) kritieke waarden uit

deze /3 verdeling, dan isvrqo(}) = «(t) en 7“10(4—5):=1uiz5;

en

2¢
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6.11, SUKHATMEE25] geeft nog k-steekproeven toetsen voor exponen-

t1€le verdelingen T%mi, ﬂi’ 1) en de volgende hypothesen

R R . ZN R (Y S

dus alle verdelingen dezelfde,

}t’; Py = ... = fe=f en o, willekeurig,

HD: K= ,,. = d£=:o< onder de voorwaarde datfir"-=fi=ﬂ'

6.12, In tabel 1 wordt nog een overzicht gegeven van de situaties
wat betreft = F en ¢ , waarvoor in dit hoofdstuk schattingen,
toetsen of betrouwbaarheidsintervallen werden besproken, Hierbil]
kan nog opgemerkt worden dat in de gevallen waarin ¢ bekend is
de waarnemingen X5 ook wel uit [ -verdelingen met verschillende
Ky afkomstig mogen zijn; de schattingen en toetsingsgrootheden

worden steeds met xi—@i berekend,
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Tabel 1, Overzicht van de situaties waarvoor schattingen, toetsen of
betrouwbaarheidsintervallen in verband met r"(cxbfg) Y )-verdelingen

behandeld werden.

A & J Paragraaf’
schatting schatting schatting 6.1
bekend schatting schatting 6.2
bekend schatting voor £ en bekend,
voor /@ eventueel 6.3
Coets voor H,: f: 43, verschil- :
betr.interval voor g lende j;
‘ﬂchatti,>
N 0 vekend be?end,
toets voor H, :o .o eventueel 6 4
betr.interval verschil- ‘
, lende .
i [
i onbekend schatting en betr, 1 6.5
; linterval
i ‘toets voor H : f-p,
f meer steekproeven met fSohatting en betr, 1 6.6
? bekende of onbekende interval
verschillende . ‘toets voor H,: pg-p
j i | 0 o
schatting en betr. onbekend 1 6.7
interval
| Toets voor H, - ot=ot,
!
' Bij levensduurproeven uit de kleinste r van n waarnemingen:
bekend schatting en betr. 1 6.8
| interval
! ‘toets voor H,:. f-p,
+
; Bij vergelijking van twez of meer exponenti&le verdellngen:
toets voor Hy:ct =o'+ d, e oof o plm = pim ST 6.9
betr,interval voor oo bekend ‘
den o' onbekend toets voor H,: p-d,p' " 6.10
betr, intervglfQOOfgg%g =4 =1
toets voor H,:c, ..oyt 5= 7 fp=f Yo7 - =fp=" 6.11
=t =. .. . .o,onbekend ‘toets voor H_:B-...:f=f | y. .y .4
¥ gegeven /6'=?'{j’/§k=&g§- - P
toets voor Ho;qﬁ,”:o%ﬁxonbekend o g1;4.:5%=1
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7. Appendix,
7.1. (par.3.2) Heeft x een (e, p, y) -verdeling, dan is de
karakteristieke functie van |( %;_d—#%()/(ﬁiﬁ?) gelijk aan

(zka[B] )

plt) = £ eéf(z—d—ﬁg)/(ﬂ\/g’):

- Ltfu ~ct - 3 ~ (k)3 A
(e BOPVTI= (4

1
ATy

Stellen we hierin v -= %7331 en dus du.pdv, dan wordt
OO LE (VI -V )= -
plt)= 1 PR v v v
r(y) .
_CEVY v (1=t - Lot Vy
. xf oV ENE) e - et ).
My)
LV -y O (- CEIVE) e vE g LtV - L N 3t
= & = €&
pttget e
= ¢
Hieruilt volgt
, 1t
lm o (E) = € 5,
K_acc

de karakteristieke functie van de N(0;1)-verdeling,
7.2. (par.5.1) x heeft een fwydjﬁ)bj -verdeling, dus:

v Sta=p ek

P[:ﬂgsx—i:_ 1 f-e (u-=) olu .
TR
Stel nu x« +a = yen u +a = vdan geldt:
. - - (u-x)/p -1
Ply=y]=Plx=y-a]-_2 e (e ~) ol
N g  PITO

_ bj ~ [ ~8_(vwd~a—)/ﬁ(\/~o<-ov)\6_1OL\/,
F) F(é/) A+

i
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waaruit volgt dat y

Stel verder bx=z en bu=t (b > o), dan is

B -5 -1
thi*,‘_ f e (u-o()b( dut =

Z £ bt )

e 1
S B e P (t - boL)K ot
(b[s)b’r‘(g)b/'

dus z = bx heeft een Fﬁ(b:ij/3,5)~verdeling-

7.3. (par.5.2). De karakteristieke functie van x; met een
3> y;)-verdeling is |

. - 523‘1—?1“{'%;"'1" & -
@ (f):g ’ [‘?}"_“‘ e (.’)Cj_o‘\j)-) ol x; .
= POy

mj)//s = u te stellen wordt dit:

Donr hierin (xj-

v -4

OO LtpU et —l Ctes -
fﬂ £ ) ul{“ du - € J(i-étﬁ) -

é@c ["(EJ

o

iy
DPe karakteristieke functie vanZ; X . waarin de X5

hankelljk zijn is
"
e} m SanlY
s : - L 2y
” LZZ_—ﬁQ_C—j T cLx; 2 . g Yl
(,,,, (t): \((f e ’ . /(, \L% e J: £ 3=1 ({—Lt[ﬂ) g 3
:];'?EJ i=1
T . “4 7 oo .
en 4__0’\ S Y ) - rae 5 ®
Zﬁ bezlt eer Zoe, 3,2 ;) -ve delin
i= 4=t Y

=1 B . . . J

7.4, (par. 5.3.en 5 4 .) X en Xp

= x+ neen I (4o , F’ 5/) -verdeling heeft,

onderling onaf-

zijn onderling onafhankelijk

(o, p, ., )-resp. | ["(o,p, %, ) — verdeeld, De karakteristieke

functie van x +x, en x./(x4+x,) 1is
ct(x 2:—2_)"“'3341_::1

@(It,S)z g e -
ﬂoo .
CS Xy XXy, K2'1

(_LL(JC +3Cqo ) TEIE, T T (\1
‘ = X'x':gz = 1 & " *
PRI ()
oo

2

dx1ctxz.
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Stel nu X1Ak4+x2) =y of §x1=yz

Xyt = 2 x2=z(1—y)
dan is de determinant van JACOBI voor deze transformatie:

O Xy D x4 | u
>y 3 | 7
- =z,
93X, 90Xy - 1-u
2y b4 7

terwijl ' integratie gebied voor y en z 't zelfde 1s als voor X4
en x, (1e kwadraat van (y;z) vlak). De karakteristieke functie

gaat daarom bij deze transformatie over in

00 . 2
T2+ Lsy - % PR B O Y21
gﬂ(t,5)= 1 [ € . T(sz)g ' (1-5)1 Zodydrs
Pqu-b’lP(Zﬁ)P(}fl) 74

. z e Ls - -
febf";ﬂ S ,/r“(mz)e © gy
NS ") )

i

Pit). @ls),

waarin @ (t) de karakteristieke functie van z=xq 1%, met een
/ (09/33X1*Xz) -verdeling is en ((s) van y = 54/(§1+§2) met
een  A(y,,y,) -verdeling. De grootheden y en z zljn dus onder-

ling onafhankelijk,

7.5. (par.5.3.) De grootheden ﬁj(j=1, ..., n) zijn onderling on-
afhankeliJk verdeeld volgens resp. een [ (o, B K;) -verdeling.
F(Xq, ...,,xn),is een homogene functie van Xags eves xn"van de

graad O, d,w.z. '
F<f«§x_1’_..;{f')xﬂ): F(x“...,:ch).

oD ,
De karakteristieke functie van X x. en F = F(xq, cees Xn) is:
J=1 k) - - =
& mn <2
T N B N
j=1 3 I8 P %"J
Pt,s) = e A dx ... ox
o r = ! n
o 327 L (¢
[ =1 (b_})

Pe transformatie

mn
VA=K /2% XA=V, ¥
:1 Vg dus ;1 n °1
m
& /_r¢ —
In - n—1’§33 *n.17n In-q
yn.—:u%xj X :yn<q—j§:1 LjJ;
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met de determinant van JACOBI = ynn'q, waarblj het Integratie-

gebied voor Tags eees Iy hetzelfde 1s als voor gs eees xngvoert
deze functie over in

"tLJ-nT"SF(B) 14111)1) -‘-’l n-A gi-1 n.g In-1 "4
@(t,s)- // S I Y e T A R

=1 I J
f‘“m M)
ce y J co oS
P A L Z—;—Ki"ﬂ S © . LQF(L) -:o_,‘.n_1 }ﬂ" . -1 n-"1

=/[ e TR EE gy, >/lﬁ/[{“(§;m) P T Ey ) ey

- n 4= i BEA TS A

ST T (g ’
o /3:“ ’F(j% gj) 0 S et (6:)

= p(t). p(s),
waarin ¢(t) de karakteristieke functie van Y —Zx is eng(s) die
van F(qu.,.,ynq,ﬂ) = F(Aq,.L ’ﬁn); dug F en Z_x
kelijk verdeeld.,

ziljn onafhan-

=J

7.6.(par.5.6.)(Zie EQW]).De waarnemingen §j(j=1, ce., n) zijn
onderling onafhankelijk [" (x, A, 1)- verdeeld,

x f mim(x e Y é—efzﬂ'(”c x
X = X5 X > en ) ""“J.:1 :‘..J‘—;_O>.
De karakteristieke functie van Xo en ¥,

fLI+£S}__C

prt.s)- & e T

is nu een integraal over een gebied in de (Xq, eoes Xn)—ruimte,

dat uilt n niet-overlappende gedeelten bestaat; in elk deel 1s nl,

één van de %5 (die dan de rol van Xq speelt) kleiner dan alle
andere, Daar alle . dezelfde verdeling bezitten en op dezelfde
manier tot X en y bijdragen 1s de integraal over elk van deze
deelgebieden dezelfde, Het is dus voldoende de integraal over

het deel waar X4 kleiner is dan Xps eess Xy te berekenen en met

n te vermenigvuldigen:

P

e cloc ..ol

4
—_— 4 '
[3“

f f Lt.z_ (3 %) de0e, - Z (35 _Q)//z
Stel:
Kq=&X= 24 of (k4= 2,4+ =

J

Xj‘qu Z., JTF25 Le.s I X

= 7 _ 47 .+ O
3 177

Bij dege transformatie is de determinant van JACOBI = 1, fterwijl
het integratiegebied in de (Xq, oo Xn)—ruimte overgaat in
(OEiZ7E<x>;... L0 %ﬂéioo) in de(zq, cees zn)~ruimte, dus @

Loly

Y-

1
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co co L’tizz':\:lj _,‘:Z:.Y_.'/p L5(24+d)_’%z.1
qﬂ(t,s):%(!{’, = 2 d_Z/1 dZE s e dzn___
elt). @),

waarinf%s) de karakteristieke functie van Z4td= Xomel een
e 1
e, 2o, 1) -verdeling is en ¢ (t) ven 2z = 2 (ﬁj—§o>
met een fﬂ(o,/e,n—v)-verdellng. X0 enjg(ﬁ
hankelijk.
7.7. (par.5.7.) 1Is ?*(xq, cees Xn) onafhankelijk van de keuze

T

van de oorsprong, dan kan als functie van Xy =% (i=4, ..‘,n)

r geschreven worden, Volkomen analoog aan het betoog in par.7.6.

;,: ls dan ook nu te bewijzen dat de simultane karakteristieke
functie van T en Xy het product is van do karakteristieke functies

van T en P9 afzonderli jk, dus dat T en X4 cnafhankelik verdeeld zijn.

7.8. (par.5.8.). Is G (xq, cees xn) onafhankelijk van de keuze
van de oorsprong, alsl in par, 5.7., en homogeen van de graad O
als F in par., 5.3,, dan kan G als functie van xj-xo(j=1, cees 1)
geschreven worden en geldt: ’

G('E‘(:c1_:co) fﬁ(; n,c_)) G, -2y, sy -%s )

Le simultane onafhankellgkheld van G, Xy en %( ) is dan te
- L3

5 -

bewljzen door op de karakteristieke functie
\ (SG +itx a.-[.uf x-x,
{p(s (/L) g e c HER] (IL l‘)
achtereenvolgens transformaties als in par, 7.6. en par.7.5. toe
te passen. qD(s, t, u) blijkt dan het product van de karakteris-

n
tieke functies van G, X, ena§<§i"§o) te zijn.

7.9, (par.6,2.). De aannemelljkheidsfunctie voor een steekproef
Xqs +..s X, uit een [7(o, A 5) —Yerdeling is:

> x
_n ET o &
L(ﬁﬂ)zﬂ (50, o) = 2 L=
A f’(ﬂ)
dus : %7 L (F)SJ: _ LZ/;C - my &1/5 o im /ﬂ(é')g»(a’-‘r)g? ‘anﬁ,

S .
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en:

I~ _ d g
,@_5.%_#:’4) gn/:} - fna_g tn F[K)Tiﬁgn:c‘._

De meest aannemelijke schattingen b en ¢ voor /2 en xy maken
deze laatste twee uitdrukkingen nul, dus:

b X
z
en Zﬁn(’:\_/ﬂ(a):gni—l‘}?&1x;.
') moet
Uit deze laatste vergelijking kan € alleen opgelost worden met
behulp van tabellen voor de functie On £ _ F(t)/[’?t) . Een

benadering ontstaat door van de reeksontwikkeling voor fY%)/f“?t)
K/ rie)- o - 2+ -

alleen de eerste twee termen te gebruiken, dit geeft:

1 lez -2 Slax o C- 1 ,
2e et ‘ 2(dnx -1 5 tnx,)
7.10, (par.6.2.) Het steekproef experiment omvatte in totaal 10
steekproeven van elk 20 waarnemingen en 5 steekproeven van elk
40 waarnemingen bij verschillende waarden van 3 en y (== 0).
De waarnemingen werden gevonden door aselecte getallen tussen
O en 1 via de tabellen van SALVOSA of K, PEARSON van de verde-
lingsfunctie G(x:; o, By ), met de gewenste waarden voor fen
(dus ®3 Tesp. p ) te transformeren tot een waarneming uit de
F(o,/& vy ) -verdeling. Ult elke steekproef werden op 3 manieren
schattingen voor /3 en berekgnd; nl,:
1) meest aannemelijke schattingen met behulp van de tabellen
van GREENWOOD en DURAND (D en &);
2) benaderingen hiervoor volgens de formules (6.2;2)(bqen04);
3) schattingen uit de momenten volgens de formules (6.2;1)
(bss cp).
De resultaten zijn verzameld in tabel 2, Ze laten zien dat de
afwijking ftussen de werkelijke waarde van de parameter en de

schattingen hiervoor bij alle drie methodes aanzienlijk kan zljn.
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Tabel 2. Schattingen voor 2 en ¥ ult steekproefexperimenten.

steekproef - F(o,3,5) meest aannem, benad.schatt, mom.meth. 3
grootte / schattingen
gl ¥ |B ¢ 11 ¢ by co

20 Ll 25 2,851 39,85 2,47 | 39,57 2,35] 41,58

20 Ly 25 13,96 | 26,34 3,98 | 26,20 L, 26| 24,50

20 & k12,83 5,50 2,91 5,34 2,95 5,27

20 4 b 5,88 2,81 6,24 2,65 6,42 2,58

20 11 100 0,53 | 192,47 0,54 | 190,57 0,55 | 185,58

20 11 100 1,28 80, 81 1,28 80,42 1,28 80,70

20 1 16 1,20 13,75 1,22 13,58 1,15 14,37

20 1 16 1,27 { 12,07 1,29 | 11,91 1,371 11,19

- 20 /1 6)25 0193 7354 0:95 7: 37 0393 7:56

20 1] 6,25]0,74 7,78 0,75 7,62 0,87 6,58

40 1 0,2 10,39 0,52 0,49 0,41 0,56 0,36

4o g 0,4 10,69 0,58 0,85 0,47 0,59 0,68

4o 1 0,6 10,97 0,73 1,16 0,61 1,07 0,66

Lo 1 0,8 10,91 1,08 1,04 0,94 0,80 1,23

ho 1 1,0 10,75 1,40 0,83 1,26 0,74 1,42

|

i

7.11.(par.6.3.) Hebben x,, ..., ¥, een [ (o,p, y) -verdeling

dan bezit X een [ (o, 4;J my ) -verdeling, dus
. g(ﬁf): ¢ mE-l . Mgt I e T T gm.
& mE Ry M
/OO B ’)’13—2 o
= 4 j 1 e P T uza
F BT ) G

7.12. (par.6.7.) De waardencxo voor ot die op grond van het ge-
vonden waarnemingsmateriaal door de besproken toets niet ver-
worpen worden, vormen een befrouwbaarheidsinterval voor ot met
de onbetrouwbaarheid van de toets., Dit zijn dus de waarden:xo

waarvoor:
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'I‘%‘(E) = m(x_ - do)/ié(xi_du)

(€) Z(x‘;‘da)i n(x, -,)

of:

kel
4

i

-

(8). % - % =,(T, () -1)

~

Xo - % E(E) = &
-1, ()
o is in ieder geval kleiner dan de kleinste waarneming:

p[a«£3§g]:1 ,

(xo-z";(e) . )
3 CTe

1-Ty(e)

o

dus:

is een betrouwbaarheidsinterval voor ¢ met onbetrouwbaarheid &
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