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Asym.pt .. Ontw .. K' III 50. 

Gebruik aakend van een tweetal atellingen, wai:t:rvan we het bewijs nu 
achterwege laten, wordt ean zeer algemene methode aangegeven om s~lcero 
gehele functies f ( z) aaymptotisch te ontwikkel en voor grote was.rd en van 

z. De aangegeve n resul ta.ten zi j n voorna.'!le lijk ontleond aan publicatiee 

van I.B. Ford, c.v. Newson, H.K. Hughes, e.a. Aan het eind van deze 
syllabus is .een literatuurlijst opgenomen. 

Theorems I. Zij g(w) een functie van de complexe veranderlijke 
w = u + iv, die op eindig vele polen na overal eenduidig en regulier 
is. Zij keen vast natuurlijk getal; we veronderstellen, dat bij elk 
paar reele getallen £ en ,,u"' met 6> 0 een posi tieve conatante K te 

vind.en is met 

(1) jg (u + iv)j ( K e(k1+~)lvl 

v«>r u ~ u 0 en twl voldoende graot. 

Tensl'otte nemen we aan, dat de machtreeks 
Cli() 

(2) L g(n) z11 = f(z) 

een oneindige oonvergentiestraal heeft, en dus een gehele functie f(z) 
voorstelt. 

Wanneer 1 een natuurlijk getal voorstel t, en/ een complex getal 

met R~(r) v•ldoende groott dan geldt -r .,.bl) 

{3) f{z)= J g(w) [(-l)k+llz w sin kllw dw 

-~ ~ 
j sin 1'1 w 

'_ l_ g(-n) z-n + $ (z,1)- I rm 
"11:; I 

Hierin verloopt voor de integraal de integratieweg evenwijdig :met de 
reels as en geldt voor elk bestaanbaar getal ~ ► 0 dat 

(4) lim z1 ~ (z,l)= 0 
l.i:t.1,..oo l f. . k+l 

wanneer z in de sector 1arg (-1) 
naar one ind ig gae.t. Verder is rm het 

voor de functie 

z J \ ~Tl ... S- •P willekeurige wijze 

residu in de mde pool van g(w) 

l k+l ] " 11,g(w) · (-1} .. z · 
~k-n £w .sin11 w 

111et + resp. -~a.ls de pool b. ened,e.Q resp. boven de integratiewe.g 1:1,g~ 1 

Qpm. Indian een der polen van g( w) aen geheel getal is,. dan ve:rva.11; 6.~ 

01rereenkamstige term g(n) zn in (2) o:t: (:;) .. Theorema I is ve.~ c.v .. 1fe,; .. 

son [2) (da.t de corraotieterm afkcmstig van de polen van g(w) juiat de 

aa.ngegeven residuan zijn 'is bewamen door H. R:. H~hes [3] ). He't b~1'ij'.$ 

V'lSln theorema I la.ten we nu aohtel"'ftge .. 
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Theorema II. Zij ,t,10 een zeker negatie:f reeel getal en zij P( w }= 

P(u+iv) in het hal!vla.lc A.lt'-'q eenduidi.g regulier op eindig vela poler. 
(', 

na.. M'eem aan dat voor zekere constante c en voor elke \I> O geldt 

(5) lim P(w) = C 

I \AJ'l--,, ""10 \ Tl i' 
wanneer w in de sector I arg w < 2 -\l op willekeurige wijze naa.r o:,• 

eindig ga.a t.. Dan vo lgt voor e lke S > 0 
~.+or 

f ( , w-1 
lim e-z P~wJz dw = c (6) 
l >ti_. w -~ f( W) 

wanneer z in de sector targ z \)~ -~ t"'p willekeurige wijze na.f'ir on~• 
eindig gaa.t. Hierbij is ~ een willekeurig vast gekozen punt in het 

halfvlak .u}u~• De integi"'atieweg in de integraal (6) vermijdt de poli;,1: 

van P(w) en loopt op den duur evenwijdig met de reele as. 
' 

0Em• We pa.ssen theorema II allen toe voor het geval c = o. Voor hot 

bewijs zie Ford (1J blz. 38-47. 
Theorema III .. Zij H(w)== H(u+iv) eon in het gehele complexe w-vlak 

op eindig vele polen na reguliere functie. Ncem aa.n, da:t de constantc,,n 

(7) 

o. , ct,... zodanig te vinden wijn, dat voor elk der waarden 

0,1,2, .... de functie S'(w,s) gedefinieerd door 

c,. c, cs+S(w,s) 
H(w)= f(w+l) + f(w+2) + • .. + f'(w+s+l) 

voor elke S'.,~ .. 0 voldoet aan 

(8) lim f (w,s)= O 
I Ul,f .,,,.QO 

als w op willekeurige wij ze in de sector I a.rg wl< "1- ~ na.a.r oneindig 

gaat. Laa.t verder bij elk reeel getal uQ en bij. elke l ><> een constant..;. 
M )O bestaan met (f -r-6,)hrt 
(9) l H (u+iv)\ < Me 

voor .u).\A 0 en I wt \"'Oldoende groat .. • 
Eeschouw nu de functie 

,,;>._,_, 

(10) F(z}= j H(w) zw dw .. ) 
waa:rin ,\ een complex geta.l voorstelt, en de integratieweg de polen 

Yan H(w) vermijdt en op den duur evenwijsig met de reele as loopt .. 
Zij N een willekeurig positief' bestaanbaar getal. Dan geldt voor 

Rt.A voldoende groot en voor elke S'> 0 

(11) F{z) = ez [ !. en z-n + z-s 5(z,s)] 
"'llro 
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en 

(12) F(z)• z-N,l(z,s)+ \ 

waarin voor }arg z)S' 1-r- geldt 

(13) lim ~ (z,s 0 
t1-.tl➔ oo 

als z op willekeurige wijze naar oneindig gaat, en vmarin voor 

J arg z t l ~ + S' 
{ 14) lim r,1 ( z, s )== 0 

htt.,.~ l 
a.ls z op willekeurige wijze in daze sector naar oneind:ig gaat mits , · 

argument beneden een ookere grens blijft. 

De grootheid~is voor arg z > 1 gelijk a.an 2TI i verme1;1igvuld.igd me-I, 
de som van de residuen van H( w) zw in de boven de integ:rntieweg van 

de integraa.l (10) gelegen polen van H(w). Analoog is voor arg z <•; 
de grootheid 'f gelijk a.an de negatieve som van de met 211 i vermenig
vuldigde residuen van H(w)z" in de polen van H(w) beneden de integra
tieweg. 

Opm .• Bij elk paar getallen l en M0 met c.>O is een positieve consta.nte 
K te vindeh met 

l \ < I + e )f •v1 
(15) f t'(u!ivJ <t K e 

voor ~~'-~0 • Het eenvoudige bewijs van (15} vindt U bij Ford (1J 
blz. 61 (het be1rij s aldaar is niet he le me.al correct, maar is gema.kke
lijk exact te maken) .. Met (15) blijkt, dat de voorwan.rden (7)-(8) 
resp. ( 9) nauw samenhangen. 
Bewijs. Zij S' de bij (14) voora.f gegeven positieve grootheid en zij 

f< S • Wegens (9) volgt dan uit een door J .. G. van der Corput bewe
fien stalling 1

), waarin we w ::; A ::; - It stallen, dat voor arg z:] +S' 
-).+~ 

(16) F(z)=f + _J H(w) z" dw 

Nu is voorA = A,+ i X1 

) z-A+iv \ :::. l z l -), exp ( ... (v- ~ 1 ) arg z) 

( } "'ti· ,:0,,. "'\ 
en wegens 9. volgt nu voor arg z ~ 2 + v en voor w = - t\. + iv 818'1. 

v)O . .·· ~ I . H (w)z11 t ( M)z ,-~ e A~);,! exp ( (c -S' )tvl} 

1 ) "~oopaasing van de tbeorie .der complexe veranderlijlteni.,, 

(S7llabus <,ell$&, fil.Sy-"t,'o:ntw. Ma.art 1950). 
'!'•; 
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~ "'\ 11 (\ 
waarin e. •u ,( o. Voor 1\1 voldoende groat, en a.rg z, 2 +o volgt nu uit 

(16) de op (12} en (14) betrekki.ng hebbendo bewering van Theorem III. 
,,, "Tl (' 

Analoog volgt het gevA.l arg z lE - 2 - i., • 

Om de bewering (11) te jzen substitueren we (7) in (10) en vin:!L·t· 
) ~+~ 

~ f- +1.'~ z" dw J S{w,s)z"dw 
F(z):i:: L 0 n r{w+n+l) + t(w+s+l) 

~~ ~ 4 
In nda integr~~l stellen we w' = w - n 

Ls; ,.~,._n♦ Oll W -)•S•l+r{ ) w-1 
-n 1··. z dw -s f vw-s-1,s z dw 

(17) F(z}= ~tP Cn z .. · t'i(w+l} + z re 
.:~ .... ,., . ..')..s .. , 

We passen nu voor f ==). -n en k~l theorema I toe op de Ma.claurinont
wikkeling van ez 

~ n 
~ z = 0 z 
.L.. f'(n+lj 
'1\;H'.) 

Aa.n voorwaarde (1) vnn 'l'heorcma I is immers voldaan wegens eigenschap 

(15) van de f -functie. Uit theorema I volgt nu voor \" voldoende 
groot an voor n = O,l,2,- •• s 

... )+ri,.::::., , ... ,1 

z _ J zw dw L~ z-m ; ( ) 
e - r(w+l) At r(l-m) + . z,s-m 

"'\ 4'1'4:::1 
-1\,♦ l'I\ 

(18) 

waarin geldt voor elk positief geta1~, 

lim ; (z,s-n).zs-n = O 
l'll-t~ 

als z in de sector f arg z I ~ '11 -S op willekeurige wijze na.A.r oneindig · 
g:Ul.t. De som in het rechterlid van (18) is nul~ Nu volgt uit (17) en (18) 

(19) 

.$ 

~ 
F(z) = L 

... )t ~.,+~ 
0 ez z-n + {Hz s)+ z-s f S (w-s-1,s)zw-l dw 

n ' · f(w) 
"r?·n:- .. )+i,.., 

waarin geldt voor elk bestaanbare getal "1 > 0 

(20) lim z 8 0(zts)= 0 
)"t\..+ «I? 

a.ls z in de sector \ arg z )<"ti -i op willekeurige wijze nnnr oneindig 
ga.a.t, 

We gens ( 8} volgt de toepassing van theorema II voor het ape ciale 
geval o = o, da.t voor elke eonstante ~;,, 0 geldt 

-) +-St '"" °"' 
(21) lim e-z J· S(w-s-l,s)zw-l dw = O 

\~\-,... . . I'(w) 
..., '")1+, s.;. I lf (' 

ala z in de sector l arg z \ f 2 - u op willek eurige wijze naar oneindig 
gaa:t. 

Uii: ( 19}, { 20) (met ~ i +S" ) en ( 22) volgt nu de bewering ,ran the 

ma III !'elke op (11) betrekki;gg heeft., 
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;lbeoremn IV. Zij g( •} een gohele tunctia van de comple:xe verande:r
lijka w = u + iv. Zij <:i. eon positiet beste.anbaar getal; we veronde::r .. , 
etellen dat bij elk paar reele gete.llen u., en e, mat .!. .)O een positievc 

oonstante K te vinden is met 

(22) I g(u+iv) I '( K e 
(~ ~. i) jA.fJ 

voor u~ u0 • Neem verder a.an, dat de complexe constanten t, 
te vinden zijn, zoda.nig dat voor s = O, 1, 2,. •• geldt 

. '< ) C V C J c, -r t; W , S 

g( w )= f( <l< w+t) + f( ot w+t+ 1) + • • • + fc;ai,+t+s) (23) 

waarin voor elke reelo constante S >O voldaan is aan 

(24) lim ~ ( w, s) = O 

als w 
flS{,::l<;l ,, (" 

in de sector I arg w ts: -;:; - (.) op willekourige wijze nnar oneindig 
'-

gaat. 
La.at tenslotte de l!h4Chtrecks 

illl() 

(25) J; g(n) zn = :f(z) 
"l"IJ't)I 

een gehele functie f(z) voorstellen. Zij 1 een natuurlijk getal en zij 

c 26) r = J ~ - 4 [ '\+211 • 1 . 
wa.arin e1t2. l het grootsiie gehele getal;; ~ 2 , voorstelt. Dan geldt 

voor elke bes{aanbare S > 0 in elk der sectoren 

(27) J arg z l i t - $ ; -11 + S t arg z ~ - f -S' ; " r + v & arg z 
4? +11.-.t" 

de volgende ontwikkeling (s = 0,1,2, ••. ) 
~ 1-t ~ u [ s -n U ·~ t l ~ .s)J 

(28) f(z)~ ; ~ ~!" -it 1 {;,C'-u [~/' + jl' >r ' 
t. 1')11 !)) ... -4 - Z- s , _ ,iv }-;( + 1111.1 J (,. )J 

IYl1d 

..l. ~ 
waarin 

'"~ r t ,>,(. ::>I. ...e. cw 

en waarin de som ~~ wordt uitgestrekt over de gehele waarden / met 

)arg ~f \ = \arg :+2 f \ < i . Verder geldt 

(29) lim $ (z,s)= 0 en lim 'li (z,1)= 0 
l.tt, ♦ co 'f4 1>.t\➔-v 

als z in een der sectoren ( 27) op willekeurige w1Jze naa.r oneindig ~,." 

~ Door uit ta sluiten dat arg z = + 't ke.n in de sector l arg lZ \<ll' 
nooit gelden I ergz;211/-'l:::i: ~ • In de so; (28) treden voor·) arg z l < ·'f 
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juist de gehole waarden ~ op met 11< ;- . In de sector -1l< arg z <-'t' 
vervalt de kleinste dezer waarden ;>' Em in de sector r< arg z <Tl 
de grootste van deze gehele waarden • 

~ 
Bewijs. Zij k een oneven natuurlijk getal met k~ 2 • Wegens (22) 

kunnen we nu theorema I toepassen en vinden 

(30) 
f 1½+ifX? 

f'(z)= g(w) zw si~ k~ w dw + 
. SJ.nTl W 

-r 
waarin 1 een natuurlijk getal is 

met ~, voldoende groot. Verder 

lim '7 (z,l)= 0 
P1 t-.oo 

en/"' een 

geldt 

dan 
t 
Z g ( -m) z -m + '1?( z, 1) 7. -.:. 

complex geta1·voorstelt 

wanneer z in de sector \arg z J(TI -S' op willekeurige wijze naar onein

dig gaat. 

Voor k = 2p+l geldt 

s~n kTt w = f 2 n i µ w 
sin 71 W ~ e / f 

)A:f~\ ~ 

en de integraal in (30) is dus een som L 
-f_'t-dO J""'.,,i 

J 21i . 
~(z)= g(w) (z e 1 / )w dw 

~r 
In deze laatste integraal stellen we~ w+ t = 

+ 1 
-11J.O':) 

h ( )= 1 · f. . (w-t+l) {,..{ w-t-1 dw l z ~ g ~ df .:;,.. 
(31) 

h~(z) van integralen 
I 

w'+ l en vinden dan voor 

We passen nu theorema III toe. Uit (2~) volgt vooreerst 
\' 

. cs+ I.it (w,s) w-t+l co 0 t 
g( ol.. .·) = Nw+l} + r{w+2) + • • • + J"(w+s+l) 

waarin ~ i ( w ,s.) aan dezelf'de eigenschap ( 24) voldoet als 'S' ( w, s) .. Verd(;,:t 

is wegens (22) voor H(w)= g (w-j+1 ) aan voorwaarde (9) van theorema II! 

voldaan. Toepassing van theorema III levert nu voor RQ. JJ- en dus R-9-)1 

voldoende groot en1.,.foor elk r<seel getal f>O i 

(32) h_/z)= ! ~!' e ')r 1 g en l~; + .-s 5,}•,s) ~ 
voor de sector larg u_ · ri =\ Rrg z+2lt/ ~~ -c en . oi 0( 

(33) h (z)= 1t(z,l) z-l r 
voor de sector jarg ~rl = I arg : +2 ~ "f' ¥ ♦E 
zodanig dat geldt 

lim ,,cz,l}c: 0 
ttt\,.oo · 

en lim ~ Cz,s}= 0 
l~l4·oO f 
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wanneer z in de bijbehorende sector op •illekourige wijze naar oneind i.t.; 

£1l3.at .. 

De bowering van theorema IV vol.gt nu door de integra.Rl in ( 30) to 
verva.ngen door de som f- h ( z) wari.rna we voor h,v ( z) de formulas ( 3?, 

4- p..4 I 
en (33) toepassen. ,.vr:-f 

Opm. Wijzigen we de rede oo:ring uit hot bcwijs van theoremn IV in die 
cl 

zin dnt we voor k eon ~ natuurlijk getal ~ t kiezen, dan vinden 
we hovendien dat voor t' =f:11 for!ffl.lle ( 28) ook geldt in eon zekore 
sector met de negatieve reelo as A.ls bissectrice, wo.ri..rbij voor z reeel 
< 0 geld t arg z = + ii ~ 
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~•·. 
Residuenstelling. Maa.rt 1950. 

'loepaesing van de residuenstel ting van Cauchy. 

Het deel van deze Sis de vole;ende stelling te bewijzen. 

S.tellins;. Zij k geheel ~2. Be~chouw twee bestaanba.re getallen a en b 

met a <b en beschouw de in hot w = u + i v- vlak gelegen verticale 

atrook: a ;;u ~b. In die strook zij f(w),, afgezien van een eindig aantal 

singuliere punten, eenwaardig en amalytiech. Hierbij worde a.a.ngenomen 
de.t :f( w) op de rand van de st rook analytisch is en dat bij geschi.kt ge
kozen positieve constante E. het product lv! l+ Ee- rr·klvif(w) tot nul 

na.dert r als w op de rand. of in hat inwendige van de strook :naa:r het 

oneindige gaat. kn 
De eom ~(-1) f(n), uitgestrokt over de gehele tussen a en b ge-... , ... 

legen getallen n, waarbij de eventuele 
besc~uwing blijven, is dan@lijk aan 

..;2 f IJ.. (:1#1~ A) rri....,, . .r rl ) J 

singulierc punton van :f(w) buiten 

2- .e.. . j1..,..,. ~'l.V"' 

t$~ ~ I 

De integralen van a na.ar b worden uitgestrekt langs een weg, die alle 

in de ~enoemde strook gelegen singulierc punten van f{w} vermijdti de 

som + wordt uitgestrekt over de in de genoeme strook gelef~n singu
liere punten van f(w), wa.arbij r{s) het residu van f(w) e!Tii k-l)w tr. 

sinn-w 
in s voorstelt; hiarin wordt het plus of minteken genomen, al naa.r ge-

lang s boven of beneden deze integra.tieweg ligt; verder is 

(1) (2,r L) 1-k { ) h-1 . ( /.:c I)_/ , 
- (k.ii~ ,)! (A-,)! 

o.n 

waarin het plus of minteken geno,ne n wordt al near gelang w boven of ba

naden de bestaanbare as ligt .. 

Y_oor het bewijs leid ik eerst d,e volgendo hulpstelling a.f. 
J zij een gesloten Jordankromme, die geen enkel geheol getal beva'\ 

.. , .. en de bestaanbare s.a in twee an slechts twee punten a en b {a. <b) 
snijdt. Is :f(w) op en binnen J aenwaardig en analytisch, dan i,.s VQOY' 
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elll: gebeel getal k~2 

(2) J {f...,.) ,e Ti..,. 

waarin d 

c,> r (w) = ~' P ,e -2krri'W" J~ 2./,,ri. l:-fC _/ .L 1 k I kA €. t) qr 
fl'#. I 'kr. 

'-f.. 
gesteld is; hierin atellen •;, willekeurige op of binnen J gelegen 

punten voor. . cit b,w,ri11 

~ Zoals uit het bewija tevena blijkt, ge'Ia"t ook, indien J een Jor
danweg voorstelt, die in het oneindige begint en in het oneimige 
eindigt en geen enkel geheel get al bevat, als maar de tune tie f( •) op 
J eemaardig en ana.lytisch is en elk product 

t n--i -i'W" ( _w ) A > 11. ("Mr) .t. e. (h • 1, 2,. •• •k-1 
,.,. ' _. t,,, 7f\.CI" 

-tot nul mdert, indien het op J gelegen punt w naar bet oneindige pat. 
' Bewijs van de hulpstelling. 

Uit (3) volgt , 
~Tri (k-,)(1/w) +-fir(\..,-) ~ 

• ~ ( J. ~) 'i) -'lhfii"W' J 2~ 1TL t,.{(f )dt = 2TTt ~ ,:- ,_,, rkh ..(. .,e · 

I,., Ir: .. , ~ 

+ ftw> ~ lkh 
h=' 

De laatste som is blijkens de definitie (1) van P k'-i gelijk a.an 

al ma.r gelang k gelijk a.an of grater dan 2 is, legens (1) is verder 

271 i ( k--1-h ) 1>kh ... (Ir-,) 'P~~,;,J, 

A.ldus vinden we voor iedere gehele k ~ 2 

2ri £tw-) 4 k-', r:(rw-)-= {A-~,(._,.) , 

ind1en t 1 {wl,. g--;) gesteld wordt, 
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Rierui t -: •, 
I - ( ) k-,} 

Indien f(w) op en binnen de gesloten Jordankromme J eenwaardig en 

analytisch is, dan is da.t oak met f;./w) het geval en integra.tie over J 

vind.en we dan 

( 4> (}' t~).e rrd,w [ __ _ rr .. )-krt.'kl"'- j.t (w-) rrifl,_,)'\,IJ"'( .. _!!__ )J._:tw--
J1k ::;l'1';1T'1A' Jir~, -e. l$h,~ · J J .• 

Zo doorgaand vinden we voor di t antwoord de waarde 

f {,f,w..) -e. rrt.~ rr d ~ 7 n '1v ) 

waarmede in dit geval wegens f 1 (w)= f(w) de bewering aangetoond is. 

Gelden de voorwaarden van de opmerking, dan vindt men wer:erolli ( 4) 

terug omde.t dan 

volgena veronderstel1ing tot nul nadert, indien het op J gelegen punt 

w naar het oneindige gaat. Op die manier blijkt de bewaring ook in (tit 

geval te gelden .. 

Ten slotte zullen wij nog bewijzen: 
Gelden de voorwa.:i.rden van hulpstolli:ng 1, dan is 

{5) 
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(6) 

en (3) is bet linkerlid van (4) te schrijvcn in de gedaante 

/r-1 '1N ' 

( 7 ) - ,L 7}.1-i !Jlk-ihClV') f €. ~/21T,t [(t)tll 
f)•l J J W-,< R 

Pas9\1rt een op J gelegen punt w het punt b, dan maakt g k k~ ,A {.,,,,.) 
een sprong Q kh ( -&-) , die gelijk is a.an , ' 

,e+-li:x, k- {-t~ .&•loo 

(7t (fr) =- J < rr { l- ;i,)1 t f;;,,trf )df .. j = j 
kA .. t, {. t- t' (xJ 

:rormule (5) is dus bewezcn, indien aangetoond wordt 

(8) p -1 
kh ,) 

want de la.atste formule geldt dan oak met a in plaats van b. 
Bij het bewijs van deze formula mag ik 1 Sh 1i i'- verondorstellen, 

want wordt h door k-h verva.ngen, dan wordt zo wel P kh a.ls Q 1r;1 met 
(-1/· vermenigvu]dii:>d (in QkA kieze 100n daarbij -t als integratieva
riabole). De te bewijzen :formula is voor k = 2 evident wegens 

-t+. i ()(), & ➔ t' Co . 

Cf) :: f ·( .rr }2:d"'-'r -= - ·\ rr C41 n-1\.,v- = 2 rr i • P ... -,.i l';; 1 $:ti-, 1'1""" • 1 
j __ ;_ oo · ( ... ~oo · 

Bij het bewijs van formule (8) mag ik derha.lve k·~; veronders'telle!l en 
aa.nnemen dat de f ormule met k-1 in pla&ts van le reeds bewe!IIEln is. Qj;t 

t(. 'l.rtil:r· Tr )~--, 
17 f. . ~. -==-:;,,.1.,._Trc 

~ .· . 'l?rlt-( rr )·k ... , . ,. ) ('t-t,)..,..ll:(·. ·.11'" ... )·. tr -::;;, 'lc-1+'?) lTt ,e. . · - ( I(~ I ,t · • -"" ,s,.,,,,. t .. ,s,~ 1rt 
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vol.gt voor r ck - l - 2b, bij van b - i oo naar b + i 

k~. ,_ h Q;i .. 
K/l k-, 

legens h< t k .. is h hot gevonden antwoord gelijk 
is a.an 

A-,-h -:.t 
• 2 rr i 

'1 /) 

-r 

k--, 

-1 

Hiermede is formula ( 8) on dus ook f ormule ( 5) bewosen. 
- ri ,k '1Ar 

Vcrvangen we in doze :formule :f(w) door c f{w), dnn vinden 
we 

··v)') ~-

We gaan di t resultaat tocpa.ssen op de gesloten Jordankromme J, ga

vormd door de omtrek van de rcchthoek met de hoekpunton a- 1J, ,t ... <.~1, 
,&+ tf- en 411, + tp, (p en q positiof), waaraan verticale lussen toege-

voegd worden om de singuliere puntan van de functie :f(w} buito:n te 
sluiten. Bij het bewijs van onzc stelling zullen wo voorlopig a.anne

men, dst de integratieweg die de ounten a on b verbindt, zo gekozon 
wordt dat alle in de genoemde strook a -..u '$,b gelegon singuliere pun

ten van f(w) beneden die integraticwog liggon. De bij eon singulior punt 
s behoronde lus ligt (evens.ls s) benodon de beschouwdo integratieweg, 

dio a en b vorbindt .. 
Het link .. orlid van hot govondcn rasultaat is gelijk .a.an dG som 

~ t-n 
c.'. (-) f{n), uitgi::strokt over de gohcle tusson a en b golegon getal-

J '""t1 n, indien de evt nt 1ele gehole getallen n die met eon singulier pt;W..t 

w van t'(w) aamcnva.llen buiten bcschouwing blijven.. In het rechtarlid ,nur 
hat gevonden results.at la.ton we p an q boido onbegrensd aan$l'Oeitl~ 

l~gens 

naderen de bijdragen van de hortizontale 5!.ijden van do beschoUWdQ re·OA,1!1" 

hoek tot nul en mderoi, de bijdragen van vot"r•~ eale, z.ijdon in dift 
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reohthoek tot de bijdragen van do Yerticalcn i, - i 0Q , ~ + 1.· &, en 

lioo -l+c·fJO. Het bewijs 18 du.a galevcrd, als ai1ngetoond •ordt dat de lus 
> 

t, die bij het singuliere punt e van f{w) bchoort en in het punts -ior 
begint en eindigt, - r(s) als bijdrnge lcvort. Dia bijdrage is 

J iiA-k)rrl,w- f 
,e· t11.L (IW") fv)~ 

,rl r. ~-)A > L ~ ) 
wa~rbij Lin positieve zin wordt doorlopen. 

In het speciale gevnl, dat alle 1.n de strook a~ u ~b gelegen si~ 

liero punten van f gelegcn z:i.j:n bcn1:::den do integ~tieweg, die f en b 

verbini t, is hot bewijs dus golcvcrd, als we mnr kunnen nantonon de.t 
de bijdrage (10) golijk is aan -r{s), dus gelijk is aan 

1 - -
We zullen laten zien, dat deze laatste integra.:"ll met behulp van de a.an 

de hulpstelling toegevoegde opmerking kan worden behandeld, ala daR-rin 

J = L gesteld wordt en als da~.rin verder :f(w} vervangen wordt door 
F(w)= :f(w)e-k1Tiw. De functie 

h . -iv( . T. (,v)•· J:.7> ~-£-:ITrt"A""J.e 2:;-k)rr,t{(t)df 
h~ I . lit-1/J ~-

(/.,' t tv;,; 
u 

bezit de aigenschap, dat het product 

Fi, , , ( •,q) e ,,. ; fi ,.., ( s;,,, :,,,,, ) h 

uit to dru!cken is als t3en li:noai.:r:- c:orrrpositum van termen van de gedaante 

(11} 

Omiat volgens veronderstolling 

\,u-) i+ re - trkhr} f (w--) 
op L begrensd is, is de laatstegenoemde imegraal waarin t :: x - iy 

gesteld wordt, hoogstens van dezel:fde orde ~ls 

J v--1 ~ "J IT d - I - t. " 
, , J ~"" tv-t ~ : .,_ . . . . 
:; ) d.u.s hoogstens van de orde e fl M £. , waaru.1 t blijkt., (la:t , .: 

•· uitdruk:k:ing ( ll} hoogstem3; van dezelfde orde is ale l '1r) - i- t • Ri~w~t'' 
bli~kt, da:t elk der u;ttdrukkingen {ll) tot O rsdert indien b~t 0op .. Jt': · 
. elea~n pu~ w .near bet onein:lige gaat·.. :Aldus he boon _. •~t◊-~, .... ·,. 



dat ;'.'f .·.:-JNraarden van de aan de hulpstelling toegevoegde opmerk1ng 

vervu.:a. aijn, indien da.arin J door Len f(w) door F(w) vervangen wordt. 
Volgens die hulpstelling is dan r( s) gelijk aan 

j I::"" 1T"i k"W"" ( fr ) /t.. I. rJrl,.....) e. ,. . tv...r 
L k ,~ Tr'IA, 

-::=: i._ 1 1l_ f ..e. fk-:lA) rrt.''kJ" ( rr- ) k f~A-it)rril; 
I:• , kl, ~ s~ '7""'lh J,.,.. J t jCt > , t 

'P,._h f q Ir, Ir (w )dw- re. (zh-k;;,.l t (et) d.t 
LO , ~:Jh ~ 

wegens (6), en deze uitdrukking gs.at a.fgezien van het teken door par
tiele integratie over in (10); de stoktermen vallen nl. weg, omdat 
wegene (9) en (12) 

'1_,1/)-

J ( w-) J -e (iJ,- k-) rr L t"t_t) rl I: 
Ir- k- i~ T t 

I ~ 
boogste~ van dezelfde orde is als 

--e ... 2h,rj-,..f + {M-k)rJ,;-1+ 1r,4-1u; l"IT\_,_ £ -= ,,,.,-1- t.. 

Hiermede is de te bewijzen stalling a.angetoond in bet speeiale geval, 
dat de in de strook a~u ~b gelegen singuliere punten ve.n :f(w) alle ge
legen zijn boven de gekozen integratieweg, die a en b verbindt. La.ten 
we nu het geva.l behamelen da.t in genoeme strook een singulier punts· 
boven die integratieweg gelegen is. Door uitstulping van die integrati..,.... 
weg k:unnen we een nieuwe integratieweg krijgen, waar s beneden 11.gt. 
'lordt de oude integratieweg door de nieuwe vervangen, dan wordt de som 

k-1 ~ 
~ f -t. (zh- k ) rr i rw- r1 rw- }:tw-

-1, =, t,\. 7' 
ver■inderd met het residu ins van de funotie 

2 . ~ 1 (ii, .. k-) ,ri 'IP" {1. ) rr f: ){ (lr-1)1r,:w .... fl ... ,)rlil,,'_<· 
1r t. .Ii~ .e ( w ::- t f..;- -t - . .t, 

. "h ,s I . S ~ 'fM4" \ 

!egelijkel"tijd wordt de bijdrage r(s) volgens de:finitie met datni:tde 
bedrag verld.nderd, Jlij genoemde uitstulpif1€ van de integratiewe1 Nr- .· 
aad.eri dus de in de bewering voorkoaende uitdrldtking niet YSl'.I •urd.•• 
~r een eindig aantal van dergelijke uit~lpingen un te ~QSen, .. < 

·' ~jgen we een iniegra.tieweg, waar alle in de strook a.'5.u'$,b gel&fPNlr 
singuliere pun-ten van .f( w) bened~n liggen.. Aangetien ite beweril'tg ~
aese laatste intesra,tieweg aangetoond is, geldt au, alse•ea. 

"', I , 
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Bet voorgaande gaan wiJ toepaseen voor het bewija van bet volgende! 
!!t,~O!!.D¥1 2.J Zij }"'- •)lr:J,iU< een complex getal met µ 1 niet geheel en 
~ O. Zij g(w) = g( u + i-0 in het halfvlak µ l)A.1 een eenduidige en 

analytiaohe :f'unotie met uitzondering van een ei.ndig aantal polen reohtd 
van de lijn w = µ., + h.r .. La.ten verde:r de reele geta.llen 1, m, I en £. 

met X en €. positie:f' beataan zodanig, dat de ongelijkbei4 

c1) fs(u. +"v--)/ <·I: lv-t-1- £ 81rr1,,q + m rrlv-J 

geldt voor ;.c. °?.)J., en voor f4.11-1 voldoende groot. La.at tenslotte de mach·:;
reeka 

CX1 
(2) ~g(n)zn = f(z) 

"'Ylw:() 

een gehele functie f(z) voorstellen. 

Wan.near keen geheel getal ~men :;;2 voorstelt, da.n volgt voor 
I arg z / ~ (k-m)-rr , dat 

00 

(3) ~ (-1)kng(n)zn = L (-1)kng(-n)z-n - L r(a) 
..,..., ... 0 Q<.,-, ~1 S 

~f'OO 

+ f ai~f~~~ '!:..!! g(v,}zwdw + $ (jf,, z) 

-p.. 
mite voor de aangegeven wa.a.rden z de integraal in het rechterlid con
Yergeert en aldaar een reguliere funotie voorstelt. Voor zekere positie
ve conata.nte K1 geldt voor \arg z/ ~ (k-m) rr 

De integraal in (3) wordt uitgeatrekt langs een integratieweg, gelegexi 
in het besohouwde balfvlak die de polen van g(w) vermijdt en op den d'..X: ... 
evenwijdig loopt met de reele as. De eom ~ r(a) wordt uitgeatrekt ov-~'1' 

s 
de polen van g(w) gelegen in het halfvlak )"- >,µ,, en wel ia -v(a) bet 
residu va.n 

(') ""'. :!:. 7T i(k-1) W TT o(-)z• 
•,· Q affiww 0 w , 

waarbij bet plus- of' mi:nteken ,,ordt gekozen a.l n• s•lan& • ·~o,,•• 
beneden de integratiaweg ligt. 

:;,::•• A.ls een pools Yltl a(~)·swnvalt =t een8&~•~~ ➔· 
/\ .41en1; de correspond•reDde term. (-1) g(a)1. '1''·(3) ·~.~ ;· 

., 



9 .. 

. 1°lG-..J.!: We~cns ( 1) g,elAt vo-o:r '~l',f i I w} '"voldoende groot en ::. 
I arg z l ~- (k-m) r dat 

< K / v 1-1- f_ el tr I u \ + m 1T r, I I z I )."-. e. C Jr -);,, )'Tt" I ir I 

< Kjv 1-1- t. I z 1,µ8 1 rf ! 1£\8 k 11t'1 

Hieruit volgt vocr 

dat in het ge"l:ded I arg z I ~(k-m) rr-, O ~I zl < -ln e is voldaa.o a.en 

'Jo pass en nu een stelling toe r bowozen door J .G. v .d .. Corput in de 
syllabus "Toepassing van de reaiduenstelli.ng van Cauchy" (Mae.rt 1950) 
en rrnl kiezen we hierin f( w) = g(w) zw, a = -/~ . .t, . b = N + .L 

,,. .2 ' 
waarin N oon dusdanic 

van g(w) liGgen in da 

In verband met (8) is 

groot natuurlijk getal voorstelt, dat alle polon 
strook a< l"-< b. 

-1 T'T voor larg z l "i (k-m) rr en O < I z }< e 
aan de voorwaarden van deze stclling volda.an. We vindon 

{r 

(9) o.<'f ~-1)krlg(n)zn = j'· ~-~~f~;:;1J,n--w g(w)zwa,, - .~/''(a) 
a... 0..,+ I".''>(} ....'..> -. ;:1 P ·. je(2h-k) TTiw g . (w)g(w)z"dw 
, - kh , Ir-_ k-il, 

1; - ' Cl - • ()';, 

+ L "1"'1. 
6i40·

09 2h-k) 7T' iw 2 .r: J ,\ g/4; (w)g(w)z.f1dw 
1,:-;; k h ls- i. (;:') .. k zJ, 

De intcgrae.l van a naar b wordt uitgcstrekt langs een wag gelogen i.n 

het bcsohouwde halfvla..k /l?. )-"', , welke de polen van g(w) vermijdt. 

De aom ~r~(s) wordt uitgestrekt over de polen van g(VI) en uel i.s 

r ~ (s) bet residu van (5), waarbij het plus- of mintoken wardt gako

zen alnaargelang de pool boven of beneden de juist genoemde inta&2',~• 

t ie,veg ligt .. De .nauv1keurige v1aarden van de oonstanten Pk h ziJn voo:'< 

hct bewijs van Thoorema 2 niet van belang .• Verd er geldt in ( 9) 
,1,,,i± l ® 

(10) J 0 rtrit ( ,rr .)kdt 
sin n- t 

waarin het plus- of minteken genomen wordt alnaa.rgelang w boveri of 
' boned.en d~ :reale aa ligt .. 

i.ii:J;tf ~ii~D~,:,}.·~~j~,;i, .. -. -· 



10. 
Resid11enstelling Mrt .1 

Zijin (10) ween complex getal met poeitief imagina1r 
deel • Dan kurmen we ( 1 O) a ven 

( 11) 
,r (u +iv)= i rr k 

ri(u+iv+iy)( 1 r( i • 1.) a~:r B n u+ V+ly ., 
0 

ia voor v O en O 
lain rr (u+iv+iy)t = l ain u uCh ri(v+y)+i cos riySb rr (v+y) / 

J sin rr u) / Ch rr vCh r. y + Sh rrv5h 1ry f 
? I sin rr u J Ch rr v. Ch Try 

en dus volgt uit (11) voor v o 

\gk r<u+iv)~ e- rrrv k ;; r,ry(c.,,.. lk dy 
' (lsinn uJ Chrrv) •hrry 

D 

en analoog volgt voor v~ O 

- 7frv f. 
\ gk r(u+iv) ~ e e+ rr ry ( -rr· )k dy 

. 1 - q sin ii u{ Oh 1T v) k O '5h TT Y 

en dua geldt voor zekere positieve constants K3,dat 
. K. e-n-rv 

(12) }sk r(u+iv)} < 3 It ' (I sirnt uJ Ch n-v) 

voor r = -k+1, -k+2, ••• , k-1 
Voor de integra.al 

O(t <.'.i,o 

(13) 1r( °' ,z) = } e-r'Tf iw gk,r(w) g (w)zw dw 

0f· ,· M 

'\laarin ~ een reeel getal voorstelt, geldt wegens (6) en (12) 
I Cl( .f ·tr)OI' J --t i:>O 

IC 4 ,z I e r k rr Iv I 
(14) f Ir( ex ,z).}< . j' e Ii dv l Sn-, /r.:::,,t }/4· _ 6,.) (Ch ff"l)-) l v \1+ E 

met K4 = KK3 voor r geheel met Ir)~ k-1, 01 ;..,,« 1 en \al:g z i ~ (k-m)rr 
Voor deze waarden r en o< en in de sector \e.rg z} ;;;(k.-m.)11- ia dus 'vOO. 

niet gehel,.e waarden O{ de funotia Ir(0t,z) een regul:lere f'unotie va.n ,.. 

en dus in bet bij zonder ook de integrale,n .. v:oorkomend in de aotnn'l.en. tL 

bet rechterlid van (9). Wegena (14) oonvergeren de laatate k-1 intc. 
gralen in (9) .naar nul ala \ z \<e-lTf en ala b = N + 'i tQt onei.m · 

nadert. Dan volgt uit ( 9) voor \ z \< e-l1;· en \a:rg z) ~ (k-m) Tf d 
C,.';). 

L.. {-1 )k.ng(n)zn = j ain(~-1) Tpr g(1t)m"dw - Lr ~s) 
-_;..-c.<--n,c::.oo _ .. --,,.tf, a1n Ti w 

-.. ~· l\:,h Ik-2h {-r1,z) 
''-=t 



11. Besiduenstelling Hrt.19SO 
Voor de aangegeven waa:rden z volgt bieru.it door venchuiviQg van de 
integratieweg in de eerate integraal van bet reohterlid 
. ~ ... °" 

(15) ~ (-1 )kn g(n) zl'l = j ei.tlit¥; w g(w)e" dw - Z" :r(e) 

-)",~>,< eo l.k.. -~ ..,u,+ ~ .. ( , · 1· e!!l(k-1 l tr- w ( ) • 
- • 

1 
Pk,b;&;k-2h -f,rtZ! .. +· · ~eliirr w " g " & dw 

-..u, 
waarin r(s) juist de betekenis heeft aangegeven 1n de formulerillg 
van Tbsorema 2. In de sector t e.rg z) i (k-m)Tr en voor z fo s1311 
alle in (15) voorkomende termen reguliere fu.noties van z en 
wegens het prinoipe van analytiache voortzettirlg vol.gt formule (3) 
voor deze waa.rd.en z. Voor de restterm , * ..,....., ... e;,«' 

51 (,.u,z) = -if. Pk,hik-2h (~,z) + j al,.pi~;}:.! g(w)z" dw 
-· -,,µ., 

goldt in verband met (14) juiat de aohatting (4), m1ta ✓µ1 ~iet gehee~ 
1s. 



Mei 1950 

over bet asymptotisoh karakter van een integraal, .urvw:i 
de integrel14 een product ,,;;"··tw•e·~·fa·otoren·1i:=••·····-

De opgave is ondar algemene voorwaarden voor grote poei ti eve t'.:d 

hat asym:ptotisoh karsktar bepalen VCX'll' integralan van de gedaante 
.,e,.... 

I= { u(x) v(x) dx, 
<i.."' 

waarin de integreerbare funotiea u en en ook de grenzan van w 
mogen afhangen; daarbij veronderatellen we a< b, waarbij a =-
b = + oo zijn mag. 

Stelli:ES 1 . 

Zij U een getal, dat van w , maa.r niet van x mag afhangen. 
A.la bij elk poeitief' getal£ twee (avantueel van w afhankelijke) 
tnllen ct en 13 met a < ~ .:::: r.. &- en 

O('. ,, ~" {QI rt--
(u(x) -U) v(x) dx / < £ en } ~ (u(x) -u)v(x) dx I< £ } 

Gt 
gevonden kunnen worden, zod.anig dat u( x) -U bij onbogrened aan.groeien" 

w. n 
de ;n bet interval ~ ~ ,r ~,-.. uniform in x tot nul oadert, terwijl 

J1v(x)t di, 
~ 

ee.n begrensde :f'unctie van t.J voorstel t, da:n nadert I-L bij onbegre:ced 
.aangrc•eiende tot nul. Hier is 

-? 
L = U jv(x) dx 

Immers 0. 

(3 
j(u.(x}-U)v(x)dx 

°' 
(1} 

Q:.• .~ . f f' I - L = (u(x)-U)v(x)d.x + j (u(x)-U)v(x)dx + ,,. ~ 

en bij onbegrensd aangroeiendeW nadert de laatste term tot nul. Voor 
voldoend grote l0 is dua J I-L j< 3 £, waarmede bet bewijs geleverd ia. 
Voorbeeld. Indien de van W onafhankelijke functie f(t) voor 0 ~t ,S 1 
van begrensda variatie ia. dan is 

1 . w 
im 

lJ~•o. Vlogw 

I 
Jt<t> V1ogt 
() 

Im.mere de aubstitutie l.lit=x voert de uitdrukking, waarvan de limiet ooet 

worden bepaald, over in 

W ~ti>J 2 j x og x sin x 
. u.(x)v(x)dx, waarin u(x) = f {;;) '.tog~· en v(x) = ~2 J 

0 
sijn ex en ~ poaitieve getallen met 0<<' p,) die niet van W afbangen, 

, dan nedert u.(x} bij onbegrensd aangroeiende lv in het intorval oeix 
tot f(O+) an wel uniform in x. Due I-L nadert tot nul, waarbij 



.aad.eri 'tot • O 

t(O+) j~ dx • f t(/)+) 

In stelling 1 is do onaangcname voorwaa:::de o-pgenomen da:t '}v(t) J tn-, 

tegreerbaar is van 0t n~r .18en bij illtegratie ee.n begren11de tw:u,tie .'flllJ .. 
bl oplevert. Verva.ngen wij deze voorwaarde door de mindoreisende oo.mii,... • 

t10 dill r.:., 
') /' 

/ v(t)dt 
OI.:; 

een :.., begronsde funct ie van I!,.) voorstol t, dan metenJ wij, om. zeker te 
eijn, da.t I-L bij onbeg:~'lnt·d aangroeiende t;j tot nu.l nadert, nog een 
extra-voorwa.a.rde invoer~n. Dit zullen we op 2 verechillende ma.niero.n 
doen. 

Stellin,a 2. 
Zij U' ee.n get al, da.li w?:il van ul, maar niet van x m&g afha.ngen. Sto:1. 

bij elk poaitief gE:;tal S ~ijn twoc (e•;ontucel van 1A.1 ~he.nkelijko) go
tallon ct en(J met a < 'I:!<' c r~ <'b 3.!'l 

} j~u(x)-U)v(x)dx l < l en 
OL ~ 

\ j (u(x)-U)v(x)dx / < i 
4 

te vi.nden, zodanig dat u.(x) in het interval o,:. x ~ /3 oontinu. dit':f'e:rcr.--
tieerba.ar is, dat J1t(t)dt een b~gr~nsdo fuDotie va.nw vooretelt en 
tenelotta da.t bij lnbegrensd aa.ngroeiende W · (1A:{01)• V} .'f v(..:i,'t;t. 

-a(u) V= en / u ~ {x}dx /fct)dt tot nul Daderen. Dan is I-L --.o 
voor w~ oo c:i<1 :it 

Ilnmere de laa.tata term in (1) gaat door partiele int~gre.tie over 

in /3 ,13 B 
-(u(ci.}-U) f v(t)dt + j~ u' ( e)ds J v(t)dt 

Voorbecl~ Indien p. ~en vast p~aitiaf gota.1 < it. voorstelt, dan is 

µ. 1( { 2 t.,W t Ji&...1 ½ fr"'J/,t.,. 
lim •1:'# . J yJ.og i e -t:r- dt = e rq.&.) . 

W-l:.00 logw 0 
Yant de uitdrukking waa.rvan do limiet moet worden bepaald_, gs.at .door de 

tranatorma.tie tut = x over in 
fA) vS2W , .. f ogX L ~- J.i\.i 
u.(x)v(x)dx, wa.arin u.(x) = !og w en v(x) = e r' . . 

af ollen ,. ~ en /3 twee positieve van w onafha.nkelijke getallon met tJ · 

9'oor, dan de voor o< ~ x -; P, 
(2)' ~J v(x)dx )~ o, ,: 

ti1•arin o om.:fbankelijk van Wis;. Uit de monotollie van• C..'l fllllotie ~(,:.) · 


