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&
Gebruik mskend van een tweetal stellingen, waarvan we het bewijs nu

achterwege laten, wordt een zeer algemene methode aangegeven om zekere
gehele functies f(z) asymptotisch te oniwikkelen voor grotie waarden van
z. De sangegeven resultaten zijn voornamelijk ontleend aan publicaties
van W.B. Ford, C.V. Newson, H.K, Hughes, e,a. Aan het eind van deze
syllabus is een literatuurlijst opgenomen,

Theorema I. Zij g(w) een functie van de complexe veranderlijke
w=u+ iv, die op eindig vele polen na overal eenduidig en regulier
is. Zij k een vast natuurlijk getal; we veronderstellen, dat bij elk
paar reele getallen &£ en M, met &> 0 een positieve constante K te
vinden is met

(1) ’g (u + iv)i < Ke

veor u 2\, en {w| voldoende groot.

TensYotte nemen wesan, dat de machtreeks
o

(2) I &(n) 2t = £(2)

Msd
een oneindige convergentiestraal heeft, en dus een gehele functie f(z)

voorstelt.
Wanneer 1 een natuurlijk getal voorstelt, en/A een complex getal
met Re,(/“) veldoende groot, dan geldt

—p e
, K+1] W s

(3) f(z)= J glw) [(-—1) ]z W dw
Zp

- }% g{-n) z %+ ;(z,l)-—- Zrm

Mzl

(kn+&) v

Hierin verloopt voor de integraal de integratieweg evenwijdig met de
reele as en geldt voor elk bestaanbaar getal U» 0 dat

(4) 1im Zlg(z,l)z 0

J 2|00 k+1 ’ . .
wanneer z in de sector * arg [ (=1) z] op willekeurige wijze
de pool van g(w)

ngar oneindig gaat. Verder is T het residu in de m

uth

voor de functie

Tgle) b (<)< 4"

#ekm v sinmmw

met + resp. =,als de pool beneden resp, boven de integratieweg ligh.
- Opm. Indign &én der pe?len van g wlg eenpgeheel getal is§ dan w{e!%&l% a=

overeenkomstige term g(n) 2" in (2) of (3). Theorema I is van C.V. 'Hawﬁ
son [2] (dat de correctieterm afkomstig van de polen van g(w) juist de
aangegeven residuen zijn is bewezen door H.K. Hughes [3] ). Het bewijs
| van theoreme I laten we nu achterwege. : g
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Theorema II. Zij 44, een zeker negatief reeel getal en zij P(w)=
P(u+iv) in het halfvlak A2\, eenduidig regulier op eindig vele poler
na. Neem aan dat voor zekere constante ¢ sn voor elke &) 0 geldt
(5) lim P(w) = ¢

lwi-» o0
wanneer w in de sector |arg w}< E—' - op willekeurige wijze naar ou-

eindig gaat. Dan volgt voor elke $>» 0

s
w—-1
(6) lim e 2 ( Bwlz ~ gy -
|| - J(W)
wanneer z in de sector jarg z\g?z- -0 op willekeurige wijze naar on--

eindig gaat. Hierbij is 2} een willekeurig vast gekozen punt in het
halfvlak M2V,, De integratieweg in de integraal (6) vermijdt de polen
van P(w)ﬂen loopt op den duur evenwijdig met de reele as.
Opm. We passen theorema II allen toe voor het geval c = 0. Voor het
bewijs zie Ford [13 blz. 38-47.

Theorema III. Zij H(w)= H(u+iv) ecn in het gehele complexe w-vlak
op eindig vele polen na reguliere functie. Neem aan, dat de constanten

Car C s cz,... zodanig te vinden wijn, dat voor elk der waarden
s =0,1,2,... de functie &(w,s) gedefinieerd door

c, c$+5\(w,s)

Cy
(7) o= ¥Ga1y * Fwey * o0 F e

voor elke S,}O voldoet aan

(8) 1lim \C(w,s)= 0

{wi-»a0
als w op willekeurige wijze in de sector |arg wi< g— -? naar oneindig
gaat. Laat verder bij elk reeel getal U, en bij elke £>0 een constante
M >0 bestaan met

( r&) o
(9) | H (wrin) ] < Mo o v

voor ug\do en |w{ voldoende groot.

Beschouw nu de functie
~A ¥

(10) F(z)= )f H(w) z" dw

waarin .A een complex getal voorstelt, en de integratieweg de polen

van H(w) vermijdt en op den duur evenwijsig met de reele as loopt.
2ij N een willekeurig positief bestaanbaar getal. Dan geldt voor

Rg}\ voldoende groot en voor elke S)O

(11) F(z) = ez[z c 2z B4 g8 g(z,s)]

n
Mo
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en

(12) F(z)= z”!ﬁqz(z,sh SJ

waarin voor |arg z):{g -0 geldt

(13) im  § (2z,8)= 0
12300
als z op willekeurige wijze nsar oneindig gaat, en waarin voor

Jarg z)2 5 + 5

(14) lim " (z,8)= 0
132100

als z op willekeurige wijze in deze sector naar oneindig gaat mits ho-
argument beneden een zekere grens blijft.

De grootheidgls voOor arg 2z 2 gelijk aan 2T i vermenigvuldigd me?
de som van de residuen van H(w) z" in de boven de integratieweg van
de integraal (10) gelegen polen van H(w). Analoog is voor arg z (*-%
de grootheid Q gelijk aan de negatieve som van de met 27 i vermenig-
vuldigde residuen van H(w)z" in de polen van H(w) beneden de integra-
tieweg.

Opm. Bij elk paar getallen £ en M, met £>Q is een positieve constante

K te vinden met

(15) | remy | ® KR
fluriv)

voor u2Y,. Het eenvoudige bewijs van (15) vindt U bij Ford [1]
blz. 61 (het bewijs aldaar is niet helemaal correct, maar is gemakke-
1ijk exact te maken). Met (15) blijkt, dat de voorwaarden (7)-(8)
resp. (9) nauw samenhangen.

Bewijs. Zij Y ae bij (14) vooraf gegeven positieve grootheid en zij
£<C Wegens (9) volgt dan uit een door J.G. van der Corput bewe-—

gzen stelling y Waarin we w°= = A stellen, dat voor arg z> L 4+d
“A+o0
(16) Fz)=f + f H(w) z" aw

T is vaor—A >\ + 1)\
)z")*iv\ = |z} -2 ! exp (-(v-—')z) arg z)

en wegens (9) volgt nu voor arg z > g— +0 en voor w= - A+ iv met

vy O

} - H(w)zw* < M)zf]‘ 4‘=_>“1M€3}:2 exp ((£-0))v1)

o~ -

' )" Poepassing van de theorie der complexe veranderlijken", Stelling ? _,
(Syllabus college asympt.ontw. Maart 1950).
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waarin é«S( 0. Voor >\, voldoende groot, en arg zg g— -HS\ volgt nu uit
(16) de op (12) en (14) betrekking hebbende bewering van Theorema III.
Analoog volgt het geval arg z £ -?2; -5 .

Om de bewering (11) te bewijzen substitueren we (7) in (10) en vindcr
“A+Co0 - A%
- z_dw S(W,S)dew
F(Z) i Cn ‘( -—(———-——-7 +

I (w+n+l flwis+l)
aa Mmoo _} ")‘
In de n°~ integraal stellen we w' = w - n
S “Aensor *}*5*‘1*%’ ; w1
-n z 4w -8 ¢ (w-s=1,8)z —dw
(a7 Fa)= 2 o,z f Fw+l) * 2 I
o (w)
“Aem Ny PR S8

We passen nu voor/u=7s -n en k=1 theorema I toe op de Maclaurinont-
wikkeling van e” _
n
AT
n+l
N30
Aan voorwaarde (1) van Theorema I is immers voldaan wegens eigenschap
(15) van de f-—functie. Uit theorema I volgt nu voor RQ} voldoende
groot en voor n = 0,1,2,... s

~}+m‘au . {:_{1
-m
z _ z dw z _
(18) e = f {m -+ :n{;; m + g(z,s DI)
- Ad+m

waarin geldt voor elk positief getalnr(

1im %(z,s—n).zs—n =0
el BN
als z in de sector [arg z| < -S op willekeurige wijze naar oneindig

gxwat. De som in het rechterlid van (18) is mul. Nu volgt uit (17) en (18)

s = #Sei+oe
N S w-1
(19) F(z) = £ °y e? 27" + B(z,s8)+ 2”5 {w-s-1,8)z dw
My o F(W)
:)#S'H
waarin geldt voor elk bestaanbare getal m> 0
(20) lim 23 9(2,5): 0

12\ 0o
als z in de sector }jarg z )¢ -7 op willekeurige wijze naar oneindig
gaat;
Wegens (8) volgt de toepassing van theorema II voor het speciale
geval ¢ = 0, dat voor elke constante $>o0 geldt
) Stie
(21)  1lim e Sw-5-1,8)s"" dw = 0

(w)
ks G DSl

als z in de sector |arg z\f?z- -0 op willekeurige wijze naar oneindig
gaat,

Uit (19), (20) (met 7§’-2-’- +J ) en (22) volgt mu de bewering van theorc
ma III welke op (11) betrekking heeft.
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Theorema IV. Zij g(w) een gehele functie van de complexe verander—
lijke w = u + iv, Zij of ecn positief bestaanbaer getal; we veronder-
stellen dat bij elk paar reele getallen M, en § met < »0een positieve
constante K te vinden is met

CEENLS
(22) | eluriv) | € Ke
voor u2 Uge Neem verder aan, dat de complexe constanten t, C 9C C s
te vinden zijn, zodanig dat voor s = 0,1,2,... geldt
c, o+ O(w,s)

_Ce
R \CEr I s Co o By~

waarin voor elke reele constante S}O voldaan is aan

(24) 1lim g(w,s)z 0
loS]> 09 SN
als w in de sector {arg w g 7 -V 0op willekeurige wijze naar oneindig
gaat.
Laat tenslotte de machtrecks
(25) f g(n) z" = £(2)

nred
een gehele functie f£(z) voorstellen. Zij 1 een natuurlijk getal en zij

X 4 m
(26) Y& ;Q"‘4 ["‘1“2‘}1"2‘7
waarin .‘3’.;&1 het grootste gehele getal £ 0%3 voorstelt. Dan geldt

voor elke bestaanbare 83’ 0 in elk der sectoren

(27) 3argzi§Y-—S;-—‘ﬂ+‘S£arg_z§ —}’—S;Y‘ksg arg z

Fll=s

(112N

de volgende ontwikkeling (s = 0,1,2,...)

o
o8 £a)e - Z%* ‘ér[zc U+ Yo' g, (9]
o Z §(-m " +17MQ)»U

=

i .
waarin L oemi

\A}At R e

en waarin de som Z wordt uitgestrekt over de gehele waarden )A net

are Hf\ \M-z——#t (? . Verder geldt

~

(29) lim % (zy8)= 0 en lim Y (zy1)= 0O
W7 % Pl o)
als 2 in een dex sectoren ( 27 ) op willekeurige wijze naar oneindig amai.

Opm, Door uit te sluiten dat arg z = + ‘-[" kan in de sector jarg z|<T -

nooit gelden ‘a_rgz-;i’_ﬁ}}_fg’ag « In de som (28) treden voor |arg 2 | < \f'
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juist de gehcle waarden//. op met l/ﬂkz;"(‘ « In de sector ~TIK arg z <~}
vervalt de kleinste dezer waarden/l\ en in de sector *j/< arg z <]

de grootste van deze gehele waarden .

Bewijs. Zij k een oneven natuurlijk getal met k2 ?5- . Wegens (22)

kunnen we nu theorema I toepassen en vinden dan

/A-}-(Ob

: — w sin kT w Yy, Rt

(30) £(z)= J glw) z Sianw vt Z g(-m)z "+ (z,1)r
- =}

waarin 1 een natuurlijk getal is en/u een complex getal voorstelt

met R, voldoende groot. Verder geldt
lim "? (z,1)= 0
Pt o0
wanneer z in de sector jarg z <7 --S op willekeurige wijze naar onein-
dig gaat.
Voor k = 2p+l geldt

“3
sin kmw _ 2n i W
gnlny o 2 27N .
| MF -
en de integraal in (30) is dus een som £, h,(z) van integralen
- phoo per
; S
by (2)= [ s (5 ") an

In deze laats‘b:a integraal stellen we o w+ t = w'+ 1 en vinden dan voor
AN=oApm -t +1

~A+oo

0 momd [ Y

-

. f
We passen nu theorema III toe. Uit (2%) volgt vooreerst

g(E=trly _ S0 9, Gt wlws)

ol = Plw+l) * w+2 cee J (w+s+1)

waarin 0; (w,s) aan dezelfde elgenschap (24) voldoet als S(w 5). Verdemn

( "’b‘l‘

is wegens (22) voor H(w)= g (—=—) aan voorwaarde (9) van theorema IIT

voldaan., Toepassing van “theerema IIT levert nu voor R, M en dus RQ?\
 voldoende groot en ¥oor elk r§eel getal £30 ¢/

(32) hj’-(Z)— = Ljp ‘§ Z %i‘* g(z,s)}

M
arg z+2"'}" FT_‘_!_ -
« P2

en

voor de sector targ Lj =

'(33)“‘“ h (z)= (z,1) 7t
M K

voor de sector arg% l—) arg z +2?‘3 ng*a
i Ua X ‘

zodanig dat geldt

lim T‘o?l(.z,l)= o ~en lim g (z,s) 0
Wl L e, /A |
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wanneer 2 in de bijbehorende sector op willekeurige wijze naar oneindi,,
gaat.

De bewering van theorema IV volgt nu door de integranl in (30) te
vervangen door de som h“(z) wanrna we voor h}" (z) de formules (32
en (33) toepassen. M=~p
Opm. Wijzigen we de redenering uit het bewijs van theorema IV in die

zin dat we voor k een even natuurlijk getal > % kiezen, dan vinden
we bovendien dat voor ¢ %7 formule (28) ook geldt in een zekere
sector met de negatieve reele as als bissectrice, wanrbij voor z reeel
<0 geldt arg z = +7i,

{1]. W.B. Ford, The asymptotic develonments of functions defined by
’ Maclaurin series, Michigan 1936,

{2}. C.V. Newson. On the character of certain entire functions in
distant portions of the plane, Am. Journ,Math. 60
(1938), 561-572,

{3]. H.K. Hughes, Un a theorem of Newson, Bull.Am.Math.Soc. 49 (1943}
288=-292.

‘[4}‘ CeGs Fry and H.X. Hughes, Asymptotic developments of certain
integral functions, Duke Math.Journ. 9 (1942)792-802.

{5} . H.X., Hughes, On the asymptotic expansions of entire functions
defined by Maclaurin series, Bull.Am.Math.Soc. 50
(1944), 425-430,

{6}. H.K. Hughes, The asymptotic developments of a class of ontire
functions, Bull.Am.Math.Soc. 51 (1945), 456-461.



. . Residuenstelling. Maart 1950.

Toepassing van de residuenstelling van Cauchy.

Het deel van deze gia de volgende stelling te bewijzen.

Stelling. Zij k geheel Z2. Beschouw twee bestaanbare getallen a en b
met a <<b en beschouw de in het w = u + i v- vlak gelegen verticale
strook a gu=<b. In die strook zij f(w), afgezien van een eindig aamtal
singuliere punten, eenwaardig en amalytisch. Hierbij worde aangenomen
dat f(w) op de rand van de strook analytisch is en dat bij geschikt ge-
kozen positieve constante £ het product |v| 1+ - Tklvi ‘e(w) tot md
nadert, als w op de rand of in het inwendige van de strook naar het
oneindige gaat. len

De som ;:(-—3.) f(n), uitgestrekt over de gehele tussen a en b ge-
legen ge‘ball\én n, waarbij de eventuele singuliere punten van f{w) buiten
beac}}zuwa.ng blijven, is dangelijk aan

; f& (24- ﬁ)w;wﬂ Y v — Z wls)

= s

- "6‘1" '-.m

{2ffnk)n'z'w
+AZ M’gf& % Q{w)ff'»*)o/w“

....’f Q(M }r)n—a?%% i{w) f'/vw) a/%rl

@~ C oo

De integralen van a naar b worden uitgestrekt langs een weg, die alle
in de gencemde strook gelegen singuliere punten van f{w) vermijdt; de
som f wordt uitgestrckt over de in de genoemde strook gele en singu-
liere punten van f{w), waarbij r(s) het residu van f{w) e-— rwilk-1)w o

sinmw

in s voorstelt; hierin wordt het plus of minteken genomen, al naar ge-
lang s boven of beneden deze integratieweg ligt; verder is

) -k h-i (}f-f)/
W B, o= @) )TNy
en At 00 s A‘
Tl s A
j&’fw}ﬂ*m.[ e . (%7?“25 dt

waarin het plus of minteken genomen wordt al naar gelang w boven of be-
neden de bestaanbare as ligt.
~ Voor het bewijs leid ik eerst de volgende hulpatelllng af,

J zij een gesloten Jordankromme, die geen enkel geheel getal bmm’t
__en de bestaanbare as in twee en slechts twee punten a enb (a<b) ‘
snijdt. Is £(w) op en binnen J cenwaardig en analytisch, dan is voor
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elk geheel getal k22
(2) f ‘{(‘W) € s L Auwr= [‘{fw)l

~r -;)m.nw J \ Si:n Tl

k
) afw—-}

waarin

w

(%) [ - =~ 2hTr { ur 2hmi b

(w) }, E/ﬁ € e 7[((‘) o ¢
= ¢ 44;_;

gesteld is; hierin stellen w willekeurige op of binnen J gelegen

b
punten voor. re bewerin

Opm. Zoals uit het bewijs tevens blijkt, geldt)ook, indien J een Jor-
danweg voorstelt, die in het oneindige begint en in het oneindige
eindigt en geen enkel geheel getal bevat, als maar de functie f(w) op
J eerwasrdig en analytisch is en elk product |

i Fowr
(h = 1,2,...,k-1)
—[I;“(""lu) £ (‘SMW 9 ]

tot nul nadert, indien het op J gelegen punt w naar het oneindige gasat.
Bewijs van de hulpstelling.
Uit (3) volgt

2w k-!)/};/w) +»7[k;w-)
*2‘”( Z (A‘«-! 1,) fP ...2?:‘”':«#/‘ 2};”‘&{‘({“)6{{‘
hes

* 7[““'>Z Py -

1’):(’

De laatste som is blijkens de definitie (1) van Pk& gelijk aan

- A
(Qm’), « (k- (-2 2. Lo O,

2Tt

al naar gelang k gelijk aan of groter dan 2 is. Wegens (1) is verder

- 7T k-1) T o
27t [k 1 }') > ,P/('/; - ( f) ,P ...-j; . , 3 | “"‘:"f:f
Aldus vinden we voor iedere gehele k22

ar¢ ﬂ(w) +;;_;’j f;f"“") = i, () )

indien £, (w)= %@ gesteld wordt.
¢
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Hieruit ve.gt

be—s
Lo Yo ()T
¢ (h-)w ¢ fhe -1
“ (fomif ) E Y g e
_ ﬁevi /k»l)w {&ﬁ)é ({ﬂ‘fww cmvr'w-)

_ 1wl k-t hor .y e A
k_,e Sm?fw) - ﬁ_'e'r” W(Jm)

Indien f(w) op en binnen de gesloten Jordankromme J eenwsardig en
analytisch is, dan is dat ook met fk(w) het geval en integratie over J
vinden we dan

K :
(4) f{k(w)e ik Mﬁﬂ,,,,) ({wmﬁfﬂ.’(w)ﬁwa/kw)w&&*w) o

Zo doorgaand vinden we voor dit antwoord de waarde

f?ff{w) € mia m dwa

S TP 00

waarmede in dit geval wegens f,!(w)z f{w) de bewering asngetoond is.
Gelden de voorwazarden van de opmerking, dan vindt men wederom (4)

terug omdat dan o) 2 7 (he1)ur [ ™ bowy
jg{ ad S s

volgens veronderstelling tot nul naderfb, indien het op J gelegen punt
w naar het oneindige gaat. Op die manier blijkt de bewering ook in dit
geval te gelden,

Ten slotte zullen wij nog bewijzem
Gelden de voorwairden van hulpstelling 1, dan is

(5) 2.')‘3‘L [ff )‘meﬁwo&”

et A Rt
= Z f zl,mwf/w)dw +2 'Pk}? fgé i &m”’(w){{w)‘[

h=) o
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Immors wegsens:

(6) jk;(w) = — _ﬁmiw (

Y o TS

en (3) is het linkerlid van (4) te schrijven in de gedaante
/m

' 2hmit
(M Awr """ij/r k-2h (w) f 7[0)5{{

Passert een op J gelegen punt w het punt b, dan maskt g ()
i, k.24
een sprong Q, (4) , die gelijk is aan )
B+ ioo {A‘i )it £k {00 €+ {0
Tr -<h i T f.-y.- f —
Q)= (572 J
kb £- 4 o)
Partiéle integratie van (7) over J levert
7 ko
[fA‘[w} < m 6/71)‘ -
- Ak 0 2hmid
Tibrgydé - (D [a) j e 1) }
rZ P&A{(Q“{{)fc ferdt -4 [ f(
"
k"f f ) lgrn'
.4_62; ’PA’}) ﬁxr,/r..g/,(”"’{ f{w)a’w.
Formule (5) is dus bewezen, indien aangetoond wordt
, -2
want de laatste formule geldt dan ook met a in plaats van b.
Bij het bewijs van deze formule mag ik 1 Sh E 3 Vveronderstellen,

want wordt h door k-h vervangen, dan wordt zo wel P), als Q,, met
(-l)k vermenigvuldigd (in Qkh kieze men daarbij -t als integratieva-
riabele). De te bewijzen formule is voor k = 2 evident wegens

£+ (oo €+ oo . o
Q1 f (g;,,,-nw) dwr =~ ‘ T co? ?T‘W——Z'H‘L* P )
~eo toio

Bij het bewijs van formule (8) mag ik derhalve k'Z3 veronderstellen mi
aannemen dat de formule met k-1 in plaats van k reeds bewezen is. Uit
([, {'ZTTN’ m )lf-w'
W $rnTrd =

: - ko (’I*H)n"ié'
) SN s B CL

C=
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volgt voor r = k - 1 - 2h, bij integratie van b -~ 1 00 naar b + i 00

| k- :
QA‘A, ,A QT Qé—-;/;'

k-

Wegens h< % k is h zeker <k-1, zodat het gevonden antwoord gelijk
is aan

k—i-h .o d - -7
--——‘—"/(”, $ 2T ¢ ﬁl("-/)/) F;A .

Hiermede is formule (8) en dus ook formule (5) bewezen.

ek
Vervangen we in dcze formule f(w) door ¢ “ Wf(
we

w), dan vinden

(1- £) minr o

A A
27 ¢ f{fw){ Siom T T d

=

Z" /&e(lfa—k) i {/w ) daor

}-; -3
7 " + kZ P /‘a’;},-A—)rri»w‘ (nir ) {(wa) A
h= I:Ar—r © (7"‘» A."'QA : ’

We gaan dit resultaat toepassen op de gesloten Jordankromme J, ge—

vormd door de omtrek van de rechthock met de hoekpunten o~ ‘:?, ‘d*t'i ’

L+ tff en axcp  (p en g positicf), waaraan verticale lussen toege-
voegd worden om de singuliere punten van de functie f£{w) buitcn te
sluitens Bij het bewijs van onze stelling zullen we voorlopig aanne-
men, dat de integratieweg die de ocunten a en b verbindt, zo gekozen
wordt dat alle in de gencemde strook a®u<b gelegen singuliere pun-
ten van f(w) beneden die integraticweg liggen. De bij ecn singulier pumt
s behorende lus ligt (cvenals s) beneden dc beschouwde integratiewecg,

- die 2 en b verbindt.

Hei_ linkerlid van het gevonden resultaat is gelijk aan de som
2(=)""£(n), uitgestrekt over de gohcle tussen a en b gelegen getal-
J~n n, indien de evintele gehele getallen n die met ecn singulier punpt
wvan £(w) samenvallen buiten beschouwing blijven. In het rechterlid van
het gevonden resultaat laten we p en q beide onbegrensd asnzroeien.
Wegens ‘

(9) O‘Ik’,'m; fw? - Cﬁ [e~ m(kerh v — il )

naderen de bijdragen van de hortizontale zijden van de beschouwde reah’@m
hoek tot mul en naderende bijdragen van de veriicale zijden in die




% : Residuenstelling Mrt.50

rechthoek tot de bijdragen van de verticalen a-(" , @a+(d en

¢-ioo, £+ico. Het bewijs is dus goleverd, als aangetoond wordt dat de lus
L, die bij het singuliere punt s van f(w) behoort en in het punt s -ice
begint en eindigt, -~ r(s) als bijdrage levert. Die bijdrage is

}-)-.—: 57;', A’\)A

waarbij L in positieve zin wordt doorlopen.

In het speciale geval, dat alle in de strook a<u <b gelegen singu-
liere punten van £ gelegen zijn beneden de integratieweg, die s en d
verbimit, is het bewijs dus geleverd, als we maar kunnen aantonen dat
de bijdrage (10) gelijk is aan -r(s), dus gelijk is aan

2 f{/"“)@ (t-k)mriw T oo |
e .

Séam TT W™

k-1 . ;
(10) — S 75/‘ ‘/e'/ﬂ"k’)ﬁw (2w} f/w)aéw*
kK L >

We zullen laten zien, dat deze laatste integraal met behulp van de aan
de hulpstelling toegevoegde ormerking kan worden behandeld, als daarin
Jd = L gesteld wordt en als danrin verder f(w) vervangen wordt door
F(w)= £(w)e " ¥, De functie

~ - L - ._{7”"““"‘” (2j-k)rr¢'z‘ d’ (l;w/ /\“~:)

T}:“(w) Z Ih“);e jp -f{z“) ¢ >0

(7“ Q/;J
bezit de eigenschap, dat het product
T Hw e A
(Sxin T >

P, () @

uit te drukken is als een lincair compositum van termen van de gedaante

a (T /f’(u"‘ Ve (15p5 k).

Omdat volgens veronderstelling
op L begrensd is, is de 1aats‘tegenoemde integraal wanarin t = x - iy
gesteld wordt, hoogstens van dezelfde orde als

2gq W - =5
<7 g 4y
; ! 29w Yot
'7) dus hoogstens van de orde e hr , waaruit blijkt, dat
uitdrukking (11) hoogstens van dezelfde orde is als )'H i—€ . Hiamt

blijkt, dat elk der witdrukkingen (11) tot O nadert indien het ep‘I:;
_gelegen punt w naar het oneindige gaat. Aldus hebben we sangetoond,
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dat .- v .rwaarden van de asan de hulpstelling fnsgevoegd@ opmerking
vervu.a sijn, indien daarin J door 1 en f(w) door F(w) vervangen wordt.
Volgens die hulpstelling is dan r(s) gelijk aan

L:/ F;(/w) e kg (m> P

~ (h-2A) W A
) f‘: Pk Lfﬂ e (= m) A /M km{m«fé

Kkt MZ
= --.A;i' ’PH) f(jlr/( (w)a/wf:i(z/’ 'é)ﬂ"iéf(é)dé

wegens (6), en deze uitdrukking gaat afgezien van het teken door par-
tiele integratie over in (10); de stoktermen vallen nl. weg, omdat
wegens (9) en (12)

Tihas) [ e P e

hoogstens van dezelfde orde is als

2h - W) A -~ -
oohmr (@A Br bl mhy P R PR

Hiermede is de te bewijzen stelling aangetoond in het speciale geval,
dat de in de strook a<u b gelegen singuliere punten van f{w) alle ge-
legen zijn‘ boven de gekozen integratieweg, die & en b verbindt. Laten
we nu het geval behandelen dat in genocemde strook een singulier punt s
boven die integratieweg gelegen is. Dooxr uitstulping van die integratie-
weg kunnen we een nieuwe integratieweg krijgen, waar s beneden ligt.
Wordt de oude 1nteg£atleweg door de nieuwe vervangen, dan wordi de som

£z, f (2h- k)1 Can 7[‘{ o Yo

o
verminderd met het residu in s van de functie

A'..: w :
| (2h- k) i e (e=iyiow (4 vt
2‘?r¢£§_: € //w)::w_— f{m,)( o )

Tegelijkertijd wordt de bijdrage r(s) volgens definitie met datzelfde
bedrag verminderd. Bij genoemde uitstulping van de imtegratieweg ver=
andert dus de in de bewering voorkomende uitdrukking niet van wearde,
Door een eindig aantal van dergelijke uitstulpingen man te brengen,
m:igen we een integratieweg, waar alle in de strook agughb gaieg}&in
' singuliere punten van £(w) beneden liggen. Aangezien de bewering voor
deze laatste integratieweg aangetoond is, geld‘t ze algemen,.
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Het 'voc;rg&ande gaan wij toepassen voor het bewijs van het volgende:
Theorema 2, Zij,ptm}Q—LuQ een complex getal met A, niet geheel en

Z 0. 2ij g(w) = g( u+ ) in het halfvlak pi }/A,}. een eenduidige en
analytische functie met uitzondering van een eindig aantal polen rechta
van de lijn w = i1, + (. Laten verder de reele getallen l, my K en =
met Ken ¢ positief bestaan zodanig, dat de ongelijkheid

(1) ‘g(u +w~)} < K ,w-'l- Ealn—m} + m Tl

geldt voor M ZM, en voor |wlvoldoende groot. Leat tenslotte de mach'-
reeks

o)
(2)  Zgn)z? = 1(z)

iz
een gehele functie £(z) voorstellen.
Wanneer k een geheel getal 2 m en = 2 voorstelt, dan volgt voor
!arg z] < (k-m)T , dat

o7
(3) Z (-DFg)z? = Z (-1)(n)z™® = 2 x(s)
ey AR+ 00 (x?‘cﬂ’ )
+ f sigélg-;:%rw g(w)z"aw + §(/<,, z)

W
miite voor de aangegeven waarden z de integraal in het rechterlid con-
vergeert en aldaar een reguliere functie voorstelt. Voor zekere positie-
ve constante K‘l geldt voor \arg z} < (k-m) T

(4}\§(/v,,z))< Kylz) =

De intezraal in (3) wordt uitgestrekt langs een integratieweg, gelegen
in het beschouwde halfvlek die de polen van g(w) vermijdt en op den d.nu-
evenwijdig loopt met de reele as, De som %gz(s) wordt uitgeatrekt over
de polen van g(w) gelegen in het h&lfVl&kJ/xPMﬁ, en wel is v(s) he%
residu van

trilk-)w 1T W
(5) e (k=1) sToew e(me
waarbij het plus- of minteken wordt gekozen al naar gelang afbsvag A
beneden de integratieweg ligt. } o f"‘f
‘Opm, Als een pool s van g(w) samenvalt met een gehele waarde > —Al, -
Ak ' e 8o (a)2® in (3) te worden weg~ '
dan dient de corresponderende term (-1) g(s)=z in (3) be wordsa.
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Jeijs: egens (1) geldt veor ", My v |W) voldoende groot en
lerg 2} < (k-m)7T aat )

(6) }g(w)m”[ = Ig(u+ i) | lz)'“ o= Yorz =

< K,v(-‘i-aelrmu\ + m T fv) ’Z’Mttk-wwwl

< Ky|TTE g Rl TR TV

&

Hieruit volgt voor

(7) K2 = KMax (el'ﬁ‘lu)lz! /‘C)

"'/Ml é}“i o

dat in het gebied |arg z|<(k-m) T, 0 <<lz) < &™1"  ig voldean aen

(8) ]8(“)2‘?7 ‘(Ke }';F‘}—-“”'gekw-"'")

‘e pessen nu een stelling toe, bewezen door J.G. v.d. Corput in de
syllabus "Toepassing van de residuenstelling van Cauchy" (Maart 19503
en wel kiezen we hierin f(w) = g(w)z", a =-A4, b =N+ L,
waarin N cen dusdaniy groot natuurlijk getal voorstelt, dat alle polen
van g(w) liggen in de strook a < 4< D,

In verband met (8) is voor |arg z | g (k-m) en 0 < lz)< il

aan de voorwaarden van deze stelling voldaan., We vinden

&

EZ. _1)Kn n _ / sin(k-1)T"w w S
(9) C«L('n(% 1) g(n)z _] sin‘n"w S(W)Z dw - ._:__I‘ (S)
o t_,’ av*‘:-(’f(,\(éh k) - I3
= - iw W
~,—,£—- th je g';r }(_da(W)S(W)Z dw
TLL TRy '
5 “2h-k) 7 iw -
+2 P e g (w)g(w)z"aw
é k h é-/t. O &', /(— 2/;

De integraal van a naar b wordt uitgestrekt langs een weg gelegen in
het beschouwde halfvlak //2 4, , welke de polen van g(w) vermijdt.
De som Zfrx(s) wordt uitgestrekt over de polen van g(w) en wel is
r’&(s) het residu van (5), waarbij het plus- of mintcken wordt geko-
zen alnsargelang de pool boven of beneden de juist genoemde integr=.
tieweg ligt. De nauwkeurige waarden van de constanten Pk h zijn voou
het bewijs van Thecorema 2 niet van belang. Verder geldt in (9)

wE o

. —_— m

(10) gk I("”): f (& rit (m)k dat
amr

- wearin het plus- of‘minteken genomen wordt alnaargelang w boven of
' beneden de reele as ligh. '
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Zij in (10) w een complex getal getal met positief imaginair
deel . Dan kunnen we (10) schrijven volgens
(1) 00

Ex,r (u + 1v) = E/expﬂ'ri(u-a—iv-»iy)(

o)
Nu is voor vZ0Q en y20

lein i (usiveiy)| = ) sin@uCh w(v+y)+i cos wySh 7 (v4y) f

Z |einmu)|ChwvChry + ShrvShiry|
Zlsinr u) Chrrv.Ch Wy

4 X
sin W{u+iv+i;ﬂ) dy

en dus volgt uit (11) voor vZ0
Trv »
}g (u+iv)l§ f—nry(a_ﬁ____)k a
k,r (}sinn u](}hrm.rfk 4 Ty ¥

en analoog volgt voor v<0

i ot T Ty k
\gk r(o+ V)k(l sintul o rv)lz (rry )

en dus geldt voor zekere p031tieve constante Kj’d&t
' Ké e
(12) Je (u+iv)|< —
’ (| sinw wj Ch Wy)
voor r = —-k+1, =k4+2,...y k-1
Voor de integraal

X+ €60 :
, -7
(13)  I.(%,z) = /e A gk’r(w) g (w)e" aw
ol ¢ o
waarin o« een reeel getal voorstelt, geldt wegens (6) en (12)
X ’zftxeﬁvr)u: oo
& [ X T vl dv

| S e )4 AT

o0

(14) | 10 ,2) )<

met K, = KK3 voor r geheel met ]rjgk-*l, x>k, en \a:cg zlg‘(k—m)n—
Voor deze wasrden r en X en in de sector \a.rg z) H(k-m) W is dus voo.
niet gehele waarden O de functie II(&,z) een reguliere functie van -
en dus in het bijzonder ook de integralen voorkomend in de sommen u.
het rechterlid van (9). Wegens (14) convergeren de laatste k-1 intec-
gralen in (9) naar nul als \| “fe “17 en als b = N +~‘ tot oneindiis
nadert. Dan volgt m.t (9) voor lz{ e~ en \erg 2] g(k-m)?‘r g

o
Z - kn - Sin(k“"1)ﬂw W) Wd - E "
/u<m<o(a1) g(n)g wfm ST g(w)z dw - & r(s)

-2 Py,n Tkon (5M4407)

g o O } hu; ‘
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Voor de aangegeven waarden z volgt hieruit door verschuiving van de

integratieweg in de eerste integraal van het rechterlid
AT O0

(15) > (—‘1)lm g(n) z? = f eingljf;y:w g(w)ew dw -~ zr(a)
—AL &N o k—- A '7“}7" My
- Zt Py ol on{=Me2) + [ | si,:}(kﬂ)n"w g(w)awdw
fa;J k’h k 2h (] S e ek SETTW
=}
<A,

waarin r(s) juist de betekenis heeft aangegeven in de formulering
van Theorema 2. In de sector |arg z g (k=m)W en voor 2#0 zijn
alle in (15) voorkomende termen reguliere functies van z en
wegens het principe van analytische voortzetting volgt formule (3)
voor deze waarden z. Voor de restterm

i Ay Gl

T gin(k-1)rw w

31 (’llrz) = "‘fz- Pk,hIanh (-/U,,Z) + BIn T W g(w)z™ aw
= =My

geldt in verband met (14) juist de schatting (4), mits te, niet geheel
is,
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Over het asymptotisch karakter van een integraal, waarvan
de integrerd een produst van twee factoren is.

De opgave is onder algemene voorwaarden voor grote positieve w
het asymptotisch karakter te bepalen vanr integralen van de gedaante

b
[‘ u(x) v(x) dx,

waarin de t%::a(*»;egree:t*"aa.m funeties u en v© en ook de grenzen van w
mogen afhangen; daarbij veronderstellen we a<b, waarbij a =-%en
b =+ o0 2zijn mag.
Stelling 1.
2ij U een getal, dat wel van @ , maar niet van x mag afhangen.
Als bij elk positief getals twee (eventueel van « afhankelijke) ge-
tallen o¢ en (3 met a s « < /R <4 en

lo¢
} f(u(x) -U) v(x) dx}<£ en ) f(u(x) -U)v(x) dx ; < £
gevonden kunnen worden, zodanig dat u(x) -U bij onbegrensd aangroeien-
dc” in het interval o € x £/3 uniform in x tot nul nadert, terwijl
v(x)) d%

een begrensde functie vanw voorstelt, dan nadert I-L bij onbegrersd
aangroeiende ¢ tot nul. Hier is

v

L:va(x) dx

Immers 2

. 4 3
(1) I -1 = f(u(x)-U)v(x)d’x + /{ (u(x)-U)v(x)dx + /(u(x)un)v(x)dx
NS . ,

~en bij onbegrensd asangroeiende 4 nadert de laatste term tot nul, Voor
voldoend grote & is dus |I-L |< 3¢, waarmede het bewijs geleverd is.
Voorbeeld. Indien de van W onafhankelijke functie £(t) voor 0 £t &1
van begrensde variatie is, dan is

lim ff(t) V10g & (BIB2E)2 gt = Ui//oﬂy‘

=00 log Y

Immers de substitutie Wt=x voert de uitdrukking, waarvan de limiet moas
worden bepaald, over in

" 08 gf' sin’x
/&(x)v(x)dx, waarin u(x) = £ ( ) Togiy - o8 v(x) = -—;2——-;

zijn £ en [$ positieve getallen met 0<(/3 die niet van &) afhangen,

. dan nadert u(x) bij onbegrensd aangroeiendew in het interval &sx w,%
tot £(0+) en wel uniform in x. Dus I-L nadert tot nul, waarhi;



L= f{aﬂa o
nadert tot G

£(0+) / —H‘T ax = § 2(0%)

In stelling 1 3.3 de onam‘cname voorwasrde opgenomen dat )v(t) :
tegrecrbaar is van o naar ‘Sen bij integratie een begrenede flmati& mﬁz‘,
&) oplevert. Vervangen wij deze voorwaarde door de mindereisende condi-
tie dat e

o(.f/ v(t)dt
een ... begrensde functie vanv) voorstelt, dan meetén] wij, om zeker te
2ijn, dat I-L bij onbegrened aangroeiende 1) tot nul nadert, nog een
extra-voorwaarde invoerzn. Dit zullen we op 2 verschillende manieren
doen,

Stelling 2,

Zij U een getal, dat w3l van V), maar niet van x msg afhangen., Stel
bij elk positief getal & zijn twee (eventucel van W afhenkelijke) ge-
tallen o enB met & < o < /5<b on

]/ (u(x)-U‘*v(x\dx}f'i en
= R
1 Jlalx)-U)v{x}dx («; :
4
te vinden, zodanig da’s u(x) in het interval o gx </3 continu differer.

tieerbaar is, dat _j v{t)dt ecn begrensde functie van W voorstelt en
tenslotte dat bij onbegrensd sangroeiende & - {uta) Vb £ty

8

et en /u'(x)dx /v(t)dt tot nul naderen, Dan is I-L —0
voor wW—oo o ‘ bl
, Immers de leatste term in (1) gaat door particle integratie over
in /.2 ‘
~(u(=)-U) fV(t)d’t + J u'(s)ds fv(t)d*‘

’ 8

?oorbeeld Indien }A.D(een vast positief getal 41. voorstelt, dan is

%ﬁi fvgog % P t”‘-'i dt = e Vjﬁ @.
08w

Want de ultdrukking waarvan de limiet moet worden bepaald gast door de
transformatie (0t = x over in

W - 1382.‘3.” ,_5, o
fa(x)v(x)dx, waarin u(x) = m en v(x) = o _

0 ~ |
S8tellen v ¢ en /3 twee positieve van w onafhankelijke getallen met v
vaor, dan éﬂ voor qﬁxéﬁ;

(2) \Lf v{x)dx )< c,

wmearin o onafhankelijk ven ) is; Uit de monotomie van &2 functie u{r)




