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Luku 1

Johdanto

Matematiikkaa kaytetddn enenevissa maarin lahes kaikissa
tieteenaloissa. Matematiikka itse on sen sijaan pysynyt melko
itsendisena oppialana. Matematiikan kehitykseen on kuitenkin
vuosien varrella vaikuttanut monet filosofiset suuntaukset ja
tieteenihanteet. = Matematiikka ja filosofia ovat ainakin antiikin
Kreikasta lahtien olleet hyvin toisiinsa kietoutuneita oppisuuntia.
Monet filosofit ovat olleet matemaatikkoja ja matemaatikot filosofeja.
Taten kehitykset filosofiassa ovat voineet muovata matematiikan
kehitysta ja matematiikan kehitys ohjata filosofian kehitysta. Tunnettu
filosofi ja matemaatikko Gottlob Frege on jopa vaittanyt, etta kaikki
matematiikka olisi palautettavissa logiikan saantoihin ja lakeihin,
jolloin sen voitaisiin jopa ajatella olevan filosofiaa. Olihan logiikka

pitkdan yksinomaan filosofian osa-alue.

Matematiikan ja filosofian yhteisen historian tuntemus auttaa myos
varsinaisten matematiikan aihepiirien oppimisessa (ks. alempaa).
Matematiikan historian tuntemus sen itsensa vuoksi on myos monien
aihetta tutkineiden, kuten matematiikan opetuksen professorin Uffe
Thomas Jankvistin  mukaan tavoiteltavaa (Jankvist 2014).
Matematiikan historian tuntemus on myds osa (matematiikan)

filosofiaa ja siten kuuluu taman kerhon aihepiiriin.

Matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavaa materiaalia 10ytyy kuitenkin
internetistda melko vahan. Tassa tyossa pyritdan lIoytamaan naille
oppiaineille yhteisia teemoja ja tavoitteita, ja luomaan uudenlainen,
suomenkielinen  kerhomateriaali naiden ymparille tekemalla

eraanlainen kehittamistutkimus.

Tama tutkielma on tutkimus, jossa suunnitellaan materiaali lukiossa

toteutettavalle matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavalle kerholle.
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Suunnitellussa kerhossa pyritddn tuomaan esille matematiikan ja
flosofian yhteista historiaa ja korostamaan varsinkin logiikkaa ja
patevaa paattelya naita yhdistavina tekijoina. Tavoitteena on saada
oppilaat huomaamaan, ettd sekd matematiikka ja filosofia pyrkivat
mahdollisimman tarkkaan tietoon tai varmuuteen ylipaansa, ja etta
naiden aineiden ja niiden tavoitteiden ja periaatteiden ymmartaminen

voivat tukea toistensa oppimista.

Tyon ensimmaisessa osiossa kaydaan lapi matematiikkaa ja
flosofiaa aihealueina yhdistavaa teoriaa ja historiaa. Tasta otetaan
otteita varsinaiseen kerhomateriaaliin valaisevina esimerkkeina.
Toisessa osiossa tarkastellaan opetuksellisia teorioita matematiikan
historian ja filosofian tuomisesta matematiikan opetukseen,
tarkastellaan matematiikalle ja filosofialle yhteisia tavoitteita
opetussuunnitelmasta ja tarkastellaan mita on olla matemaattisesti

kompetentti.

Kolmannessa osiossa kuvaillaan kerhomateriaalin rakentumista ja
sitd, miten ja miksi kerhomateriaali nayttaa silta miltd se nayttaa.
Kaymme myods lapi materiaaliin paatyneet tehtavat ja miksi juuri
niihin paadyttiin.

Varsinaisessa suunnitellussa materiaalissa kaydaan lapi erilaisia
loogisia pulmia, joille oppilaiden on tarkoitus luoda matemaattiset
todistukset kayttaden apuna tieteenfilosofian luomia varman tiedon ja
deduktiivisen paattelyn periaatteita. Oppilaita opetetaan myos
hyodyntamaan taulukoita ja kuvia matemaattisen todistuksen
apuvalineina. Kerhon aiheet ovat pitkalle ja lyhyelle matematiikalle
yhteisia ja kerho suunnitellaan sopivaksi seka lyhyen etta pitkan

matematiikan oppilaille.



Luku 2

Matematiikka ja filosofia yhteiselossa

Matematiikka ja filosofia ovat pitkaan olleet monin tavoin laheisia
aloja. Matematiikka ja filosofia ovat kasvaneet ja kukoistaneet
yhdessa, ja uudet suuntaukset ja |0ydot toisessa ovat voineet
vaikuttaa toiseen. Filosofia “tieteiden &itind” tarkastelee luontaisesti
myos matematiikkaa. Samanaikaisesti filosofiassa ihannoidaan
matematiikan tasmallisyytta ja pyritdan samaan myds filosofian

puolella.

2.1 Matematiikan ja filosofian yhteinen historia
Matematiikan ja filosofian yhtenevaisyyksista kertoo ennen kaikkea
naiden yhteinen historia. Antiikin Kreikassa suurin osa ainakin
tunnetuista  matemaatikoista  oli  filosofeja ja filosofeista
matemaatikkoja. Antiikin filosofiassa oli suosittua kasitella filosofisia
ongelmia erilaisten paradoksien tai muiden vastaavien pulmien
kautta. Matematiikan tohtorin  Jennifer Czocherin mukaan
(matemaattisten) paradoxien kasitteleminen ja pohtiminen auttaa
matematiikan, historian, logiikan ja filosofian oppimisessa (Czocher
2017).

2.1.1 Aristoteleen vaikutus filosofian ja matematiikan
kehitykseen
Aristoteleen mukaan tiede on jarjestelma totuuksista, jotka voidaan

jakaa kahteen ryhmaan: aksioomeihin ja teoreemoihin (von Wright,

1968). On tarkeaa huomata, etta Aristoteles tarkoitti sanoilla



Luku 2. Matematiikka ja filosofia yhteiselossa 4

aksiooma ja teoreema eri asioita, kuin mita nykyaan sanoilla
tarkoitetaan muun muassa matematiikassa. Nama Aristoteleen
aksioomat ovat kyseisen tieteen pohjimmaisia totuuksia, joita ei voi
johtaa mistaan. Teoreemat sen sijaan ovat naista aksioomista niin
sanottujen syllogismien avulla paattelemalla johdettavissa olevia
totuuksia. Naita teoreemoja voidaan Aristoteleen mukaan johtaa

aksioomista ja aksioomista johdetuista teoreemoista aarettomasti.

Aristoteles kuvaili myos tarkkaan, miten naistd aksioomista
paadytaan teoreemoihin (mm. von Wright, 1968). Tahan han kehitti
teorian syllogismeista. Syllogismit ovat paattelya, jossa otetaan
tarkasteltaviksi ryhma premisseja (aksioomia) ja pyritdan
paattelemaan niiden avulla jotain uutta eli saadaan hypoteesi
(teoreema). Alla esimerkki Aristoteleen syllogismista (von Wright,
1968):

Jokainen eurooppalainen on valkoihoinen

Joku eurooppalainen on muhammettilainen

Joku valkoihoinen on muhamettilainen

Tata patevaa paattelya, jossa premisseistda seuraa valttamatta

hypoteesi, Aristoteles kutsui deduktioksi (von Wright, 1968).

Tama ajatus aksioomista, teoreemoista ja patevasta paattelysta
syllogismien kautta on ollut johtava kasitys tieteen ihanteesta aina
1800-luvulle asti ja muovannut myos seka filosofian etta
matematiikan kehitystd (von Wright, 1968). Pyrittiin siis paattelyyn,
jossa jos premissit ovat tosia niin seurauslause on pakosti totta.
Taten lahtemalla hyvin yksinkertaisista totuuksista
(premisseista/aksioomeista) on ajan myota rakennettu

monimutkaisiakin systeemeja.

Aristoteleen kehittaman aksiomaattisen ajattelumallin ehka tunnetuin
soveltaja oli kreikkalainen matemaatikko Eukleides (von Wright,

1968). Eukleides kehitti ensimmaisen aksioomien teoriaan
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perustuvan systeemin, joka tunnetaan nykyaan nimella Eukleidinen

geometria.

Aristoteleelle  voidaan my0s antaa kunnia yha nykyaan
matematiikassa yleisesti kaytettavien termien ‘muuttuja’ ja ‘vakio’
kehittamisesta. Aristoteles kaytti naitd termeja syllogismeissaan
esiintyvien erityyppisten sanojen luokittelussa. Sanat, joiden
vaihtaminen toisiin ilman etta paattelyn patevyys muuttuu, Aristoteles
luokitteli muuttujiksi, kun taas sanat joita ei voinut muuttaa paattelyn

patevyytta muuttamatta han luokitteli vakioiksi (von Wright, 1968).

2.1.2 1800-luvun looginen vallankumous

Aristoteleen syllogismeista voidaan kuitenkin sanoa, etta lopullinen
seurauslause ei tuo mitaan uutta tietoa vaan etta se kertoo sen mika
epasuorasti on jo premissien kertomaa (von Wright, 1968). Tama
realisaatio johti 1800-luvun puolivalissa loogiseen
vallankumoukseen, joka ylsi lahes jokaiselle tieteenalalle, ja aloitti
filosofian ja matemaattisen logiikan uuden kasvupyrahdyksen (von
Wright, 1968). Tassa uudessa tavassa tehda tiedetta pyrittiin
irtautumaan monista Aristoteleen opeista, kuten syllogismeista. Tasta
ehka merkittavin esimerkki oli siirtyminen Aristoteleen deduktiivisen
paattelyn ihanteesta tieteellisen induktiivisen paattelyn kayttamiseen
(von Wright, 1968). Tassa on hyvaksytty, etta tieteellinen tutkimus voi
induktion kautta pyrkia “"tarpeeksi todennakoiseen tietoon”, kunhan

noudatamme tarkkaan maariteltyja tieteellisyyden kriteereja.

2.2 Matematiikan filosofia

Filosofit ovat pitkdan pohtineet monia matematiikan erikoisuuksia,
kuten mihin matemaattiset oliot viittaavat, onko niitd olemassa ja
esimerkiksi millaista tutkimusta matematiikassa pitaisi suorittaa. Ei

myoOskaan ole itsestdanselvaa, onko matemaattiset entiteetit vain
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ihmismielen rakennelmia maailman hahmottamiseen vai ovatko ne
olemassa ihmismielesta riippumatta eraanlaisina maailman
rakennussaantoina. Tallaista pohdintaa kutsutaan matematiikan
filosofiaksi. Matematiikan filosofia on kuitenkin aihealueiltaan niin
laaja ja vaikea ala, ettd siihen ei tdman tydon puitteissa ruveta

tarkemmin paneutumaan.

On tarkedd huomata, ettd matemaattinen totuus on eri asia kuin
tieteenfilosofiassa maaritelty tieteellinen totuus. Tieteenfilosofiassa
maaritelldaan totuutena hyvin todistettu, empiirisiin huomioihin
perustuva koherentti vaite, jota ei ole onnistuttu osoittamaan vaaraksi
(Kelley, 1988). Matemaattisilla totuuksilla sen sijaan usein
tarkoitetaan suoraan aiemmista totuuksista tai maaritelmista
johdettuja teorioita tai tuloksia (Kelley, 1988). Toisin sanoen
tieteelliset todistukset ovat usein induktiiviseen paattelyyn perustuvia,
siind missa matemaattiset todistukset deduktiiviseen. Kerran
todistettuja matemaattisia vaitteitd harvemmin todistetaan vaaraksi
ellei koko aksiomaattinen systeemi ole viallinen. Tieteellinen tieto sen
sijaan on teoriassa helpompi osoittaa vaaraksi. Tatakaan tosin
harvemmin tapahtuu, silla tieteelliselta tutkimukselta vaaditaan niin
paljon eri kriteereja, toistoja ja tarkkoja toimintatapoja etta tieto on

l&hes varmaa.

2.3 Matemaattinen filosofia

Matematiikan vaikutus nakyy monessa filosofian osa-alueessa, mutta
ehka eniten kielenfilosofiassa ja tieteenfilosofiassa (poislukien
tietenkin matematiikan filosofian). Tarskin, Carnapin ja Quinen
mielestd semantiikka on logiikan ja filosofian rajamailla oleva
tutkimusala, joka liittyy siten laheisesti myds matematiikkaan (von
Wright, 1968). Matematiikkaa onkin usein kaytetty myds muun

muassa kielen rakenteiden mallintamiseen (mm. Kracht, 2003).
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Naiden oppialojen vuorovaikutus menee siis myos tahan suuntaan

matematiikan vaikuttaessa filosofian kehitykseen.

2.4 Logiikan ja patevan (matemaattisen) paattelyn

alkeita

Filosofiassa epistemologiassa ja tieteenfilosofiassa kasitellaan paljon
sitd, miten tehda patevaa paattelya ja argumentointia. Pateva
argumentointi ja johdonmukaisuus ovat oleellisessa osassa tieteen
tekemisessa. Kaikista selkeimmat ja "puhtaimmat” tapaukset, joissa
hyodynnetaan patevan paattelyn ja argumentoinnin periaatteita

|oytyvat matematiikassa.

Suora todistus

Suorassa todistuksessa onnistutaan osoittamaan haluttu vaite
suoraan oletuksia ja maaritelmia kayttden deduktiivista paattelya

kayttaen.

Epasuora todistus

Matemaattisessa todistuksessa, jossa pyritaan osoittamaan etta jokin
pitdéd aina paikkaansa, on hyva tapa lahtea tata osoittamaan
vastaesimerkilla. Vastaesimerkki-todistuksessa osoitetaan usein, etta
vastakkainen tapaus on ristiriidassa jonkin tehdyista oletuksista tai
matemaattisista totuuksista, ja siten alkuperainen vaite pitaa
paikkaansa. Tasta yksinkertaisina esimerkkeina tassa tyodssa
suunnitellussa kerhomateriaalissa kaytettavat harjoitukset (katso

liitteet).

Matemaattinen induktiotodistus
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Matemaattisessa induktiotodistuksessa todistetaan joukkoa tai valia
koskeva vaite rekursion avulla. Tassa todistusmenetelmassa
osoitetaan kaymalla koko joukko lapi, ettd jokin vaite patee koko
joukolle. Talloin kyseessa on siis deduktiivinen, loogisesti pateva
paattely. On tarkead huomata, ettda tdma on eri todistusmenetelma
kuin filosofian tunnilta tuttu induktiotodistus. Tassa toisessa
induktiotodistuksessa pyritaan yleisesti patevaan tietoon esimerkiksi
aistihavaintojen avulla. Tama ei kuitenkaan johda varmaan tietoon

kuten matemaattinen induktiotodistus.

2.4.1 Yleisimmat konnektiivit ja niiden totuustaulut

Loogiset konnektiivit ovat taman kerhon tehtavissa oleellisessa
osassa. Naiden konnektiivien totuusarvoja kuvaavat niin sanotut
totuustaulut. Nama ovat taulukoita, joista nakee eri loogisten
operaattoreiden totuusarvoja eri lahtoarvoilla. Totuusarvot saavat
arvoja 0 ja 1 (tai filosofiassa tosi ja epatosi). Yleisimpia konnektiiveja
ovat negaatio (merkitddan -), konjunktio (A), disjunktio (V),
implikaatio (=) ja ekvivalenssi («). Kaikki nama nelja konnektiivia
ovat kaksipaikkaisia, eli ne ottavat kaksi eri totuusarvoa ja antavat

niiden perusteella uuden totuusarvon.

Negaatio =

Olkoon A jokin totuusarvo. Negaatio —A saa aina vastakkaisen arvon

arvosta A. Negaatio voidaan rinnastaa suomen kielen sanaan ‘ei’.

Konjunktio A

Olkoot A ja B totuusarvoja joukosta {0,1}. Konjunktio AAB saa arvon
1 jos ja vain jos seka A ettd B saa arvon 1. Konjunktio voidaan

rinnastaa suomen kielen sanaan ‘ja’.
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Disjunktio V

Disjunktio AVB saa arvon 1 jos kumpikaan arvoista A tai B saa
arvon 1. Disjunktio AV B saa siis arvon 1 my6s silloin, kun seka A
etta B saavat arvon 1. Talloin voidaan puhua myos inklusiivisesta
disjunktiosta. Eksklusiiviseksi disjunktioksi kutsutaan disjunktiota
AVB, joka saa arvon 0 kun A ja B saavat arvon 1. Disjunktio voidaan

rinnastaa suomen kielen sanaan ‘tai’.

Implikaatio =

Implikaatio A = B saa arvon 0, kun A saa arvon 1 ja samanaikaisesti
B saa arvon 0. Implikaatiossa A = B etujasen A implikoi takajasenen
B, tai toisinsanoen B sisaltyy A:han. Esimerkiksi vaite “Janis on
nisakas” implikoi vaitteen “Janis on elain”, jos oletetaan, etta kaikki
nisakkaat ovat elaimia. Implikaatio voidaan rinnastaa suomen kielen

sanoihin ‘jos ... niin’.

Ekvivalenssi &

Ekvivalenssi A & B saa arvon 1 jos seka A ettd B saavat saman
arvon, eli joko molemmat saavat arvon 1 tai molemmat saavat arvon
0. Kaksi vaitetta ovat siis ekvivalentteja jos ne patevat aina taysin
samaan aikaan. Tama tarkoittaa myos sita, etta ekvivalentit vaitteet
seuraavat toisistaan. Jos toinen ekvivalenteista vaitteista pitaa
paikkaansa, niin tiedetaan ettd myos toinen pitaa paikkaansa.
Ekvivalenssi voidaan rinnastaa suomen kielen sanoihin ‘jos ja vain

jos’.

Alla on naiden vyksinkertaisimpien loogisten operaattoreiden
(kutsutaan mydskonnektiiveiksi) totuustaulu, joka 6ytyy myds

kerhossa suunnitellusta oppilaiden materiaalista (liite 2.):
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A B A AAB |AVB |A=B |A®B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Kuva 2. Totuusarvotaulukossa operaattorit = (ei), A (ja), V

(tai), = (jos, niin) ja < (jos, ja vain jos) alkioiden A ja B eri arvoilla.

Totuusarvotaulukossa arvolla 1 tarkotetaan perinteisesti totuusarvoa
'tosi' ja arvolla 0 totuusarvoa 'epatosi'. Filosofiassa totuusarvoina
kaytetdan usein vastaavasti merkintdja 't' (‘tosi’) ja 'e' (‘epatosi’) ja
(‘false’).

Totuustaulut ovat esimerkki taulukosta, jonkalaisia oppilaat voivat

englanninkielisessa kirjallisuudessa 't' (‘true’) ja 'f
tehda kerhon pulmia ratkoessaan. Implikaation ja ekvivalenssin
totuustaulut ovat osassa kerhon tehtavistd hyvin merkittavassa

osassa.
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Luku 3

Matematiikan ja filosofian yhdistamisen

pedagogiikkaa

Matematiikan ja filosofian historian ja filosofian tuominen
matematiikan opetukseen on monin tavoin suotavaa. Tassa luvussa
kaydaan lapi mita hyotyja nain voidaan saavuttaa ja miten nain
kaytanndéssa voidaan tehda. Tarkastelemme myos nykyista, eli
vuoden 2015, opetussuunnitelmaa ja etsimme sieltd matematiikalle
ja filosofialle yhteisia tavoitteita ja sisaltéja. Kdymme myds lapi mita
tarkoittaa olla matematiikassa kompetentti ja miten nama
vaatimukset yhtenevat matematiikan ja filosofian yhdistamisen

kanssa.

3.1 Matematiikan historian osaamisen tuomat edut

matematiikan opetukselle

Tahan kerhoon kuuluu oleellisena osana matematiikan ja filosofian
historian yhdistaminen matematiikan opetuksessa. Matematiikan
historian tunteminen auttaa matematiikan opettamisessa seka
opettajaa itsedan ettd heidan oppilaitaan useammalla tavalla (katso
How Mathematical Knowledge for Teaching May Profit from the
Study of History of Mathematics: Reidar Mosvold, Arne Jakobsen,
Uffe Thomas Jankvist, 2014). Mosvoldin, Jakobsenin ja Jankvistin
mukaan matematiikan historian tuntemus tarjoaa opettajalle ideoita
mahdollisista opetettavista teemoista ja pulmista. Matematiikan
historiassa on paljon myos filosofisesti kiehtovia ja opettavaisia
pulmia. Esimerkkeja tallaisista pulmista ovat muun muassa monet

filosofien tutkimat paradoksit, kuten Zenonin paradoksit, ja monet
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matematiikan kehitysta ohjanneet ongelmat. Nama matematiikan
historiasta tutut ongelmat ovat myos usein kaytannonlaheisempia ja
taten oppilaille mielenkiintoisempia (Jankvist, 2014). Matematiikan
tunneillahan usein kuulee oppilaiden sanovan etta “ei tata tuu ikina
tarvimaan mihinkdan”, kun monet oppilaat pitavat varsinkin pitkaa
matematiikkaa turhanpaivaisena heidan tuleville urilleen ja
elamalleen. Matematiikan historian tuntemus auttaa myods opettajia
saamaan oppitunneilleen muutakin kuin proseduraalisia, mekaanisia
tehtavia (Jankvist, 2014).

Toinen matematiikan historian tuntemisen etu opettajille on se, etta
tuntemalla tunnetuimmat ja yleisimmat harhakasitykset ja esteet
matematiikan oppimiselle, voi opettaja varautua ja ennaltaehkaista
naiden syntymista (Jankvist, 2014). Hyva opettaja tuntee paitsi oman
aineensa niin myos itse opetuksen historiallisesti ongelmallisimmat
aihealueet ja yleisimmat harhakasitykset. Matematiikan historian
tuntemalla opettaja voi myOs kasitelld opetettaviaan aiheita
useammasta eri nakokulmasta kuin vain nykyisten oppikirjojen ja
muiden opettajien suosimista nakodkulmista (Jankvist, 2014).
Matematiikan opettajalle voi myo6s olla mielenkiintoista tutustua

matematiikan historiaan.

3.2 Filosofian osaamisen tuomat edut matematiikan

opetukselle

Matematiikan historian osaamisen hyodyntamisesta matematiikan
opetuksessa loytyy kohtalaisesti tutkimusta ja artikkeleja (esimerkiksi
Fauvel, Maanen 2002). Filosofian hyddyntamisestd matematiikan
opettamisessa sen sijaan materiaalia I0ytyy vahemman. Aiheesta on
kuitenkin - muun muassa ‘Science and Education’-lehden
erikoispainokseen Kkirjoittanut Uffe Thomas Jankvist ja Steffen
Mgllegaard Iversen artikkelissaan “Whys’ and ‘Hows’ of Using

Philosophy in Mathematics Education’. Jankvist ja lversen kayvat
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artikkelissaan lapi aiheesta tehtya tutkimusta ja keraavat syita ja
tapoja kayttaa filosofiaa, erityisesti matematiikan filosofiaa,

matematiikan opetuksen tukena.

Syyt kayttda filosofiaa matematiikan opettamisessa jaetaan usein
kahteen kategoriaan: filosofia valineena ja filosofia tavoitteena
(Jankvist, 2014). Puhuttaessa filosofiasta valineena matematiikan
opetuksessa puhutaan yleensd matematiikan filosofian tuomista
nakokulmista matemaattisen ajattelun tukena. Matematiikan
aihealueet voivat aueta helpommin pohtimalla filosofisesti
matematiikan olemusta ja sen eri kasitteita (Jankvist, 2014).
Oppilaille voi olla valilla vaikeuksia matematiikan abstraktimpien
kasitteiden kanssa. Mekaanisten perustehtavien loputtomalla syétdlla
tekeminen ei auta oppilaita hahmottamaan matematiikan aihealueita
ja teorioita samalla tavalla kuin miten matematiikan filosofiaan
tutustuminen voisi. Filosofian tutkiminen ylipaansa voi myos auttaa
oppilaita kehittamaan heidan luovan ajattelemisen taitoja, mika on jo
itsessaan ihailtavaa (Jankvist, 2014). Se voi myds saada oppilaita
tottumaan avoimempiin kysymyksenasetteluihin kuin mita oppilaille

matematiikan tunnilla normaalisti tulee vastaan (Jankvist, 2014).

3.2.1 Filosofia valineena

Yksi tarkeimpia aiheita kaytettdessa filosofiaa valineena
matematiikan opetuksessa on argumentaation taidot. Talla
tarkoitetaan tassa kaytannossa taitoa tuottaa patevia matemaattisia
todistuksia. Argumentaatiotaidot ovat oleellinen osa filosofian
opetuksessa, ja iso osa filosofian tunnilla opituista argumentaation
perusperiaatteista patee myo6s matematiikan oppitunnilla. Vuonna
2006 tehdyssa tutkimuksessa (lversen, 2006) haastateltiin
matematiikan ja filosofian opettajia, joiden oppilaat olivat tutkineet
erilaisia matemaattisia ja filosofisia todistuksia. Naiden opettajien

oppilaita  oli muun muassa laitettu vertailemaan erilaisia
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matemaattisia ja filosofisia todistuksia minka jalkeen heidat laitettiin
pohtimaan naiden eri todistusten todistusmenetelmia. Todistuksia
tutkittiin kayttaen apuna kysymyksia kuten: Mika tekee todistuksesta
todistuksen? Onko todistukset valttamattd tosia? Voiko mitd vain
todistaa? Mika on todistusten rooli matematiikassa? Haastatellut
opettajat ja heitd haastatellut Iversen uskoivat, etta filosofian
tuominen mukaan matematiikan tunnille enenevissa maarin olisi
suositeltavaa matematiikan syvemmalle oppimiselle. Tama on
esimerkki  filosofian  kayttamisesta valineend  matematiikan

opetuksessa.

3.2.2 Filosofia tavoitteena

Jankvistin toinen syy tuoda filosofiaa matematiikan oppitunneille on
filosofia tavoitteena. Talla tarkoitetaan sita, ettd filosofia (ts.
matematiikan filosofia) on suoraan oppilaiden etujen mukaista tuoda
mukaan matematiikan opetukseen. Matematiikan tunnilla kasiteltavia
mahdollisia filosofisia aiheita ovat muun muassa matemaattisten
olioiden olemuksen ja matematiikan erikoisuuden oppiaineena
pohtiminen, ja matematiikan filosofisten perusteiden tutkiminen.
Ajateltaessa filosofiaa tavoitteena valineen sijaan ajatellaan, etta
naiden filosofisten aiheiden kasittely itsessdan on tarpeellista sen
sijaan ettad filosofiaa kaytettaisiin vain syventadkseen oppilaiden
matematiikan aihealueiden osaamista.

Rajanveto naiden kahden erottelun valilla ei kuitenkaan aina ole
helppoa. Filosofinen pohdiskelu on oleellisessa osassa kaytettaessa
filosofiaa valineena matematiikan opetuksessa. Talldinhan siis
harrastetaan ihan oikeaa filosofiaa.  Filosofian  toimivuus
matematiikan opetuksen valineena ei toisaalta ihmetyta, silla onhan
filosofia omana oppiaineenaankin  hedelmallinen.  Filosofian
vahvuuksiin kuuluu nimenomaan eri aiheiden metatason tarkastelu ja

syvempi pohdiskelu, joka johtaa aiheiden syvempaan tuntemukseen.
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3.3 Matematiikalle ja filosofialle yhteiset tavoitteet

opetussuunnitelmassa

Lukion matematiikan ja filosofian opetussuunnitelmissa on joitain
yhtenevia tavoitteita, joita pyritadn tuomaan esille kerhossa.
Filosofian opetussuunnitelman mukaan filosofian ensimmaisella
peruskurssilla oppilaiden tulee oppia arvioimaan vaitteiden totuutta ja
oppia perustelemaan vaitteitdan ja ymmartaa perusteluiden
rakenteita. Tama on tavoite, jossa logiikasta on suuresti hyotya.
Matematiikan opetussuunnitelmassa sen sijaan sanotaan suoraan
tavoitteeksi tutustua logiikan alkeisiin ja todistusperiaatteisiin. Nama
tavoitteet voidaan kuitenkin selvasti yhdistaa loogisia todistuksia
harjoittelevaksi kerhoksi, jonka avulla oppilaat oppivat antamaan
parempia ja selkeampia perusteluja vaitteilleen hyoddyntaen

matemaattisia ja loogisia menetelmia.

Alla suoria lainauksia nykyisesta lukion opetussuunnitelmasta (LOPS
2015):

Pitkan matematiikan valtakunnallisessa syventavassa kurssissa
MAA11, Lukuteoria ja todistaminen (LOPS s. 135):

Kurssin tavoitteena on, etta opiskelija

» perehtyy logiikan alkeisiin ja tutustuu todistusperiaatteisiin
seka harjoittelee todistamista

Logiikka on tarkea osa patevaa paattelya ja todistusmenetelmia.
Logiikan osaaminen ja ymmartaminen auttaa hahmottamaan, mika
tekee paattelysta patevaa ja milloin johtopaatos on oikeutettu. Tasta
hyvia esimerkkeja ovat vastaesimerkin kautta todistus, joka perustuu
suoraan loogiseen negaation kasitteeseen; ja joukko-oppiin ja

logiikkaan perustuva induktiivinen paattely.

Matemaattinen todistus on myods yksinkertaisimpia ja loogisimpia
todistamisen muotoja, ja toimii esimerkkind patevasta paattelysta
muissakin oppiaineissa. Tama patee varsinkin luonnontieteille ja

filosofialle, silla luonnontieteet pyrkivat mahdollisimman varmaan
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tietoon. Filosofiassa sen sijaan on usein ihannoitu matematiikan

menetelmien tasmallisyytta ja loogisuutta.
Lyhyessa matematiikassa (LOPS s. 136):

Opetuksen tavoitteet

Matematiikan lyhyen oppimaaran opetuksen tavoitteena on,
etta opiskelija

* osaa kayttaa matematiikkaa jokapaivaisen elaman ja
yhteiskunnallisen toiminnan apuvalineenad

* saa myonteisia oppimiskokemuksia matematiikan parissa
tyoskennellessaan, oppii luottamaan omiin  kykyihins3,
taitoihinsa ja ajatteluunsa ja rohkaistuu kokeilevaan, tutkivaan
ja keksivaan oppimiseen

* hankkii sellaisia matemaattisia tietoja, taitoja ja valmiuksia,
jotka antavat riittdvan pohjan jatko-opinnoille

Tama ja seuraava oppimistavoite ovat monelle ehka kaikista lyhyen
matematiikan oppimistavoitteista kaikista oleellisimpia ja tarkeimpia
toteuttaa. Tamakin tavoite voidaan tulkita logiikan ja patevan
paattelyn perusperiaatteiden ymmartamisena.

* sisaistdaa matematiikan merkityksen valineena, jolla ilmioita

voidaan kuvata, selittdd ja mallintaa ja jota voidaan kayttaa
johtopaatosten tekemisessa

Tama tavoite on tdssa gradussa suunniteltavan kerhon ideana ja
kertoo ftiivistetysti myods mitd moni muu oppimistavoite sanoo
epasuorasti. Tavoite siis yhtenee monen muun matematiikan
oppimistavoitteen kanssa, mutta myo6s filosofian peruskurssin
tavoitteen (ks. alla) kanssa.
* kehittaa kasitystaan matemaattisen tiedon luonteesta ja sen
loogisesta rakenteesta
Matemaattinen tieto on rakenteeltaan loogista, silla logiikka on
matematiikan pohjimmaisimpia periaatteita. Logiikan voidaan ajatella
olevan eraanlaiset matematiikan pelisaannot. Logiikan ja patevan
paattelyn ymmartaminen on siis myds taman oppimistavoitteen

ytimessa.
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* harjaantuu vastaanottamaan ja analysoimaan viestimien
matemaattisessa muodossa tarjoamaa informaatiota ja
arvioimaan sen luotettavuutta

Tama oppimistavoite sanoo periaatteessa, etta pitaa osata lukea ja
tulkita muiden tuottamaa matemaattista tekstia. Tahan paastaan
helpoiten oppimalla tuottamaan itse laadukasta ja selkeaa
matemaattista informaatiota ja oppimalla huomaamaan tallaisen

informaation matemaattista ja loogista patevyytta.

* tutustuu matematiikan merkitykseen kulttuurin kehityksessa
Tahan oppimistavoitteeseen auttaa matematiikan historian tutkiminen
ja matematiikan kehityksen vaikutuksen historian kulussa tarkkailu.
Matematiikan kehityksella on ollut suuri merkitys koko tieteen ja siten
yhteiskunnan kehitykselle. Matemaattiset kehitykset ja
vallankumoukset ovat pitkalti ohjanneet kaikenlaisen tutkimuksen

periaatteiden ja ihanteiden kehitysta.

+ osaa kayttaa kuvioita, kaavioita ja malleja ajattelun apuna

« o0saa kayttda tarkoituksenmukaisia matemaattisia
menetelmia, teknisia apuvalineita ja tietolahteita.

Nama tavoitteet ovat kaikelle matematiikan tekemiselle yhteisia aina
tavallisimmista mekaanisista tehtavistd matematiikkaa ja filosofiaa

yhdistaviin kerhoihin.

Filosofiassa kurssilla FI1 (LOPS s. 162):

e oOppii arvioimaan vaitteiden totuutta seka harjaantuu
esittdmaan ja vaatimaan erilaisille mielipiteille ja vaitteille
perusteluja sekd hahmottamaan esitettyjen perustelujen
rakennetta ja arvioimaan niiden patevyytta

Tama tavoite on selvasti suoraan tekemisissa logiikan taitojen
hallinnan kanssa. Vaitteiden totuuden arvioiminen on toisin sanoen
vaitteen premissien ja premisseista johtopaatokseen paasemisen
kyseenalaistamista. Esitettyjen perustelujen rakenteella voidaan

tulkita tassa tarkoitettavan suoraan perustelujen loogista rakennetta.
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Filosofian (peruskurssilla!) on siis selvasti hedelmallista tarkastella

loogisia rakenteita ja logiikan menetelmia.

Lyhyessa matematiikassa on huomattavasti enemman
matemaattiseen todistukseen ja matematiikan luonteeseen viittaavia
oppimistavoitteita. Nama samat oppimistavoitteet periytyvat kuitenkin
pitkallekin matematiikalle, silla nama ovat tavoitteita jotka ovat

kaikista olennaisimpia matematiikan opiskelussa.

3.4 Pateva paattely lukion oppikirjoissa

Patevan paattelyn ja argumentoinnin ollessa oleellisissa osissa
lukion filosofian ja matematiikan opetussuunnitelmissa on siita reilusti
ainesta myos naiden aineiden oppikirjoissa. Tassa opinnaytetydssa
tarkastellaan naiden aiheiden esiintymista filosofian kirjasarjassa
‘Argumentti’ ja pitkdn matematiikan ‘Tekija’-kirjasarjassa. Aiheesta
I0ytyi filosofian kurssikirjasta ‘Argumentti 1 - Johdatus filosofiseen
ajatteluun’ ja pitkan matematiikan kirjasta ‘Tekija 11 - Lukuteoria ja

todistaminen’.

Filosofian peruskurssin FI1 kirjassa ‘Argumentti 1 - Johdatus

filosofiseen ajatteluun’

Argumentti 1 -kirjan luku 3 on nimetty ‘Filosofinen ajattelu’. Luvussa
kasitelladn patevaa paattelyd ja argumentointia. Oleellisimpina
aiheina patevan paattelyn osiossa ovat deduktiivinen ja induktiivinen
paattely ja argumentaatiovirheet. Deduktiivisen ja induktiivisen
paattelyn erottaminen on hyodyllinen taito matemaattisia todistuksia
tehtdessa. Matematiikassa yritetdan usein paatya yleisiin totuuksiin.
Tavalliseen filosofiasta tuttuun induktiiviseen paattelyyn pohjautuva
todistus ei kuitenkaan ole matematiikassa riittava todistus.
Matematiikassa oleva induktio-todistus on kuitenkin eri asia, silla

siind kaydaan periaatteessa koko joukko lapi rekursion avulla.
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Matemaattisissa todistuksissa pyritaankin aina paattelyyn deduktion
kautta. Oppilaat saattavat kuitenkin usein yrittaa kayttaa tata
ei-deduktiivista, induktiivista paattelya todistamaan matemaattisesti

yleisesti patevaa teoriaa.

Argumentti 1:sen ‘Filosofinen ajattelu’ -luvun toisessa osiossa
kasitelladn argumentaatiovirheita. Nama eivat lity yhta suoraan
matemaattiseen paattelyyn kuin edellisen osion asiat, mutta tassa
osiossa keskitytaan enemman niin sanottuun suulliseen tai toista
ihmista vastaan argumentoimiseen matemaattisen argumentoimisen
sijaan. Naillakin on kuitenkin paljon yhteistda, muun muassa
tekniikoissaan. “Suullisessa” argumentoinnissa on kuitenkin paljon
enemman sille tyypillisia argumentointivirheitd matemaattiselle
paattelylle tyypillisten virheiden lisdksi. Matemaattisen paattelyn

voidaankin ajatella olevan erikoistapaus filosofisesta paattelysta.

Pitkan matematiikan kirjassa ‘Tekija 11 - Lukuteoria ja

todistaminen’

‘Tekija 11’ -kirjan ensimmaisessa luvussa kasitellaan logiikan alkeita.
Yksinkertaisimpien konnektiivien totuustaulut on esitelty alempana
luvussa ‘Totuustaulut’. Taman enempaan tassa tyossa ei kuitenkaan
paneuduta varsinaiseen logiikkaan, vaan keskitymme patevaan

paattelyyn.

Kirjan toisessa luvussa kaydaan lapi erilaisia todistusmenetelmia.
Kirjassa kaydaan lapi suora todistus, vastaesimerkki, epasuora
todistus ja matemaattinen induktio. Naista kaikissa kaytetaan

deduktiivista paattelya.
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3.5 Nissin ja Hgjgaardin matemaattisen

kompetenssiuden maaritelma ja pateva paattely

Mogens Niss ja Tomas Hgjgaard kehittivat vuoden 2002
artikkelissaan ‘Kompetencer og matematikleering - Ideer og
inspiration til udvikling af matematikundervisning i Danmark’
matemaattisen kompetenssiuden maaritelman. Niss ja Hegjgaard
tarkensivat ja selvensivat kasitettaan ja sen merkityksellisyytta
vuoden 2019 artikkelissaan ‘Mathematical competencies revisited'.
Tama kompetenssiuden maaritelma on alkanut muovaamaan
matematiikan opetuksen kehittamista varsinkin Tanskassa (Niss,

Hgjgaard 2019).

Nissin ja Hgjgaardin antavat kompetenssiudelle seuraavanlaisen

maaritelman (raaka suomennos):

“Kompetenssius on tietoon pohjautuva valmius toimia
asianmukaisesti eri tilanteiden muodostamissa

haasteissa’.

(alkup. Competence is someone’s insightful readiness to act
appropriately in response to the challenges of given situations.)
Ensinnakin valmiudella tassa tarkoitetaan vain tietoista jarkeen
perustuvaa kognitiivista valmiutta, ei tunneperaista, valinnaista
valmiutta (Niss, Hgjgaard 2019). Toimimisella tdssa tarkoitetaan
seka fyysisia tekoja, ettd mentaalisia toimia kuten paatdksentekoa.

Tekematta jattaminen lasketaan myos asianmukaiseksi toimeksi.

Maaritelmassa on oleellista myods se, ettda mahdollisten toimien tulee
pohjautua tekijan hankkimaan alan tietoon. Ei mydskaan ole
tarpeeksi, etta henkild tietdd miten tulisi toimia, vaan hanen taytyy
olla valmis ryhtymaan tarvittaviin toimiin. Haasteilla tassa
tarkoitetaan kaikenlaisia haasteita aina tieteellisista ja alyllisista
moraalisiin ja kaytannon haasteisiin. Haaste on kuitenkin varsin

subjektiivinen termi. Se mikad on haastavaa yhdelle ei valttamatta ole
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haastavaa toiselle. Myos se, mika on asianmukainen toimi missakin
tilanteessa riippuu siitd kenelta kysytaan. Eri toimien asianmukaisuus
jaa loppupeleissa yhteiskunnan ja muun muassa tyonantajien

maaritettavaksi.

Y& oleva maaritelmd on Nissin ja Hgjgaardin yleinen maaritelma
kompetenssiudelle. Taman kompetenssiuden  erikoistapaus

‘matemaattinen kompetenssius’ voidaan maaritella seuraavasti:

“Matemaattinen kompetenssius on tietoon pohjautuva
valmius toimia asianmukaisesti erilaisissa

matemaattisissa haasteissa erilaisissa tilanteissa’.

Tassa matemaattisten haasteiden ei ole pakko olla itsessaan
matemaattisia, vaan tahan lasketaan myos haasteet, joista voi
kummuta matemaattisia haasteita myohemmin. Tassa tydssa
suunniteltavassa kerholla on yhtena oleellisimpina tavoitteina
nimenomaan parantaa kerhoon osallistuvien matemaattista
kompetenssiutta, eli saada heidat soveltamaan matematiikkaa
erindisiin pulmiin, jotka eivat valttamatta suoraan vaikuta itsessaan
matemaattisilta. Niss Ja Hgjgaard maarittavat matemaattisen
aktiviteetin vastaamisena kysymyksiin, jotka ovat joko itsessaan

matemaattisia tai jotka vaativat matemaattisia menetelmia.

Tassa Nissin ja Hgjgaardin l|ahestymistavassa matemaattinen
osaaminen maaritellaan siis matemattisen kompetenssiuden kautta
sen sijaan, ettd se maariteltaisiin perinteiseen tapaan matematiikan
aineosaamisen ja sen soveltamisen kautta. Talla tavalla on etuna se,
ettda maaritelma ottaa mukaan paremmin juuri tallaiset
poikkitieteelliset ja matematiikan erinaista soveltamista vaativat
tehtavat. Kompetenssiuden kasitteen suosio on kasvanut
rajahdysmaisesti  (Niss, Hgjgaard 2019). Kompetenssiuden
kasitteessa  pidetaankin  oleellisena sita, etta oppilaiden
matemaattinen ajattelu kehittyy mahdollisimman hyvin ja etta

oppilailta  kysytaan mahdollisimman moninaisia ja erilaisia
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menetelmia vaativia kysymyksia tavallisen mekaanisen laskemisen
sijaan. Tama matemaattinen ajattelutaito voi helposti auttaa
kasittelemaan poikkitieteellisia ja taysin  ei-matemaattisiakin
aihealueita loogisemmin ja huolitellummin. Tama viittaakin siihen,
ettd tdman kerhon ynna muiden sen tyylisten poikkitieteellisten

opetusmenetelmien ja -tavoitteiden suosio ja tarve on kasvamassa.

3.5.1 Nissin ja Hgjgaardin kahdeksan eri matematiikan

kompetenssia

Niss ja Hgjgaard (2019) maarittelevat kahdeksan eri kaytannollista
matemaattista kompetenssia, joissa kompetenttius tekee ihmisesta
matemaattisesti kompetentin. Niss Ja Hgjgaard jakaa nama
kahdeksan kompetenssia seuraavaan kahteen raa’asti kdannettyyn
luokkaan: matemaattisiin  kysymyksiin vastaaminen ja niiden
esittaminen; seka matemaattisen kielen ja matemaattisten
konstruktioiden ja valineiden hallinta. lhmisen tulee selvasti hallita
kumpikin naista puolista, jotta hanta voidaan kutsua matemaattisesti

kompetentiksi.

Nissin ja Hgjgaardin kahdeksan erilaista matemaattista

kompetenssia ovat

1. matemaattisen ajattelun kompetenssi,

matemaattisen ongelmanhallinta kompetenssi,
matemaattisen mallintamisen kompetenssi,
matemaattisen paattelyn kompetenssi,

matemaattisen representaation kompetenssi,
matemaattisten symbolien ja formalismin kompetenssi,

matemaattisen kommunikaation kompetenssi ja
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matemaattisten apuvalineiden kompetenssi.

Naista kompetensseista kompetenssit 1-4 luokitellaan matemaattisiin
kysymyksiin vastaamisen kompetensseiksi ja kompetenssit 5-8

matematiikan kielien, apuvalineiden ja konstruktion kompetensseiksi.
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Nissin ja Hgjgaardin mukaan nama kahdeksan kompetenssia
kattavat kaiken matemaattisen oppimisen mita on olemassa. Taten
jos hallitset kaikki nama kahdeksan kompetenssia, olet
matemaattisesti kompetentti. Tassa tydossa suunnitellulla kerholla
pyritddn tekemaan kerhon osallistujista kompetentimpia ainakin

osassa naita kompetensseja.

Tassa tyossa oleellisimpia naista kompetensseista ovat
matemaattisen ajattelun kompetenssi, matemaattisen
ongelmanratkaisun kompetenssi, matemaattisen paattelyn
kompetenssi, matemaattisen kommunikaation kompetenssi ja
matemaattisten apuvalineiden kompetenssi. Erityisesti naihin
kompetensseihin pyrkiminen on tassad kerhossa oleellisimpia

tavoitteita.

Matemaattisen ajattelun kompetenssissa on oleellista hahmottaa
matemaattisten kysymysten luonnetta ja rakenteita. Naita rakenteita
on muun muassa matemaattisten kysymysten muotoilut, todistusten
rakenteet ja mekanismit, ja naiden toisistaan erottaminen. Taman
kerhon tehtavissa kerholaisten tulee osata huomata millainen
kyseinen ongelma on luonteeltaan, miten matematiikkaa tai logiikkaa
voisi siind soveltaa, ja osata soveltaa aiemmin matematiikassa ja
flosofiassa oppimiaan logiikan ja patevan paattelyn perusteita

laajemmin.

Matemaattisen ongelmanhallinnan kompetenssissa tulee osata
tunnistaa matemaattisia (tai matematiikkaa tarvitsevia) ongelmia,
kehittda niihin ratkaisuja ja osata arvioida omia ratkaisujaan niihin.
Tybssa suunniteltavan kerhon kerholaisten on tarkoitus harjoittaa
ongelmanratkaisua muotoilemalla kerhon tehtavissa esitettaviin
pulmiin matemaattisia todistuksia, kiinnittden erityista huomiota
todistusten rakenteeseen ja patevyyteen. Kerholaisten on myds
oleellista osata verrata tekemiensa todistusten loogisia rakenteita ja
menetelmia tavallisimpiin matemaattisiin todistuksiin ja

matemaattisiin tehtaviin ylipaansa.
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Matemaattisen paattelyn kompetenssi on taito analysoida ja tuottaa
argumentteja. Matemaattisessa paattelyssa kompetentti osaa tuottaa
matemaattisiin pulmiin patevia argumentteja, tehda johtopaatoksia
niiden pohjalta ja osaa myos tunnistaa patevan paattelyn
epapatevasta. Tama kompetenttius on kaikissa ei-mekaanisissa
tehtavissa ratkaiseva ja siten etenkin tdman kerhon tehtavissa.
Taman kerhon kerholaisten on tarkoitus oppia kompetenteimmaksi
matemaattisessa paattelyssa tekemalla loogisia paattelyitd patevaa
paattelyd vaativissa kerhon tehtavissa ja vertailemalla omia

paattelyketjujaan muiden kerholaisten omiin ja malliratkaisuihin.

Matemaattisen kommunikaation kompetenssiin  kuuluu  kaikki
kommunikointi matematiikassa, matematiikasta ja matematiikalla.
Tama tarkoittaa kaytannossa tassa kerhossa paitsi kerhon tehtaviin
ratkaisujen kirjoittamista, niin myos kerhon lopussa tehtavaa
ratkaisujen tarkastelua mahdollisesti aaneen. Tassa on oleellista
osata muotoilla matemaattisia lauseita, osata muotoilla omat
kysymyksensa ja vastauksensa matematiikasta, matemaattisista

todistuksista ja matematiikan luonteesta ylipaansa.

Taman kerhon tehtavissa olevien loogisten muotojen hahmottaminen
voi olla joillekin kerholaisille vaikeaa. Taman takia kerholaisia
neuvotaan hyoddyntdmaan apuvalineitd/-taulukoita, kuten loogisia
totuusarvotaulukoita, tehtavien ratkaisussa. Tallaisten ja monien
muiden matemaattisten apuvalineiden hyédyntamisen taito on mita
Niss ja Hgjgaard kutsuvat matemaattisten apuvalineiden
kompetenssiksi. Tahan kompetenssiin kuuluu kaikenlaisten fyysisten,
piirrettyjen,  digitaalisten yms matemaattisten apuvalineiden
hyodyntamisen taidot. Tassa kompetentti tietda milloin naita
apuvalineitda kannattaa kayttaa, millaisia apuvalineitda kannattaa
kayttda missakin tilanteessa ja osaa tietysti myds kayttaa naita

apuvalineita tehokkaasti.

Matemaattinen kompetenssi on oleellista osata erottaa matematiikan

aineosaamisesta, ymmartamisesta ja proseduraalisista taidoista.
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Matemaattiseen kompetenssiuteen ei rita se, etta tuntee
matematikan aihealueet, teoriat ja maaritelmat. Ihmista joka tietaa
teorioita ja maaritelmia ja osaa esimerkiksi lukea matemaattisia
todistuksia ei voi sanoa varsin matemaattisesti kompetenssiksi ellei
han osaa myo0s itse tuottaa matematiikkaa. lhmiselld ei kuitenkaan
voi olla matemaattista aineosaamista olematta edes vahan
kompetentti. Myoskaan pelkat proseduraaliset taidot eivat riita
tayteen kompetenttiuteen (Niss, Hgjgaard 2019). Ei riita ettd osaa
tehdd matematiikkaa esimerkiksi suoraan toisen matematiikkaa
tekevan perassa, vaan pitaa ymmartaa mita tekee, miksi tekee, ja
osata tehda itsenaisesti ja soveltaen. Matematiikan harrastamisen
proseduraalinen taito on kuitenkin aineosaamisen tapaan osa taytta

kompetenttiutta.

Matemaattinen kompetenssius ei ole sama asia kuin matemaattinen
ymmarrys (Niss, Hgjgaard 2019). Ihminen voi ymmartaa
matematiikkaa ja osata lukea ja kuunnella sita, ilman etta osaa itse
sitd tehda. Tassa kompetenssiuden maaritelmassa on oleellisessa
osassa myos matematiikan aktiivinen tekeminen. Kompetenssius on
niin sanotusti laajempi maaritelma kuin pelkkd ymmarrys. Taysi
matemaattinen kompetenttius vaati matemaattista ymmarrysta ja jos
ymmarrat matematiikkaa hyvin olet usein myds varsin

matemaattisesti kompetentti.

Ylla kasitellyt kompetenssit ovat kerholle oleellisimpia, mutta loputkin
Nissin ja Hgjgaardin matemaattisista kompetensseista ovat
hyodyllisia kerhon aihealueessa kuten matematiikassa yleensa. Niss
ja Hgjgaard mainitsevatkin ettd nama kahdeksan kompetenssia ovat
kyllda erilisia, mutta ne ovat my0s osittain paallekkaisia. Yksi
matemattinen tekeminen voi vaatia osuvimman kompetenssin lisaksi
useampaa eri kompetenssia, tai vaikka kaikkia niista, avustavassa
roolissa. On tarkedaa huomata, etta tama kompetenssien teoria ei ole
tutkimustulos, vaan se on analyyttinen kehitysprojekti (Niss,

Hgjgaard 2011). Niss ja Hejgaard eivat myoskaan anna konkreettisia
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tapoja, miten kayttaa naita kategorisointeja ja heidan projektissaan
antamia ideoita ja suosituksia. Tassa kerhossa onkin tarkoitus
suunnitella juuri naitd konkreettisia ohjeita ja materiaaleja, joilla muun

muassa Nissin ja Hgjgaardin kehittamia ideoita sovelletaan.

3.5.2 Kompetenssin kasitteen tuomat edut

matematiikan opetukselle

Niss ja Hgjgaard eivat suinkaan kehittaneet tata kompetenssin
kasitettdan vain hienoksi ideaksi. Kompetenssin kasitteen avulla on
helpompi kartoittaa matematiikan opetusta, sen kehitysta ja
osa-alueita (Niss, Hgjgaard 2019). Opettajalle voi olla helpompi
lahtea  kehittamaan omaa opetustaan tai tutkimaan eri
opetusmenetelmien vaikutuksia oppilaiden osaamiseen
(kompetenssiin) paneutumalla yksittaisiin kompetensseihin laajan
matematiikan oppimisen kasitteen sijaan. Kompetenssit ovatkin
eraanlaisia kirurgisia valineita tarkastella matematiikan osaamista
pienemmissa paloissa, tehden siita helpompaa (Niss, Hgjgaard
2019). Kompetenssin kasitteen tuntemisella on myds kaytannon
etuja. Matematiikan kompetenssien tarkastelu voi helpottaa
matematiikan  opettajaa  oppituntien ja  kurssisuunnitelman
suunnittelua (Niss, Hgjgaard 2019). Opettajan voi olla helpompi
nahda millaisia erilaisia opetusmetodeja ja valineita hanen kannattaa
kayttaa, jos han tuntee eri kompetenssit ja siten kaikki matematiikan
osaamisen eri osa-alueet eikd vain pelkkaa matematiikan
aineosaamista ja mekaanista taitoa. Tama saattaa myos auttaa
opettajaa testaamaan oppilaiden syvallisempaakin osaamista ja
hahmottamaan missa oppilaillaan olisi kenties viela parannettavaa,
auttaen opettajaa myos monipuolisempien ja tehokkaampien

kokeiden suunnitellussa (Niss, Hgjgaard 2019).

Opettajan voi olla myds helpompi huomata ja puuttua oppilaidensa

matematiikalle spesifeihin oppimisongelmiin ja
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matematiikka-ahdistukseen tuntemalla nimenomaan matematiikan eri
kompetenssit (Niss, Hgjgaard 2019). Jos opettaja huomaa oppilaalla
olevan ongelmia jonkin tietyn matematiikalle tyypillisen ominaisuuden
kanssa, voi opettajalle olla helpompaa paasta ongelmaan kiinni, jos
han tietdd mistd ongelmassa on kyse. Opettaja voi esimerkiksi
huomata, etta hanen eras oppilas ei osaa kayttda matemaattisia
apuvalineita tai malleja tehtavanratkaisun apuna, tai etta toinen
oppilas ei ymmarra teoriaa koska hanen matemaattisen ajattelun
kompetenssi ei ole vahva. Opettajalle on myos hyva tietdd mitka
kompetenssit ovat missakin matematiikan aihealueessa erityisen
oleellisessa osassa (Niss, Hgjgaard 2019). Esimerkiksi logiikassa ja
lukuteoriassa ovat muun muassa matemaattisen paattelyn
kompetenssi ja mallintamisen kompetenssi erityisen tarkeassa
osassa. Nain opettaja osaa tarkentaa opetustaan paremmin juuri
kyseiselle aihealueelle sopivaksi. Myds tata kerhoa suunnitellessa on
ollut oleellista tietda, mitkd kompetenssit ovat kerhon aiheeseen
littyen oleellisessa osassa. Tama on auttanut luomaan kerholle
parempia ja osuvampia tehtavia ja oppilaille pohdintoja.
Kompetenssien tunteminen voi olla hyvaksi myos itse oppilaille,
parantaen heidan itsereflektion taitojaan. lItsereflektio saattaakin
usein jaada vahaiseksi varsinkin matematiikkaa opiskellessa,

ihmisten keskittyessa liikaa varsinaiseen aineosaamiseen.

3.6 Jankvistin kolme tapaa tuoda matematiikan

historiaa matematiikan opetukseen

Uffe Thomas Jankvist on tutkinut syita sisallyttaa matematiikan
historiaa matematiikan opetukseen lisaksi myOs tapoja, joilla sen
kaytannossa toteuttaa. Jankvist jakaa nama tavat kolmeen
kategoriaan: valaisevat tavat (“the illumination approaches”),
moduulitavat (“the modules approaches”) ja historiaan pohjautuvat
tavat (“the history-based approaches”) (Jankvist 2009). Kaikissa

naista tavoista on mahdollista tuoda historiaa mukaan opetukseen
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haluamansa verran aina hyvin pienesta sivuhuomiosta koko

oppitunnin teemaksi.

3.6.1 Valaiseva tapa

Valaisevassa tavassa oppitunteihin tai niilla kaytettaviin oppikirjoihin
sisallytetaan erikokoisia katsauksia matematiikan historiasta: sen
kehittymisesta, oleellisista matemaatikoista ja heidan teorioistaan,
erilaisista tarkeistda paivamaarista matematiikan kehityksessa tai
vaikka mielenkiintoisia matemaattisia ongelmia matematiikan
historiasta. Nama katsaukset matematiikan historiaan ovat
useimmiten pienida huomioita kirjan marginaalissa tai muun tekstin
valissa, muutaman lauseen huomioita matematiikan opettajan suusta
tai vaikkapa erillisia tarinoita matematiikan historiasta sisallytettyna

oppitunnille.

Naita historiallisia huomioita voi myoOs laajentaa isommaksikin
kokonaisuudeksi otteina alkuperaisesta tekstista, sen Kkirjoittajan
tiedoilla ja huomioilla ja motivaatioilla. Suoraan alkuperaisia lahteita
kaytettdessa oppilaat joutuvat nakemaan enemman vaivaa
tulkitakseen tyota ja sen motiiveja. Tallainen saa oppilaat kuitenkin
usein paremmin sisaistamaan aiheen kun he joutuvat tekemaan

isomman osan ajattelutyosta itse.

Naitd isompia historiallisia kokonaisuuksia kaytetdan useimmiten
tekstissa tai oppitunnilla prologina tai epilogina. Tassa tyossa
kehiteltavassa kerhossa tuodaan matematiikan ja filosofian yhteista
historiaa kayttamalla juuri tallaista valaisevaa tapaa tuomalla kerhon
materiaalin alkuun lyhyt katsaus matematiikan ja filosofian yhteisesta

historiasta johdatteluna kerhon aiheisiin.
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3.6.2 Moduulitapa ja historiaan pohjautuvat tavat

Moduulitavalla tarkoitetaan valmiita kokonaisuuksia matematiikan
historian tuomiseksi oppitunnille. Tallaisia kokonaisuuksia voi olla
esimerkiksi matematiikan historiaa kasittelevat kurssit tai oppikirjat,
tai erilaiset projektit tai kerhot. Tassa tydssa suunniteltava kerho ei
kuitenkaan ole varsinaisesti matematiikan historian kerho, vaan
matematiikkaa ja filosofiaa yhdistdva kerho, jossa kaytetaan

matematiikan (ja filosofian) historiaa valaisevana aloituksena.

Historiaan pohjautuvat tavat eroavat valaisevista tavoista ja
moduulitavasta siina, etta historiaan pohjautuvassa tavassa ei tuoda
historiaa suoraan mukaan opetukseen. Tassa lahestymistavassa itse
matematiikan aihealueiden opetus suunnitellaan historiallisen taustan
perusteella. Lahestymistavassa siis esitetaan esimerkiksi eri teoriat
niiden kehittdmisjarjestyksessa eli kronologisessa jarjestyksessa tai
luodaan aiheen esitystapa samanlaiseksi kuin se on esimerkiksi

teorian kehittajan sita kehittaessa ollut.

On toki mahdollista kehittda erilaisia tapoja kategorisoida tavat
sisallyttdd matematiikan historiaa matematiikan opetukseen. Nama
Jankvistin kehittamat kategoriat on kuitenkin ainakin Jankvistin
mukaan kaytettava kaikkien eri lahtokohtien kategorisoimiseen. Muita
tapoja luokitella tapoja sisallyttdd matematiikan historiaa
matematiikan opetukseen voi kuitenkin tehda esimerkiksi
luokittelemalla millaista historiaa opetuksessa kaytetaan, sen
mukaan kuinka paljon historiaa kaytetaan tai millaisia materiaaleja

opetuksessa kaytetaan.

3.7 Jankvistin kolme tapaa tuoda filosofiaa

matematiikan opetukseen
Jankvist on tutkinut ja kehittanyt matematiikan historian matematiikan
opetukseen sisallyttamisen lisaksi kategoriat myds (matematiikan)

filosofian tuomiseksi mukaan matematiikan opetukseen. Nama
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kategoriat ovat historian matematiikan opetukseen tuomisen

kategorioita muistuttavasti valaiseva tapa, moduulitapa ja filosofiaan

pohjautuva tapa (Jankvist 2014).

3.7.1 Valaiseva tapa

Valaisevassa tavassa filosofiaa tuodaan taydentavaan rooliin

matematiikan oppikirjoissa tai oppitunneilla. Tama voi tarkoittaa
erilaisia irrallisia otteita muun muassa eri teorioista tai opeista,

tunnetuista filosofeista tai filosofisista teemoista muun opetuksen

Seassa.

Filosofisia

“‘makupaloja”

voidaan kayttaa maustamaan

matematiikan teemoja. Tallaisesta makupalasta esimerkki alla.

Logiikka-sana on johdettu
kreikan kielen sanasta logos,
sana, jarjestys, jarki.

Logiikan alkeet

Opettajainhuoneessa juhlitaan rehtorin syntymipdéivi. Joku

on kuitenkin sydnyt kakun pidlti mansikat. Kahvittelun aikana Kuva 1.
rehtorin epdilykset kohdistuvat matematiikan opettajiin Paavo,
Jukka ja Mika. Paavo kuiskaa rehtorille: Jukka on syyllinen.” Kuva lukion

Hieman mydhemmin Jukka paljastaa: “Jos Paavo on syyllinen,
niin Mika on syytén.” Rehtori tietdd, ettd syyttomit opettajat
puhuvat totta ja syylliset valehtelevat. Kuka vei mansikat?
(Luku 1.2, esimerkki 4)

matematiikan
kirjasta ‘Tekija

11’, jossa
Johdanto tuodaan
Logiikka tutkii ilmausten vilisid suhteita, ilmausten totuusehtoja ja osittain
péittelyn oikeellisuutta. Tarkastellaan, onko #idin p4ittely oikein . i .
seuraavassa esimerkissi: filosofista tietoa
Matias sanoo: ”Jos ulkona sataa lunta, niin laitan pipon paihin. (kuvassa
Aiti katsoo ikkunasta ja toteaa: *Ulkona ei sada lunta, joten alhaalla oleva
Matias ei laita pipoa paghan.”
. N e - katsaus
Matias kertoo mité hin aikoo tehds, jos ulkona sataa lunta. Hin ei
ota kantaa siihen, mité hiin aikoo tehds, jos ulkona ei sada lunta. |og iikan
Koska ulkona ei sada lunta, niin Matiaksen toteamuksen perusteella .
ei voi tehd4 johtopaitoksid. Siis didin johtopditds ei perustu Matiak- Syn nySta)
sen toteamukseen. valaisevaan

Logiikka tieteenalana sai alkunsa jo antiikin Kreikassa. Ensimmaiset
nykyaikaan siilyneet logiikkaa kisittelevit kirjoitukset ovat perdisin
Aristoteleelta (384-322 eaa.). Nykyaikainen matemaattinen logiikka
alkoi kehittya 1800-luvulla, kun logiikan tutkimustydti veivit eteen-
pdin mm. George Boole (1815-1864), Gottlob Frege (1848-1925)

ja Bertrand Russell (1872-1970). 1900-luvulla logiikasta muodostui
yhi selvemmin oma tieteenalansa. Samalla logiikan tutkimus edisti
matematiikan, tietojenkisittelytieteiden ja tekodlyn tutkimusta. Yksi
merkittavista nykyaikaisen tietojenkdsittelytieteen kehittajistd oli
matemaatikko ja loogikko Alan Turing (1921-1954).

tapaan osaksi
matematiikan
opetusta
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Isompana esimerkkina filosofian tuomisesta matematiikan tunnille on
kun matemaattisia aiheita tai ongelmia esitetaan filosofisesta
nakokulmasta tai jopa jonkun filosofin esittamana, kuten esimerkiksi
tuttujen paradoksien kasittely tunnettujen filosofien pohdintojen
kautta. Filosofeille tutuimpia matemaattisia aiheita ovat logiikka ja

matematiikan filosofia.

3.7.2 Moduulitapa

Moduulitavassa filosofia ja matematiikkaa yhdistetddn valmiiksi
yhtenevaksi kokonaisuudeksi, mahdollisesti sellaiseksi joka on
valmis opettajalle kayttdoonotettavaksi. Tallaisia ovat esimerkiksi
lyhnyet muutaman luennon pituiset katsaukset matematiikan
filosofiaan, matemaattisen aiheen kasittelyyn filosofisesti tai vaikkapa
lyhyind matemaattis-filosofisina projekteina. Naitd moduuleja voidaan
laajentaa aina kokonaisiksi filosofiaa huomioiviksi kursseiksi tai
oppikirjoiksi. Tassa tydssa suunniteltavan kerhon on tarkoitus olla
eraanlainen matematiikkaa ja filosofiaa yhdistdva moduuli, jossa
aiemmin mainitusti kaytetdan apuna myds matematiikan ja filosofian
yhteista historiaa valaisevan tavan periaatteella. Tassa siis
toteutetaan matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavd moduuli kerhon
muodossa. Moduulitapa eroaa valaisevasta tavasta siina, etta
flosofia otetaan koko kyseisen opetusmoduuliin oleelliseksi osaksi
mukaan, sen sijaan etta sita kaytettaisiin vain apuvalineena tai

sivuhuomiona.

3.7.3 Filosofiaan pohjautuva tapa

Filosofiaan pohjautuvassa tavassa annetaan (opettajan) filosofisen
tiedon vaikuttaa kurssin suunnitteluun ja rakenteeseen. Tassa
matematiikan aihealueiden kasittelyjarjestysta tai jopa itse

kasittelytapaa muutetaan opettajan filosofiseen tietamykseen
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pohjautuen. Opettajan filosofia voi nakya myds opettajan puheissa,
kuten esimerkiksi se uskooko opettaja matemaattisen intuitionismiin.
Matemaattisessa intuitionismissa ajatellaan, etta matemaattiset
objektit ja konstruktiot ovat vain ihmisen kehittamia muihin tallaisiin
ihmisen kehittamiin konstruktioihin perustuen. Tall6in ajatellessa
opettajan vastaus oppilaiden kysymykseen matematiikan luonteesta
ja sen muuttumattomuudesta voi vaihdella opettajan ja hanen
filosofisten nakemystensa matematiikkasta mukaan. Filosofiaan
pohjautuvaa tapaa kaytettdessa varsinaista filosofiaa ei usein tule

oppilaille asti.

3.8 Oppiainerajat ylittavaan opettamiseen liittyvia etuja

ja ongelmia

Nyky-yhteiskunnassa informaatiota on saatavilla entistd enemman ja
enemman. Tama johtaa siihen etta kasiteltavat aiheet ja ongelmat
ovat yha monimutkaisempia ja laaja-alaisempia. Monialainen opetus
ja oppiminen voivat auttaa oppilaita hahmottamaan ja ymmartamaan
laajempia kokonaisuuksia ja oppia parjaamaan naiden kanssa
tulevilla urillaan (lversen 2006). Erityisesti matematiikan esiintyminen
eri tieteenaloilla on lisaantynyt merkittavasti, vaikka moni oppilas voi
yha pitda matematiikkaa edelleen irrallisena ja turhana tuleville
urilleen. Matematiikan ylioppilastutkinnon arvosanalla on entista
isompi merkitys esimerkiksi korkeakouluvalinnoissa. Oppiaineet eivat
ole oikeassa elamassa eroteltu oppiaineisiin ja kursseihin, vaan eri
oppiaineiden aihealueet muodostavat eraanlaisen verkon, jonka

kanssa oppilaiden tulee oppia parjaamaan.
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3.9 Steffen Iversenin matematiikan ja filosofian

yhdistamista tutkiva tutkimus

Steffen Iversen tutki matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavaa opetusta
tanskalaisissa ylakouluissa (lversen, 2006). Iversen haastatteli
ylakoulun matematiikkaa, filosofiaa tai molempia oppiaineita
opettavia opettajia ja kyseli heilta ideoita ja ajatuksia siita miten
matematiikkaa ja filosofiaa voisi yhdistdaa ylakouluissa. Iversen ja
hanen haastattelemansa opettajat paatyivat ehdottamaan patevaa
paattelya ja todistamista matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavaksi
aihealueeksi. Iversen ideoi oppilaiden paattelykompetenttiuden
kehittamista  antamalla  heille  tarkasteltavaksi  esimerkkeja
matemaattisista ja filosofisista todistuksesta ja vertailemalla

todistusmenetelmia naissa.

Tassa tyossa suunnitellussa kerhossa paadyttiin
suunnitteluvaiheessa Iversenin  tutkimuksesta tietamattomana
samaan aihealueeseen, eli patevaan paattelyyn ja todistamiseen,
matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavana aiheena. lversen haastatteli
ja ideoi matematiikan ja filosofian yhdistamista erilaisin menetelmin,
kun taas tassa tydossa suunnitellaan tahan konkreettinen materiaali

harjoituksineen.
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Luku 4

4. Kerhon tavoitteet ja toteutus

Tassa tyossa suunniteltavan kerhon tavoitteet ovat moninaisia.
Oleellisimpana tavoitteena on saada oppilaat ymmartamaan
matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavia tekijoita, ja sitd millaiseen
tietoon ja milld keinoin siihen matematiikassa pyritaan. Toinen
oleellinen tavoite on saada oppilaat ymmartamaan monialaisuuden
etuja ja sitd miksi monialaisuus opinnoissa on tavoiteltavaa ja
minkalaisiin asioihin oppilaat voivat tata heidan elamassaan soveltaa.
Kerholla toivotaan olevan myds positiivisia vaikutuksia oppilaiden
matematiikan ja filosofian aineosaamiseen. Kerhon ollessa
vapaaehtoinen, on sen tarkoitus myds olla oppilaille mieluisa ja

mieleenpainuva.

4.1 Kerhon kehitys ja mahdollinen toteutus

Tassa tydssa suunniteltu kerhomateriaali kayttdd Thomas Jankvistin
kasitteellistamaa valaisevaa tapaa tuoda matematiikan ja filosofian
historiaa ja filosofiaa matematiikan opetukseen (ks. luvut 3.6.1 ja
3.7.1), sekd on esimerkki Jankvistin moduulitavasta tuoda filosofiaa

matematiikan opetukseen (ks. luku 3.7.2).

Kerho-materiaali on suunniteltu toteutettavaksi lukio-ikaisille pitkan
tai lyhyen matematiikan opiskelijoille noin  75-minuuttisena
rupeamana. Materiaali on kolmeosainen. Kerholaisille jaetaan tassa
tydssa suunniteltu materiaali (lite 2.). Kerhonvetajalle on suunniteltu
oma materiaali (lite 1.), jossa on samat tehtavat ratkaisuineen ja vain

kerhon vetdjille tarkoitettua tietoa. Kerholaisten ratkottua tehtavia
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kerhonvetdjan mielesta riittava aika, voi vetaja jakaa oppilaille

tehtavien malliratkaisut (liite 3.) tarkasteltaviksi.

Materiaali on suunniteltu matematiikkaa ja filosofiaa yhdistavaksi
lyhyeksi moduuliksi (katso luvut 2.6.2 ja 2.7.2), jossa kaytetdan
matematiikan ja filosofian yhteistd historiaa matematiikkaa ja
flosofiaa yhdistavana ja kerhon aihetta avaavana tekijana. Kerhon
aiheeksi on valittu matemaattisen argumentoinnin vahvistaminen

filosofisen pohdinnan ja keskustelun keinoin.

Kerholaisten materiaalin alussa mennaan teoriapuoleen. Materiaalin
alussa oleva teoriaosuus kertoo lyhyesti matematiikan ja filosofian
yhteisesta historiasta ja siita miten matematiikan kehitys on
vaikuttanut filosofisiin aatteisiin ja painvastoin. Kerhonvetaja voi itse
kertoa aiheesta ollessaan itse perehtynyt asiaan syvemmin.
Kerhonvetajan materiaalista 16ytyy kuitenkin lyhyt perehdytys logiikan
alkeisiin. Suunnitellussa materiaalissa (oppilaiden versiossa) oleva
lyhyt katsaus on kuitenkin suunniteltu siten, etta kerho on mielekas
myos  toteutettavaksi ilman  filosofian  historiaa tuntevaa
kerhonvetajaa. Materiaalin pohjustus eli teoriaosuus on tarkoitettu
oppilaiden itse luettavaksi, ja on tarkeydeltdan toissijainen

varsinaiselle tehtavaosuudelle.

Teoriaosuuden  jalkeen kerholaisten materiaalissa  alkaa
tehtavaosuus. Tehtavaosuudessa oppilaiden on tarkoitus aloitella
tekemaan materiaalista 10ytyvia todistustehtavia itsenaisesti,
kerhonvetajan kierrellessd ympari oppimistilaa auttaen apua
tarvitsevia. Kerhonvetajan materiaalista ja liitteesta 3. 10ytyy tehtaviin
eraat malliratkaisut. Ratkaisutapoja on kuitenkin monenlaisia, ja
kerhonvetajan harteille jaa tulkita mitka niista ovat (Iahinna loogisesti)
patevia. Kerholaiset on oleellista saada vertailemaan ratkaisujaan ja
pohtimaan yhdessa miksi heidan ratkaisunsa ovat tai eivat ole

patevia ja miten niitd voisi parantaa.

Tassa esitetty kerhon toteutustapa on suuntaa-antava, ja

kerhonvetajien/opettajien on mahdollista kayttdd tassd tydssa
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esitettya materiaalia haluamallaan tavalla. Materiaalista voidaan
my0s jattaa pois alun esittely- ja teoriaosuudet, ja korvata ne omalla
saman tarkoituksen ajavalla materiaalilla. Materiaalin pitaisi toimia
myos oppilaille jaettavana itsenaisen opiskelun tehtavana tai
kotitehtavana. Talldin kuitenkin tehtaville oleellinen pohdinta voi

jaada vahaiseksi.

4.2 Kerhossa kaytettavat logiikkapulmat

Kerhon materiaaliin valikoitui tehtdvia Raymond Smullyanin kirjasta
‘Whats is the name of this book?’ (Smullyan 2015) ja Thomas
Schwartzin kirjasta 'The art of logical reasoning’ (Schwartz, 1980).
Tehtavat 1-4 on otettu Smullyanin kirjasta ja tehtdva 5 Schwartzin
kirjasta. Materiaalissa on tarkoitus koetella oppilaiden matemaattisen
todistamisen ja patevan paattelyn taitoja tarpeeksi yksinkertaisilla
tehtavilla. Kyseiset kirjat olivat taynna oivallisia tehtavia. Juuri nama
tehtavat tuntuivat kuitenkin tarpeeksi yksinkertaisilta ja lyhyessa
kerhotuokiossa ymmarrettavilta, mutta samalla matemaattisen
paattelyn perusperiaatteita harjaannuttavilta, ettd ne paatettiin ottaa

kerhon harjoituksiksi.

75-minuuttisessa rupeamassa ei ole riittdvasti aikaa opetella kovin
montaa erilaista tehtavatyyppia, joten tehtavat on valittu niin, etta
niissa kaytetaan suurimmilta osin samaa ritarien ja kelmien kasitetta.
Jokaisessa tehtavassa vaaditaan kuitenkin vahan erilaista paattelya
ja loogisten operaatioiden ja patevan paattelyn osaamista. Kyseiset
5 tehtdvaa muodostavat myos loogisen kokonaisuuden, jotka
vaativat kaikki omanlaistaan paattelya, ja osa eri loogisten
konnektiivien erikoisuuksien tuntemista. Viimeinen tehtava jattaa
ritarien ja kelmien kasitteet ja menee |dhemmas perinteisia
matematiikan todistustehtavia. Taman tehtavan on tarkoitus haastaa
oppilaita miettimaan kerhon aiempien tehtavien yhteydessa pohtimia

asioita perinteisemmassa matematiikan tehtavassa ja saada siten
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oppilaat miettimaan sitd myoés mahdollisesti jatkossa matematiikkaa

koulun penkillakin harrastaessaan.

4.2.1 Kerhomateriaaliin valitut tehtavat

Seuraavissa pulmissa esiintyy niin sanottuja ritareja ja kelmeja.
Ritarit puhuvat aina totta ja kelmit valehtelevat aina. Tehtavat 1-3
valaisevat hyvin implikaation (Yjos, niin') totuusarvoja, joiden
ymmartaminen saattaa olla monelle haasteellista. Ekvivalenssin
tunteminen auttaa tehtavassa 4. Kaikkien tehtavien yhteydessa on
tarkoitus pohtia onko kyseessa pateva todistus ja miksi se toimii tai ei
toimi. Jokaiseen tehtavaan on laadittu malliratkaisut, jotka Ioytyvat
viela seka kerhon vetdjan materiaalista (lite 1.), etta erillisesta

malliratkaisut sisaltavasta liitteesta (liite 3.).

Tehtava 1
(Smullyan 2015, t. 110 sivulta 103) Joku kysyy henkilolta A, "Oletko
ritari?”. Han vastaa, "Jos olen ritari, niin syon hattuni.” Todista etta

A:n pitaa syodda hattunsa.

Ratkaisu 1: Jos henkild A olisi kelmi, niin vaittdman (implikaation)
ensimmainen osa (premissi) olisi epatosi. Muistetaan kuitenkin, etta
implikaatio on tosi, silloin kun sen premissi on epatosi. Siis jos
henkild A olisi kelmi han ei valehtelisi. Tama on kuitenkin ristiriita,
silla kelmien pitaa valehdella. A ei siis voi olla kelmi. Jos henkild A on
ritari, on hanen pakko puhua totta ja sydda hattunsa. Siis henkild A

on ritari, ja siten hanen taytyy syoda hattunsa.

Ratkaisu 2: Tehdaan totuustaulu. Olkoon lause R lause “A on ritari”
ja lause H lause “A sy6 hattunsa.” Lause "Jos olen ritari, niin syon
hattuni” saa nyt muodon R = H ja totuustaulu nayttaa

seuraavanlaiselta:
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R H R=H
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Taulukossa kaksi alimmaista rivia eivat ole mahdollisuuksia, silla
niissa A ei ole ritari (eli on kelmi) ja han ei valehtele. Toisella rivilla A
on ritari ja valehtelee, joten sekaan ei ole mahdollisuus. Ainoa
mahdollinen rivi on ensimmainen rivi, jolla R ja H pitavat paikkansa

eli A on ritari ja sy6 hattunsa.

Tama ensimmainen tehtdva on valittu suhteellisen helppona
tehtavana kerhon ensimmaiseksi tehtavaksi. Tehtava aukeaa
implikaation totuusarvot muistamalla tai annetusta taulukosta
katsomalla. Tassa on kuitenkin tarkedaa osata kayda lapi kaikki
loogiset vaihtoehdot, silla muuten todistus ei ole loogisesti pateval
Tama on tarkea havainto myos myohempia tehtavia varten. Tama
ensimmainen tehtdvd antaa myds esimakua ritarit ja kelmit
asetelman kummallisuuksista ja siitd mita tehtavilta voi odottaa.
Tehtavassa alkuun paaseminen saattaa vaatia tukea kerhonvetajalta.
Taman tehtdvan yhteydessa on tarkoitus keskustella ja miettia
todistuksen patevyytta ja menetelmia, kuten myds muissakin

tehtavissa.

Tehtava 2
(Smullyan 2015, t. 116 sivulta 104) Oletetaan, ettéd seuraavat kaksi

vaittamaa pitavat paikkansa:

1) Rakastan Bettya tai rakastan Janea.
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2) Jos rakastan Bettya, niin rakastan myds Janea.
Seuraako vaittamista valttamatta, etta rakastan Bettya? Enta Janea?

Ratkaisu 1: Jotta vaite 2 pitaa paikkaansa, tulee minun rakastaa joko
seka Bettya etta Janea (tapaus t->t), tai en rakasta Bettya (tapaukset
e->t ja e->e). On siis mahdollista, etta en rakasta Bettya, mutta silloin

vaittaman 1 mukaan minun on rakastettava Janea.

Ratkaisu 2: Oletetaan, rakastan Bettya. Tall6in vaitteen 2 mukaan
rakastan myos Janea. Oletetaan sen sijaan etta rakastankin Janea.
Nyt vaite 2 pitdd paikkaansa rakastin Bettyd tai en. On siis
mahdollista, ettd rakastan Bettya tai en, mutta Janea rakastan joka

tapauksessa.

Tama toinen tehtava on myos helpommasta paasta. Tehtava ei vaadi
monimutkaista paattelyketjua. Tehtavan pitaisi aueta kerholaisille
yhtaloparin ratkaisumenetelmia mukaillen ottamalla tiedon yhdesta
vaittamasta ja kayttden sita toisessa. Tehtava on myoOs hyva
esimerkki siita, etta ratkaisuja voi olla erilaisia. Tarkeinta on kuitenkin

etta ratkaisu on loogisesti pateva.

Tehtava 3

(Smullyan 2015, t. 120 sivulta 106) Oletetaan, etta olen joko ritari tai

kelmi, ja teen seuraavat vaittamat:

1) Rakastan Lindaa.

2) Jos rakastan Lindaa, niin rakastan myos Kathya.
Olenko ritari vai kelmi?

Ratkaisu: Jos olen ritari, niin rakastan Lindaa ja siten myos Kathya.
On siis mahdollista, etta olen ritari. Sen sijaan jos olisin kelmi, niin
molempien vaittamien pitaisi olla epatosia. Ainut tapa miten vaite 2

voi olla epatosi, on jos rakastan Lindaa, mutta en Kathya. Tama on
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kuitenkin ristiridassa vaitteen 1 kanssa, silla talléin olisin puhunut
vaitteelld 1 totta vaikka olen kelmi. En siis voi olla kelmi, joten olen

ritari.

Tama kolmas tehtava poikkeaa aiemmista tehtavista siina, etta
tehtavassa kysytaankin ettd onko vaitteiden esittaja ritari vai kelmi.
Tassa tehtdvassa on erityisen tarkedad kayda lapi kaikki
mahdollisuudet. Todistus ei ole loogisesti pateva jos osoittaa vain
ettd on mahdollista, ettd henkild on ritari. On oleellista myds osoittaa

etta henkilo ei voi olla kelmi, etta voi vaittaa henkilon olevan ritari.

Tehtavan ratkaisemisessa saattaa olla hyva muistuttaa kerholaisia
tehtavatyypin erikoisuudesta, nimittain siita etta kelmien on pakko
valehdella kaikessa siind missa ritareiden on pakko kertoa totuus.
Tehtavan voi ratkaista tarkistamalla onko mahdollista ettda kummatkin
vaitteet joko pitavat paikkaansa tai eivat pida paikkaansa. Tehtava
eroaa siis tehtadvasta 2 vaikka ne saattavatkin ensivaikutelmalta
nayttda varsin samanlaisilta. Tehtdva saattaa auttaa oppilaita
hahmottamaan eri tehtavatyyppien ratkaisumenetelmia ja auttaa

oppia valitsemaan oikea ratkaisumenetelma.

Tehtava 4

(Smullyan 2015, t. 122 sivulta 107) Huhutaan etta saarella, jossa on
pelkkia ritareja ja kelmeja, on kultaa. Kysyt saaren asukkaalta, A:lta,
ettd onko saarella kultaa. Asukas vastaa: "Saarella on kultaa jos ja

vain jos olen ritari.”

Ongelmassa on kaksi puolta:
a) Voimmeko paatella onko A ritari vai kelmi?
b) Voimmeko paatella onko saarella kultaa?

Ratkaisu: Paatellaan ensin onko A ritari vai kelmi. Jos A on ritari,

pitda vaite paikkaansa jos saarella on kultaa. Jos A on kelmi, ei vaite
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saa pitaa paikkaansa. Tamakin on kuitenkin mahdollista jos saarella

on kultaa. Emme siis voi paatella, onko A ritari vai kelmi.

Tiedamme kuitenkin, etta saarella on kultaa seuraavan paattelyn
avulla: Jos A on ritari, niin vaittama pitdd paikkaansa.
Ekvivalenssi-muotoinen vaite pitaa paikkaansa silloin, kun molemmat
puolet ovat samaan aikaan joko tosia tai epatosia. Koska tiedamme
ettd A:n ollessa ritari vaittaman oikea puoli pitaa paikkaansa, tulee
myo0s vaitteen ensimmaisen puolen pitaa paikkaansa etta itse vaite
pitdd paikkaansa. Siis saarella on talldin kultaa. Jos A onkin kelmi,
tulee vaittaman olla epatosi. Jotta kyseinen ekvivalenssi-muotoinen
vaittama voi olla epatosi, tulee toisen vaittaman osista olla epatosi
samalla kun toinen on tosi. Koska A:n ollessa kelmi vaittaman "olen
ritari”-puoli on epatotta, niin silloin toisen puolen eli "saarella on
kultaa” on pidettava paikkaansa. Siis oli A ritari tai kelmi, niin saarella

on kultaa.

Tama tehtava vaatii aiemmista tehtavista poiketen ekvivalenssin (“jos
ja vain jos”) osaamista. Tehtdva on myods jaettu kahteen osaan ja
vaatii kerholaisilta kykya hahmottaa miten minkakinlaista vaitetta
kannattaa lahtea todistamaan. Tassa tehtavassa on erityisen tarkeaa
jaada pohtimaan, miksi todistus toimii ja miksi kyseessa on riittava
todistus. Tehtava on vaativammasta paasta, ja taman tehtavan voikin
jattaa valista ja tehda mieluummin tehtavan 5, jos aika ei riita kaikkiin

tehtaviin.

Tehtdva 5

(Schwartz 1980, s.4 esimerkki 12) Olkoot x ja y kokonaislukuja.
Oletetaan, ettd x + y on pariton luku. Osoita, etta x tai y on parillinen
luku. Voit kayttaa hyvaksesi sita tietoa, etta parillisten lukujen summa

on aina parillinen.
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Ratkaisu: Ratkaistaan tehtdva vastaoletuksen avulla. Oletetaan, etta
X ja y ovat molemmat parittomia lukuja (vastaoletus). Nyt x-1jay -1
ovat parillisia lukuja. Tiedetaan, etta parillisten lukujen summa on
aina parillinen, siis (x- 1) + (y - 1) + 2 on parillinen. Mutta (x - 1) + (y -
1) + 2 = x + y. Tdma on kuitenkin ristiriidassa oletuksemme, etta x +
y on pariton, kanssa. Siis vastaoletuksemme on vaarassa ja siten x:n

tai y:n taytyy olla parillinen.

Tama viimeinen tehtdava on lahempana tavallisia matematiikan
todistustehtavia. Todistus on kuitenkin helpoimmasta paasta.
Tehtavan on tarkoitus toimia eraanlaisena rajapintana helpompien
todistustehtavien (kerhon tehtavat 1-4) ja vaikeampien puhtaasti
matemaattisten todistustehtavien valilla. Tehtavassa kaytetaan
matemaattisille todistuksille tyypillista todistusta vastaoletuksen

avulla.
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Luku 5

5. Loppusanat

Matematiikalla ja filosofialla on aloina paljon yhteista. Kaikkiin naihin
yhteisiin aihealueisiin ei voida yhdessa pro gradu tutkielmassa
suunnitella omaa materiaalia. Taman kerhon ideaa on kuitenkin
mahdollista jatkaa naihin muihin aihealueisiin, ja luultavimmin
tullaankin jatkamaan. Pateva paattely, argumentointi ja todistaminen
on matematiikalle ja filosofialle selkein yhteinen aihealue. Yhteisten
aihealueiden kasittelyn lisaksi matematiikkaa ja filosofiaa voi olla
mielekasta yhdistdada myds tutkimalla matematiikkaa filosofisesta
nakokulmasta eli harrastamalla matematiikan filosofiaa, tai tuomalla
matematiikkaa ja matemaattisia menetelmia filosofian opetukseen.
Nama ovat aiheita mahdollisille seuraaville matematiikkaa ja

filosofiaa yhdistaville kerhoille.
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Liite 1: Kerhon vetajan materiaali

Matematiikkaa ja filosofiaa yhdistava kerho: Osa 1 -

Matemaattisen paattelyn alkeita, kerhon vetajan materiaali

Témaéa on kerhon vetéjélle tarkoitettu materiaali. Materiaalista 16ytyy
lyhyt katsaus kerhon pohjalla olevista logiikan alkeista ja kerholaisten
materiaalista [6ytyvét tehtavéat, niiden ratkaisut ja sivunumerot

alkuperéisisté teoksista.

Matematiikka ja filosofia ovat oppiaineita, joita oppilaat eivat usein
ajattele samanlaisina. Ne ovat kuitenkin ajatukseltaan ja
toimintaperiaatteiltaan hyvin samanlaisia, ja tama kerho pyrkii
valottamaan paitsi naiden oppiaineiden yhtenevaisyyksia, myods

niiden keskinaista vuorovaikutusta.

Kerho koostuu lyhyesta infopakkauksesta matematiikan ja filosofian
yhtenevaisyyksista, oppilaille suunnitelluista
todistamistehtavista/logiikkapulmista ja naiden ratkaisemiseen
auttavista ohjeista. Kerhon pulmat on otettu Raymond M. Smullyanin
kirjasta ‘What Is the Name of This Book?’ (2015) ja Bradley H.

Dowdenin kirjasta ‘Logical Reasoning’ (1993).

Lyhyt katsaus logiikan alkeisiin

Kerhon tehtavien tekemiseen tarvitaan jonkinlainen ymmarrys
logiikan tavallisimmista konnektiiveista. Tassa lyhyt katsaus naihin
konnektiiveihin muutamalla esimerkilla. Taman osan voi jattaa valista

jos kerholaisilla (ja kerhon vetajalla) on logiikan alkeet hallussa.

Logiikassa kuten matematiikassa ylipaansa on oleellista pateva
paattely, joka ottaa huomioon kaikki mahdollisuudet ja
erikoistapaukset. Logiikassa se usein tarkoittaa eri muuttujien

totuusarvojen tarkastelua eri arvoilla. Taman kerhon tarkoituksiin



2(9)

rittda osata tavallisimmat konnektiivit eli negaatio, konjunktio,

disjunktio, implikaatio ja ekvivalenssi.

Negaatio =

Olkoon A jokin totuusarvo. Negaatio —A saa aina vastakkaisen arvon

arvosta A. Negaatio voidaan rinnastaa suomen kielen sanaan ‘ei’.

Konjunktio A

Olkoot A ja B totuusarvoja joukosta {0,1}. Konjunktio AAB saa arvon
1 jos ja vain jos seka A etta B saa arvon 1. Konjunktio voidaan

rinnastaa suomen kielen sanaan ‘ja’.

Disjunktio V

Disjunktio AVB saa arvon 1 jos kumpikaan arvoista A tai B saa
arvon 1. Disjunktio AV B saa siis arvon 1 myds silloin, kun seka A
ettd B saavat arvon 1. Talléin voidaan puhua myos inklusiivisesta
disjunktiosta. Eksklusiiviseksi disjunktioksi kutsutaan disjunktiota
AV B, joka saa arvon 0 kun A ja B saavat arvon 1. Disjunktio voidaan

rinnastaa suomen kielen sanaan ‘tai’.

Implikaatio =

Implikaatio A = B saa arvon 0, kun A saa arvon 1 ja samanaikaisesti
B saa arvon 0. Implikaatiossa A = B etujasen A implikoi takajasenen
B, tai toisinsanoen B sisaltyy A:han. Esimerkiksi vaite “Janis on
nisakas” implikoi vaitteen “Janis on elain”, jos oletetaan, etta kaikki
nisakkaat ovat elaimia. Implikaatio voidaan rinnastaa suomen kielen

sanoihin ‘jos ... niin’,



Ekvivalenssi &

Ekvivalenssi A & B saa arvon 1 jos seka A ettd B saavat saman
arvon, eli joko molemmat saavat arvon 1 tai molemmat saavat arvon
0. Kaksi vaitetta ovat siis ekvivalentteja jos ne patevat aina taysin
samaan aikaan. Tama tarkoittaa my0s sita, etta ekvivalentit vaitteet
seuraavat toisistaan. Jos toinen ekvivalenteista vaitteista pitaa
paikkaansa, niin tiedetaan etta myos toinen pitaa paikkaansa.
Ekvivalenssi voidaan rinnastaa suomen kielen sanoihin ‘jos ja vain

)

jos’.

Alla on naiden vyksinkertaisimpien loogisten operaattoreiden
(kutsutaan mydskonnektiiveiksi) totuustaulu, joka I6ytyy myds

kerhossa suunnitellusta oppilaiden materiaalista (liite 2.):

A B —A AAB |AVB |A=B |A®B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Kuva 2. Totuusarvotaulukossa operaattorit = (ei), A (ja), V

(tai), = (jos, niin) ja < (jos, ja vain jos) alkioiden A ja B eri arvoilla.

Esimerkki 1:

Olkoot A, B ja C totuusarvoja. Maarita lauseen A = (B A C)

totuusarvot A:n, B:n ja C:n eri arvoilla.

Ratkaisu Tehdaan totuustaulu.




A |B |C |BAC |A=>BAC)
111 [1 |1 1
1 11 o |o 0
1 1o |1 |o 0
1 1o [0 |o 0
o [1 |1 |1 1
o [1 |o |o 1
o (o |1 |o 1
o (o |0 |o 1

Osassa seuraavista pulmista esiintyy niin sanottuja ritareja ja
kelmeja. Ritarit puhuvat aina totta ja kelmit valehtelevat aina. Naissa
tehtavissa tulee selvittaa loogisen paattelyn avulla ovatko tarinoiden
henkilot ritareita vai kelmia. Kaikissa seuraavista tehtavista voi olla
hyotya hahmotella tilannetta totuusarvotaulukkoon tai muuhun

vastaavaan kaavioon.

Esimerkki 2:

(Smullyan 2015, t. 29 sivulta 21) Henkild A sanoo, “Mina olen kelmi

tai B on ritari.” Mita ovat henkil6t A ja B?

Ratkaisu 1: Oletetaan, ettd A on ritari ja puhuu siis totta. Tallin
vaitteen “Mina olen kelmi tai B on ritari” tulee pitaa paikkaansa. Jotta
tai/konjunktio-muotoinen  vaite voi pitdd paikkaansa, tulee
jommankumman tai molempien sen osista pitda paikkaansa. Osa

“‘Mina olen kelmi” ei selvastikaan pida paikkaansa kun A on ritari. Siis
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vaitteen toisen osan tulee pitaa paikkaansa eli vaitteen B on ritari. On

siis mahdollista etta seka A etta B ovat ritareita.

Tarkistetaan vield onko myds mahdollista etta A on kelmi. Jos A on
kelmi, niin vaite “Mina olen kelmi tai B on ritari” ei voi pitaa
paikkaansa. Taman muotoinen vaite ei pida paikkaansa kun
kumpikaan vaitteista ei pida paikkaansa. Ensimmainen osa eli vaite
“‘Mina olen kelmi” pitaa kuitenkin paikkaansa kun A on kelmi. Tama
on ristiriita, joten ei ole mahdollista ettd A on kelmi. Siis A on ritari ja

siten myds B: on oltava ritari.

Ratkaisu 2: Tehdaan totuusarvotaulukko. Tarkoittakoon A lausetta “A
on ritari” ja B lausetta “B on ritari”. Lause “A on kelmi” voidaan siis
muotoilla vaitteen A negaationa. Talloin A:n esittama lause saa

muodon —A V B ja totuusarvotaulukko nayttda seuraavanlaiselta:

A B A A VB
1 1 0 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

Taulukossa kaksi ensimmaista rivia kuvastavat tilannetta, missa A on
ritari. Taulukon ensimmainen rivi on ratkaisu tehtavalle, silla siina A
on ritari ja puhuu totta (eli viimeisen sarakkeen eli A:n esittaman
vaittaman arvo on 1). Taulukon toisella rivilla A on ritari ja valehtelee,
joten kyseinen rivi ei ole ratkaisu. Taulukon kahdella viimeisella rivilla
A on kelmi, mutta puhuu totta. Nekaan eivat siis ole ratkaisuja
tehtdvaan. Ainut mahdollisuus on siis ettd A ja B ovat molemmat

ritareita.



Kerholaisille tarkoitetut tehtavat ratkaisuineen:

Tehtava 1:

(Smullyan 2015, t. 110 sivulta 103) Joku kysyy henkildlta A, "Oletko
ritari?”. Han vastaa, "Jos olen ritari, niin syon hattuni.” Todista etta

A:n pitaa syoda hattunsa.

Ratkaisu 1: Jos henkild A olisi kelmi, niin vaittaman (implikaation)
ensimmainen osa (premissi) olisi epatosi. Muistetaan kuitenkin, etta
implikaatio on tosi, silloin kun sen premissi on epatosi. Siis jos
henkild A olisi kelmi han ei valehtelisi. Tdma on kuitenkin ristiriita,
silla kelmien pitaa valehdella. A ei siis voi olla kelmi. Jos henkild A on
ritari, on hanen pakko puhua totta ja sy6da hattunsa. Siis henkild A

on ritari, ja siten hanen taytyy syéda hattunsa.

Ratkaisu 2: Tehdaan totuustaulu. Olkoon lause R lause “A on ritari”
ja lause H lause “A sy6 hattunsa.” Lause "Jos olen ritari, niin syon
hattuni” saa nyt muodon R = H ja totuustaulu nayttaa

seuraavanlaiselta:

R H R=H
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Taulukossa kaksi alimmaista rivia eivat ole mahdollisuuksia, silla
niissa A ei ole ritari (eli on kelmi) ja han ei valehtele. Toisella rivilla A

on ritari ja valehtelee, joten sekaan ei ole mahdollisuus. Ainoa
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mahdollinen rivi on ensimmainen rivi, jolla R ja H pitavat paikkansa

eli A on ritari ja syo hattunsa.

Tehtava 2:

(Smullyan 2015, t. 116 sivulta 104) Oletetaan, ettd seuraavat kaksi

vaittamaa pitavat paikkansa:
1) Rakastan Bettya tai rakastan Janea.
2) Jos rakastan Bettya, niin rakastan myds Janea.
Seuraako vaittamista valttamatta, etta rakastan Bettya? Enta Janea?

Ratkaisu 1: Jotta vaite 2 pitaa paikkaansa, tulee minun rakastaa joko
seka Bettya ettd Janea (tapaus t->t), tai en rakasta Bettya (tapaukset
e->t ja e->e). On siis mahdollista, ettd en rakasta Bettya, mutta silloin

vaittaman 1 mukaan minun on rakastettava Janea.

Ratkaisu 2: Oletetaan, rakastan Bettya. Talldin vaitteen 2 mukaan
rakastan myos Janea. Oletetaan sen sijaan etta rakastankin Janea.
Nyt vaite 2 pitdd paikkaansa rakastin Bettya tai en. On siis
mahdollista, ettd rakastan Bettya tai en, mutta Janea rakastan joka

tapauksessa.

Tehtava 3:

(Smullyan 2015 t. 120 sivulta 106) Oletetaan, etta olen joko ritari tai

kelmi, ja teen seuraavat vaittamat:

1) Rakastan Lindaa.

2) Jos rakastan Lindaa, niin rakastan myds Kathya.
Olenko ritari vai kelmi?

Ratkaisu: Jos olen ritari, niin rakastan Lindaa ja siten myos Kathya.

On siis mahdollista, ettad olen ritari. Sen sijaan jos olisin kelmi, niin
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molempien vaittamien pitaisi olla epatosia. Ainut tapa miten vaite 2
voi olla epatosi, on jos rakastan Lindaa, mutta en Kathya. Tama on
kuitenkin ristiriidassa vaitteen 1 kanssa, silla talldin olisin puhunut
vaitteella 1 totta vaikka olen kelmi. En siis voi olla kelmi, joten olen

ritari.

Ekvivalenssia (jos ja vain jos) valottavia tehtavia:

Tehtava 4:

(Smullyan 2015, t. 122 sivulta 107) Huhutaan etta saarella, jossa on
pelkkia ritareja ja kelmeja, on kultaa. Kysyt saaren asukkaalta, A:lta,
ettd onko saarella kultaa. Asukas vastaa: "Saarella on kultaa jos ja

vain jos olen ritari.”

Ongelmassa on kaksi puolta:
a) Voimmeko paatella onko A ritari vai kelmi?
b) Voimmeko paatella onko saarella kultaa?

Ratkaisu: Paatellaan ensin onko A ritari vai kelmi. Jos A on ritari,
pitaa vaite paikkaansa jos saarella on kultaa. Jos A on kelmi, ei vaite
saa pitaa paikkaansa. Tamakin on kuitenkin mahdollista jos saarella

on kultaa. Emme siis voi paatella, onko A ritari vai kelmi.

Tiedamme kuitenkin, etta saarella on kultaa seuraavan paattelyn
avulla: Jos A on ritari, niin vaittama pitaa paikkaansa.
Ekvivalenssi-muotoinen vaite pitaa paikkaansa silloin, kun molemmat
puolet ovat samaan aikaan joko tosia tai epatosia. Koska tiedamme
etta A:n ollessa ritari vaittaman oikea puoli pitaa paikkaansa, tulee
myOs vaitteen ensimmaisen puolen pitaa paikkaansa etta itse vaite
pitdd paikkaansa. Siis saarella on talldin kultaa. Jos A onkin kelmi,
tulee vaittaman olla epatosi. Jotta kyseinen ekvivalenssi-muotoinen

vaittama voi olla epatosi, tulee toisen vaittdman osista olla epatosi
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samalla kun toinen on tosi. Koska A:n ollessa kelmi vaittdman "olen
ritari”-puoli on epatotta, niin silloin toisen puolen eli "saarella on
kultaa” on pidettava paikkaansa. Siis oli A ritari tai kelmi, niin saarella

on kultaa.

Tehtava 5:

(Schwartz, 1980: s.4 esimerkki 12) Olkoot x ja y kokonaislukuja.
Oletetaan, etta x + y on pariton luku. Osoita, ettad x tai y on parillinen
luku. Voit kayttaa hyvaksesi sita tietoa, etta parillisten lukujen summa

on aina parillinen.

Ratkaisu: Ratkaistaan tehtava vastaoletuksen avulla. Oletetaan, etta
X ja y ovat molemmat parittomia lukuja (vastaoletus). Nyt x -1 jay -1
ovat parillisia lukuja. Tiedetaan, etta parillisten lukujen summa on
aina parillinen, siis (x - 1) + (y - 1) + 2 on parillinen. Mutta (x - 1) + (y -
1) + 2 = x + y. Tama on kuitenkin ristiriidassa oletuksemme, etta x +
y on pariton, kanssa. Siis vastaoletuksemme on vaarassa ja siten x:n

tai y:n taytyy olla parillinen.

Lisatehtava:

Todista tehtavassa 5 kaytettava vaite, etta parillisten lukujen summa

on aina parillinen.



Liite 2: Kerholaisten materiaali

Matematiikkaa ja filosofiaa yhdistava kerho: Osa 1 -

Matemaattisen paattelyn alkeita

Tama kerho on matematiikkaa ja filosofiaa yhdistava kerho, jonka
tarkoituksena on tuoda esille matematiikan ja filosofian
yhtenevaisyyksia ja valottaa niiden valista vuorovaikutusta. Kerhossa
kaydaan myds lapi erilaisia loogisia pulmia ja todistustehtavia, joille
kerholaisten on tarkoitus luoda mahdollisimman patevat todistukset.
Tehtavien yhteydessa kaydaan myos pohdiskelua todistusten

patevyydesta yksin tai pienryhmissa.

Matematiikan ja filosofian valinen vuorovaikutus

Matematiikka ja filosofia ovat molemmat niin sanottuja “meta-tason”
aloja, eli ne toimivat abstraktilla tasolla muiden alojen ylapuolella. Ne
ovat edelleen erdanlaisessa vuorovaikutuksessa keskenaan.
Filosofiassa kasitelladn muun muassa aksiomaattisia tieteenihanteita
ja varman tiedon kasitetta, kun matematiikka on aksiomaattinen
“tiede” ja pyrkii varmaan tietoon. Filosofiassa taas ihannoidaan
matematiikkaa juuri sen tarkkuuden ja jarjestelmallisyyden takia.

Filosofiassa onkin nahty useita yrityksia “matematisoida” ala.

Lyhyt katsaus matematiikan ja filosofian yhteiseen historiaan

Matematiikan ja filosofian yhteinen historia on alkanut jo viimeistaan
antiikin Kreikassa. Antiikin Kreikan ehka tunnetuinta filosofia
Aristotelesta voidaan pitda myos aksiomaattisen tieteenihanteen ja
muodollisen logiikan isana. Logiikka voidaan luokitella paitsi

filosofian, niin myds matematiikan osa-alueeksi. Aksiomaattisesta
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tieteesta ehka paras esimerkki on Euklidinen geometria, joka saattaa
olla Geometria-kursseilta MAB3 ja MAAS tuttu termi. Suuri osa muun
muassa antiikin Kreikan filosofeista oli myos matemaatikkoja ja
matemaatikot filosofeja. Filosofi, loogikko ja matemaatikko Gottlob
Frege (1848-1925) vaittikin ettd matematiikka on vain logiikan

osa-alue ja sita kautta osa filosofiaa.

Yksi filosofian, ja erityisesti tieto-opin, lempiaiheita on tiedon kasite ja
pateva paattely. Patevaa paattelyd on kasitelty filosofiassa aina
Aristoteleesta lahtien ja siitd onkin esimerkiksi kokonainen luku
nimeltd ‘Patevan paattelyn perusteet’ filosofian peruskurssin kirjassa
‘Argumentti 1°. Tama on kuitenkin myds pitkdn matematiikan kurssilla
MAA11 ‘Lukuteoria ja todistaminen’ (ja ylipaataan matematiikassa)
keskeinen aihe. Kyseisesta kurssista suurin osa omistetaan ainakin
‘Tekija'-kirjasarjan kurssikirjassa patevalle paattelylle muodossa tai

toisessa.

Matemaattisen todistamisen harjoituksia

Nailla tehtavilla on tarkoitus harjoitella matemaattista todistamista ja
patevaa paattelya. Tee seuraaville tehtaville todistus ja mieti, miksi
todistuksesi on/ei ole pateva ja milla eri tavoilla tehtavan voisi
mahdollisesti todistaa patevasti. Mieti myos, oletko kirjoittanut

ylos kaikki lopputulokseen paatymiseen tarvittavat oletukset.



3(5)

Tehtavissa saattaa olla hyotya alla olevasta loogisten kvanttoreiden

totuustaulukosta.

A B —A AAB |AVB |[A=>B |A®B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Kuva 1. Totuusarvotaulukossa operaattorit = (ei), A (ja), V

(tai), = (jos, niin) ja < (jos, ja vain jos) alkioiden A ja B eri arvoilla.

Tehtavissa 1-4 esiintyy niin sanottuja ritareja ja kelmeja. Ritarit

puhuvat aina totta ja kelmit valehtelevat aina.

Tehtava 1:

Joku kysyy henkildlta A, "Oletko ritari?”. Han vastaa, "Jos olen ritari,

niin syon hattuni.” Todista etta A:n pitda sydda hattunsa.

Tehtava 2:

Oletetaan, etta seuraavat kaksi vaittamaa pitavat paikkansa:
1) Rakastan Bettya tai rakastan Janea.
2) Jos rakastan Bettya, niin rakastan myds Janea.

Seuraako vaittamista valttamatta, etta rakastan Bettya? Enta Janea?




Tehtava 3:

Oletetaan, etta olen joko ritari tai kelmi, ja teen seuraavat vaittamat:
1) Rakastan Lindaa.
2) Jos rakastan Lindaa, niin rakastan myos Kathya.

Olenko ritari vai kelmi?

Ekvivalenssia (jos ja vain jos) valottavia tehtavia:

Tehtava 4:

Huhutaan ettd saarella, jossa on pelkkia ritareja ja kelmeja, on
kultaa. Kysyt saaren asukkaalta, A:lta, ettda onko saarella kultaa.

Asukas vastaa: "Saarella on kultaa jos ja vain jos olen ritari.”
Ongelmassa on kaksi puolta:
a) Voimmeko paatella onko A ritari vai kelmi?

b) Voimmeko paatella onko saarella kultaa?

Tehtava 5:

Olkoot x ja y kokonaislukuja. Oletetaan, etta x + y on pariton luku.
Osoita, ettd x tai y on parillinen luku. Voit kayttda hyvaksesi sita

tietoa, etta parillisten lukujen summa on aina parillinen.

Lisatehtava:

Todista tehtavassa 5 kaytettava vaite, etta parillisten lukujen summa

on aina parillinen.



Vinkkeja:

- Tarkastele mita eri mahdollisuuksia on olemassa, sulkien niita
pois yksitellen. Mieti mitka ovat muuttujia kussakin tehtavassa
ja mita arvoja ne voivat saada.

- Varmista ettei sinulta jaa kasittelemattd yhtaan yksittaista
tapausta, silla muuten todistuksesi ei ole loogisesti
pateva/aukoton.

- Piirra tarvittaessa kuva/taulukko eri mahdollisuuksista, siten
ettd siind on kaikki mahdolliset tapaukset. Siis esimerkiksi
ketka kaikki voivat olla ritareita tai kelmeja ja miksi tai miksi
eivat. Muista myos etta joissakin tehtavissa saattaa olla
muitakin muuttujia kuin itse henkil6t.

- Mieti mita tehtavassa tiedetaan jo entuudestaan ja mita siina
halutaan tietda. Yksinkertaisimmatkin alkuoletukset kannattaa
sisaistaa ja tarvittaessa kirjoittaa ylos.

- Muista perustella vastauksesi! Pelkka vastaus ei ole pateva

todistus!

Matematiikalle ja filosofialle oleellisia termeja

aksiooma = tieto tai maaritelma, jota kaytetddn uuden tiedon

johtamiseen
aksiomaattinen tiede = tiede, joka on rakennettu aksioomien paalle

euklidinen geometria = yleensa tasoa ja kolmiulotteista avaruutta
tutkiva aksiomaattinen matematiikan ala, joka perustuu kreikkalaisen

matemaatikon Eukleides Aleksandrialaisen viiteen aksioomaan
deduktio = paattely, jossa johtopaatds seuraa loogisesti premisseista
induktio = paattely, jossa yksittaisesta johdetaan yleinen

matemaattinen induktio = induktion erikoismuoto, jossa kaydaan

koko joukko lapi rekursion avulla paatyen varmaan tietoon



Liite 3: Tehtavien malliratkaisut

Tastda monisteesta |0ydat esimerkkivastaukset kerhon tehtaviin.
Tehtaviin on |0ydettavissa erilaisia vastauksia, ja tassa esitetyt
ovatkin ~ vain  esimerkkejd  suoraviivaisimmista  ratkaisuista.
Henkildiden tavat kirjoittaa matematiikkaa voivat vaihdella. Oleellista
onkin, etta lahtokohdat on ymmarretty oikein, paattely on aukotonta

ja paadytaan oikeaan lopputulokseen.

Tehtava 1:

Joku kysyy henkilolta A, "Oletko ritari?”. Han vastaa, "Jos olen ritari,

niin syon hattuni.” Todista etta A:n pitaa syoda hattunsa.

Ratkaisu 1: Jos henkild A olisi kelmi, niin vaittdman (implikaation)
ensimmainen osa (premissi) olisi epatosi. Muistetaan kuitenkin, etta
implikaatio on tosi, silloin kun sen premissi on epatosi. Siis jos
henkild A olisi kelmi han ei valehtelisi. Tama on kuitenkin ristiriita,
silla kelmien pitaa valehdella. A ei siis voi olla kelmi. Jos henkild A on
ritari, on hanen pakko puhua totta ja syoda hattunsa. Siis henkilo A

on ritari, ja siten hanen taytyy syoda hattunsa.

Ratkaisu 2: Tehdaan totuustaulu. Olkoon lause R lause “A on ritari”
ja lause H lause “A sy6 hattunsa.” Lause "Jos olen ritari, niin syon
hattuni” saa nyt muodon R = H ja totuustaulu nayttaa

seuraavanlaiselta:

R H R=H
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1




Taulukossa kaksi alimmaista rivia eivat ole mahdollisuuksia, silla
niissa A ei ole ritari (eli on kelmi) ja han ei valehtele. Toisella rivilla A
on ritari ja valehtelee, joten sekaan ei ole mahdollisuus. Ainoa
mahdollinen rivi on ensimmainen rivi, jolla R ja H pitavat paikkansa

eli A on ritari ja sy6 hattunsa.
Huomioita:

- Tehtavassa on oleellista ymmartaa, etta “jos, niin” vaite voi
olla epatosi vain jos vaitteen alku pitaa paikkaansa, mutta sen
seuraamus ei. Ainut tapa osoittaa, ettd jostakin ei seuraa
jotain toista, on osoittaa etta tasta syntyy ristiriita.

- Ratkaisussa osoitetaan, ettei voi pitaa paikkaansa, etta
henkild A on kelmi. Tarkoittaako tama valttamatta ettad A on

ritari? Jos tarkoittaa niin miksi?

Tehtava 2:
Oletetaan, etta seuraavat kaksi vaittamaa pitavat paikkansa:
1) Rakastan Bettya tai rakastan Janea.
2) Jos rakastan Bettya, niin rakastan myds Janea.
Seuraako vaittamista valttamatta, etta rakastan Bettya? Enta Janea?

Ratkaisu 1: Jotta vaite 2 pitda paikkaansa, tulee minun rakastaa joko
seka Bettya etta Janea (tapaus t->t), tai en rakasta Bettya (tapaukset
e->t ja e->e). On siis mahdollista, ettd en rakasta Bettya, mutta silloin

vaittaman 1 mukaan minun on rakastettava Janea.

Ratkaisu 2: Oletetaan, rakastan Bettya. Talloin vaitteen 2 mukaan
rakastan myos Janea. Oletetaan sen sijaan etta rakastankin Janea.
Nyt vaite 2 pitdd paikkaansa rakastin Bettya tai en. On siis
mahdollista, ettd rakastan Bettya tai en, mutta Janea rakastan joka

tapauksessa.



Huomioita:

Tallaisia kaksiosaisia vaitteita voi ajatella yhtaldoparina: otetaan
toisesta yhtalosta saatu tieto ja kaytetdan sitd toisessa
yhtalossa patevien arvojen saamiseksi. Ratkaisussa 1 otetaan
vaitteesta 2 saadut totuusarvot ja katsotaan mita vaite 1 sanoo
niista. Ratkaisussa 2 toimimme painvastoin.

Ratkaisussa kaydaan lapi kaikki implikaation
(totuusarvotaulukossa merkki “=") totuuteen johtavat
vaihtoehdot. Implikaatio on siis epatosi ainoastaan silloin kun

vaitetaan, etta todesta seuraa epatosi.

Tehtava 3:

Oletetaan, etta olen joko ritari tai kelmi, ja teen seuraavat vaittamat:

1) Rakastan Lindaa.

2) Jos rakastan Lindaa, niin rakastan myos Kathya.

Olenko ritari vai kelmi?

Ratkaisu: Jos olen ritari, niin rakastan Lindaa ja siten myos Kathya.

On siis mahdollista, etta olen ritari. Sen sijaan jos olisin kelmi, niin

molempien vaittamien pitaisi olla epatosia. Ainut tapa miten vaite 2

voi olla epatosi, on jos rakastan Lindaa, mutta en Kathya. Tama on

kuitenkin ristiriidassa vaitteen 1 kanssa, silla talldin olisin puhunut

vaitteelld 1 totta vaikka olen kelmi. En siis voi olla kelmi, joten olen

ritari.

Huomioita:

Tassa todistuksessa kaydaan lapi eri vastausvaihtoehdot
vuorotellen. Jos toisesta seuraa ristiriita, pitdd joko toinen
vaihtoehto paikkaansa, tai kyseessa olevat vaittamat ovat

ristiriita eli holynpolya joka ei pida ikina paikkaansa.



Ekvivalenssia (jos ja vain jos) valottavia tehtavia:

Tehtava 4:

Huhutaan ettd saarella, jossa on pelkkia ritareja ja kelmeja, on
kultaa. Kysyt saaren asukkaalta, A:lta, etta onko saarella kultaa.

Asukas vastaa: "Saarella on kultaa jos ja vain jos olen ritari.”
Ongelmassa on kaksi puolta:

a) Voimmeko paatella onko A ritari vai kelmi?

b) Voimmeko paatella onko saarella kultaa?

Ratkaisu: Paatellaan ensin onko A ritari vai kelmi. Jos A on ritari,
pitda vaite paikkaansa jos saarella on kultaa. Jos A on kelmi, ei vaite
saa pitaa paikkaansa. Tamakin on kuitenkin mahdollista jos saarella

on kultaa. Emme siis voi paatella, onko A ritari vai kelmi.

Tiedamme kuitenkin, etta saarella on kultaa seuraavan paattelyn
avulla: Jos A on ritari, niin vaittama pitad paikkaansa.
Ekvivalenssi-muotoinen vaite pitaa paikkaansa silloin, kun molemmat
puolet ovat samaan aikaan joko tosia tai epatosia. Koska tiedamme
ettd A:n ollessa ritari vaittdman oikea puoli pitda paikkaansa, tulee
myOs vaitteen ensimmaisen puolen pitaa paikkaansa etta itse vaite
pitdd paikkaansa. Siis saarella on talléin kultaa. Jos A onkin kelmi,
tulee vaittaman olla epatosi. Jotta kyseinen ekvivalenssi-muotoinen
vaittama voi olla epatosi, tulee toisen vaittdman osista olla epatosi
samalla kun toinen on tosi. Koska A:n ollessa kelmi vaittaman "olen
ritari”-puoli on epatotta, niin silloin toisen puolen eli "saarella on
kultaa” on pidettava paikkaansa. Siis oli A ritari tai kelmi, niin saarella

on kultaa.
Huomioita:

- Taman hahmottamiseen saattaa auttaa tarkastella

ekvivalenssin totuustaulua (ks johdanto).
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- Huomaa, ettd ratkaisun ensimmainen osa ei ole tyydyttava
todistus sille, ettd saarella on kultaa. On oleellista myos
mainita, etta ritarin esittama vaite on totta myos silloin kun
molemmat puolet “jos ja vain jos” -vaitteessa ovat epatosia.
Tama tapaus on hyvan maun mukaisesti myos kaytava lapi

vaikka se saattaakin vaikuttaa itsestaanselvalta.

Tehtava 5:

Olkoot x ja y kokonaislukuja. Oletetaan, etta x + y on pariton luku.
Osoita, ettd x tai y on parillinen luku. Voit kayttaa hyvaksesi sita

tietoa, etta parillisten lukujen summa on aina parillinen.

Ratkaisu: Ratkaistaan tehtdva vastaoletuksen avulla. Oletetaan, etta
X ja y ovat molemmat parittomia lukuja (vastaoletus). Nyt x-1jay -1
ovat parillisia lukuja. Tiedetaan, etta parillisten lukujen summa on
aina parillinen, siis (x - 1) + (y - 1) + 2 on parillinen. Mutta (x - 1) + (y -
1) + 2 = x + y. Tama on kuitenkin ristiriidassa oletuksemme, etta x +
y on pariton, kanssa. Siis vastaoletuksemme on vaarassa ja siten x:n

tai y:n taytyy olla parillinen.
Huomioita:

- Tassakin todistuksessa kaytamme samanlaista tekniikkaa kuin
aiemmissa tehtavissa, eli osoitamme ettd jokin pitaa
paikkaansa sulkemalla muita vaihtoehtoja pois. Tama on
yleisin ja yksinkertaisin todistustekniikka matematiikassa.

- Voit kokeilla myos todistaa, etta parittomien lukujen summa tai
erotus on parillinen, tai ettd parittoman ja parillisen luvun
summa tai erotus on pariton. Voit myds kokeilla samaan tyyliin

miten vastaavat tulot ja osamaarat menevat.



