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Введение. Классическая теория управления [1; 2] до 1940-х годов базировалась на детерми-
нированных стационарных моделях. В ней, как правило, рассматривались задачи качества 
управления с бесконечным горизонтом без учета прямых ограничений на управляющие воздей-
ствия и без количественных оценок их качества. Основная проблема теории управления состоит 
в синтезе обратных связей. В современной теории управления центральное место занимают  
задачи, определенные на конечном промежутке времени. Они содержат геометрические ограни-
чения на управляющие воздействия, на фазовые переменные и позволяют получать количе-
ственные оценки качества управления.

В основной массе опубликованных работ по теории управления используются детерминиро-
ванные модели объектов управления, хотя понятно, что в приложениях процессы протекают 
обычно в условиях неопределенности. Особенность задач классической теории управления со-
стоит в том, что при синтезе обратных связей удовлетворительные результаты можно получать, 
опираясь только на детерминированные модели (например, устойчивость при постоянно  
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действующих возмущениях) [3]. Использование детерминированных моделей при исследовании 
недетерминированных объектов менее эффективно, поскольку обратная связь, по ее определе-
нию, игнорирует доступную информацию о возмущениях. Это делает невозможным количе-
ственно оценивать качество переходных процессов относительно возмущений.

Цель настоящего сообщения – изложить некоторые методы управления с гарантией линей-
ными динамическими нестационарными объектами с множественной неопределенностью.

Размыкаемая связь. Пусть T = [t*, ..., t
*] – промежуток времени, Th = {t*, ..., t

* – h}, h = (t* – t*)/   
( – натуральное число) – период квантования времени; T(τ) = [τ, t*]; A(t) ∈ Rn×n, b(t), d(t) ∈ R, t ∈ T, –  
кусочно-непрерывные функции; H ∈ Rm×n – матрица со строками hi ∈ R, i ∈ I = [1, 2, ... , m]; x0,  

c *
*; , ;n mñ R g g R∈ ∈  { :| | , },u uU u R u l l= ∈ ≤ < ∞  { :| | , };w wW w R w l l= ∈ ≤ < ∞  ( ) ( ( ), ), ( ) ( ( ), );u u t t T w w t t T⋅ = ∈ ⋅ = ∈

( ) ( ( ), ), ( ) ( ( ), );u u t t T w w t t T⋅ = ∈ ⋅ = ∈  * *
*{ : },nX x R g Hx g= ∈ ≤ ≤  ( ) ( ) { ( ), }, ( ) ( ) { ( ), }.u U u t t T w W w t t T⋅ ∈ ⋅ = ∈ ⋅ ∈ ⋅ = ∈

В классе дискретных1 управляющих и возмущающих воздействий ( ), ( ), ,u t w t t T∈  рассмот-
рим задачу оптимального управления с гарантией

 
*

( )
( ) max min ; ( ) ( ) ( ) ,

w Wu U
c x t x A t x b t u d t w

∈ ⋅∈
′ → = + +  (1) 

 
*

* 0( ) , ( ) *; ( ) , ( ) , .x t x x t X u t U w t W t T= ∈ ∈ ∈ ∈  (2)

Здесь ( ) nx x t R= ∈  – состояние объекта управления в момент t, ( )u u t R= ∈  – значение управ-
ляющего воздействия, ( )w w t R= ∈  – значение возмущающего воздействия. 

О п р е д е л е н и е 1. Управляющее воздействие ( )u ⋅  называется доступным, если 
( ) , .u t U t T∈ ∈

О п р е д е л е н и е 2. Возмущающее воздействие ( )w ⋅  назовем возможным, если ( ) , .w t W t T∈ ∈
Каждой паре { ( ), ( )}u w⋅ ⋅  из доступного управляющего воздействия ( )u ⋅  и возможного возму-

щения ( )w ⋅  соответствует единственное терминальное состояние * *( ) ( , ( ), ( ))x t x t u w= ⋅ ⋅  объекта 
(1), которое вычисляется по формуле 

 

*

* *

*
* * * *

* 0( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) , .
t t

h
t t

x t F t t x F t s b s u s ds F t s d s w s ds s T= + + ∈∫ ∫  (3)

О п р е д е л е н и е 3. Множество терминальных состояний

 
* *( , ( )) { : ( , ( ), ( )), ( ) , )},nX t u x R x x t u w w t W t T⋅ = ∈ = ⋅ ⋅ ∈ ∈  

порожденное доступным управляющим воздействием ( )u ⋅  и всеми возможными возмущениями 
( ),w ⋅  называется распределением терминального состояния *( )x t  объекта (1), соответствую-

щее доступному управляющему воздействию ( ).u ⋅
О п р е д е л е н и е 4. Доступное управляющее воздействие ( )u ⋅  назовем (гарантирующей) 

программой, если для всех возможных возмущений ( ) ( )w W⋅ ∈ ⋅  имеет место включение 

 
*( , ( )) .X t u X ∗⋅ ⊂  (4)

Качество программы ( )u ⋅  оценим показателем 

 
*

( ) ( )
( ( )) min , ( , ( )).

w W
J u c x x X t u

⋅ ∈ ⋅
′⋅ = ∈ ⋅    (5) 

1 Функция f(t), t ∈ T, – дискретная (с периодом квантования h), если f(t) = f(τ), t ∈ [τ, τ + h], τ ∈ Th.
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Гарантирующую программу 0 ( )u ⋅  будем называть оптимальной, если

 
0

( )
( ( )) max ( ( )), ( ) ( )

u
J u J u u U

⋅
⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅   (6)

(гарантированное значение показателя качества (5)).
Оптимальная гарантирующая программа 0 ( )u ⋅  при любом возможном возмущении ( )w ⋅  

переводит в момент *t  объект на терминальное множество X * и обеспечивает максимум 
гарантированному значению показателя качества (6). 

Найдем соотношения, которые описывают гарантирующую программу (5). Согласно опреде-
лению, доступное управляющее воздействие ( ) ( )u U⋅ ∈ ⋅  является гарантирующей программой 
только тогда, когда для всех возможных возмущений ( ) ( )w W⋅ ∈ ⋅  выполнены неравенства

 
* *

* ( ) , .i i ig h x t g i I′≤ ≤ ∈    (7)

На доступном управляющем воздействии ( )u ⋅  ограничение (7) будет выполняться при всех 
( ) ( ),w W⋅ ∈ ⋅  если и только если 

 
* * *

*
( ) ( )( ) ( )

max ( ) , min ( ) , .i i i i
w Ww W

h x t g h x t g i I
⋅ ∈ ⋅⋅ ∈ ⋅

′ ′≤ ≥ ∈  

Применив формулу (3), получаем

 
* *

* *

* * * *
* 0

( ) ( )
( , ) ( , ) ( ) ( ) max ( , ) ( ) ( ) , , .

t t
i i i i h

w Wt t
h F t t x h F t s b s u s ds h F t s d s w s ds g s T i I

⋅ ∈ ⋅
′ ′ ′+ + ≤ ∈ ∈∫ ∫ , (8)

 

* *

* *

* * *
* 0 *

( ) ( )
( , ) ( , ) ( ) ( ) min ( , ) ( ) ( ) , , .

t t
i i i i h

w Wt t
h F t t x h F t s b s u s ds h F t s d s w s ds g s T i I

⋅ ∈ ⋅
′ ′ ′+ + ≥ ∈ ∈∫ ∫  (9)

Из (8), (9) следует, что 

 

* *

* *

* * *
*( , ) ( ) ( ) , , ( , ) ( ) ( ) , .

t t
i i i i

t t
h F t s b s u s ds g i I h F t s b s u s ds g i I′ ′≥ ∈ ≤ ∈∫ ∫ 

Здесь * * * *
* 0( , ) ,i i i ig g h F t t x′= - γ -  *

* * * * 0( , ) , ,i i i ig g h F t t x i I′= - γ - ∈  
*

*

*
*

( ) ( )
min ( , ) ( ) ( ) , ,

t
i i h

w W t
h F t s d s w s ds s T

⋅ ∈ ⋅
′γ = ∈∫  × 

*

*

*
*

( ) ( )
min ( , ) ( ) ( ) , ,

t
i i h

w W t
h F t s d s w s ds s T

⋅ ∈ ⋅
′γ = ∈∫

*

*

* *
( ) ( )
max ( , ) ( ) ( ) , , .

t
i i h

w W t
h F t s d s w s ds i I s T

⋅ ∈ ⋅
′γ = ∈ ∈∫  

Таким образом, доступное управляющее воздействие ( ) ( )u U⋅ ∈ ⋅  является гарантирующей 
программой тогда и только тогда, когда выполняются неравенства

  
*

*

* *
* ( , ) ( ) ( ) , .

t
i i i

t
g h F t s b s u s ds g i I≤ ≤ ∈∫ 

На доступном управляющем воздействии ( ) ( )u U⋅ ∈ ⋅  вычислим значения показателя качества 
(5) и гарантированное значение показателя качества (6)
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* *

* *
* *

* *

* * *
* 0

( ) ( )

0 * * *
* 0

( ) ( )( )

( ( )) ( , ) ( , ) ( ) ( ) min ( , ) ( ) ( ) , , ;

( ( )) ( , ) max ( , ) ( ) ( ) min ( , ) ( ) ( ) , , .

t t
h

w Wt t

t t
h

w Wu U t t

J u c F t t x c F t s b s u s ds c F t s d s w s ds s T i I

J u c F t t x c F t s b s u s ds c F t s d s w s ds s T i I

⋅ ∈ ⋅

⋅ ∈ ⋅⋅ ∈

′ ′ ′⋅ = + + ∈ ∈

′ ′ ′⋅ = + + ∈ ∈

∫ ∫

∫ ∫

Таким образом, построение оптимальной гарантирующей программы 0 ( ) ( )u U⋅ ∈ ⋅  задачи (1), 
(2) сводится к решению трех задач: 

 

* *

* *
*

*
*

*

* *
( ) ( ) ( ) ( )

*

* *
*

( , ) ( ) ( ) min , ( , ) ( ) ( ) max , ( ) ( ), , ,

( , ) ( ) ( ) max, ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ) , , .

t t
i i h

w W w Wt t

t

t

t
i i i h

t

h F t s d s w s ds h F t s d s w s ds w W s T i I

c F t s b s u s ds u U

g h F t s b s u s ds g s T i I

⋅ ∈ ⋅ ⋅ ∈ ⋅
′ ′→ → ⋅ ∈ ⋅ ∈ ∈

′ → ⋅ ∈ ⋅

′≤ ≤ ∈ ∈

∫ ∫

∫

∫ 

В частном случае, когда ограничения на управляющие и возмущающие воздействия ( ), ( )u w⋅ ⋅  

имеют вид ( ) , ( ) , ,u w hu t l w t l t T≤ ≤ ∈  получаем

  

* *

* *

* *
*

( ) ( )
min ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , , ,

t t
i i w i h

w W t t
h F t s d s w s ds l h F t s d s ds s T i I

⋅ ∈ ⋅
′γ = = - ∈ ∈∫ ∫

 

  
* *

* *

* * *
( ) ( )
max ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , , .

t t
i i w i h

w W t t
h F t s d s w s ds l h F t s d s ds s T i I

⋅ ∈ ⋅
′γ = = ∈ ∈∫ ∫   

Для построения оптимальной гарантирующей программы получаем задачи

 

* *

* *
*

*
* *

* *

* *

*

* * *
* * 0

*

( , ) ( ) ( ) min, ( , ) ( ) ( ) max, | ( ) | , , ,

( , ) ( ) ( ) max| ( ) | , , ,

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

t t
i i w h

t t

t
i u h

t

t t
i w i i i

t t

i

h F t s d s w s ds h F t s d s w s ds w s l s T i I

c h F t s b s u s ds u t l s T i I

g l h F t s d s ds h F t t x h F t s b s u s ds

g

′ ′→ → ≤ ∈ ∈

′ ′ → ≤ ∈ ∈

′′ ′+ - ≤ ≤

∫ ∫

∫

∫ ∫

*

*

* *
* 0( , ) ( ) ( , ) , , .

t
w i i h

t
l h F t s d s ds h F t t x s T i I′ ′- - ∈ ∈∫

  (10)

Методы решения задачи (1), (2) и задачи (10) приведены в [4; 5].
Для введения понятия позиционного решения 0 ( | , ), ( , ), , ,nu t z z T z Rτ τ τ∈ ∈  задач (1), (2) рас-

смотрим семейство задач

 

*

* *

' ( ) max; ( ) ( ) ( ) ; ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) , ( ),

c x t x A t x b t u d t w x z

x t X u t U w t W t T

→ = + + τ =

∈ ∈ ∈ ∈ τ



 (11)
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зависящее от n-вектора z ∈ Rn и скаляра .Tτ∈  Пару ( , )zτ  назовем позицией. Пусть 
0 ( | , ), ( ),u t z Tτ τ∈ τ  – оптимальная гарантирующая программа для позиции ( , ), ,hz Tτ τ∈  

, ,nz R X τ∈  – множество всех состояний, для которых существуют гарантирующие программы 
задачи (11). 

Пусть 0 ( | , ), ( ),u t z t Tτ ∈ τ  – оптимальная гарантирующая программа задачи (10) для позиции 

( , ); , , ,n
hz T z R X ττ τ∈ ∈  – множество всех состояний z ∈ Rn, для которых существуют гаранти-

рующие программы задачи (11). 
О п р е д е л е н и е 5. Функция 

 
0 0( , ) ( | , ), , ,u z u z z X Tττ = τ τ ∈ τ∈   (12)

называется оптимальной гарантирующей программой для позиции ( , ).zτ  
О п р е д е л е н и е 6. Функцию (12), определенную на всех возможных позициях 

( , ), , ,z z X Tττ ∈ τ∈  назовем оптимальной гарантирующей размыкаемой связью (позиционным 
решением задачи (1), (2)), а ее построение – синтезом оптимальной системы управления (1)  
в классе размыкаемых связей.

Запишем соотношения для текущей гарантирующей программы задач (1), (2):

 

* *

*

*

* *

*

* *
*

( , ) ( ) ( ) min, ( , ) ( ) ( ) max, ( ) ( ), ( ), ,

( , ) ( ) ( ) max, ( ) ( ), ( ), ,

( , ) ( ) ( ) , ( ), ,

t t
i i

t
i

t
i

h F t s d s w s ds h F t s d s w s ds w W s T i I

c h F t s b s u s ds u U s T i I

g h F t s b s u s ds g s T i I

τ τ

τ

τ

′ ′→ → ⋅ ∈ ⋅ ∈ τ ∈

′ ′ → ⋅ ∈ ⋅ ∈ τ ∈

′≤ ≤ ∈ τ ∈

∫ ∫

∫

∫ 

 

где * * * *( ) ( , ) ,i i i ig g h F t z′= - γ τ - τ  *
* * * ( ) ( , ) , , ( ), ;i i i ig g h F t z i I T z X τ′= - γ τ - τ ∈ τ∈ τ ∈

 

*
*

*
( ) ( )

( ) min ( , ) ( ) ( ) ,
t

i i
w W

h F t s d s w s ds
⋅ ∈ ⋅ τ

γ τ = ∫  
*

* *
( ) ( )

( ) max ( , ) ( ) ( ) .
t

i i
w W

h F t s d s w s ds
⋅ ∈ ⋅ τ

′γ τ = ∫  (13)

Вычисление текущего значения позиционного решения 0 ( | , ), ,u t z t Tτ ∈  задачи (1), (2) для 
позиции ( , )zτ  сводится к процедуре коррекции программных решений [5–7].

Замыкаемая связь. Дополним формулировку задачи (1) следующим условием.
Пусть 1t  – такой момент времени, *

* 1 ,t t t< <  что состояние 1( )x t  объекта (1), порожденное 
доступным управляющим воздействием ( ) ,u t U∈  ,t T∈  можно точно измерить при любой 
реализации возможного возмущения ( ) ( ).w W⋅ ∈ ⋅  Назовем 1t  моментом замыкания. Сравним 
состояние 1( )x t  объекта с состоянием 1( )z t  математической модели 

 
* 0

* *

' ( ) max, ( ) ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , .

c z t z A t z b t u z t x

u t U z t X t T

→ = + =

∈ ∈ ∈



  (14)

Имеем 
1

*
1 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .

t

t
x t z t F t s d s w s ds- = ∫  
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У т в е р ж д е н и е 1. Для того чтобы состояния объекта (1) и математической модели (14) 
совпадали ( 1 1( ) ( )x t z t= ) в момент 1,t  необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

 

1

*
1( , ) ( ) ( ) 0, ( ) ( ), .

t

h
t

F t s d s w s ds w W s T= ⋅ ∈ ⋅ ∈∫   (15)

Равенство (15) трактуем как дополнительное ограничение на множество возможных возму-
щений ( ),w ⋅  соответствующее новой информации. Поэтому при вычислении экстремальных воз-
можных возмущений (13) задачи (1), (2) к исходным ограничениям добавим условие (15). 

У т в е р ж д е н и е 2. Гарантирующая программа задачи (1), (2) с одним моментом замыкания 
1t  сводится к решению следующих задач:

задач с неизвестными возмущающими воздействиями ( )w ⋅ : 

 
* *

* *
*

*

* *
( ) ( ) ( ) ( )

1

( , ) ( ) ( ) min , ( , ) ( ) ( ) max ,

( ) ( ), ( , ) ( ) ( ) 0;

t t
i i

w W w Wt t

t

t

h F t s d s w s ds h F t s d s w s ds

w W F t s d s w s ds

⋅ ∈ ⋅ ⋅ ∈ ⋅
′ ′→ →

⋅ ∈ ⋅ =

∫ ∫

∫

 i ∈ I, (16)

задачи с неизвестными доступными управляющими воздействиями:

 

*

*
*

*

*
( ) ( )

* *
*

( , ) ( ) ( ) max ,

( ) ( ), ( , ) ( ) ( ) , .

t
i

u Ut

t
i i i

t

c h F t s b s u s ds

u U g h F t s b s u s ds g i I

⋅ ∈ ⋅
′ ′ →

′⋅ ∈ ⋅ ≤ ≤ ∈

∫

∫ 

При позиционном решении задачи (1), (2) каждое текущее значение управляющего воздей-
ствия получается из значения предыдущей гарантирующей программы и находится двой-
ственным методом линейного программирования с помощью процедуры коррекции оптимальной 
опоры [5–7].

Поскольку ограничения задач (16) получаются путем добавления к ограничениям (2) условия 
(15), оптимальное значение показателя качества 0( ( ))J u ⋅  удовлетворяет неравенству 

0 0
1( ( )) ( ( )),J u J u⋅ ≤ ⋅  где 1( ( ))J u ⋅  соответствует показателю качества объекта с ограничениями (2) 

и (15).
Множество возможных возмущений ( )W ⋅  в случае однократного замыкания сужается до мно-

жества
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*
1( ) ( ) ( ) : ( , ) ( ) ( ) 0 .

t

t
W W w F t s d s w s ds

  ⋅ ∩ ⋅ = ⋅ = 
  

∫

По аналогичной схеме исследуется задача гарантирующего управления с использованием 
многократных замыканий *

3 * 1 2{ , 1, }, .j h pT t T j p t t t t t= ∈ = < < < < <

Заключение. В сообщении предлагается метод построения в реальном времени гарантирую-
щих управляющих воздействий для линейной динамической системы в условиях постоянно дей-
ствующих ограниченных возмущающих воздействий. Метод основан на использовании дис-
кретных управляющих воздействий, редукции недетерминированной задачи к задаче линейного 
программирования и процедуре коррекции текущих значений гарантирующих управляющих 
воздействий.

i ∈ I,
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