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Аннотация. Сообщение ставит своей целью классификацию слабо разветвлённых ветвящихся алгебр с делени-
ем, обладающих унитарными инволюциями, над гензелевыми дискретно нормированными полями в терминах их 
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Введение. В [1] была рассмотрена проблема описания внутреннего строения конечномерных 
простых центральных ветвящихся алгебр с унитарными инволюциями гензелевых относитель-
но дискретного нормирования. 

Пусть k – поле, K / k – его квадратичное сепарабельное расширение и (D1, t1), (D2, t2) – две 
центральные K-алгебры с унитарными K / k-инволюциями t1 и t2 соответственно. Напомним сле-
дующее определение.

О п р е д е л е н и е 1. Алгебры (D1, t1) и (D2, t2) называются изоморфными как алгебры с инво-
люциями (инволютивные алгебры), если существует k-изоморфизм F: D1 → D2 такой, что 
t1 ○ F = F ○ t2. Инволютивные алгебры D1 и D2, центральные над K, называются изоморфными 
над K, если вышеупомянутый изоморфизм F является K-изоморфизмом. 

Цель настоящего сообщения – получить классификацию таких инволютивных алгебр с точ-
ностью до K-изоморфизма в терминах их алгебр вычетов.
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Для точного изложения классификационных результатов нам потребуются следующие обо-
значения и определения.

О п р е д е л е н и е  2. Унитарной инволюцией центральной K-алгебры D называется её анти-
автоморфизм t второго порядка с нетривиальным ограничением на K. Для поля k инвариантов t 
поля K, K / k – квадратичное расширение Галуа. В этом случае t называется K / k-инволюцией.

О п р е д е л е н и е  3. Нормирование поля называется дискретным, если его упорядоченная 
группа значений изоморфна подгруппе аддитивной группы целых чисел (с естественным поряд-
ком). 

Пусть K – поле с гензелевым дискретным нормированием (char K ≠ 2), D – центральная 
K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией. 

Ниже через Z(A) будем обозначать центр кольца A.
В случае гензелевого поля k его нормирование vk однозначно продолжается до нормирований 

vK поля K и vD = v алгебры D.
Для нормирования v обычно определяются:
кольцо нормирования VD = {d Î D* | v(d) ≥ 0} 4 {0};
идеал нормирования MD = {d Î D* | v(d) > 0} 4 {0} (единственный двусторонний максималь-{0} (единственный двусторонний максималь-

ный идеал кольца VD);
группа v-единиц UD = VD – MD = VD* и её подгруппа 1 + MD = {1 + m | m Î MD};
алгебра вычетов D  = VD / MD нормирования v и группа значений ГD = v(D*).
Более общо, для произвольного подмножества S _ VD через S  будем обозначать совокуп-

ность образов элементов из S при каноническом гомоморфизме (гомоморфизме редукции, гомо-
морфизме перехода к вычетам) из VD в .D

Так как VD
t = VD и MD

t = MD, то вместе с инволюцией t определена её редукция : ,D Dt →  для 
произвольного d Î VD : (d + MD)t = dt + MD.

О п р е д е л е н и е 4. Внутренний автоморфизм центральной K-алгебры D, который перево-K-алгебры D, который перево--алгебры D, который перево-D, который перево-, который перево-
дит элемент d Î D в xdx–1, будем обозначать через ix.

Для решения проблемы классификации весьма полезным является понятие остова для гензе-
левой дискретно нормированной алгебры с делением.

Следующее утверждение хорошо известно.
П р е д л о ж е н и е 1. В каждой слабо разветвлённой центральной ветвящейся K-алгебре D  

с делением существует внутренний автоморфизм j = iP такой, что ограничение j  на Z( D )  
является образующей циклической группы Галуа Gal(Z( D )/ K ) порядка e, и Pe = pKu, где pK Î K 
является образующей идеала нормирования MK и u Î UD.

Зафиксируем до конца сообщения произвольную образующую pK идеала нормирования MK. 
Таким образом, со всякой такой алгеброй D можно связать упорядоченный набор ( ,D  ,j  u ),  
который называется остовом этой алгебры. 

Более общо, остовом, связанным с K -алгеброй ,D  назовём упорядоченную тройку ( ,D   ,j  
u ), где j  – K -автоморфизм алгебры ,D  ограничение которого на Z( D ) является образующей 
группы Галуа Gal(Z( D ) / K ) порядка e, и ненулевого элемента ,u  такого, что 



.
e

uij =
П р е д л о ж е н и е 2. Всякий остов ( ,D   ,j  u ) является остовом для подходящей дискретно 

нормированной гензелевой слабо разветвлённой алгебры D.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть I – неразветвлённая над K алгебра с алгеброй вычетов .D  Тогда 

автоморфизм j  в силу теоремы 1 из [2] поднимается до автоморфизма j алгебры I. Далее обо-
значим через u подъём элемента u  в алгебре I. Рассмотрим кольцо I[x, j] некоммутативных мно-
гочленов от x над I относительно автоморфизма j. Заметим, что (xe – pKu) – максимальный дву-
сторонний идеал в кольце I[x, j]. Тогда I[x, j] / (xe – pKu) является алгеброй с делением D, причём 
I[x, j] / (xe – pKu) = I + Ix + Ix2 +...+ Ixe–1 и ix|I = j. Прямая проверка показывает, что упорядоченная 
тройка ( ,D   ,j  u ) является остовом алгебры D.

Более точно в [1] была установлена справедливость следующего утверждения.
П р е д л о ж е н и е 3. В каждой слабо разветвлённой дискретно нормированной центральной 

ветвящейся K-алгебре D с делением, обладающей унитарной K / k-инволюцией t, существуют 
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t-инвариантная алгебра инерции I и специальная t-инвариантная образующая P такие, что ав-
томорфизм j = iP при ограничении на Z = Z(I) индуцирует образующую циклической группы 
Галуа Gal(Z / K) порядка e и Pe = pKu, где pK Î K является образующей идеала нормирования MK 
и u Î UI. 

Для инволютивных алгебр понятие остова определяется следующим образом.
О п р е д е л е н и е 5. Упорядоченный набор ( ,D   ,j  ,u  t ), состоящий из K -алгебры ,D   

её K -автоморфизма  ,j  ограничение которого на Z( D ) является образующей группы Галуа 
Gal(Z( D ) / K ), ненулевого элемента u  и инволюции t  алгебры ,D  будем называть инволютив-
ным остовом дискретно нормированной гензелевой слабо разветвлённой инволютивной алгебры D  

с делением, если выполняются следующие соотношения:  ,D D=    � ,j j  


,
e

uij =   ,u u=  ,u u
j
=  

 = t t  и  

1.Ku u
t t-= p


П р е д л о ж е н и е 4. Всякий инволютивный остов ( ,D   ,j  ,u  t ) является остовом для под-
ходящей дискретно нормированной гензелевой слабо разветвлённой инволютивной алгебры D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Приведём способ построения алгебры D с заданным остовом ( ,D   ,j  
,u  t ). Ввиду замечания 3.4 из [3] существует неразветвлённая K-алгебра I такая, что .I D=   
В силу теорем 1 и 2 из [2] существуют автоморфизм j и инволюция t алгебры I такие, что  � ,j j  

,t = t  если char K  ≠ 2. Однако, как установил первый из авторов, такая инволюция t существует 
и в случае char K  = 2 при условии, что расширение K / k слабо разветвлено. Пусть далее u – 
подъём элемента u  в алгебре I. Рассмотрим кольцо I[x, j] некоммутативных многочленов от 
x над I относительно автоморфизма j. Инволюцию t продолжим на алгебру I[x, j], положив 
xt = x. Заметим, что (xe – pKu) – максимальный двусторонний идеал в кольце I[x, j]. Кроме того, 
многочлен xe – pKu t-инвариантен, и потому t-инвариантным является и идеал (xe – pKu). Тогда 
D = I[x, j] / (xe – pKu) является инволютивной алгеброй с делением, причём D = I + Ix + Ix2 +...+  
Ixe–1 и ix = j. Таким образом, алгебра D с инволюцией t обладает иволютивным остовом ( ,D   ,j  
,u  t ).

З а м е ч а н и е. Для неразветвлённой алгебры D / K остов можно выбрать в виде ( ,D  ,Did  1).
Отметим также справедливость следующего утверждения.
П р е д л о ж е н и е 5. Пусть ( ,D   ,j  u ) и ( ,E  ,ψ  v ) – два остова. Тогда эти остовы порож-

дают K-изоморфные алгебры в том и только том случае, когда выполнены следующие условия 
 ,KD E≅   



,giψ = j  
 ,v Gu=  где   







1

.
e

G g g g
-

j j
=   

Ниже нам потребуется следующее определение одного класса расширений Галуа.
О п р е д е л е н и е  6. Расширение полей L / k называется диэдральным степени n, если его 

группа Галуа представима в виде полупрямого произведения циклической группы <h> порядка n  
и группы <t> второго порядка со следующим определяющим соотношением: 
	 tht = h–1.

Предыдущее предложение позволяет установить справедливость следующего утверждения.
Т е о р е м а 1. Пусть K – гензелево дискретно нормированное поле, D1 и D2 – две слабо раз-

ветвлённые центральные ветвящиеся K-алгебры с делением. Тогда 1 2KD D≅  в том и только 
том случае, когда существует K -изоморфизм Ф: 1 2D D→  такой, что остовы ( 1Ф( ,)D  

1
1Ф Ф,- j   1Ф( )u ), ( 2 ,D  2 ,j  2u ) порождают K-изоморфные алгебры.

Далее выясним при каких условиях для алгебр вычетов две слабо разветвлённые централь-
ные ветвящиеся K-алгебры с делением, обладающие унитарными K / k-инволюциями, изоморф-
ны как алгебры с инволюциями. 

Т е о р е м а 2. Пусть K – гензелево дискретно нормированное поле и расширение K / k явля- 
ется слабо разветвлённым, D1 и D2 – две слабо разветвлённые центральные ветвящиеся 
K-алгебры с делением, обладающие унитарными K / k-инволюциями t1 и t2 соответственно. 
Тогда инволютивная алгебра (D1, t1) K-изоморфна инволютивной алгебре (D2, t2) в том и только 
том случае, когда существует K -изоморфизм Ф: 1 2D D→  такой, что два остова ( 1Ф( ,)D  
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1
1Ф Ф,- j   1Ф( ,)u  1

1Ф Ф- t  ), ( 2 ,D  2 ,j  2 ,u  2t ) порождают K-изоморфные алгебры, причём 
1D  и 2D  K -изоморфны как алгебры с унитарными инволюциями 1t  и 2.t

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть алгебра (D1, t1) K-изоморфна алгебре (D2, t2), что влечёт K -изо-
морфность алгебр ( 1,D 1t ) и ( 2 ,D  2t ). Следовательно, существует K -изоморфизм Ф: 1 2D D→  
такой, что 1 2Ф( ) ,D D=  1 2

1Ф Ф- j j=   и 1 2Ф( ) .u u=
Обратно, пусть 1D  и 2D  K -изоморфны как алгебры с инволюциями 1t  и 2.t  Обозначим 

этот изоморфизм через Ψ  и положим 
1

1 .
-

= Ψ Ψm t   Заметим, что 2 sim = t  и в силу изоморф-
ности алгебр ( 1,D 1t ) и ( 2 ,D  2t ) можно считать, что 2 .s g g

t
=  Обозначим через b прообраз эле-

мента g  в алгебре D2. Нетрудно видеть, что редукция элемента 21b sb- -t  равна 1, следовательно, 
21 1 ,bb s m-t- = +  где 

2
.Dm M∈  Нетрудно видеть, что 1 + m t2-инвариантен. Тогда элемент 1 + m 

является нормой некоторого элемента 
2

1 1 ,Dp M+ ∈ +  т. е. 2( )(1 ) ,1 1m p p t++ = +  в силу слабой 
разветвлённости расширения K(1 + m) / k(1 + m). Следовательно, элемент 21( )( (1 ))bs b p p t+= +  
t2-инвариантен и (1 )b pi +Ψ   является K-изоморфизмом инволютивных K-алгебр (D1, t1) и (D2, t2), 
что завершает доказательство теоремы.

Для специальных полей k  теорема 2 позволяет получить явное описание классов эквива-
лентности таких алгебр.

Т е о р е м а 3. Пусть k  – поле алгебраических чисел или поле когомологической размерности, 
не превосходящей 2. Тогда алгебры (D1, t1) и (D2, t2) нечётных индексов K-изоморфны как алге-
бры с инволюциями в том и только том случае, если D1 и D2 – K-изоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложений 2.5 и 4.1 из [4] можно считать, что любой  
2t -инвариантный элемент алгебры 2D  имеет следующий вид:

 
2s g g
t

=

для подходящего элемента g  из 2.D  Тогда, применив предыдущую теорему, заключаем, что 
алгебры D1 и D2 K-изоморфны как алгебры с инволюциями.

Заключение. В сообщении получена классификация слабо разветвлённых ветвящихся алгебр 
с делением, обладающих унитарными инволюциями t, над гензелевыми дискретно нормирован-
ными полями в терминах их алгебр вычетов и специальных образующих с точностью до 
K-изоморфизма.
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