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КВАЗИКРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАДИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ТВЕРДЫХ ДИСКОВ НА ПЛОСКОСТИ

(Представлено членом-корреспондентом Л. М. Томильчиком)

В рамках квазикристаллической модели предложен новый метод описания радиальной функции распределения 
твердых дисков на плоскости. Радиальная функция распределения моделируется размазыванием квадратной решет-
ки и образованием дефектов типа вакансий. Наилучшие совпадения с радиальной функцией распределения, полу-
ченной решением интегрального уравнения Перкуса–Йевика, достигается в результате использования суперпози-
ции квадратной и гексагональной решеток. Примесь гексагональной решетки существенна на малых расстояниях. 
Найдены зависимости постоянной решетки, ширины размывания, примеси гексагональной решетки от параметра 
заполнения. Предполагается, что данный метод будет работать и области более высоких плотностей, где он может 
быть использован для описания перехода из жидкой фазы в гексатическую и затем в кристаллическую. 
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QUASI-CRYSTAL MODEL OF THE RADIAL DISTRIBUTION FUNCTION  
FOR HARD DISKS IN THE PLANE

(Communicated by Corresponding Member L. M. Tomilchik)

The quasi-crystal model of the radial distribution function for hard disks in the plane is suggested. It is shown that the 
coincidence with the distribution function, obtained by solving Percus–Yevick’s equation, is found by smoothing a square 
lattice and injecting vacancy-type defects into it. A better approximation is reached when the lattice is a result of a mixture of 
smoothened square and hexagonal lattices. Impurity of a hexagonal lattice is considerable at short distances. Dependences of 
lattice constants, smoothing widths and impurity on the filling parameter are found. In conclusion, it is stated that a basis of 
such a chaotic system apparently as a gas of hard disks in the plane at rather small filling parameters is a square lattice with 
some impurity of the hexagonal lattice at small distances. It is of importance to carry out investigations in a range of higher 
concentration and to compare with the modeling by the Monte-Carlo method.

Keywords: radial distribution function, wavelet, hard disks in a plane, quasicrystal model of liquid.

Введение. Система твердых дисков на плоскости, с одной стороны, привлекает математиков  
и физиков своей простотой, с другой – на примере этой системы можно исследовать важнейшие 
математические и физические закономерности, такие как переход от порядка к беспорядку, 
от жидкости к кристаллу [1–7]. Наиболее удивительным для данной системы оказывается то, что 
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фазовый переход из жидкой фазы в кристаллическую осуществляется через гексатическую фазу 
[5; 7]. Однако возникает вопрос, в каких терминах можно описывать указанные фазовые перехо- каких терминах можно описывать указанные фазовые перехо-каких терминах можно описывать указанные фазовые перехо-
ды? Одним из методов может являться исследование зависимости от плотности параметров, 
описывающих бинарную радиальную функцию распределения. Бинарная функция распределе-
ния характеризует вероятность нахождения частицы в окрестности одной изначально выбран-
ной частицы и определяет такие важнейшие характеристики системы твердых частиц, как сжи-
маемость и уравнение состояния [8; 9]. Предельным случаем функции распределения твердых 
дисков при увеличении концентрации является гексагональная решетка, т. е. двумерный кри-
сталл. Естественно считать, что при концентрациях, близких к максимальной, двухчастичную 
функцию распределения можно описать размыванием гексагональной решетки, что представля-
ет собой так называемую квазикристаллическую модель (см. [10; 11] и приведенные там ссылки). 
При не слишком больших концентрациях частиц достаточно хорошо работают методы инте-
гральных уравнений [9], основанные на расцеплении цепочки Боголюбова, в частности, инте-
гральное уравнение Перкуса–Йевика [2; 9]. Возникает вопрос, может ли бинарная функция рас-
пределения быть описана в рамках квазикристаллической модели не только в непосредственной 
близости к кристаллу, но и при средних концентрациях, в той области, где работает приближе-
ние Перкуса–Йевика? В данной работе предлагается квазикристаллическая модель твердых дис-
ков на плоскости, которая удовлетворительно согласуется с расчетами по уравнению Перкуса–
Йевика. 

Квазикристаллическая модель. Двухчастичная функция распределения ( )g r  позволяет 
описать среднее число частиц 2( )N g d∆ = r r  в окрестности одной произвольно выбранной части-
цы, которая считается находящейся в начале координат. Функция распределения равна нулю при 

2 ,Rr <  где R – радиус диска, поскольку частицы считаются непроницаемыми. На большом рас- большом рас-большом рас-
стоянии от выбранной частицы функция 0( ) ,g n=r  где 0n  – средняя поверхностная плотность 
дисков. В предельном случае максимально плотной упаковки заполненная дисками плоскость 
представляет собой идеальный двумерный кристалл, так что 

  (2)( ) ( )i
i

g = δ − ,∑ r r r   (1)

где (2) ( )δ r  представляет собой двумерную дельта-функцию Дирака; ir  – радиус-векторы частиц 
в идеальной решетке. Суммирование в (1) ведется по всем частицам, кроме одной, находящейся 
в начале координат. Поскольку на одну ячейку кристалла приходится по одной частице, средняя 

плотность частиц в идеальном кристалле легко вычисляется: 
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  где S – пло-

щадь элементарной ячейки; a – постоянная решетки (диаметр вписанной в ячейку элементарной 
окружности, рис. 1); M – число сторон элементарной ячейки.

Рис. 1. Двумерные решетки: гексагональная (а), квадратная (b), треугольная (c)
Fig. 1. Two-dimensional lattices: hexagonal (а), square (b), triangular (c)
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Корреляционная функция записывается как 0( ) ( ) .K g n= −





r r  Переход от порядка (идеального 
кристалла) к беспорядку (газу твердых дисков) осуществляется, с одной стороны, образованием 
дефектов типа вакансий, когда существует вероятность отсутствия частицы в узле [11], с дру-
гой – разрушением самой решетки [11]. На первом этапе функцию распределения запишем как 
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где 0n  – поверхностная плотность частиц в образце; ( )g r  обозначает функцию распределения 
на данном этапе. При этом подразумевается, что радиус дисков меньше радиуса вписанной в ячей- данном этапе. При этом подразумевается, что радиус дисков меньше радиуса вписанной в ячей-данном этапе. При этом подразумевается, что радиус дисков меньше радиуса вписанной в ячей- ячей-ячей-
ку окружности. Формула (2) записана в предположении, что корреляционная функция идеального 
кристалла ( )K r  экспоненциально ограничивается при больших ,r  причем принимается во внима-
ние, что ( )g r  должна иметь правильную асимптотику на бесконечности, где она равна 0 ,n  и при 

2 ,Rr <  где она равна нулю, поскольку твердые диски не могут сблизиться на расстояние меньшее 
диаметра. На втором этапе осуществляется размазывание решетки с помощью некоторого инте-
грального преобразования 
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где мы положили 
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Интегральное преобразование осуществляет отображение множества интегрируемых функций, 
определенных на двумерной области 2Rr >  само в себя. При 2Rr <  по-прежнему считается 

( ) 0.g =r  Нормировочный множитель ( )∆ r  равен
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где 0 ( )I z  – функция Бесселя. В данной нормировке при действии преобразования (3) на функцию, 
равную некоторой константе, она не меняется. В результате находим 
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Поскольку мы не рассматриваем ориентационный порядок и его потерю (что также является 

интересной проблемой), то проведем усреднение 
2

0

1( ) ( )
2

g g d
π

r = ϕ
π ∫ r  по углу, задающему ориен-

тацию вектора r  в полярных координатах. Таким образом, все направления равноправны, и функ-
ция распределения зависит только от расстояния, но не зависит от направления. Заметим, что 
обычно обсуждается радиальная функция распределения 0( ) ( ) / ,W g nr = r  причем диаметр твер-
дых дисков полагается равным единице. В результате приходим к следующей формуле для ради-
альной функции распределения:
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где суммирование ведется уже не по отдельным узлам решетки, а по координационным окруж-
ностям, на которых находятся узлы, расположенные на одном расстоянии от начала координат; 
 iN  – число узлов, лежащих на i-й координационной окружности. 

Сравнение с решениями уравнения Перкуса–Йевика. Следующим вопросом является, ка-
кая именно решетка должна быть размазана, и как соотносится постоянная решетки a с радиу-
сом дисков в зависимости от параметра заполнения 2

0 .n Rη = π  Оказывается, что в диапазоне 
параметров заполнения 0,3–0,62 качественное соответствие с решениями уравнения Перкуса–
Йевика достигается, если размазывать квадратную решетку, причем считать параметр размы ва-
ния ( ),s r  зависящим от расстояния, т. е. пики при увеличении расстояния от выбранной части-
цы размываются сильнее. В частности, была использована следующая зависимость ( ) .s r = g r   
С другой стороны, очевидно, что при увеличении концентрации мы должны прийти к гексаго-
нальной решетке. Таким образом, осуществляется переход от квадратной решетки к гексаго-
нальной, который может быть описан в рамках следующей модели. Предположим, что радиаль-
ная функция распределения является суммой распределений, полученных размыванием ква-
дратной и гексагональной решеток с весовыми функциями, зависящими от расстояния:

  
2 2

squ gex( ) ( )(1 ) ( ) .b bW W e W e− r − rr = r − + r   (5)

При больших параметрах b радиальная функция распределения определяется в основном 
квадратной решеткой, и только в окрестности края диска начинает играть роль гексагональная 
решетка. Сравнение с решениями уравнения Перкуса–Йевика показывает, что, действительно, 
добавление примеси гексагональной решетки улучшает совпадение. В то же время мы обнару-
жили, что добавление примеси треугольной решетки не приводит к улучшению, поэтому данная 
решетка в (5) не используется.

Для простоты мы предполагали, что параметры g и ,l  определяющие размывание и количе-
ство дефектов-вакансий, одни и те же для обеих решеток, однако константы решеток брались 
различными. В табл. 1 приведены параметры, при которых достигается качественное совпаде-
ние с решениями уравнений Перкуса–Йевика (рис. 2, 3). Следует заметить, что для твердых дис-
ков на плоскости уравнение Перкуса–Йевика аналитически не решается, поэтому использова-
лись численные методы.

Константы решеток squa  и gexa  для моделирования квазикристаллической радиальной функции 
распределения при различных коэффициентах заполнения η, а также другие параметры, фигурирующие  

в формулах (4), (5)

Lattice constants squa  and gexa  for the modeling of the quasi-crystal radial distribution function at different filling 
coefficients η as well as other parameters available in formulas (4), (5)

η squa gexa g l b

0,62 1,04 1,1 0,158 0,027 0,4
0,6 1,056 1,12 0,176 0,03 0,41
0,55 1,095 1,14 0,192 0,1 0,45
0,5 1,11 1,2 0,2 0,2 0,53
0,45 1,112 1,3 0,209 0,5 0,7
0,4 1,115 1,6 0,213 0,9 1,1
0,35 1,117 2,1 0,224 1,4 0,75
0,3 1,12 2,3 0,236 2 0,6
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Уравнение Перкуса–Йевика работает до параметров заполнения чуть более 0,6. В данной ра-
боте параметры формул (4), (5) подбирались вручную для достижения совпадения с решениями 
уравнения Перкуса–Йевика. В принципе, данная модель может служить базисом для вариацион-
ных методов, позволяющих найти параметры размазывания, дефектов и постоянные решеток 
путем минимизации некоторого функционала [12]. Также представляется интересным рассмо-
треть данную модель при больших параметрах заполнения, в области, где работает только метод 
Монте-Карло [1; 3]. 

Заключение. Таким образом, можно считать, что в основе такой, казалось бы, хаотической 
системы, как газ твердых дисков на плоскости даже при сравнительно небольших параметрах 
заполнения лежит квадратная решетка с некоторой примесью гексагональной решетки, суще-
ственной при малых расстояниях от центральной частицы. Обращает на себя внимание тот факт, 
что достаточно хорошо описываются хвосты распределений, которые трудно получить с помо-
щью моделирования методом Монте-Карло. С математической точки зрения рассматриваемая 
система размазанных функций представляет собой частный случай вейвлетов. Напомним, что 
вейвлеты – это система локализованных функций, образуемых из базовой функции изменением 
центра и масштаба. Выбор системы вейвлетов во многом произволен. Выше было показано, что 
данная система вейвлетов позволяет качественно правильно описывать решения уравнения 
Перкуса–Йевика. При более высоких концентрациях, когда система становится ближе к кристал-
лу, точность аппроксимации должна возрасти. Предложенный в данной работе метод описания 
радиальной функции распределения может служить инструментом для изучения перехода си-
стемы твердых дисков из жидкого состояния в гексатическую фазу, который, как предполагают 
[7], является переходом первого рода. Если это так, то параметры, описывающие корреляцион-

Рис. 2. Радиальная функция распределения для параметра заполнения 0,62η =  в диапазоне  {1, 5}r∈  (а), в диапазоне 
{4, 9}r∈  («хвост» распределения) (b). Сплошная линия – решение уравнения Перкуса–Йевика, штриховая – квази-

кристаллическая модель

Fig. 2. Radial distribution function for the filling parameter 0.62η =  over the range {1,5}r∈  (а), over the range {4,9}r∈  (dis-
tribution “tail”) (b). Solid line – Percus–Yevick’s equation solution, dotted line – the quasi-crystal model

Рис. 3. Радиальная функция распределения для параметра заполнения 0,3η =  в диапазоне {1, 3,5}r∈  (а), в диапазоне 
{2,5, 5}r∈  («хвост» распределения) (b). Сплошная линия – решение уравнения Перкуса–Йевика, штриховая – квази-–Йевика, штриховая – квази-Йевика, штриховая – квази-

кристаллическая модель

Fig. 3. Radial distribution function for the filling parameter 0.3η =  over the range {1,3.5}r∈  (а), over the range {2.5,5}r∈  
(distribution “tail”) (b). Solid line – Percus–Yevick’s equation solution, dotted line – the quasi-crystal model
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ную функцию (константы решеток, величина размывания, примесь гексагональной решетки), 
должны меняться скачкообразно с изменением концентрации дисков. Мы позволим себе выска-
зать гипотезу, что при переходе к гексатической фазе скачкообразно обращается в нуль примесь 
квадратной решетки. Для дальнейшего исследования данных предположений необходимо срав-
нение с методом моделирования Монте-Карло. 

С практической точки зрения, описание радиальной функции распределения аналитически-
ми выражениями, предложенными в данной работе, позволит повысить точность вычисления 
интегралов от радиальной функции распределения, возникающих в задаче о прохождении элек-
тромагнитной волны через слой плотноупакованных сферических частиц [13] или слой с упоря-
доченными цилиндрическими порами [14]. 
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