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Введение. Проблема неразветвлённых подъёмов подалгебр алгебр вычетов алгебр с нор- 
мированием восходит ещё к классическому периоду (напр., [1]). С другой стороны, в работах  
Э. Витта [2], У. Шарлау [3] и других эта проблема изучалась в контексте изучения групп Брауэра 
полей с нормированием. Наконец, в работах Джейкоба, Уодсворта [4] и Платонова, Янчевского 
[5] она была полностью решена в случае слабо разветвлённых алгебр над полями с произволь-
ными гензелевыми нормированиями. В теории линейных алгебраических групп важное значе-
ние имеет описание групп рациональных точек, которые возникают как специальные унитарные 
группы одномерных анизотропных эрмитовых форм алгебр с делением, обладающих унитарны-
ми инволюциями (т. е. с нетривиальным действием на центре заданной алгебры). Для инволю-
тивных алгебр (т. е. алгебр с такими инволюциями τ) вышеупомянутая проблема является более 
сложной, так как в этой ситуации требуется не только установление существования неразвет-
влённых подъёмов, но также и их τ-инвариантность. 
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Напомним, что со всякой алгеброй, обладающей унитарной инволюцией τ, связан целый 
класс центринвариантных инволюций (т. е. инволюций, действующих на центре алгебры также 
как и τ). В [6] установлено (для случая, когда центр алгебры гензелев дискретно нормирован) 
существование в классе центринвариантных инволюций инволюции µ с µ-инвариантным нераз-
ветвлённым подъёмом алгебры вычетов заданной слабо разветвлённой центральной алгебры  
с унитарной инволюцией. Для гензелевых дискретно нормированных инволютивных алгебр  
с унитарными инволюциями τ мы устанавливаем справедливость более сильного чем в [6]  
утверждения о существовании τ-инвариантного подъёма, не требующего перехода к центринва-
риантной инволюции. Помимо этого, в [6] было доказано, что подходящий переход к центринва-
риантной инволюции µ обеспечивает не только существование µ-инвариантной алгебры инер-
ции (т. е. µ-инвариантного неразветвлённого подъёма алгебры вычетов), но также и существование 
µ-инвариантной образующей идеала нормирования заданной алгебры, действующей специаль-
ным образом на алгебре инерции. 

Отметим, что упомянутые свойства, связанные со строением алгебр с унитарными инволю-
циями, оказались достаточными для успешного изучения унитарных групп в случае изотроп-
ных форм. Однако при изучении групп, связанных с анизотропными формами, переход к центр-
инвариантным инволюциям оказывается обременительным, что привело к необходимости  
установления существования τ-инвариантных алгебр инерции и τ-инвариантных образующих 
идеалов нормирования, специальным образом действующих на алгебре инерции заданной алге-
бры с заданной инволюцией τ. Доказательство существования таких алгебр инерции и таких 
τ-инвариантных элементов в случае алгебр с дискретным нормированием приводит к полному 
описанию внутренней структуры таких алгебр, что и составляет основное содержание сообще-
ния. Наконец, заметим, что представленные результаты играют ключевую роль при описании 
унитарных приведенных групп Уайтхеда алгебр с делением, обладающих унитарными инволю-
циями, центральных над гензелевыми дискретно нормированными полями. 

Для точного изложения результатов сообщения нам потребуются следующие обозначения  
и определения.

О п р е д е л е н и е 1. Унитарной инволюцией центральной K-алгебры D называется её анти-
автоморфизм τ второго порядка с нетривиальным ограничением на K. Для поля k инвариантов  
τ поля K, K / k – квадратичное расширение Галуа. В этом случае τ называется K / k-инволюцией.

О п р е д е л е н и е 2. Нормирование поля называется дискретным, если его упорядочен- 
ная группа значений изоморфна подгруппе аддитивной группы целых чисел (с естественным по-
рядком). 

Пусть K – поле с гензелевым дискретным нормированием (char K ≠ 2), D – центральная 
K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией. 

Через Z(D) будем обозначать центр алгебры D.
В случае гензелевого поля k его нормирование vk однозначно продолжается до нормирований vK 

поля K и vD = v алгебры D.
Тогда для нормирования v определены:
кольцо нормирования VD = {d ∈ D* | v(d) ≥ 0} ∪ {0};
идеал нормирования MD = {d ∈ D* | v(d) > 0} ∪ {0} (единственный двусторонний максималь-{0} (единственный двусторонний максималь-

ный идеал кольца VD);
группа v-единиц UD = VD – MD = VD* и её подгруппа 1 + MD = {1 + m | m ∈ MD};
алгебра вычетов /D DD V M=  нормирования v и группа значений ГD = v(D*).
Более общо, для произвольного подмножества S ⊂ VD через S будем обозначать совокупность 

образов элементов из S при каноническом гомоморфизме (гомоморфизме редукции, гомоморфиз-
ме перехода к вычетам) из VD в .D

Так как VD
τ = VD и MD

τ = MD, то вместе с инволюцией τ определена её редукция : ,D Dτ →  для 
произвольного d Î VD : (d + MD)  = dτ + MD.

О п р е д е л е н и е 3. Центральная K-алгебра D с делением индекса n называется цикличе-K-алгебра D с делением индекса n называется цикличе--алгебра D с делением индекса n называется цикличе-D с делением индекса n называется цикличе- с делением индекса n называется цикличе-n называется цикличе- называется цикличе-
ской, если в ней существует максимальное подполе Z, являющееся циклическим расширением 

τ
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поля K. В этом случае сама алгебра представляется для подходящего элемента Π ∈ D в виде 
прямой суммы 

 D = Z + ZΠ + ZΠ2 + … ZΠn–1,

причём автоморфизм iΠ при ограничении на Z индуцирует образующую циклической группы 
Галуа Gal(Z / K), поэтому Πn = π ∈ K. Такая алгебра будет обозначаться через (Z, π).

Отметим вначале справедливость следующего утверждения.
П р е д л о ж е н и е. Пусть K � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо развет-K � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо развет- � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо развет-D � слабо развет- � слабо развет-

влённая центральная K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ. Тогда D 
не содержит некоммутативных K-подалгебр, вполне разветвлённых над своими центрами.

Нам потребуется также следующее
О п р е д е л е н и е 4. Расширение полей L / K называется диэдральным степени n, если его 

группа Галуа некоммутативна и представима в виде полупрямого произведения циклической 
группы <h> порядка n и группы <τ> второго порядка со следующим определяющим соотношением: 

 τhτ = h–1.

С помощью предложения 1 доказывается следующая
Т е о р е м а 1. Пусть K � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо разветвлённая 

центральная ветвящаяся K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ, при-
чём расширение K / k слабо разветвлено. Тогда центр ( )Z D  алгебры вычетов � нетривиальное 
диэдральное расширение поля k  подходящей степени n, делящее индекс D.

Т е о р е м а 2. Пусть K � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо разветвлённая 
центральная ветвящаяся K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ, при-
чём нормирование поля K дискретно и расширение K / k не является слабо разветвлённым. Тогда 
центр алгебры вычетов ( ) /Z D k  � либо нетривиальное диэдральное расширение подходящей 
степени n, делящее индекс D, либо абелево расширение экспоненты 2.

Описание центров ( )Z D  алгебр вычетов D  позволяет установить структуру слабо развет-
влённых гензелевых дискретно нормированных центральных ветвящихся K-алгебр с делением, 
обладающих унитарными K / k-инволюциями. Более точно, имеет место следующая основная 
теорема, берущая начало в [6].

Т е о р е м а 3. Пусть K � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо разветвлённая 
центральная ветвящаяся K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ. 
Тогда существуют τ-инвариантная алгебра инерции ID алгебры D и такой τ-инвариантный эле-
мент Π ∈ D, что ID инвариантна относительно внутреннего автоморфизма iΠ и алгебра D 
представляется в виде прямой суммы 

 D = ID + IDΠ + IDΠ2 + … + IDΠn–1,

причём автоморфизм iΠ при ограничении на центр ID индуцирует образующую циклической группы 
Галуа порядка n центра ID над полем K.

Для специальных полей k  теорема 3 позволяет получить более полную информацию о таких 
алгебрах.

О п р е д е л е н и е 5. Поле L называется квазиконечным, если оно совершенно и обладает 
изоморфизмом топологических групп 

 Φ : Z  → Gal(Ls / L),

где Ls – алгебраическое замыкание L.
Определение 5 эквивалентно тому, что поле L обладает единственным (обязательно цикличе-

ским) расширением Ln степени n для любого натурального n, причём объединение Ln даёт поле Ls.
Далее исследуем вышеприведённые алгебры для специальных полей .k  Для квазиконечных 

полей имеет место следующее утверждение.
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Т е о р е м а 4. Пусть K – гензелево дискретно нормированное поле, D – слабо разветвлённая 
центральная ветвящаяся K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ, при-
чём k  – квазиконечное поле. Тогда D = K.

Т е о р е м а 5. Пусть K � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо разветвлённая 
центральная ветвящаяся K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ, при-
чём k  � локальное поле. Тогда существуют τ-инвариантная алгебра инерции ID алгебры D, являю-D, являю-, являю-
щаяся либо коммутативной, либо кватернионной, и такой τ-инвариантый элемент π ∈ D, что 
алгебра ID инвариантна относительно внутреннего автоморфизма iπ, а алгебра D представля-D представля- представля-
ется в виде 

 D = ID + IDπ + IDπ2 + … + IDπn–1,

причём автоморфизм iπ при ограничении на центр ID индуцирует образующую циклической груп-
пы Галуа порядка n центра ID над полем K.

Докажем теорему 5 используя следующее утверждение, описывающее слабо разветвлённые 
алгебры с унитарными инволюциями над локальными полями.

Л е м м а 1. Пусть K � гензелево дискретно нормированное поле, D � слабо разветвлённая 
центральная ветвящаяся K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ, при-
чём k – локальное поле. Тогда индекс алгебры D не превосходит двух.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале заметим, что /D k  – циклическое расширение, поскольку 
является конечным расширением конечного поля .k  Обозначим через E неразветвлённый 
τ-инвариантный подъём D  в алгебре D. Тогда D является циклической алгеброй вида (KE, γ) для 
подходящего элемента γ ∈ K. Для таких алгебр с унитарными K / k-инволюциями необходимо 
выполнение следующего условия Алберта:

 γγτ = NE/k(x),

где x ∈ E. Учитывая, что x = Πk u, где Πk – простой элемент кольца нормирования поля k, u ∈ UE. 
Вычислим нормирование обеих частей последнего равенства: 

 2v(ΠK) = nv(Πk), (1)

где n = ind D; ΠK – простой элемент кольца нормирования поля K. Предположим, что n > 2. Тогда 
приходим к противоречию, поскольку v(Πk) ≥ v(ΠK). Далее, пусть n = 2. Из того, что расширение 
E / k неразветвлено и квадратично, заключаем, что .K k=  Это возможно в следующих двух слу-
чаях: расширение K / k вполне разветвлено и расширение K / k непосредственно. Вначале рассмо-
трим случай вполне разветвлённого расширения K / k. Тогда v(ΠK) = v(Πk)/2, и в виду (1) приходим 
к противоречию с предположением, что n > 2. В случае непосредственного расширения K / k ра-
венство (1) выполняется только при условии n ≤ 2. Таким образом, ind D ≤ 2.

Перейдём к доказательству теоремы 5.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  5.  Вначале рассмотрим случай | .K idτ ≠  Тогда D  – алге-

бра с унитарной инволюцией над локальным полем. Следовательно, применяя лемму 1, получаем, 
что ind  D  ≤ 2. Далее, использую основную теорему 3, заключаем, что существует τ-инвариантная 
алгебра инерции ID алгебры D, являющаяся либо коммутативной, либо кватернионной. 

Далее, пусть | .K idτ =  Тогда D  – алгебра с инволюцией первого рода. В этом случае экспо-
нента алгебры совпадает с индексом и не может быть больше двух. Следовательно, D  либо поле, 
либо алгебра кватернионов. Таким образом, существует τ-инвариантная алгебра инерции ID ал-
гебры D, являющаяся либо коммутативной, либо кватернионной. Однако если ID является алге-
брой кватернионов и D  – алгебра с инволюцией первого рода, то ID = AÄZτZ, где A – алгебра 
кватернионов. Поскольку Z / Zτ – квадратичное расширение, то оно расщепляет алгебру A. 
Следовательно, ID коммутативна.

Для С1-полей k  существование циклических слабо разветвлённых ветвящихся алгебр с уни- 
тарными инволюциями установлено в следующем утверждении. 



 Доклады Национальной академии наук Беларуси. 2018. Т. 62, № 1. С. 7–12 11

Т е о р е м а 6. Пусть K � гензелево дискретно нормированное поле, D – слабо разветвлённая 
центральная ветвящаяся K-алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией τ, при-
чём k  — С1-поле. Тогда для подходящих τ-инвариантного подполя Z и τ-инвариантного элемента π 
алгебра D вида циклической алгебры (Z, π).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале заметим, что алгебра D  коммутативна, поскольку k  – 
С1-поле и все С1-поля имеют размерность 1 (см. [7; 8]), и потому группа Брауэра Br(k ) тривиаль-
на. Следовательно ввиду основной теоремы 3 заключаем, что алгебра инерции ID = Z является 
коммутативным расширением поля K и существует τ-инвариантный элемент π ∈ D, что автомор-
физм iπ при ограничении на Z индуцирует образующую циклической группы Галуа порядка n 
Gal(Z / K).

Таким образом, получаем, что алгебра D = (Z, π) – ветвящаяся слабо разветвлённая алгебра  
с делением, обладающая унитарной инволюцией с τ-инвариантным подполем Z и τ-инвариантным 
элементом π.

В заключение опишем пример построения ветвящейся слабо разветвлённой алгебры D с деле-
нием, обладающей унитарной K / k-инволюцией.

Т е о р е м а 7. Пусть /K k  � квадратичное расширение Галуа, причём k  � С1-поле и nn kε ∈   � 
примитивный корень из 1 степени n, где n = ind D. Тогда для подходящих Z и π существует алге-
бра D = (Z, Π), где Πn = π.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть /Z K   – циклическое расширение поля ,K  порождённое корнем 
степени n из элемента / .b K k∈ 

  Для поля k  и для дискретной линейно упорядоченной группы  
существует гензелево поле k такое, что k k=   и Гk = . Обозначим через Z неразветвлённый 
подъём Z  как k -алгебры. Пусть D = (Z, Π) для подходящего элемента Πn = π ∈ k. Запишем эту 
алгебру в следующем виде: (K(Π), γ) для подходящего элемента γ ∈ K. Для таких алгебр с инво-
люцией второго рода необходимо выполнение критерия Алберта:

 γγτ = NK(Π)/k(x), (2)

где x ∈ E. Учитывая, что x = πmu, вычислим нормирование от обеих частей последнего равенства: 

 2v(Πk) = mv(Πk), (3)

где Πk – простой элемент кольца нормирования поля k; u ∈ UE. Равенство (3) становится верным 
при m = 2. В равенстве (2) перейдём к вычетам, учитывая, что NK(Π)/k(x) = π2un:

 ,nv v uτ =  (4)

где γ = πv, v ∈ UK. Заметим, что 
/ ( ).K kv v N vτ =



 Так как k  – С1-поле и /K k  – конечное расши-
рение, отображение нормы 

/K kN


 – сюръективно, а потому для подходящего v K∈  имеет место 
равенство .nv v uτ =  Таким образом из равенства (2) следует, что 

 π2vvτ = π2un(1 + m), (5)

где m ∈ Mk. В силу слабой разветвлённости расширения K / k и взаимной простоты 2 и n заклю-
чаем, что (1 + m) = NK/k(1 + p) для подходящего p ∈ MK. Положим y = π2u(1 + p). Тогда справедли-
вость равенства γγτ = NK(Π)/k(y) очевидна ввиду вышеизложенного.

Таким образом, получаем, что алгебра D = <Z, Π> – циклическая ветвящаяся слабо развет-
влённая алгебра с делением, обладающая унитарной K / k-инволюцией, что и требовалось.

Заключение. Получен окончательный результат о внутренней структуре слабо разветвлён-
ных ветвящихся алгебр с делением, обладающих унитарными инволюциями τ, над гензелевыми 
дискретно нормированными полями в виде прямой суммы их τ-инвариантных алгебр инерции  
и специальных τ-инвариантных образующих, принадлежащих идеалам нормирований.
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