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Capitol 1

Introduccio

1.1 Antecedents 1 motivacio

Els poligons regulars han fascinat els matematics de totes les époques. Entre els nombrosos fets i docu-
ments que avalen aquesta afirmacié, podem assenyalar que ja apareix un metode per a la construccié del
pentagon regular amb regle i compas en els Elements d’Euclides, obra escrita al voltant de ’any 300aC, i
també que, tot i les nombroses aportacions a les matematiques que va realitzar Gauss al llarg de la seva
vida, estava tan orgullés de la seva construccié del poligon regular de disset costats amb regle i compas que
va demanar que aquest poligon fos gravat a la seva tomba.

Aquest interes cap als poligons equilaters i equiangles no és, pero, exclusiu dels matematics, ja que forca
objectes de la vida quotidiana que han estat fabricats per 1’ésser huma prenen aquesta forma: senyals de
transit, instruments musicals, logotips, joies, mobiliari, jocs diversos, productes alimentaris. .. Per aquest
motiu, en els tltims anys s’han desenvolupat diferents métodes (vegeu-ne algun a [5] i [18]) amb Pobjectiu
de detectar poligons regulars en imatges donades (per exemple, un senyal de perill en una panoramica d’una
carretera). El que nosaltres ens proposem és, no obstant, diferent: donat un poligon convex qualsevol, volem
associar-hi parametres que ens permetin saber si aquest poligon té una forma semblant a la d’algun poligon
regular, és a dir, si és molt o poc regular. Un antecedent d’aquest problema que ha despertat l'interes de
bastants investigadors és ’estudi de coeficients no de regularitat siné de convexitat per a poligons i per a
conjunts de punts (vegeu, per exemple, [6] i [27]).

Endemés de l'interes intrinsec i academic hi ha, si més no, tres possibles ambits d’aplicacié d’aquesta
investigacid, que son la metrologia, la robotica i la generacié de malles en el métode dels elements finits. La
metrologia estudia, entre d’altres coses, les mides dels objectes. Sovint es fabriquen peces mecaniques que
passen un control de qualitat que consisteix a verificar que no es desvien massa d’allo desitjable a través de la
comprovacié que compleixen certes propietats; si el que es pretén és que aquestes peces siguin gairebé regu-
lars, les mesures que proposem poden ser tests per al seu control de qualitat. Pel que fa a la robotica, ja hem
esmentat abans la problematica de la deteccié automatica de poligons regulars en els objectes. Finalment,
en el metode dels elements finits es fan discretitzacions del domini del problema i es calculen integrals sobre
cada regié. Com que aquestes integrals es fan per quadratures, préviament es realitza una transformacio
isoperimetrica per passar de la regié original a un poligon regular del mateix nombre de costats, i aquesta
transformacié es deteriora si els dos poligons tenen formes molt diferents. Es clar, doncs, que les nostres

mesures de regularitat poden esdevenir una eina ttil per al calcul d’indexs de qualitat per a les malles.
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1.2 Terminologia basica

Al llarg de tot el treball seguim els convenis que s’expliquen a continuacio.

Treballem amb poligons convexos on tots els angles son estrictament menors que 7. Donat un n-gon
convex P, la llista p1,p2,...,p, denota els seus vertexs donats en ordre positiu, e; és el costat d’extrems p;
ipiy1, 1l; ésla longitud d’aquest costat. Tots aquests indexs es regeixen per I'aritmetica modul n.

Sempre que parlem d’un arc o d’una poligonal d’origen p i final ¢ que formen part de la frontera d’un
cercle o d'un poligon, respectivament, ens referim a l’arc o a la poligonal que uneix p i ¢ i deixa la regié
corresponent a la seva esquerra.

L’expressi6 d(p, q) denota la distancia euclidiana entre p i ¢, i, quan escrivim Aabe, ens referim al triangle

de vertexs a, b1 c.

1.3 Criteris estudiats en aquesta memoria

Aquest treball s’emmarca dins de la branca de la geometria que s’ocupa de la forma dels objectes;
en geometria computacional s’han desenvolupat molts algorismes de simplificacié de la forma (calcul de
Penvolupant convexa, de l'anell contenidor minim...), o de transformacié (convexificacié de poligons, re-
configuracions. . . ); vegeu [26]. Es natural de veure com s’adapten els métodes al nostre cas particular i qué
esdevenen les seves complexitats, i quan se’'n poden fer ad hoc. Aixi, algunes de les mesures de regularitat
que proposem sén fruit de problemes nous, perd unes altres sorgeixen de problemes coneguts i es busca
millorar el temps d’execucié dels algorismes preexistents.

Hi ha molts criteris que vénen al cap a ’hora de mesurar si un poligon convex és molt lluny o molt a
prop de ser regular. Per exemple, des d’un punt de vista estadistic, es pot calcular la desviacié estandard
de la serie l1,[o,...,1, i també la de la seqiiencia dels angles interiors de P, i afirmar que P és molt reqular
si aquests dos valors sén molt petits. Nosaltres, pero, ens hem centrat en aquelles mesures que, a més de
ser naturals, corresponen a un enfocament propi de la geometria discreta i computacional i comporten el
desenvolupament d’algorismes per al seu calcul i I’analisi de la seva complexitat.

Aixi, classifiquem els parametres que analitzem en aquesta memoria en tres grups. Al Capitol 2, el fil
conductor és la comparacié de P amb un poligon regular del mateix nombre de costats. En les mesures
que expliquem amb més detall, P és un poligon ciclic, és a dir, amb tots els vertexs conciclics, i es vol
que els seus vertexs llisquin al llarg de la circumferencia circumscrita fins que es converteixin en els vertexs
d’un poligon regular amb el “minim” desplagcament possible. Aquest desplacament déna una mesura de la
regularitat de P.

Al Capitol 3 també es realitzen comparacions de P amb poligons regulars, pero aquests tenen un nombre
de costats arbitrari. S’estudien dues versions del problema classic de la disciplina que consisteix a, donats
dos poligons convexos qualssevol, trobar la copia més gran d’un dins de l'altre realitzant translacions, rota-
cions i homotecies. Desenvolupem els casos en que un dels dos poligons és regular, i els criteris de regularitat
s’obtenen de la comparacié entre ’area de P i les dels poligons regulars circumscrit i inscrit obtinguts.

Al Capitol 4 proposem criteris amb la pretensié de mesurar la regularitat de P a través de la seva simetria
radial. En primer lloc, fixem en el baricentre de P un feix de semirectes concurrents en un punt i busquem
I’angle de rotaci6 del feix que divideix P en n porcions tan semblants com es pugui. Després, busquem un
punt de P que també permeti dividir el poligon en n regions d’arees similars, en aquest cas tragant segments
des del punt fins als n vértexs de P. Les mesures de regularitat estan relacionades amb el grau d’equilibri
que s’assoleix en aquestes divisions optimes.

Concloem en el Capitol 5 amb un breu resum del treball realitzat i algunes conclusions que n’hem extret.



Capitol 2

Poligons del mateix nombre de costats

2.1 Introduccio

Si el nostre objectiu és obtenir informacié sobre com de prop de ser regular esta un poligon convex, la
primera possibilitat natural d’abordar la qiiestié és comparar el poligon donat amb un de regular del mateix
nombre de costats. En aquest primer capitol desenvolupem aquesta idea, la qual déna lloc als primers
criteris de regularitat del treball.

La tasca d’intentar trobar un bon criteri que permeti realizar una comparacié entre dos poligons pot
resultar complicada si no s’imposa alguna condicié que limiti el ventall de figures amb les quals es treballa.
Per exemple, no té gaire sentit contraposar dos cossos d’arees molt diferents si es té la possibilitat d’obtenir-
ne copies de magnituds més semblants mitjancant homotecies. Aixi doncs, els nostres poligons de partida
comparteixen alguna caracteristica: tenen la mateixa area, el mateix perimetre, o estan inscrits en la mateixa
circumferencia.

En els parametres principals considerats en aquest capitol, el poligon convex i el poligon regular se
suposen inscrits en una mateixa circumfereéncia. Es per aquest motiu que a la Seccié 2.2 comencem donant
un metode que ens permet passar d’un poligon convex donat a un poligon amb la mateixa seqiiéncia ordenada
de longituds dels costats, pero inscrit en una circumferencia. Notem que aquest plantejament de focalitzar
I’atencié en la seqiiencia ordenada de longituds dels costats relaciona les nostres mesures amb tota una
serie de problemes inspirats pel fet que un poligon es pot utilitzar per modelitzar una estructura articulada
formada per frontisses (representades pels vertexs del poligon) i barres rigides (representades pels seus
costats); vegeu [7].

En el nostre problema, els vertexs del poligon ciclic d’entrada poden lliscar sobre la circumferéencia
circumscrita i busquem que es colloquin en posicid reqular, és a dir, com a vertexs d’un poligon regular
inscrit en la mateixa circumferencia, de manera que es minimitzi algun parametre que sigui indicatiu de
com de prop de la posici6 regular estava la configuracié inicial. La Seccié 2.3 esta dedicada al calcul de dos
d’aquests parametres.

Finalment, a la Seccid 2.4 es proposen altres mesures de regularitat en les quals no hem aprofundit, o bé

perque no presenten cap dificultat computacional, o bé perque queden fora de ’abast d’aquest treball.

2.2 Inscripcié dins d’una circumferencia

Donat un poligon convex P de n vertexs amb seqiiencia ordenada de longituds dels costats I1,1s,. .., 1,,

ens proposem trobar el radi r(P) de la circumferéncia en la qual es pot inscriure un poligon P’ convex amb

3
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la mateixa seqiiencia ordenada de longituds dels costats. En primer lloc, necessitem confirmar ’existéncia i
unicitat de r(P) :

Teorema 2.1 [19,22]. Si P és un poligon convez, existeix un poligon P’ ciclic amb la mateiza seqiiéncia

ordenada de longituds dels costats que P. El poligon P’ és unic llevat d’isometries.

A [19] i [22] s’exposen dues proves diferents de l'existéncia de P’. La unicitat es pot trobar a [19]. La
demostraci6 de Pexistencia que es fa a [22] és per induccié i no proporciona un metode rapid ni exacte per
al comput de r(P). En canvi, a [19] s’explicita una funcié en r de la qual r(P) és arrel. Per obtenir-la, és

necessari distingir dos casos (vegeu [19]), la interpretacié geometrica dels quals és:

Definicié 2.2. Diem que una inscripcié d’un poligon @ en una circumferencia C' és del tipus 1 si el centre
de C estad contingut a l'interior o la frontera de @, i diem que és del tipus 2 en cas contrari (vegeu la
Figura 2.1).

a) b)
Figura 2.1: La inscripcié en a) és del tipus 1 i la inscripcié en b) és del tipus 2.

A partir d’ara, suposarem que el costat més llarg de P és el de longitud [;. Notem que, necessaria-
ment, r(P) > I1/2. Observem que l'angle central corresponent a una corda de longitud [; té amplitud

2arcsin (1;/2r) . Resumint i reescrivint els resultats de [19] relacionats amb el nostre problema:

Proposicié 2.3 [19]. Donat un poligon convex P de segiiéncia ordenada de longituds dels costats ly,la, . .., 1y,

son equivalents:
(i) la inscripcid de P’ en la circumferéncia de radi r(P) és del tipus I;
(ii) >°% , 2arcsin (1;/11) > 2m;

(iii) 7(P) és (Iinica) solucié de Y ., 2arcsin (I;/2r) = 2.

També son equivalents:
(i) la inscripcid de P’ en la circumferéncia de radi r(P) és del tipus 2;
(ii) Yor, 2arcsin (I;/1) < 2m;

(iii) r(P) és (I1inica) solucié de . ,arcsin (l;/2r) = arcsin (I, /2r).
Vegem un esquema de la demostracié:

Demostracid. L’equivaléncia entre (i) i (iii) és clara en ambdds casos.

En el primer cas, Pinelis treballa amb la funcié

1< kl;
flk) =~ ;arcsin?, ke[0,2/0],
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que és continua i estrictament creixent en l'interval [0,2/1;]. Com que, a més, f(0) = 0, tenim que (ii) i (iii)
sén equivalents.

En el segon cas, la funcié que s’ha estudiar és

L~ okl kL
g(k) == — (Z arcsin —- — arcsin 21> , kel0,2/l].

T \i=
Aqui, la via que s’utilitza per deduir ’equivaléncia entre (ii) i (iii) és veure que g(0) =0, ¢’(0) > 0 i que

g és una funcié concava. La demostracié de I'ultima part és la més laboriosa. O

La Proposicié 2.3 permet discriminar de quin tipus és la inscripcié de P’ abans de coneixer el mateix
P’. A més, suggereix un metode per al calcul aproximat de r(P). Ara bé, si el que es pretén és trobar una
aproximacié de r(P) aplicant algun meétode numeéric a la funcié corresponent, pot ser 1til coneixer algun
interval més petit que [l1/2, +00) on puguem afirmar que es troba la solucié.

A més de 11 /2, que correspon a la circumferéncia que té per diametre la longitud del costat més llarg de
P, una fita inferior trivial per r(P) és (3_1_, l;)/2m, que correspon a la circumferéncia que té per longitud
el perfmetre de P. Mentre que la primera pot resultar ser el valor exacte de r(P) (vegeu la Figura 2.3a) la

segona pot ser millorada usant el conegut resultat segiient:

Lema 2.4. D’entre tots els poligons de n vértexs que es poden inscriure en una circumferéncia fixada, el

que té perimetre maxim €és el regular.

Demostracid. Siguin p;, pi+1, pite tres vertexs consecutius d’un poligon P’ inscrit en una circumferencia C.
El lloc geometric de tots els punts g tals que d(p;, q) + d(q, pi+2) = d(pi, pit1) + d(Dit1, Pite) és una ellipse
de focus p; i piy2-

D’entre totes les ellipses de focus p; i p;12 que tenen punts sobre ’arc de C' d’origen p; i final p;4o, la
més gran és la que és tangent al punt de tall entre la mediatriu de p;, p;12 1 arc de C mencionat (vegeu la
Figura 2.2). Per tant, el punt pj, , de 'arc que maximitza la suma de les distancies a p; i pj12 és tal que
d(Pi»P§+1) = d(P§+1»pi+2)'

Com que aix0 es compleix per a cada terna de vertexs consecutius del poligon, es té que aquest és

regular. O

Figura 2.2: Demostracié del Lema 2.4.

D’aquest lema es dedueix que, donat un poligon convex P de n costats, r(P) és més gran o igual que el

radi rg de la circumfereéncia circumscrita al poligon regular de n costats del mateix perimetre que P. Tenint
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en compte que el costat d’aquest poligon regular té longitud >, l;/n, resulta que

Z?:l 11/277, .

sin (7/n) = o

Aixi, 7(P) > ro 1 es ddna la igualtat si P és regular (vegeu la Figura 2.3b).

En resum, quant a fites inferiors per a r(P) hem vist:

Proposicié 2.5. Si P és un poligon convex de n costats, es té que

r(P) > max{ll E"_ll/%}

27 sin(m/n)
1 hi ha exemples en qué aquests valors s’assoleizen.

Busquem ara fites superiors. Considerem una circumferecia de radi r i una corda de la circumferencia
d’angle central «; ’arc d’amplitud « té longitud ar i, evidentment, és més llarg que la corda, que té longitud
2rsin (a/2) .

Lema 2.6. La funcio

flz) = ——, z € (0,7/2),

sin x
és creizent.

Demostracié. En efecte, si examinem la derivada de f(x),

tgx —x
(@) = —5—F—,
sin® 2/ cos x
veiem que és positiva, ja que, per a x € (0,7/2), cosx > 01itgz > x. O

Per tant, en una inscripcié del tipus 1 d’un poligon P en una circumferencia C, ’arc cobert per un costat
de llargada I; té longitud menor o igual que 7/2 - ; i la longitud de C és menor o igual que 7/2- > 1 | ;.

Hem demostrat, doncs, el resultat segiient:

Proposicié 2.7. Si la inscripcié de P’ en una circumferéncia C és del tipus 1, aleshores

o(p) < 2z lt

a) b) c)
Figura 2.3: Les fites per a r(P) sén ajustades.

Observacio 2.8. Paga la pena comentar que:

(i) Ens podem acostar a aquesta tdltima fita tant com vulguem prenent rectangles de base molt petita i

altura molt gran (vegeu la Figura 2.3c).
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(ii) L’amplitud de l'interval per a r(P) que hem trobat és prou petita, ja que la fita inferior és més gran

que (Z?:l li)/27T

Pel que fa a les inscripcions del tipus 2, no existeix una fita superior per a r(P) en funcié del perimetre
de P o de la longitud del seu costat més llarg, ja que poligons amb aquestes constants molt petites poden
estar inscrits en circumferéncies de radi tan gran com es vulgui; només cal que Y, ; tendeixi a l1 (vegeu
la Figura 2.4). B

Figura 2.4: Triangle de perimetre petit inscrit en una circumferencia de radi molt gran.

Observacio 2.9. També es pot fer una aproximacié al problema de trobar el radi de la circumferencia
circumscrita utilitzant eines de I’algebra computacional (vegeu [17]). No sembla recomanable, pero, utilitzar
els algorismes proposats per a valors grans de n, ja que el seu temps d’execucio és alt fins i tot per a valors

petits de n.

Abans de passar a calcular mesures de regularitat per a P’, ens aturem un moment a pensar si podem
extreure alguna mesura de regularitat a partir d’aquest procés d’inscripcié de P.

Una configuracio convexa de longituds de costats l1, lo, . .., [, és un poligon convex amb aquesta seqiiencia
ordenada de longituds dels costats. Aichholzer et al. demostren a [3] que, donades dues configuracions
convexes de les mateixes longituds de costats, hi ha un moviment de O(n) passos de la primera configuracié
a la segona que preserva les longituds dels costats, manté el poligon convex en tot moment i és tal que cada
angle varia monotonament durant tot el procés. L’esquema d’aquest moviment és el segiient: en una primera
fase, s’etiqueten els angles (o vertexs) de la configuracié de partida amb els simbols +,-,0, en funcié de si
s6n més petits, més grans o iguals (respectivament) que els angles (o vertexs) de la configuracié d’arribada
que els corresponen; després, es busquen grups de quatre vertexs ordenats que tinguin etiquetes +,-, 4, - en
aquest ordre i s’aplica un moviment a tota la configuracié que fa que un dels quatre vertexs s’iguali amb el
corresponent vertex de la configuracié d’arribada. Es repeteix aquesta accié fins que tots els vertexs tenen
etiqueta 0.

Hom podria aplicar aquest algorisme per passar de P a P’ i preguntar-se si el nombre de passos que
es porten a terme és una possible mesura, si ja no de regularitat, com a minim d’“inscriptibilitat” per a
P. Doncs bé, la resposta és negativa, ates el nombre de passos és igual al nombre de parelles de vertexs
corresponents diferents, i és facil pensar en configuracions que tinguin molts vertexs diferents als de P’ pero
una “forma” semblant a la de P’ i en d’altres que només tinguin 4 veértexs diferents als de P’ perd una

“forma” molt diferent.
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2.3 Cerca de la posici6 regular

2.3.1 Minimitzacié del desplacament maxim

Un cop trobada la configuracié inscriptible de P, busquem que els vertexs de P’ llisquin sobre la cir-
cumfereéncia circumscrita (que suposarem de radi unitat per poder comparar els resultats) i es colloquin
en posicié regular minimitzant algun parametre indicatiu de la diferéncia entre ambdues distribucions dels
vertexs. Una possibilitat natural és considerar el maxim de les longituds dels arcs coberts per cadascun dels
vertexs durant el trajecte cap a la posicié final. Donats n punts p1, po, . .., p, sobre una circumferencia de
radi unitat i un nombre real no negatiu r, si B;(r) (i € {1,2,...,n}) és la bola tancada centrada en p; de radi
r (prenent com a distancia la distancia sobre la circumferéncia) la pregunta que s’ha de contestar és, doncs:
quin és el minim valor de r per al qual es pot inscriure un n-gon regular en la circumferéncia de manera
que cadascun dels seus vertexs estigui inclds en una bola diferent del conjunt {B;(r), i € {1,2,...,n}}? En
la Figura 2.5 es mostra un exemple amb un valor de r per al qual, efectivament, en cadascuna de les boles
tancades de radi r i centrades en un p; hi ha un vertex d’un pentagon regular.

Per resoldre el problema, ens podem imaginar un n-gon regular inscrit en la circumferéncia fent una

N

SR

Figura 2.5: Exemple de r valid, perd no minim.

rotacié al voltant del seu centre fins a assolir la posicié Optima, és a dir, la posicié final dels p; quan r pren
el valor optim. Siguin q1,¢qa, ..., g, els seus vertexs. Es caracteristic d’un candidat a solucié no només el
valor de r (diem-li ry), sin6 també la bijeccié entre els punts ¢; i els punts p; donada per les inclusions dels
g; en les boles; direm que ¢; i p; estan emparellats si la imatge de ¢; per aquesta bijeccié és p;. Notem que
si ¢; 1 p; estan emparellats, aleshores ¢; € B;(rg), perd el reciproc no és necessariament cert.

El lema segiient és la base de la solucié proposada:

Lema 2.10. Sirg > 0 és la solucio del problema i, en aquesta solucid, q; i p; estan emparellats, aleshores
0 b€ givx @ Dj+i estan emparellats Vk € {1,2,...,n— 1} o bé es pot fer una reassignacid de parelles que no

empitjora el valor de rq, per tal que tots els emparellaments tinguin aquesta forma.

Demostracié. Suposem que tenim la solucié del problema. Imaginem-nos que tots els p; viatgen cap a les
seves parelles a una mateixa velocitat constant. Diem que p; i px es creuen si, en un moment del seu
recorregut i estant els dos en moviment, la seva posicid sobre la circumferencia coincideix. Diem també que
p; sobrepassa py si, estant p; en moviment i pg a la seva posicié final, les posicions dels dos punts sobre la

circumferéncia coincideixen. Veurem:

(i) si, durant el seu recorregut, cap p; sobrepassa un altre py ni cap parell de punts p; es creua, aleshores

Git+k 1 pj+r estan emparellats Vk € {1,2,...,n — 1};
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(ii) cada vegada que, durant el seu recorregut, un p; sobrepassa un altre py o un parell de punts p; es
creua, podem fer una reassignacié de parelles que no empitjora el valor de rq, per tal que deixin de

sobrepassar—se O creuar-se.

Comencem demostrant (i). Suposem la hipotesi i suposem també que p,1;1 esta emparellat amb g;t,,
ko € {2,3,...,n —1}. Assumim que p; viatja cap a ¢; en sentit negatiu. El punt p;; viatja cap a g;1, en
sentit negatiu o bé en sentit positiu, i pot estar en qualsevol dels dos arcs que uneixen p; i g;41; aixo déna

lloc a quatre casos (vegeu la Figura 2.6).

Sigui com sigui, hi ha un pj4x,, k1 € {2,3,...,n — 1} que viatja cap a g;+1. En el cas a), si ho fa en sentit
; i ; i
—q —=q —=9 Qiig —=q
G Rt
9s1 9:1 * I
P
/ " Ra
\
q+% q+% q+%
a) b) c) d)

Figura 2.6: El punt p;;, viatja cap al punt g;4r,.

positiu sobrepassa p;y1 0 es creua amb ell, i si ho fa en sentit negatiu sobrepassa p;. En el cas b), si ho fa en
sentit positiu sobrepassa p;1 i si ho fa en sentit negatiu sobrepassa p;. En el cas ¢), si ho fa en sentit positiu
sobrepassa p;41, es creua amb ell o p;; el sobrepassa, i si ho fa en sentit negatiu sobrepassa p; o bé és
sobrepassat per pj11. En el cas d), pj i pj 41 es creuen o pj41 sobrepassa p;. En conseqiiéncia, necessariament
Pj+1 1 git1 estan emparellats i, raonant analogament, g;1x i pj4x estan emparellats Vk € {2,3,...,n—1}.

Vegem ara (ii). Suposem que, durant el seu recorregut, hi ha un p; i un py que es creuen o tals que un
sobrepassa l’altre. Se’ns presenten dos casos, depenent de si viatgen o no en el mateix sentit.

Si viatgen en el mateix sentit, tenim la situacio de la Figura 2.7. Observem que, emparellant p; amb g¢; i

Figura 2.7: Els punts p; i p; viatgen en el mateix sentit.

P amb ¢, el valor de 1y no empitjora i, a més, p; deixa de sobrepassar p; quan viatja cap a la seva parella.
Si viatgen en sentits oposats, hi ha tres situacions possibles, il'lustrades a la Figura 2.8. En totes elles, una

reassignacié de parelles no empitjora el valor de rq i fa que p; i p deixin de sobrepassar-se o creuar-se. [l

La técnica que apliquem per resoldre el problema és la segiient: afirmem que en la solucié p; i ¢; estan

emparellats (i, pel lema anterior, també ho estan py i g, Vk € {2,3,...,n}); com que els p; estan fixos en la
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Figura 2.8: Els punts p; i p; viatgen en sentits oposats.

circumferéncia, basta coneixer la posicié d’un dels g;. Partint de ¢; i p; superposats, fem lliscar g; (i amb ell
la resta de punts ¢;) sobre la circumferencia amb velocitat angular constant 1 rad/s i sentit positiu fins que
torni a la posicié inicial, de manera que totes les possibles solucions del problema queden parametritzades
per t € [0,27). La grafica distancia-temps de la distancia dy entre p; i g1 calculada sobre la circumferéncia

és la de la funci6 definida a trossos
t, t e |0,7,
dy(t) = [0, 7]
2 —t, t € (m, 2m),

i es pot trobar representada a la Figura 2.9.

Analogament, les funcions d;(¢) de les distancies entre p; i ¢; sobre la circumferéncia es poden calcular

q]_ )/_\ q dl
(‘ |
' t

Tt 21

Figura 2.9: Grafica de la funcié d; ().

en temps 6(1) perque sén desplagaments de la funcié di, on el desplagcament ve donat per la distancia entre
p; i q; quan t = 0 1 per la posicié relativa d’aquests dos punts en el moment inicial, que determina si, quan

els ¢; comencen a lliscar sobre la circumferencia, p; i ¢; s’allunyen o s’apropen. Aixi, tenim una colleccié de

I | t
T 21

Figura 2.10: Grafica de les funcions d;(%),...,d, ().

n funcions (vegeu la Figura 2.10), 'envolupant superior de les quals ens déna la distancia entre la parella
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més allunyada. L’objectiu del nostre problema és minimitzar aquest parametre.

Com que dues d’aquestes funcions, quan sén diferents, es tallen en exactament dos punts, la complexitat
de Penvolupant superior de les funcions d;(t) és O(n) i pot ser calculada via dividir per véncer en temps
O(nlogn) [11]. Després es pot recérrer en temps proporcional a la seva complexitat i trobar-ne el minim.

Hem demostrat:

Teorema 2.11. FEl problema de calcular el minim valor de r per al qual es pot inscriure un n-gon reqular
en la circumferéncia circumscrita a P’ amb cada vértex a distancia menor o igual que v d’un vértex diferent

de P es pot resoldre en temps O(nlogn).

Aquesta primera mesura que hem proposat no té en compte els angles del poligon d’entrada, que sén
alterats quan es realitza la inscripcid, siné que es fixa en les longituds dels costats; la seva interpretacio és
forga clara: ateés que déna zero quan P és equilater i és més gran com més diferents sén les longituds dels

costats de P, considerem que P és més regular com més petit sigui el valor trobat de 7.

2.3.2 Minimitzacié de la suma de desplagcaments

Una alternativa natural a la minimitzacié de max; d;(t) com a mesura de regularitat de P és minimitzar
> ; di(t). Es pot comprovar que el Lema 2.10 també és valid per a aquest cas i, per tant, ens serveix la
construccié feta en el problema anterior. Per poder calcular eficientment la funcié ), d;(t) n’hi ha prou
amb observar que té una complexitat lineal (de fet, esta formada per un maxim de 2n peces); per aquest
motiu, es pot construir en temps O(nlogn) mitjangant un algorisme de tipus dividir per véncer [11], i

després es pot recérrer en temps O(n) per trobar-ne el minim. Aixi:

Teorema 2.12. FEl problema de calcular el valor de r per al qual es pot inscriure un n-gon reqular en la
circumferéncia circumscrita a P’ amb cada vertex a distancia menor o igual que v d’un vértex diferent de
P’ i que minimitza la suma de les distancies dels vertexs de P’ als corresponents vértexs en posicid regular,

es pot resoldre en temps O(nlogn).

Aquest parametre esta clarament relacionat amb ’anterior i posa l'accent també en la seqiiencia de
longituds dels costats. Novament, val zero si P és equilater i el criteri de regularitat és que P és més reqular

com més petit sigui el valor trobat de 7.

2.4 Altres parametres relacionats

La idea de comparar el poligon convex d’entrada P amb un de regular del mateix nombre de costats pot
donar lloc a altres mesures de regularitat que, malgrat que computacionalment resulten menys interessants
que les vistes fins ara, també poden donar el tipus d’informacié que busquem.

Es pot, per exemple, trobar el n-gon regular amb el mateix perimetre que P i comparar les arees dels
dos cossos. O també podem fer-ho al revés: comparar el perimetre de P amb el del n-gon regular que té
la mateixa area. Finalment, en comptes de tot aixo, el que es pot contraposar directament sén aquests dos
poligons regulars associats a P, el que té la mateixa area i el que té el mateix perimetre.

Una altra aproximacié possible sorgeix d’identificar el poligon P amb un punt Z(P) € R?" de la manera
segiient: si denotem per ; ’angle interior de P corresponent al vertex p;, aleshores podem representar P

com

f(P) = (l17127"~7lna§0153027"'agon) € RQ"
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i el conjunt de tots els n-gons regulars queda parametritzat per la recta

7(n—2) 7(n—2)

—9
(z1, T2, .. ., Ton) = (0,0,...,07 L )) +A(1,1,...,1,0,0,...0).
n

Aleshores, es pot considerar que el poligon regular de n costats més semblant a P és el punt d’aquesta
recta més proper a Z(P) i calcular-lo. Després, es pot fixar algun criteri de comparacié d’ambdds poligons
que generi una mesura de regularitat per a P. Un parametre que seria raonable estudiar és la distancia del
punt Z(P) a la recta descrita.

Hi ha una generalitzacié del problema resolt a la Seccié 2.3 que podria donar lloc a una mesura de
regularitat interessant. Amb la mateixa notacié que en 'apartat anterior pero treballant amb la distancia
euclidiana, es tracta de trobar el minim valor de r per al qual existeix un n-gon regular tal que cadascun
dels seus vertexs esta inclos en una bola diferent del conjunt {B;(r), ¢ € {1,2,...,n}} (vegeu l'exemple
de la Figura 2.11). L’aparent alta complexitat d’aquest problema, causada pel major nombre de graus de

llibertat que tenen els candidats a solucid, ens ha empes a deixar el seu estudi per a més endavant.

Figura 2.11: Exemple de radi valid per als vertexs pi1,ps,. .., Ds-



Capitol 3
Inscripcio i circumscripcio

3.1 Introduccio

Al capitol anterior, hem fixat com a referéncia un poligon regular del mateix nombre de costats que P;
tot i que aquesta técnica pot proporcionar bons resultats en alguns casos, també té punts febles. Observeu,
per exemple, la Figura 3.1, on queda clar que un poligon convex pot ser molt semblant a un poligon regular
que té un nombre de costats diferent al seu. Cobrir aquests casos és la principal motivacié d’aquest capitol.

Com ja hem comentat anteriorment, per tal que un criteri de comparacié de dos poligons sigui significatiu

Figura 3.1: Heptagon convex que és gairebé un triangle equilater.

és necessari imposar condicions que facin que les magnituds d’ambdds cossos siguin semblants. Doncs bé, en
aquest capitol imposem que un dels dos poligons estigui contingut en I'altre, i 'objectiu és aconseguir-ho de
manera que les seves mides siguin el més semblants possible o, més concretament, de manera que el poligon
interior sigui tan gran com es pugui.

D’aquest problema d’emplacaments maximals d’un poligon dins un altre, nosaltres n’estudiem dos casos
particulars; a la Seccié 3.2 suposem que el poligon exterior és regular i proposem algorismes per trobar la
copia més gran de P que hi esta continguda; en canvi, a la Seccié 3.3 el poligon regular és el de dins i donem

metodes per trobar la copia més petita de P que el conté.

3.2 Inscripcié

El problema que ens proposem resoldre és el segiient: donat un poligon convex P de n costats, volem
trobar el poligon regular Rgp de m costats més petit que conté P, permetent translacions, rotacions i
escalaments. Com que aquest problema és equivalent al de trobar la copia de P més gran continguda en

Rpg, utilitzarem una formulacié o 'altra en funcié de la seva conveniencia en cada situacio.

13



14 CAPITOL 3. INSCRIPCIO I CIRCUMSCRIPCIO

En aquest cas, la mesura de regularitat associada al problema ve donada per la relacié entre les arees
dels dos poligons quan aquests es troben en la posicié optima, és a dir, en la posicié en la qual P esta
contingut en Rp i és maxim amb aquesta propietat. Si es considera la diferéncia area (Rg) — area (P), diem
que P esta més a prop de ser un m-gon regular com més petit sigui el valor obtingut. Si, en canvi, es pren

area (P) / area (Rg), diem que P esta més a prop de ser un m-gon regular com més proper a 1 sigui el valor

obtingut.
La notaci6 que fem servir al llarg de la secci6 és la que segueix: r1, 79, ..., 7y, son els vertexs de Rg donats
en ordre positiu, s; (j € {1,2,...,m}) és el costat de Rg d’extrems r; i 7j41,1t; (j € {1,2,...,m}) ésla

recta que conté el costat s;. A més, denotem per (x;,y;) les coordenades de p;, i per (w;, 2;) les coordenades

de T

3.2.1 Resolucié amb un algorisme generic

Aquest problema esta resolt en el cas general, on Rp és un poligon convex qualsevol de m costats, a [1]
i [2]. Els autors proposen un algorisme de temps O(nm?logm) on la idea principal és la segiient: suposem,
sense perdua de generalitat, que Rp conté ’origen; aleshores, cada aresta s; de Rg esta sobre una recta del
tipus a;x + bjy = 1 1, per tal que P estigui contingut en Rg, tots els seus veértexs (z;,y;) han de complir
ajr; + by, < 1.

D’altra banda, totes les posicions de P en el pla que sén resultat dels moviments permesos es poden
parametritzar a través de l'eleccié d’un punt de referéncia arbitrari p € P i d’una posicid estandard de
P en que p és a lorigen; aixi, qualsevol emplagament de P s’interpreta com un moviment en relacié amb
aquesta posicié estandard i pot ser descompost en una translacié de vector (u,v), una rotacié d’angle 6 i
una homotecia de raé p, aquests dos tltims moviments amb centre p € P, i ser identificat amb la quaterna
(s,t,u,v),on s =pcoshit=psind.

Si (x4, y;) sén les coordenades del vertex p; en la posici6 estandard, es té que, en la posicié parametritzada
per (s,t,u,v), les seves coordenades sén (sx; — ty; + u,tx; + sy; + v). En conseqiiéncia, és necessari que es

compleixi el sistema de mn inequacions lineals de la forma

Li,j : (ajxi + bjyi)s + (—ajyi + bj.’l?i)t + a;u + ij <1

per tal que Rg contingui la posicié de P corresponent a (s, ¢, u, v). Aixd implica que el domini de les possibles
solucions és un poliedre convex (i, clarament, fitat) en dimensié 4.

El punt (s, t, u,v) buscat, corresponent a ’emplagament de P dins Rg en qué P té mida maxima, és un
vertex del poliedre perque és el punt del domini que maximitza la funcié convexa s? + t? = p?. Per aquest
motiu, I’algorisme proposat consisteix a trobar en temps O(nm?logm), i mitjancant un pas a l'espai dual,
els O(nm?) vertexs que té el polfedre i retornar el que fa maxima la funcié s + t2. Notem que el fet que els
candidats a soluci6 siguin vertexs del poliedre té una traduccié geometrica segons la qual hi ha d’haver, com
a minim, quatre incidencies entre vertexs de P i costats de Rg, ja que un vertex d’un poliedre 4-dimensional

és el resultat de la interseccié6 d’un minim de quatre hiperplans, i cada hiperpla
(ajwi + bjyi)s + (—ajyz- + b]l'z)t + aju + bj’l) =1

representa el conjunt de totes les posicions de P tals que el seu vertex p; esta en la recta que conté el
costat s; de Rg.

Sembla natural pensar que el cost d’aquest algorisme generic pot ser reduit aprofitant el fet que el poligon
Rp és regular. En concret, si existeix un emplagament de P dins Rg que és candidat a solucié amb quatre

contactes entre vertexs de P i costats de Rg de la forma p;, € s;,, pi, € Sj,, Pis € Sj5, Piy, € Sj,, aleshores
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hi ha m — 1 emplagaments on P té la mateixa mida i els quatre contactes entre vertexs de P i costats de
RpE sén de la forma p;, € Sj, 1k, Diy € Sjytks Dis € Sjsthks Pia € Sjuth, k € {1,2,...,m —1}. Per tant, un

objectiu raonable és intentar reduir el cost de 1’algorisme fins a O(nmlogm).

3.2.2 Resolucié per casos segons tipus de contactes

Una primera possibilitat per intentar trobar un algorisme més rapid que el d’Agarwal et al. per al nostre
cas particular és deixar de banda el poliedre 4-dimensional a ’espai dual i aplicar técniques potser menys
poderoses, pero en les quals tingui rellevancia i es tregui profit del fet que Rg és regular.

Una via que ddéna resultats positius en certs casos és classificar els candidats a solucié en diferents tipus
i trobar-los per separat emprant procediments especifics per a cada cas. En concret, tenint en compte la
informacié segons la qual a ’emplagament optim de P dins Rg hi ha un minim de quatre contactes entre
vertexs de P i costats de Rg, el que fem és dividir els candidats a soluci6 en tres classes, segons si hi ha
alguna incidencia entre un costat del poligon interior i un costat del poligon exterior, alguna incidencia entre
un vertex del poligon interior i un vertex del poligon exterior, o cap incidéncia dels dos tipus anteriors. Com
veurem de seguida, som capagos de millorar el temps d’execucié de lalgorisme proposat a [1] i [2] per als
candidats del primer tipus, expliquem un meétode més rapid si n = o(mlogm) per als candidats del segon

tipus i detallem un algorisme del mateix nombre asimptotic d’operacions per als candidats del tercer tipus.

Tipus 1: algun costat de P és incident a algun costat de Rg

Per comencar, proposem algorismes per trobar candidats a solucié en que algun costat de P és incident
a algun costat de Rp. Notem que aquesta condicié ja garanteix dues de les quatre incidencies que hi ha
d’haver entre vertexs del poligon interior i costats del poligon exterior.

En els diferents algorismes que expliquem, el poligon que realitza translacions, girs i escalaments és
Rp. Per aquest motiu, l'expressi6 Rg sovint no denota un poligon concret, siné un m-gon regular que
es va modificant per tal d’assolir la mida i la posicié optimes. De la mateixa manera, quan les rectes t;
(7 €{1,2,...,m}) estan referides a un poligon concret, representen les rectes que contenen els costats s;,
pero, en cas contrari, denoten un conjunt de m rectes mobils, amb la caracteristica que ’angle entre dues
de consecutives és de 27 /m.

Donades tres rectes t;, t;, tx, hi ha un tnic m-gon regular tal que s, esta contingut en ¢, perav € {3, j, k} .
Aix0 suggereix un algorisme per trobar els candidats a solucié del primer tipus inspirat en el conegut metode
del peu de rei giratori (vegeu [25]). Es tracta de prendre ternes de rectes t;,t;,ty, fer-les tangents a P i
fer-les girar seguint el metode mencionat. Aleshores, s’ha de fer una parada cada vegada que un costat de
P és contingut en una de les rectes, calcular I'inic m-gon regular tal que s, esta contingut en t,, per a
v € {i,j,k}, 1 examinar si aquest m-gon conté P o no; en cas afirmatiu, es guarda com a candidat a solucid.

Malauradament, aquest algorisme és massa lent. Hi ha O(m?) ternes, ja que podem fixar que el primer
element de la terna sigui t; perque els costats del m-gon sén indistingibles. A més, per a cada terna, el
procés de fer girar les tres rectes al voltant de P consta de 3n passos, ja que no finalitza fins que les tres
d’elles. A cada pas, s’ha de calcular en temps O(m) 'inic m-gon regular determinat per les tres rectes i,
posteriorment, s’ha de comprovar en temps O(n + m) que el m-gon obtingut contingui P. Aix, el cost de
I’algorisme és O (nm2 (n+ m)) , és a dir, pitjor que el de 'algorisme generic d’Agarwal et al.

Per tal de millorar-lo, observem que, a ’algorisme anterior, fixem tres costats de Rg que sén incidents a
P per tal de tenir el poligon Rp delimitat, pero aixo genera massa combinacions de rectes ¢; i, a més, no

evita la comprovacié que el m-gon regular conté P. Convé, doncs, treballar només amb dos costats de Rg
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incidents a P; aixi, en un segon algorisme per trobar els candidats del tipus 1, fixem un costat de P que és
incident a algun costat de Rg (podem suposar que aquest costat és s1) i un altre costat de Rg que també
és incident a P (per un vertex com a minim). Trobem, si existeix, 'm-gon regular més petit amb aquestes
condicions. Aixd ddéna un total de O(nm) candidats, la qual cosa suposa una reduccié d’un factor respecte
els O(nm?) candidats de l’algorisme anterior.

El calcul d’aquests candidats es fa de la manera segiient: partim d’una posicié qualsevol de P i prenem les
m rectes t1,to,...,t, orientades de manera que una d’elles és parallela a un costat de P. Fem les m rectes
tangents a P i les anem girant seguint també el metode del peu de rei giratori. Ens aturem cada vegada
que una de les m rectes és incident a algun costat e; de P. Suposem, per simplicitat, que aquest costat és
horitzontal, que és incident a la recta ¢1 i que p; = (0, 0). Guardem les abscisses g, ag, . . ., @y, dels punts de
tall de les altres rectes to,t3,...,t,, amb t; (si alguna d’elles també és horitzontal en guardem I'ordenada);
aquesta informacio ens sera d’utilitat més endavant: si, per exemple, ¢; deixa P a la seva esquerra, qualsevol
poligon regular amb el costat s; incident a e; i que contingui P ha de complir que I’abscissa del punt de tall

entre ¢ i t; és més gran o igual que a; (vegeu la Figura 3.2). Un cop guardats as, a3, . .., Qu,, busquem els

t.

j
Figura 3.2: Significat del parametre «;.

m — 1 candidats a soluci6 associats a e;, un per a cada s; (¢ € {2,3,...,m}). Aixi doncs, s’ha de descriure
un procediment per trobar, per a cada t;, el possible candidat Rg a solucié tal que s; és incident a e; i s;
també és incident a P. Si existeix, direm que és el candidat del parell (e;, s;).

El metode per trobar el candidat, si existeix, d’un parell (e;, s;) és el segiient: partim (vegeu la Figura 3.3)
d’una recta t; incident al costat e; de P i una recta t; també incident a P en un vertex py, (és trivial adaptar

lalgorisme si ¢; és incident a un costat de P). Suposem que s; té un extrem en el punt p;; el punt de tall

t; <
Figura 3.3: Les rectes t; i ¢; s6n incidents a e; i p, respectivament.

gi1 de t; amb t; determina l’abscissa wy de I'altre extrem de s; i, per tant, un m-gon regular. Si wy < 41,

és a dir, el punt 7o queda a l’esquerra del punt p,11, no hi ha candidat a solucié pel parell (e;,s;). En cas
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contrari, dividim ¢; en tres trossos: el costat s; del m-gon, la semirecta t;o de ¢; \ s; que conté g;1, i laltra
semirecta t;1 de t; \ s;. Es poden donar tres situacions: si pi € s; (vegeu la Figura 3.4a) podem continuar,
i, si pg € tip (cas illustrat a la Figura 3.4b), no hi ha candidat a solucid. Si py € t;1, calculem ’homotecia

de centre g;1 i raé més petita possible que, aplicada sobre I'm-gon, fa que py € s; (Figura 3.4c). Continuem

Figura 3.4: Possibles emplacaments de py en relacié amb s;.

amb el proper pas de ’algorisme, a no ser que, si hem aplicat ’homotecia, e; ja no estigui contingut en si;
en aquest ultim cas, no hi ha candidat.

Arribats a aquest punt, tenim el m-gon regular Rp més petit tal que s conté e; i s; conté py (vegeu la
Figura 3.5a). Siguin R} i R% les cadenes que uneixen s; amb s; avangant sobre la frontera de R en sentit
positiu i negatiu, repectivament. Comprovem en temps O(m) si P és dins Rg comparant as,as,. .., 0
amb les abscisses dels punts de tall de les rectes to,ts,...,t,, amb t;. Si P és dins Rg, hem trobat el
candidat del parell (ej,s;). Si algun costat de R}, incompleix la corresponent condicié necessaria perque
P estigui contingut en Rg, no hi ha candidat, ja que fer que aquell costat compleixi la condicié obligaria
a reduir la mida de P. Finalment, si els tnics costats de Rgp que no compleixen la condicié pertanyen a
R2,, calculem I’homotecia de centre g;; i raé més petita que fa que, aplicada sobre Rp, tots ells passin a
complir-la. Obtenim aix{ un nou m-gon regular (vegeu la Figura 3.5b), i comprovem si conté P; en cas
afirmatiu, és el candidat del parell (e;, s;).

Abans de concloure, notem que el cas en que ¢1 i t; sén paralleles és més senzill perque 1'inic tipus de

Figura 3.5: Ultims passos de I’algorisme.

moviment que es pot aplicar a I’'m-gon és una translacié horitzontal. A més, hi ha certes propietats que ens

fan notar que no cal buscar tots els candidats:

Observacic 3.1. En I'optim, no és possible que tots els costats de Rg que estan en contacte amb punts de P
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siguin tals que la recta de suport a P que els conté deixa P per sobre d’ella, ja que, en aquest cas, podriem
desplagar infinitesimalment P en la direccié vertical i encongir Rg. Aixo redueix a la meitat el nombre de

parells (e;, s;) per als quals buscarem candidat.

Observacio 3.2. Sim és parell i el parell (e, 5,,/2) té candidat, aquest és millor que els candidats dels parells
(€j,8i), i € {1,2,...,m — 1}, i # m/2. Si t; i t}, deixen P a la seva esquerra, k > i i el parell (e;, s3) té
candidat, el candidat del parell (e;, s;), si existeix, és pitjor, és a dir, no pot ser més petit. Si s; i s deixen
P ala seva dreta, la relaci6 va al revés, aix0 és, si k > ¢ i el parell (ej, s;) té candidat, el candidat del parell

(ej, sk), si existeix, té la mateixa mida o és més gran.

En efecte, la primera part és conseqiiencia del fet que la distancia entre dos costats parallels d’un m-gon
regular en determina la mida. Quant a la segona part, si t; i t; deixen P a la seva esquerra, k > i, el parell
(ej, si) té candidat (amb ¢ incident a p;) i en aquest candidat el costat s; no és incident a P, fer s; incident
a P obliga a desplagar 'm-gon regular cap a l’esquerra, i aconseguir que continui contenint e; i p; (amb s;
incident a e;) obliga a augmentar la mida de P. El raonament en el darrer cas és analeg.

En l'algorisme explicat, s’efectuen passos del metode del peu de rei giratori fins que cadascuna de les
rectes t; hagi girat un angle de 27/m 1 ocupi la posicié inicial de la recta segiient en sentit positiu. Aixo fa
que cada costat de P estigui contingut en alguna de les rectes en algun (i només un) moment del procés.
Cada pas del metode mencionat (se’n fan n) es realitza en O(m) operacions que s’imputen al costat de P
que esdevé contingut en una de les rectes. A més, abans de tornar a girar les m rectes ¢;, també s’efectuen
O(m) operacions per calcular les «;’s, i, per a cada costat de Rg, O(m) operacions per trobar el candidat
del parell. Hem vist:

Proposicié 3.3. Els candidats a solucié del tipus 1 poden ser calculats en temps O(nm?).

Finalment, proposem un altre algorisme en el qual n’hi ha prou amb fixar el costat e; de P que és
incident a un costat de Rg. De fet, resolem en temps optim O(n + m) un problema més general: donats un
n-gon convex P i un m-gon convex Rpg, trobar la copia més gran de P dins Rpg, permetent translacions i
escalaments, pero no rotacions.

Momentaniament, Rg és un m-gon convex qualsevol; com en el cas anterior, és el poligon que realitza
translacions i escalaments. Per simplicitat, suposem que el costat s; de Rg és horitzontal, que deixa Rg
per sobre d’ell i que, si p; és el vertex de P d’ordenada minima (si n’hi ha dos, p; és el d’abscissa minima),
aleshores p; = (0,0); a més, denotem per ! la longitud del costat s;. Una copia de Rg amb l'orientacié
fixada queda definida pel valor de [ i per les coordenades (w1, 21) de 1.

Seguint la mateixa idea que en el cas anterior, I’abscissa «; del punt de tall entre I’eix horitzontal i cada
t;, quan aquesta és tangent a P, imposa una restriccié per tal que P estigui contingut en Rg. Aqui deduim
la restriccié que és valida si a; > 01 ¢; té pendent positiu, pero tots els altres casos (inclos aquell en el qual
t; també és horitzontal) sén semblants i, més important, generen restriccions sobre wy, z1,! que tenen una
forma determinada: inequacions lineals en les tres variables.

Estudiem el cas descrit. Suposem que tenim una copia de Rg determinada. Siguin (3; I’abscissa del punt
de tall entre s; (o el seu perllongament) i ’eix horitzontal, §; la longitud del segment d’extrems 71 i el punt
de tall entre els perllongaments de s1 i s;, 1 v; la longitud del segment d’extrems (0;,21) i el punt de tall
entre els perllongaments de s; i s; (vegeu la Figura 3.6). Una condicié necessaria per tal que Rg contingui
P és que (§; > «ay, és a dir,

0; + w1 + v > q.

El terme §; només depen de la mida de Rg i compleix que §; = k; - [, per alguna constant positiva k;.

Quant al terme ~;, pot ser expressat com ; = — tg¢; - z1, per un cert angle fix ¢; (vegeu la Figura 3.6). Aix{
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Figura 3.6: Significat dels parametres oy, 5;, d; 1 ;.

doncs, és necessari que

ki l+wp —tge; 21 2> oy

perque P estigui contingut en Rp. A més, les m restriccions corresponents als m costats de Rg son suficients,
de manera que el nostre problema es transforma en un problema de programacié lineal a R? en que s’ha de

minimitzar [ (I > 0) sota m restriccions de la forma

i que es pot resoldre en temps O(m) mitjangant un algorisme de cerca i poda (vegeu [8], [9], [14] i [15]).

Tornem al nostre problema de trobar candidats a solucié del tipus 1. Novament, fem girar les rectes t;
al voltant de P seguint el metode del peu de rei giratori. Cada vegada que un costat e; de P és contingut
en una de les rectes tj, executem l’algorisme precedent amb l'orientacié de Rg induida per les rectes ¢;. El
candidat a solucié que obtenim és millor (o igual) que el del cas més particular que hem estat estudiant fins
ara, en que e; és incident a s.

El pas inicial de fer que les rectes ¢; siguin tangents a P es pot fer en O(n + m). Després, per a cada
costat de P, fem O(m) operacions corresponents al metode del peu de rei giratori i O(m) operacions per

resoldre el problema de programacié lineal. Hem demostrat:

Proposicié 3.4. FEl millor candidat en qué un costat de P i un costat de Rg son parallels i ambdds costats
deizen els corresponents poligons en la direccio del mateix vector perpendicular, el qual és millor o igual que
el millor candidat en qué aquell costat de P és incident a aquell costat de Rg, pot ser calculat en temps

O(n 4 m). El conjunt dels millors candidats d’aquestes caracteristiques pot ser calculat en temps O(nm).

Abans de passar a estudiar el tipus segiient de candidat a solucid, veurem amb un exemple que la cerca
d’emplacaments de P dins Rg en que un costat de P és incident a un costat de Rp esta justificada perque

hi ha casos en que la posicié optima compleix aquesta caracteristica:

Ezxemple 3.5. L’exemple de la Figura 3.7 mostra una situacié en que la posicié optima és del tipus 1. Aqui,
tant P com Rpg son regulars: P és un octogon regular i Rg és un quadrat. L’optimalitat és conseqiiencia

del fet que qualsevol quadrat que conté P té el costat més gran o igual que 'amplada de P.
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Figura 3.7: Exemple de posicié optima del tipus 1.

Tipus 2: algun vertex de P és incident a algun vertex de Rg

El segon tipus d’incidencia que es pot donar en la solucié és que un vertex del poligon interior coincideixi
amb un vertex del poligon exterior. En el que segueix, busquem candidats a solucié amb aquesta caracteris-
tica, que, com en el cas anterior, ja garanteix dues de les quatre incidencies que hi ha d’haver entre vertexs
de P i costats de Rg.

Aqui, fixarem Rp i trobarem, per a cada vertex de P amb un angle més petit o igual que 7(m — 2)/m,
la posicié més gran de P dins Rg amb aquell vertex incident en un vertex de Rg. Si n < m, aixo déna un
maxim de n candidats; en cas contrari, és facil veure que la combinacié de n angles convexos amb suma igual
a m(n — 2) que maximitza el cardinal del subconjunt dels que tenen valor més petit o igual que w(m — 2)/m
consisteix en m angles iguals a w(m —2)/m i n—m angles iguals a 7. Aix{, el nombre de candidats és sempre
més petit o igual que min{n, m}.

L’algorisme que expliquem ens obliga a distingir dos casos, en funcié que m sigui parell o imparell.

Exposem primer el procediment pel cas en que m és parell. L’observacié segiient juga un paper important

en la resolucié del problema:

Lema 3.6. La funcid que ddna la distancia de la frontera de Rg (recorreguda en sentit positiu partint de

r1) ary és unimodal i té el marim en vy, 941

Demostracid. Emplacem Rp al pla de manera que r; = (0,0), r; sigui el punt del poligon d’ordenada
minima i sy formi un angle de m/m amb I’horitzontal. Prenem [m/4] +1 < j < m/2+ 1. Volem veure que,
si recorrem el costat s; des de r;, la distancia a 7 creix. Una manera de fer-ho és demostrar que I'inic punt
de s; que pertany al cercle de centre r iradi d(r1,r;) és r;. Per a tal fi, comparem l'angle w; que formen el
perllongament de s; i I’horitzontal amb l’angle v; que formen la perpendicular per r; al segment d’extrems
r1, ; 1 I'horitzontal (vegeu la Figura 3.8). L’objectiu és comprovar que w; > v;.

Sigui G el centre de Rg. L’angle que forma el segment d’extrems G i r; amb I’horitzontal és %’T (j—-1)-3,

Figura 3.8: Angles w; i v;.
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i langle que forma aquest mateix segment amb el costat s; és % .

sj=n=|ZG-n-F+(r-5 Zm-)|=-

Quant a v;, és clar que

I (m — 2). Per tant,

T T
|z 7'—qu—f'—1
Aleshores, com que, per a j <m/2,esté que 7-(j —1) < § —
s T 27
V]7577(]71)§7T777E(.771):w3

Sil<j<[m/4]+1, també tenim que, si recorrem el costat s; des de r;, la distancia a r creix, ja que
la perpendicular al segment d’extrems 7 i r; té pendent negatiu i, en canvi, el perllongament del costat s;
té pendent positiu (o infinit).

Fins aqui, hem vist que la funcié que déna la distancia de la frontera a r1 creix en la cadena d’origen
i final 7, /241 La demostraci6 que la mateixa funcié és decreixent en la cadena d’origen r,,, /541 i final rq és
analoga. O

Denotem per RﬁlE la cadena de la frontera de Rg on la distancia a r; creix, i per R% la cadena on la
distancia decreix. Considerem que 7,,/241 pertany a RdE i R% a la vegada.

Sigui copies (P) el conjunt de totes les copies homoteétiques de P, permetent rotacions, translacions i
escalaments. Sigui també p; un vertex de P d’angle ¢;, amb ¢; < w(m — 2)/m. Definim la funcié P;(¢) de
la manera segiient:

P |0, mm=2) _ wi| — copies(P),

m
@ I 1 (%)

on P;(p) és tal que p; és incident a rq, e; forma un angle ¢ amb s1, i P;(p) és la copia més gran de P dins

Rp amb aquestes propietats. Des de ¢ = 0 fins a ¢ = w(m—2)/m —;, la funcié P;(¢) descriu un moviment

de P dins Rg que anomenem recorrequt angular de centre p;, i en el qual P realitza una rotacié de centre

p; combinada amb una homotecia del mateix centre que manté, per a cada orientacid, la copia homotetica

de P més gran dins R amb p; incident a r; (vegeu la Figura 3.9). Clarament, la posicié més gran de P

Figura 3.9: En a), la copia de P és P;(0); en b), és Pi(m(m — 2)/m — ¢;); en ¢), és P;(p), per a algun
pe (0,1(m—2)/m— ;).

dins Ry amb p; incident en r coincideix amb algun valor de P;(¢), ¢ € [0,7(m — 2)/m — ¢,].

Fixat un valor ¢g € [0,7(m —2)/m — ¢;), denotem per pp(po) (h € {1,2...,n}) la posicié del vertex
pr en Pi(¢o). A més, diem que el parell (pg, s;) domina (o és el parell dominant de) el recorregut angular
de centre p; en ¢y si existeix un valor € > 0 tal que, per a tot ¢ € [po, 0 +¢) C [0,7(m —2)/m — @], el
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vertex pi(p) de P;(p) és incident al costat s; de Rg. Notem que el parell dominant existeix per a tot ¢,
pero pot no ser unic.

Les propietats que segueixen donen informacié rellevant sobre els recorreguts angulars:

Lema 3.7. Si P efectua el recorregut angular de centre p;, la seva mida descriu una funcid unimodal amb
un unic mazim local. Mentre la funcid és creizent, els vértexs de P que estan en contacte amb Rg (a part de
p;) estan recolzats només a RdE; mentre és decreizent, estan només a R%; en la posicic que dona el mazim,
hi ha vérters de P a R% i a R.

Demostracid. Sigui ¢ € [0,7(m — 2)/m — ;] tal que tots els vertexs de P;() que estan en contacte amb
Rg (a part de p;) estan recolzats només a R%; prenem el vertex d’'un dels parells dominants en . Pel
Lema 3.6, com que s’estd movent sobre R% en sentit positiu, la distancia a p; (i, amb ella, la mida de P;(¢))
esta creixent. En canvi, sempre que algun veértex de P;(¢) s’estd movent sobre R, en sentit positiu, la
distancia a p; decreix. Ara només manca tenir en compte que, després d’haver-hi hagut contactes de vertexs
de P;(p) amb punts de R%;, ja no n’hi pot haver amb punts de RdE, precisament perque els contactes amb

RS, fan que la mida de P;(¢) disminueixi. O

Lema 3.8. La trajectoria que descriu cada vertex de P durant el recorrequt angular de centre p; és una

poligonal continguda en Rp.

Demostracid. Sigui (pg, s;) un dels parells dominants a ¢ = 0; el recorregut angular de centre p; comenga
amb el vertex p; movent-se al llarg de s; en sentit positiu i la resta de vertexs del poligon, excepte p; que
esta fix, movent-se per mantenir la semblanca amb P. El parell que domina el moviment canvia quan pj
passa a ser incident al costat s;41 0 bé quan un altre vertex toca la frontera de R i passa, juntament amb el
costat de contacte, a dominar el moviment. Hem de veure que, quan un parell (p;, s,,) domina el moviment,
tots els altres vertexs de P excepte p;, que es mouen mantenint la semblanga amb P, també descriuen
trajectories rectilinies. Suposem que (p;,s,) és dominant a ¢ € [pe, Pei1); siguin @o, 1, P2 € [@e, Pet1) -
Tots els vertexs de P realitzen la mateixa rotacié de centre p; i la mateixa homotecia del mateix centre
per passar de pp (o) a pr(p1), 1 també realitzen els mateixos moviments per convertir-se posteriorment en
pr(p2). Ara bé, suposem que un punt (ug,vg) fa una rotacié d’angle o7 i una homotecia de raé p;, ambdds
moviments amb centre l'origen de coordenades, i es converteix en el punt (u1,v1). Des de la seva posicid
inicial, suposem que (ug, vg) també fa una rotacié d’angle o9 i una homotecia de ra6 ps amb centre 'origen
de coordenades i es converteix en (us,vs). Una simple manipulacié algebraica mostra que
(ug,vo), (u1,v1), (ug,vs) estan alineats < 21 :Z(; = Zj :ZZ
< pip2sin(o; — o2) = pysinog — pasinog,

és a dir, que el fet que els tres punts estiguin alineats no depén de (ug,vp). En conseqiiéncia, atés que

(o), pi(p1) 1 pi(p2) estan alineats, tenim que pp (o), Pr(p1) 1 pr(p2) també estan alineats per a tot
he{l,2...,n}. O

Amb tot el que hem vist fins ara estem en condicions de proposar un algorisme de temps O(mn(n +m))
que troba els millors candidats de tipus 2 per a m parell:

Per a cada p; vertex de P amb angle ¢; < w(m — 2)/m,
Pas 1: Calculem P;(0) i P; (w(m —2)/m — ;) .
Pas 2: En P;(0), els vertexs p;(0), pi+1(0) i ro estan alineats; en P; (w(m —2)/m — ¢;), els vertexs

pi (m(m —2)/m — ;) 1 piy1 (m(m — 2)/m — ;) estan alineats amb un punt d’algun costat s; de Rg.

Fem una cerca dicotdmica entre els vertexs ro i 741 per trobar el vertex rp, (h € {2,3,...,1}) tal que:
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(i) en el valor ¢¢ de @ en que p;(we), pi+1(pe) 1 rn estan alineats, tots els vertexs de P que estan en

contacte amb Rp (a part de p;) estan recolzats només a R%;

(ii) en el valor @eyq de @ en queé p;(er1), Pit1(Pes1) 1 rhe1 estan alineats, tots els vertexs de P que

estan en contacte amb Rp (a part de p;) estan recolzats només a RS,.

Pas 3: Calculem P;(p), des de ¢ = ¢ fins al valor de ¢ (més petit o igual que @¢y1) en el qual hi ha
vertexs de P en contacte amb R% i vertexs de P en contacte amb R%. Aquest valor de ¢ ens déna

I’optim del recorregut angular de centre p;.

El primer i el segon pas es fan en temps O(n 4+ m) i O((n + m)log m), respectivament. Quant al tercer
pas, depén del nombre de canvis que es poden donar en el parell dominant. En primer lloc, com que ’angle
que es recorre és menor o igual que m/m, cada vertex de P només pot formar un parell dominant amb dos
costats diferents de Rg. A més, quan un parell deixa de ser dominant ja no ho pot tornar a ser perque li
ho impedeix el parell que ’ha substituit. En conseqiieéncia, hi pot haver un maxim de 2n canvis en el parell
dominant i, aix{, el cost del tercer pas és O(n(m + n)), ja que es pot calcular quan es donen aquests canvis
en temps O(n + m). Notem que, en general, des de ¢ = 0 fins a ¢ = w(m — 2)/m — ¢; hi pot haver O(nm)
parells dominants diferents, ja que cada vertex de P pot formar parell dominant amb cadascun dels costats
de Rp. Aixi, a través de la restricci6 del calcul de P;(¢) a un subinterval més petit aconseguim reduir la
complexitat de ’algorisme en un factor.

En total, algorisme resol aquest cas en temps O (min{n, m}(n + logm)(n + m)). Hem demostrat:

Proposicié 3.9. FEls candidats a solucid del tipus 2 en el cas en qué m és parell poden ser calculats en

temps O(mn(n +m)).

Passem a ocupar-nos del cas en el qual m és imparell. Siguin R} la cadena de r; a r mi1, R2, el segment
d’extrems Tmi1 i el punt mig 7 del costat Smi1, R3, el segment d’extrems 7 i Tmts i R% la cadena de Tmts
a r1. Siguin també v, w els punts de les cadenes RL i R%, respectivament, que estan a la mateixa distancia
de 1 que 7 (de seguida veurem que aquesta definici6 té sentit). Aqui, hem d’introduir una modificacié en

I’algorisme a causa del fet segiient:

Lema 3.10. La funcié que ddona la distancia de la frontera de Rg (recorreguda en sentit positiu partint de
r1) a Ty és creizent a R}, decreizent a R%, creizent a R, i, de nou, decreizent a Ry. A més, v € sm-1 i
2

W E Sm+3.
2

Demostracio. Fem servir la mateixa notacié que en la demostracié per al cas en el qual m és parell. Com
llavors, és clar que la funci6 és creixent a la cadena d’origen ry i final r,,/4741. Per a [%w +1<5< mT’l,

comque = (j —1) < T — 3T també

m 2 2m?
T 7 3m 2w T 27
vVi=———@y-)N)<mr—-———(@(-1)<mn——=-——(U—-1) =wj,
i =3 (-1 5~ U1 (-1 =w
és a dir, la funcié és creixent a la cadena d’origen 7y, /4741 1 final Tt
En canvi, per a j = "L;17tenim que i
V]:%>O:Wj,

i, per tant, la funcié decreix a R%.
Quant a la segona part, per tal de veure que v € $m-1, n’hi ha prou amb comprovar que d(r1,rm-1) <
2 2
d(ry,7) (ja que d(rq, TmTH) > d(r1,7)). Si el m-gon regular esta inscrit en una circumferéncia de radi 1,

d(r1,7) = 1+ cos(m/m) i, aplicant el Teorema del cosinus al triangle A G'I"]_TmTfl,

12=1%+ d2(r1,r%) — 2d(r1,r%)cos(3w/2m),
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i, llavors, d('r'177"mT—1) = 2cos(3w/2m). Ates que, per a 0 < z < /3, es compleix que cos(3z/2) < cosz,
d(rl,'f‘%—l) = 2cos(37/2m) < 1 4 cos(w/m) = d(ry,T).
O

Com a resultat d’aquesta forma lleugerament diferent de la funcié que doéna la distancia de la frontera
a un vertex, en efectuar P el recorregut angular de centre p;, la seva mida pot descriure una funcié amb
minims locals. Els minims locals apareixen quan el costat de Rp del parell dominant passa d’estar en una
regi6é de la frontera de R on la distancia a r; decreix (R% o bé R%) a estar en una regié on creix (R} o
bé R%,). Perd no és possible passar d’un parell dominant (pj,s1), s1 € R}, a un parell dominant on el costat
de R pertany a R} o bé a R, ja que aix0 faria que la mida de P comencés a créixer i el vertex p; deixés
d’estar contingut en Rp. Aixi, ja no és dificil acabar de deduir que els minims locals de la funcié mida de
P estan en correspondéncia amb valors de ¢ tals que el vertex de P;(¢) del parell dominant es troba en el
punt 7.

L’algorisme que proposem és:

Per a cada p; vertex de P d’angle ¢;, amb ¢; < m(m — 2)/m,

Pas 1: Busquem si hi ha algun vertex p; de P tal que la copia de P en que p; esta sobre r1 i p; esta

sobre T esta continguda en R (vegeu la Figura 3.10).

Pas 2: Si no n’hi ha cap, executem ’algorisme exposat per al cas en que m és parell. Si n’hi ha algun
(diem-li p;), calculem P;(¢), ¢ € [@u, Put+1], 00 ¢y, és el valor de ¢ on p;(¢y), p;(py) 1 v estan alineats,
i @ut1 és el valor de p on p; (Y1), pj(po +1) i w estan alineats. Guardem el valor de ¢ € [@y,, Poy41]

per al qual la mida de P;(¢) és maxima.

=

pyr]_

Figura 3.10: Exemple d’emplacament de P dins Rg on hi ha un vertex de P incident a 7.

Vegem que l'algorisme és correcte. En el primer pas, detectem 'existéncia de minims locals en la funcié
que descriu la mida de P. Si no n’hi ha, la funcié és unimodal i podem aplicar I’algorisme per a m parell.
Si n’hi ha algun, en la copia de P continguda en Rg que li correspon hi ha un vertex p; que esta sobre 7.
Notem que la mida de P en aquesta posicié és més gran que la que té en qualsevol copia en que p; i p; estan
alineats amb un punt de la frontera de Rg que pertany, o bé a la cadena que uneix r; amb v, o bé a la que
uneix w amb 1. Aixo justifica que només calculem el recorregut angular en un arc més petit.

Quant al cost, el primer pas es pot portar a terme en temps O(n(n 4+ m)). El segon pas, si s’executa
Palgorisme per al cas en que m és parell, té cost O(n + logm)(n + m). En cas contrari, els vertexs de P
fan un moviment de rotacié de centre p; i angle menor que 37/m, i, per aquest motiu, només poden formar

parell dominant amb un maxim de quatre costats diferents de Rg. La conclusié és:
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Proposicié 3.11. Els candidats a solucio del tipus 2 en el cas en qué m és imparell poden ser calculats en

temps O(mn(n +m)).

Vegem finalment un exemple d’inscripcié d’un n-gon convex en un m-gon regular en que la posicié optima

és del tipus 2:

Ezemple 3.12. Sigui P un octogon “allargat” i Rg un hexagon regular (vegeu la Figura 3.11). L’optimalitat
ve del fet que els dos vertexs que constitueixen el parell diametral de P sén incidents a dos vertexs que

també son parell diametral de Rg.

Figura 3.11: Exemple de posicié optima del tipus 2.

Tipus 3: quatre vertexs diferents de P sén incidents a quatre costats diferents de Rp

Trobar els millors candidats a solucié en que quatre vertexs diferents de P sén incidents a quatre costats
diferents de Rg i no hi ha incidencies entre vertexs de P i vertexs de Rg, o entre costats de P i costats de
Rp és més complicat que trobar els millors candidats de qualsevol dels tipus vistos fins ara. El motiu és que
tant els contactes entre costats del poligon interior i costats del poligon exterior, com els contactes entre
vertexs del poligon interior i vertexs del poligon exterior redueixen de quatre a dos el nombre de graus de
llibertat del cos que es considera mobil. En canvi, fixar que un vertex de P sigui incident a un costat de
Rp només redueix un grau de llibertat. Aixo ens forga a utilitzar tecniques una mica més sofisticades per
a la resoluci6é d’aquest cas.

El metode que apliquem consisteix a, per a cada vertex p; de P, trobar la copia més petita de Rg tal
que p; és incident a s;. Com que els costats d’'un m-gon regular sén indistingibles, aix6 genera un total de
O(n) candidats a solucid.

Aprofitem la mateixa propietat que ja hem anat veient en casos anteriors: si s; és incident a P, el punt
de tall entre t; i cada ¢;, quan aquesta és tangent a P, imposa una restriccié per tal que P estigui contingut
en Rg. Aqui, perd, hi ha una dificultat afegida: 'orientacié de Rg no és fixa. Més concretament, els graus
de llibertat son tres: la distancia x entre p; i r1, la longitud [ del costat s; i 'angle o que forma la recta
que conté el costat e;_; amb la recta ¢; (vegeu la Figura 3.12). Parlant amb més precisid, la variable = és
una distancia amb signe, i és positiva si 71 queda a l'esquerra de p; (des d’un sistema de referéncia en el
qual Deix d’abscisses és t1) i negativa en cas contrari.

Suposem que tenim una copia de Rg determinada. Deduim la condicié per tal que Rg contingui P que
imposa s;, en cas que t; deixi P a la seva esquerra (des d’un sistema de referéncia en el qual l'eix d’abscisses
és t1). Siguin «; la distancia entre p; i el punt de tall g;; entre ¢; i la recta que té el mateix pendent que s;
i és tangent a P (per un vertex py), 3; la distancia entre p; i el punt de tall entre ¢; i el perllongament de s;
i 0; la distancia entre els punts r; i el punt de tall entre els perllongaments de s; i s; (vegeu la Figura 3.12).

Una condicid necessaria per tal que Rg contingui P és que 3; > ay, és a dir,

0 — x> «y.
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‘ %

Figura 3.12: Significat dels parametres x, oy, G; 1 9;.

El terme 6; només depen de la mida de Rg i compleix que §; = k; - [, per a alguna constant positiva k;.
Quant a «;, és el terme de I'expressié que depen de o; en efecte, siguin ;1 'angle que formen les rectes ¢; i
t;, 1 75 I'angle que formen el perllongament del costat e;_; i la recta que passa pels punts p; i pi. Aplicant

el Teorema del sinus al triangle A p;prg;1, tenim que

@i d(pj, k)

sin (7 — ;1 — (Tj5 — 0)) sin ;1

En conseqiiéncia, «; pot ser expressat com a; = k; sin(o + ¢;), per a uns certs angle fix ¢; i constant k;.
Aixi, és necessari que

ki-l—xzfcisin(a—f—ci)

perque P estigui contingut en Rg. Notem, pero, que aquesta inequacié només és valida mentre la recta
que té el mateix pendent que s; i és tangent a P, ho és pel vertex p. Suposem, doncs, que el vertex p; té
un angle interior ¢;. Aleshores, per tal que Rg contingui P, el costat s; imposa 7, condicions de la forma

anterior:

kiil —x— kiil sin(a + Ciil) > 0, o€ [0,0’iil],

ki, 1 —x — ki, sin(o +cii,) > 0, 0 €[04, 7 — @5
Hem vist, per tant, que trobar la copia més petita de Rr que conté P tal que p; € s; es transforma en

el problema de minimitzar [ sota n; condicions del tipus anterior, on n; = Zi# Ty
Una primera via per intentar abordar aquesta qiiestié és esbrinar si el problema s’encabeix dins de la
classe dels tipus LP (vegeu [24] i [13]) i si els algorismes que resolen eficientment aquest grup abstracte de
problemes sén aplicables al nostre cas. Si dotem l'espai de les solucions RT x RT x [0,7 — ¢;] 2 (I, z,0)
de l'ordre lexicografic habitual, denotem per H el conjunt de les n; restriccions i definim una funcié w
que retorna, per a cada subconjunt de H, el punt més petit que les compleix, w és, de manera trivial,
monotona (si F C G C H, aleshores w(F) < w(G)) ilocal (si F C G C H, w(F) =w(G) i h € H, aleshores
w(G) < w(GU{h}) implica que, també, w(F) < w(F U{h})) i, en conseqiiéncia, el problema (que denotem
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per (H,w)) de trobar el punt més petit que compleix les n; condicions és de tipus LP.

Ara bé, per tal que (H,w) pugui ser resolt en temps esperat O(n;) mitjangant I’algorisme aleatoritzat
proposat a [24] i [13], és necessari que una certa magnitud, la dimensid combinatoria del problema, sigui
constant. La dimensié combinatoria es defineix com el cardinal maxim d’una base, i una base de G C H és
un subconjunt minimal B C G amb la propietat que w(B) = w(G). La nocié de dimensié combinatoria és
subtil i, si les restriccions d'un problema tenen la forma he(x!,22,...,2%) > 01 w(Q) = (28,23, ..., 2d) per
aun cert G C H, no s’ha de confondre amb el nombre de restriccions de G tals que he(zd, 23, ..., 2d) = 0.
Vegeu, per exemple, la Figura 3.13 [4], on la regi6 factible esta ombrejada, el punt d’ordenada minima només
és incident a la frontera de dos dels cons que donen les restriccions, pero tots ells estan a la base.

Malauradament, el nostre problema també pot tenir dimensié combinatoria no constant. Encara que

S S S S S S
S S S S S S S S S S

S S S S S S SSSSSSSSSSSS S
S S S S S S ST S
S S S SS S S S SSSSSSSSSSSSSS SS
/7 VY AVS Vo4 /7, VYA SYs
V, j/ V/

Figura 3.13: Problema de tipus LP on totes les restriccions estan a la base.

dividissim el domini [0, 7 —¢;] en intervals més petits per tal de tenir, en cada interval, m—1 condicions (una
per a cada costat de Rp) definides a tot arreu, també es podria donar el cas que un nombre lineal d’elles
estiguessin en alguna base, a causa de les caracteristiques de les superficies del tipus k¢ -l —x— /;5 sin(o+c¢) =
0. Concretament, la solucié del problema (H,w) podria estar en tres d’aquestes superficies, pero la regié
factible delimitada per les tres restriccions corresponents podria contenir punts més petits que no sén la
solucié del problema perque no compleixen altres restriccions de H i que, en conseqiiéncia, s’haurien d’afegir
a la base i podrien forcar, al seu torn, la inclusié de més elements de H en la base.

Descartat 1'as de les eines per a problemes de tipus LP, un altre punt de vista possible és el de la
minimitzacié de ’envolupant superior d’un conjunt de n funcions en dues variables. En efecte, el problema

de minimitzar | sota n; condicions del tipus
kel —x —kesin(o +ce) >0, 0 € [o¢, 0641,

és equivalent al de minimitzar F(x,0), on

k
Z sin(o + c¢), (v,0) € RY x [0¢, 0¢11],

F(e,0) = max fe(w,0) 1 fel,0) = 3+ ¢

ja que, en el nostre cas, ke > 0 V¢ € {1,2,...,n;}. Per comoditat, escriurem f¢(z,0) = A¢x + Besino +
Cecoso, (z,0) € RT X [0g,0¢41].

El problema de trobar la complexitat de ’envolupant superior d’un conjunt de k funcions en dues variables
és forga complicat. A [23], Schwartz et al. n’estudien alguns casos; entre altres teoremes, demostren que,
sota certes condicions bastant restrictives, 'envolupant superior té complexitat O(k) i pot ser calculada en
temps O(klog k). Nosaltres ens proposem utilitzar aquest resultat.

En primer lloc, és necessari que les funcions estiguin definides a tot arreu. Per aquest motiu, dividim el

domini R x [0, 7 — ¢;] del nostre problema en dominis més petits de la forma segiient: prenem els valors
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O¢, 0¢q1 1 els renombrem, si cal, per tal que o1, 09, ... denoti la seqiiencia ordenada de tots ells. D’aquesta
manera, en cada domini R* X [o¢, 0¢41], es tenen m — 1 funcions (una per a cada costat de Rp diferent de
s1) del tipus fe(z,0) = Agx + Besino + Ce coso definides a tot arreu i es busca el punt que minimitza la
seva envolupant superior. Posteriorment es troba el millor de tots els valors obtinguts.

Si es pretén aplicar el resultat mencionat, la interseccié de cada parell de funcions també ha de satisfer
certes propietats. En el nostre cas, la interseccié de dues de les funcions és una corba de la forma ax +
bsino + ccoso = 0, amb x, o definits en un cert interval i a # 0, ja que les constants que acompanyen
la variable x s6n diferents per a cada costat de Rg. Com que 'interval de definicié de o esta estrictament
inclos en [0, 7], aquesta corba és buida o connexa, una de les condicions exigides. A més, en el darrer cas,
per a cada oy que pertany a l'interval de definicid, 'equacié fe, (z,00) = fe,(x, 00) té, com es demana, una
Unica solucié en x i les corbes fe, (x,00) 1 fe,(x,00) s’intersequen transversalment en aquest punt.

Finalment, 1'altima condicié que s’ha de satisfer, i que també és trivial en el nostre cas, és que cada triple
de funcions s’interseca, com a maxim, en un punt.

Aix{ doncs, podem aplicar I’algorisme proposat a [23] per trobar, en O(mlogm) operacions, 'envolupant
superior de les m — 1 funcions definides en cada domini R* X [o¢, 0¢41]. Per tal de trobar la complexitat de
tot I’algorisme, fem un analisi global, és a dir, no comptem el nombre d’operacions necessari per trobar la
copia més petita de R tal que un vertex fix p; és incident a s1, sind el temps en que s’efectua el calcul dels
n candidats corresponents a fer s; incident a cadascun dels vertexs de P. L’observacié clau és la segiient:
si volem comptar quantes vegades computem ’envolupant superior de m funcions, hem de tenir en compte
que, per al calcul dels n candidats, les m rectes t; donen una volta completa al voltant de P, i que s’ha de
resoldre un problema nou de mida m cada vegada que una d’elles esdevé parallela a un costat del poligon
interior. En conseqiiéncia, s’han de calcular O(nm) envolupants superiors de conjunts de m funcions i

acabem de veure:

Proposicié 3.13. Els candidats a solucid del tipus 3 poden ser calculats en temps O(nm? log m) mitjancant

un algorisme alternatiu al d’Agarwal et al.

Notem, a més, que en cap moment hem restringit la nostra cerca a candidats en que quatre vertexs
diferents de P sén incidents a quatre costats diferents de @@, de manera que aquest algorisme proporciona
la soluci6 general del problema, sigui aquesta del tipus que sigui. Aixi doncs, qualsevol rebaixa en el cost
d’aquest algorisme, ideat inicialment per tractar només les solucions del tipus 3, es traduiria en una millora
directa en la resolucié del cas general.

Per acabar, vegem un exemple en que 'emplagament optim d’un rectangle en un octogon regular és tal

que els quatre vertexs del rectangle es recolzen sobre quatre costats diferents de I'octogon:

Ezemple 3.14. Sigui Rg un octogon regular tal que el doble de la seva apotema té longitud A\; > 0 i P un
rectangle amb un dels costats molt curt i I’altre costat de longitud Ao més petita que el diametre del cercle
circumscrit a I'octogon perdo més gran que A;. L’emplagament optim de P dins Rg té els quatre vertexs de
P en contacte amb quatre costats diferents de Rg (vegeu la Figura 3.14).

En primer lloc, la millor posicié en que un costat de P és incident a un costat de Rg consisteix a recolzar
un dels costats curts de P sobre un dels costats de Rg, pero aixo obliga a fer P més petit, ja que Ay > A;.
D’altra banda, podem portar a terme dos tipus diferents de recorreguts angulars. Suposant que e; és un
dels costats curts de P, el recorregut angular de centre p; és tal que p;(0) és incident a 71, p2(0) és incident
a s1, p3(0) és incident a s5 1 p4(0) és incident a r¢. Com que p4(0) és incident a rg € RS, quan s’inicia el
recorregut angular la mida de P comenga a decréixer, és a dir, el recorregut angular de centre p; assoleix
el seu optim en una posicié que ja hem vist que és pitjor que la de la figura. Raonant semblantment, es

comprova que el recorregut angular de centre ps tampoc aporta un candidat a solucié millor que el de la



3.3. CIRCUMSCRIPCIO 29

Ny

Figura 3.14: Exemple de posicié optima del tipus 3.
figura.

3.2.3 Simplificacié de la complexitat de 1’algorisme generic

Un fet que ja hem aprofitat en la resolucié anterior és la repeticié de candidats a solucié que es déna
a causa que Rp és regular. Més concretament, de cada emplacament de P dins Rg se’n poden obtenir
m — 1 més, fent que P faci rotacions de centre el centre de Rg i angles 27j/m, j € {1,2,...,m — 1}. Aixo
suggereix que podem restringir les rotacions de P a angles inclosos a l'interval [0, 27 /m) .

Tornem a P’algorisme general de les referéncies [1] i [2]. Recordem que, per tal que una copia de P estigui
dins Rg, s’han de complir mn inequacions lineals L; ;, una per cada parell format per un vertex de P i un
costat de Rg. Afortunadament, restringir els angles de les rotacions de P redueix drasticament el nombre
de restriccions no redundants. Permetent només que P es traslladi i canvii de mida, n’hi ha prou amb una
inequacié per a cada costat de Rg, ja que, si la recta tangent a P que té el mateix pendent que el costat
sj de Rg toca un vertex p;; de P, que es compleixi la restriccié L;; ; implica que també es compleixen
les restriccions Ly ;, k € {1,2,...,n}, k # i;. Si deixem que P comenci a fer un moviment de rotacio,
els canvis que es van produint en els vertexs de P que sén el punt de contacte amb les rectes tangents
a P que tenen el mateix pendent que algun costat de Rg van imposant noves inequacions del conjunt
{Lijlie{1,2,...,n},j€{1,2,...,m}}. En una rotaci6 d’angle 27 /m, cada vertex p;; que imposava en
el moment inicial alguna restriccié L;; ; afegeix a la llista (si no hi era) la restriccié L;, j41; els altres vertexs
afegeixen una inequacio, la corresponent al mateix costat que el del vertex segiient en sentit positiu que si
que imposava una restriccié en el moment inicial. Aix{ doncs, si afegim les condicions 0 < ¢t < tg(27/m) - s
i denotem per p; (i € {1,2,...,n}) el nombre de restriccion de la forma L; ; (j € {1,2,...,m}) que eren a
la llista en el moment inicial, només Y ., (y; + 1) = m + n restriccions del tipus L; ; no esdevé redundant.

Com que la interseccié de O(n + m) hiperplans a R* té O((n +m)?) vertexos que poden ser calculats en

temps O((n +m)?) (vegeu [20]), hem demostrat el resultat segiient:

Teorema 3.15. El problema de trobar el m-gon reqular Ry més petit que conté un n-gon convexr donat P,

permetent translacions, rotacions i escalaments, pot ser resolt en temps O((n + m)?).

3.3 Circumscripcié

Passem ara a estudiar el cas en que el poligon interior és regular. El problema que s’ha de resoldre és:
donat un poligon convex P de n costats, trobar el poligon regular R; de k costats més gran contingut en
P, permetent translacions, rotacions i escalaments.

Com en el problema anterior, les mesures de regularitat que proposem sén, si P i R; representen

les copies dels poligons originals en la posicié optima, la diferéncia area (P)— area (Ry) i el quocient
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area (Ry) / area (P). Per a la primera, P estd més a prop de ser un k-gon regular com més petit sigui
el valor obtingut; per a la segona, P esta més a prop de ser un k-gon regular com més proper a 1 sigui el
valor obtingut.

Veiem també tres resolucions del problema; els procediments sén gairebé identics als proposats per al cas

de la inscripcid.

3.3.1 Resolucié amb un algorisme generic

Evidentment, 1’algorisme proposat a [1] i [2] també resol aquest problema. En aquest cas, el temps

d’execuci6 és O(kn?logn).

3.3.2 Resolucio6 per casos segons tipus de contactes

Distingim els mateixos tres tipus de candidats a solucié. Abans, pero, introduim la notacié relativa a

R; : denotem els k vertexs de Ry donats en ordre positiu per r1,79,..., 7.

Tipus 1: algun costat de R; és incident a algun costat de P

Trobem els millors candidats del tipus 1 seguint el millor dels metodes proposats per al cas en que
el regular és el poligon contenidor. Observem que ara sén els costats del poligon interior els que soén
indistingibles i, en canvi, els que s’han de diferenciar son els del poligon exterior. Per tant, es poden calcular
tots els candidats d’aquest tipus en temps O(n? + k).

L’Exemple 3.5 descriu una circumscripcié optima del tipus 1 d’un quadrilater convex a un octogon regular.

Tipus 2: algun vertex de R; és incident a algun vértex de P

Els millors candidats del tipus 2 poden ser calculats en temps O(n?(n + k)) utilitzant també recorreguts
angulars. Ara, perd, escollim un vertex qualsevol de R; (per exemple, r1) i trobem els O(n) candidats a
solucié corresponents als emplagaments més grans de Ry dins P en que r; és incident a algun vertex de P

amb angle més gran o igual que 7(k — 2)/k. L’algorime és, no obstant, més senzill que en el cas anterior:

Lema 3.16. Sip; és un vértex de P amb angle p; > w(k—2)/k, es pot calcular Rr(p), ¢ € [0, p; — m(k — 2)/k]
amb 71 incident a p; en temps O(n(n + k)).

Demostracié. L’angle suplementari de Iangle interior d’un k-gon regular té valor 27/k. Aix0d té com a
conseqiiencia que, durant el recorregut angular de centre 71, el poligon R; fa una rotacié de centre ry
d’angle maxim 27 /k. Aixi, cada costat de P pot formar parell dominant amb un maxim de tres vertexs de

R; i aix0 acaba la prova. O

La conseqiiencia immediata d’aquest fet és que, quan el poligon regular és 'interior, es poden calcular
els candidats a solucid del tipus 2 amb el mateix cost que en el cas de la inscripcid, pero sense haver de
restringir el calcul dels recorreguts angulars a un angle més petit.

L’exemple que segueix mostra una inscripcié d’un k-gon regular en un n-gon convex en la qual la posicié

optima és del tipus 2:

Ezemple 3.17. Sigui R; un quadrat de costat unitat i P el rombe que també apareix a la Figura 3.15.
Sigui p; un dels vertexs de P d’angle més gran. Si d és la diagonal del quadrat i D; és la diagonal curta
del rombe, tenim que v/2 = d = D;. Si efectuem un recorregut angular de centre, per exemple, el vertex rq

amb 7 incident a p1, en ¢ = 0 (que coincideix amb la millor posicié en qué un costat de Ry és incident a
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Figura 3.15: Exemple de posicié optima del tipus 2.

un costat de P) d forma un angle de 55° amb el costat ea. En canvi, quan rs és incident a p3 I'angle és de
50°. Aixi, com que |90 — 50| > |90 — 55|, el valor de ¢ en queé la diagonal del quadrat és més llarga es déna
quan 73 és incident a ps, és a dir, ’emplagament de la figura.

Falta comprovar que no hi ha cap emplacament amb els quatre vertexs de R; incidents als quatre costats
diferents de P que millori el de la figura. Observem en primer lloc que, per tal que dos vertexs no contigus
de R siguin incidents a dos costats no contigus de P, és necessari que el centre de Rj estigui sobre la
recta parallela i equidistant als dos costats. Aleshores, només és possible que els quatre vertexs de Ry
siguin incidents als quatre costats diferents de P si el centre de R esta sobre el baricentre de P. Novament,
una analisi de 'angle que pot formar una diagonal de R; amb el costat eg si el centre de R; esta sobre el
baricentre de P i R; esta contingut en P déna com a conclusié que el millor emplacament amb aquestes

caracteristiques és el de la figura.

Tipus 3: quatre vertexs diferents de R; sén incidents a quatre vertexs diferents de P

El mateix algorisme vist quan hem estudiat el problema de la inscripcié resol també, en particular,
I’obtencié dels millors candidats del tipus 3 i, en general, la de 'emplacament optim. En aquest cas, pero,
s’han de trobar els n candidats a solucié corresponents a fixar un vertex de Ry i fer-lo incident els n costats
de P. No és dificil veure que, com que I'angle interior de tots els vertexs de R; val el mateix, el nostre
algorisme computa ara, per a cada costat de P, O(n) envolupants superiors de conjunts de n — 1 funcions.
Per tant, els millors candidats del tipus 3 poden ser calculats en temps O(n?logn + k).

Vegem un exemple de posicié optima de tipus 3:

Ezemple 3.18. Prenem I'Exemple 3.17 i només modifiquem ’angle que formen els costats del rombe amb
I'horitzontal (vegeu la Figura 3.16). En aquest cas, tenim que 1,41 =~ v2=d > D; =14+2-(0,5- tg19°) ~

Figura 3.16: Exemple de posicié optima del tipus 3.

1,34 i, per tant, 'emplagament de la figura és millor que aquell en el qual dos vertexs no contigus de R; sén
incidents a p; i ps3, respectivament. Si efectuem un recorregut angular de centre r; amb ry incident a p;, en
© = 0 la diagonal d forma un angle de 97° amb el costat es; quan r3 és incident a ps, I’'angle és de 71°. Per
tant, el valor de ¢ en que d és més llarga és tal que r3 és incident a p3, posicié que ja hem descartat perque

és pitjor que la de la figura.
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3.3.3 Simplificacié de la complexitat de 1’algorisme generic

Com en el cas en el qual el poligon regular és 'exterior, aprofitem que n’hi ha prou amb permetre que R;
faci rotacions d’angles més petits que 27/k per reduir el nombre de restriccions de tipus L; ; no redundants.
Si en la posicié prefixada la recta tangent a Ry que té el mateix pendent que el costat e; de P toca un
vertex i, de Ry, quan R; ha fet una rotacié d’angle 27 /k aquesta mateixa recta és incident al vertex 7, ;.
Aixi, afegint les condicions 0 < t < tg(2n/k) - s, el conjunt de les restriccions de tipus L; ; que continuen

sent no redundants esta format per 2n elements, dos per a cada costat de P. En conseqiieéncia:

Teorema 3.19. El problema de trobar el k-gon reqular Ry més gran contingut en un n-gon conver donat

P, permetent translacions, rotacions i escalaments, pot ser resolt en temps O(n? + k).



Capitol 4

Simetria radial

4.1 Introduccid

Un aspecte que caracteritza els poligons regulars i que encara no ha estat tractat en aquesta memoria és
la seva simetria radial. Per aquest motiu, en aquest capitol proposem mesures de regularitat relacionades
amb la simetria de P. El metode que emprem és detectar diverses propietats dels poligons regulars que es
deriven de la seva simetria i mesurar si P esta a prop o lluny de complir-les.

Un fet que resulta interessant és que qualsevol n-gon regular pot ser dividit en n porcions de la mateixa
area mitjancant n semirectes d’origen el centre del poligon i tals que I’angle entre dues de consecutives és
27 /n. Aquesta és la idea de que ens servim a la Seccié 4.2 per proposar tres noves mesures de regularitat
que sorgeixen de fixar el mateix feix de semirectes en el baricentre de P i buscar I'angle de rotaci6 del feix
que fa que les arees de les porcions en que queda dividit P siguin tan semblants com es pugui.

Com que l’algorisme que resol el problema anterior no utilitza que el feix de semirectes sigui concurrent
precisament en el baricentre de P, és natural preguntar-se si és més convenient que el feix realitzi el moviment
de rotacié des d’algun altre punt del poligon. Aixi, amb la doble intencié de mesurar la simetria de P, pero
també de proposar altres punts significatius des dels quals el feix de semirectes pot fer una rotacid, a la
Seccié 4.3 resolem tres problemes nous.

Aquests problemes estan relacionats amb una caracteristica dels n-gons regulars que es deriva també de
la seva simetria: els n segments que uneixen el centre del poligon amb tots els seus vertexs el divideixen
en n triangles de la mateixa area. Inspirant-nos en aquesta propietat, busquem descomposicions de P en
n triangles, on els triangles tinguin arees tan semblants com sigui possible. Aquests triangles sempre sén
generats de la mateixa manera; concretament, mitjancant n segments que uneixen tots els vertexs de P amb

un mateix punt.

4.2 Distribucié equiangular

El nostre objectiu és resoldre el problema que segueix: donat un poligon convex P de n vertexs i un feix de
n semirectes {t;, ¢ = 1,2,...,n} amb origen en el baricentre del poligon i pendents {tg 2mi/n, i =1,2,...,n}
respectivament, el feix descompon ’area de P en n porcions (vegeu la Figura 4.1). Suposem que el feix pot
fer un moviment de rotacié al voltant del baricentre; volem trobar les posicions del feix que satisfan alguna

d’aquestes tres condicions:
(i) fer maxima la porcié amb area més petita,;

33
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(ii) fer minima la porci6 amb area més gran;

(iii) minimitzar la diferéncia entre 1’area de la porcié més gran i la de la porcié més petita.

t5
Figura 4.1: Heptagon dividit en 7 porcions.

Calcularem aquestes posicions a partir del conjunt de funcions que donen ’area de les porcions en funcié
de I'angle de rotaci6 del feix.

Sigui G el baricentre de P; podem suposar que G = (0,0). Definim a;1(p), ¢ € [0,27) com l'area de la
porcié de P delimitada per les semirectes ¢ i to quan ¢; forma un angle ¢ amb I'horitzontal. A continuacio,

donem una caracteritzacié de la funcié a1 (¢p) :

Lema 4.1. La funcid ai(p) és continua i consisteix en la concatenacié d’un maxim de 2n + 5 trossos
de branques de funcions en tgy del tipus quocient de dos polinomis de segon grau. Pot ser calculada en
temps O(n).

Demostracid. Suposem, sense perdua de generalitat, que cap costat de P és vertical. Fixem ¢ € [0,2m).
Siguin Q(¢) el punt de tall entre ¢; i la frontera de P, R(y) el punt de tall entre ¢, i la frontera de P i, per
ake{l,2,...,n}, a, I'angle que forma el vector 5]_9_;; amb Thoritzontal, dy, = d(G,px) 1 y = mrx + ny
I’equacié de la recta que conté el costat ey.

Distingim dos casos, en funcié del nombre de costats diferents de P que tallen ¢ i ts.

Si t1 i to tallen dos costats diferents de P, tenim ’esquema de la Figura 4.2. Si t; talla el costat e;—1 i

to talla el costat e;, aleshores

Qlp) = ( T mi tgw>,

tgo —mi_1 tgo —m_1

Blo) = (tg (ot 2n/m) —m," g (p 1 2n/m) —m, B\# T2/ ”’)'

Notem que, per a tots els valors de ¢ per als quals Q(¢) € e;—1 1 R(p) € ej, Parea a;(g) es pot calcular

com la suma d’arees segiient:

a1(p) = a1 (p) + ar2(p) + arz(p),
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on

a11(p)

a12(¢p)

a13(¢p)

Figura 4.2: Primer cas: t; ity tallen dos costats diferents de P.

L d;d(G,Q(p)) sin (a; — ) =

2

1 n; 2 ng 2

S d; — ) + <Z_1 t ) sin (a; — @) =

2 (tgw—mm tgp—miy 0 ( ?)

1 i . 1 i 1.

—d; izt sin (a; — @) = = d; fliz1 sin (a; — @) =
2 tgp —m;_1 cosy 2 "tgp —m;_1 cosp

di

ni—1 (sino; —cosaitgy)  Aitge + By
2 (tgp —mi—1) Citgp+ Dy’

%dj d(G, R(y)) sin (¢ + 27 /n — a;) =

1 n; ? . _
de\/<tg ( )—mj> (1+tg? (¢ +2m/n)) sin(p + 27/n — o) =

w+2r/n
djn; (—sina; +cosa;tg (o +2m/n))  Astg (o +27m/n) + By
2 (tg (¢ + 21 /n) —m;) - Chtg (p+2m/n)+ DYy
Astgp+ Bo
02 tg<p+D2’
K constant.

Si tp i to tallen el mateix costat de P, tenim ’esquema de la Figura 4.3. Si es tracta del costat e;, llavors,

per a tots els valors de ¢ per als quals Q(¢), R(p) € e,

R(p) = (tg (p+2m/n) —m; tg (p+ 27 /n) —m;

Q) = ( n n tgw),

tge —m; tgp —my;
ni ni

-tg (o + 27r/n)) :



36 CAPITOL 4. SIMETRIA RADIAL

Figura 4.3: Segon cas: t; ity tallen el mateix costat de P.

iai(p) és larea d’un triangle:

mlp) = 5d(G,Q) d(G,R(p)) sin(2r/n) =
- T : - : in (27/n) =
 2tgyp—my; cosy tg (¢ + 27/n) — m; cos (¢ + 27/n) sin (27 /n) =
n? B
= 2 (tgp —m;) (tg (o + 27 /n) —m;) (tg (¢ +27/n) —tgp) =

_ n; tg (2m/n) + tg (2m/n) tg’p _
2(tgp —mi) (tg (2m/n) —my) +tgp (1 + tg(2m/n)m;)
Astg?p + Bstgo + Cs

Dstg?p+ Estgp + F'

o ay(p) = hmsoﬂwér a1(p), la qual cosa

implica que a1(g) és continua en pg. De fet, les expressions algebraiques que donen aq () just abans i just

Si g és tal que t1 o to sén verticals, aleshores a;(pg) = lim

després de ¢( sén la mateixa, tot i que, interpretant-les com una funcié, hi ha un “salt” de branca.

Com que hi ha un canvi en la funcié que déna a;(p) cada vegada que t; o bé ty toquen un vertex de
P, hi ha un salt de branca cada vegada que t; o t2 sén verticals i el recorregut no necessariament comenca
amb t; o ty incident en un vertex, tenim que la funcié a1 (p), ¢ € [0,27), estd composta per, com a molt,

2n + 5 branques de funcions del tipus vist. A més, és trivial de veure que a1(y) és continua. O

Definim ara a;(¢), i € {2,...,n}, ¢ € [0,27) com P’area de la porcié de P delimitada per les semirectes

t; i t;+1 quan t; forma un angle ¢ amb I’horitzontal. Es clar que

a;i(p) = a1 <<p+27;r(i—1)>, i€{2,...,n}

i que, per aquest motiu, les funcions a;(¢), ¢ € {2,...,n} també estan formades per trossos de branques
de funcions en tgp del tipus quocient de dos polinomis de segon grau. A més, per la simetria del feix,
la solucié a qualsevol dels tres subproblemes plantejats esta inclosa en [0, 27/n) . En conseqiiéncia, podem
considerar les n funcions a;(¢) (i € {1,...,n}) en linterval [0,27/n], calcular-ne les envolupants superior

i inferior, i recorrer-les per tal de maximitzar o minimitzar el parametre escollit. Notem que, si prenem la
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funcié a1(y), ¢ € [0,27], la dividim en n trossos tallant en ¢ = 27 /n, 47/n,...,(n — 1) 27 /n i traslladem
horitzontalment tots aquests trossos de manera que siguin les grafiques de n funcions definides en [0, 27/n),
obtenim l'arranjament de les n funcions a;(¢) (¢ € {1,...,n}) en linterval [0, 27/n].

Podem fer una analisi de la complexitat de les envolupants superior i inferior de I'arranjament com a
minim de dues maneres diferents. Per comencar, podem considerar que 'arranjament esta format per n
corbes (a1(v), az2(p), ..., an(p)) definides en tot 'interval [0, 27 /n]. Com que aquestes corbes sén el resultat
d’una divisié de a1(¢), ¢ € [0,27], hi ha un maxim de 2n + 4 valors @1, @, ..., Yan+a € [0,27/n] on
Pexpressié algebraica en tgp d’alguna de les a;(p) canvia. Fem, també, g = 0, ani5 = 27/n. Entre dos
d’aquests valors consecutius, ¢y i @r+1, €s tenen n trossos de branques de funcions en tg ¢ del tipus quocient
de dos polinomis de segon grau. Necessitem saber en quants punts es poden tallar dos d’aquests trossos de
funcions. L’exemple de la Figura 4.4 [21] mostra que els quatre possibles punts de tall entre dues funcions
f(z) i g(z) del tipus quocient de dos polinomis de segon grau poden estar en una sola branca de f(z) i en
una sola branca de g(x).

D’aquesta manera, a cada interval [pk, or+1] (K € {0,1,...,2n + 4}) tenim n funcions, cada parell de

-~

o

o

- (x2+0,2)
L fx) = —(X%02)
4 ®) x2-1
y
3 —4x2
. X)= ——
O e 4

N

[N

| B S S B S B BV 2 S B B S N B S

Figura 4.4: Exemple de nombre maxim de punts de tall.

les quals s’interseca en un maxim de 4 punts. Aixo implica que la complexitat de les envolupants superior i
inferior en cada interval d’aquest tipus és com a maxim A\s(n) = O(n-2*"), on \,(k) denota la complexitat
maxima de l’envolupant superior o inferior d’un conjunt de k£ corbes, cada parell de les quals s’interseca

un maxim de s vegades, i a(n) és la inversa funcional de la funcié d’Ackerman i compleix a(n) < 4 per
2

an <22 amb 65536 dosos a la seqiiéncia d’exponents (vegeu [11]). Llavors, la complexitat de les
envolupants superior i inferior és O (n - A\y(n)) i Pesquema de dividir per veéncer permet calcular-les en
temps O(Ag(n)nlogn) [11].

Aquest tltim resultat es pot millorar fent una analisi diferent. Considerem que la nostra familia de
funcions no esta formada per a;(¢), i € {1,...,n}, siné per cadascuna de les funcions diferents en tgy
definides en un cert interval inclos en [0, 27 /n] , Uexpressié algebraica de les quals coincideix amb la d’alguna
ai(¢) en aquell interval. Dit d’una altra manera, dividim cada a;(¢) en dos trossos cada vegada que
canvia la seva expressié algebraica. Aixi, a I'interval [0, 27 /n] tenim un nombre lineal de funcions definides
possiblement en intervals més petits, cada parell de les quals s’interseca en un maxim de 4 punts. Aixo
implica que la complexitat de les envolupants superior i inferior és com a maxim Ag(n) = O(n - 20(“2(")))

(vegeu [11]) i que aquestes poden ser calculades en temps O(Ag(n)logn) [11] a través de 'esquema de dividir
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per vencer. Hem demostrat el resultat segiient:

Teorema 4.2. El problema de calcular els angles de rotacio del feix de semirectes que compleizen alguna

de les tres condicions exigides pot ser resolt en temps O(Xg(n)logn).

L’objectiu que hi ha darrera d’aquests problemes és mesurar si P és molt o poc simetric respecte el seu
baricentre. Es clar que, si P és regular, qualsevol angle de rotacié del feix és tal que totes les porcions sén

iguals, pero aix0 no és cert en els altres casos:
Proposicié 4.3. Els dnics n-gons per als quals la funcid ai(p) és constant son els requlars.

Demostracid. Fixem ¢ € [0,27) . Si t; talla el costat e;_1 de P it en talla el costat e;, aleshores, usant que

ni—1 1 d n; 1
i = j —
tg oy — my_1 cos a;’ J tga; —m; cos aj’

s’obté facilment que

T an(e) = 3 (GLR()

1
— =——d*(G
dsﬁ all(@) 92 ( 7Q(@)) )
i, en conseqiiencia,
d 1

ap 10) = 5 (@ (G R(9) = & (G,Q(9)) -

Si ¢1 ity tallen el costat e; de P, llavors, tenint en compte la férmula alternativa per a a1 (@)

ai(p) = % “dip1 - d(G,Q(p)) - sin(aip1 — ) — % “div1-d (G, R(p)) - sin (a1 — (¢ +27/n)),
es dedueix que, també,
() = 5 (& (G.R(e) ~ & (G.Q)).

Per tant, si la funci6 a;(p) és constant, per a cada dos punts ¢, de la frontera de P tals que 'angle
que formen el segment d’extrems ¢, G i el d’extrems G, r és 27 /n es compleix que d (G, q) = d(G,r). En
particular, ¢ és un vertex de P si, i només si, r també ho és. Aix0 acaba la demostracid, ja que P només té

n vertexs. O

Aquest resultat justifica la cerca de les orientacions del feix de semirectes (i), (ii), (iii), en que es persegueix
de diverses maneres que les porcions tinguin arees tan semblants com sigui possible. En els dos primers
casos, la mesura de regularitat associada és el quocient d’aquestes porcions d’area minima o maxima entre
I’enésima part de I'area de P, i diem que P és més reqular com més proper a 1 sigui el valor obtingut. Quant
a (iil), diem que P és més reqular com més petit sigui el valor de la diferéncia entre 1’area de la porcié més

gran i la de la porcié més petita dividida per ’enesima part de l'area de P.

4.3 Centres areals

Continuem buscant descomposicions de P en porcions d’arees semblants. Aqui, pero, les parts en que
queda dividit P tenen forma de triangle, i aquests triangles s’obtenen a través de n segments que uneixen

tots els vertexs de P amb un mateix punt (vegeu un exemple en la Figura 4.5).
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Figura 4.5: Hexagon dividit en 6 triangles.

4.3.1 Minimitzaci6 del triangle més gran

En el nostre primer parametre, el que busquem és que el triangle d’area més gran sigui el més petit
possible. El problema que se’ns planteja és, doncs, donat un poligon convex P de n costats i vertexs
P1,P2,--.,Pn, trobar un punt ¢ interior o a la frontera de P d’entre tots els que minimitzen el parametre
maXie{l,z,...,n}{ﬁfea(A qpiPit1)}-

Evidentment, si P és regular el punt que minimitza aquest parametre és el seu centre i és tal que tots els
triangles tenen la mateixa area. En conseqiiéncia, la mesura de regularitat proposada consisteix a dividir
el valor de larea d’aquest triangle més gran (quan el punt que s’utilitza per fer les porcions és ¢) entre

I’enésima part de I'area de P i dir que P és més reqular com més proper a 1 sigui el valor obtingut.

Caracteritzacio de la solucio

Una manera de resoldre el problema és utilitzar diagrames de Voronoi i, per a tal fi, necessitem definir
una distancia que s’adequi al nostre objectiu.
Donats un punt (z,y) € R? i un segment e, denotem per [, la longitud de e i per 7. la recta que conté e.

Definim la distancia d entre (z,y) i e com

d((z,y),e) := % led((z,y),7e),

on d((x,y),re) és la distancia euclidiana entre (z,y) i r.. Notem que d((z,7), e) és I'area del triangle que té
e com a base i (z,y) com a tercer veértex.

Donats dos segments que sén dos costats d’un poligon convex, el lloc geometric dels punts que estan a
la mateixa distancia d dels dos costats esta format per dues rectes (anomenem-les bisectors) que passen pel
punt on es tallen els perllongaments dels dos segments, si aquests no sén parallels (vegeu la Figura 4.6). Si
s6n parallels, com que no permetem que el poligon tingui angles plans (aquest és el cas degenerat perque,
o bé tots els punts del pla excepte una recta estan a distancia més gran d’un dels dos costats, o bé tot
R? forma part del bisector), pot haver-hi un o dos bisectors, depenent de si les longituds dels dos costats
sén iguals o diferents, respectivament. En qualsevol dels dos casos, com que treballem a l'interior de P,
n’hi ha prou amb considerar només el bisector que deixa els dos segments en semiplans diferents. Si e;, e;
sén dos costats del poligon, anomenem D(e;, ;) el semipla obert que té per frontera el bisector d’ambdés
costats i conté e;. Aleshores, donat un n-gon convex P amb costats E = {ej,...,e,}, és trivial de veure
que el conjunt D = {D(e;,e;)|1 < i # j < n} és un sistema de dominancia admissible sobre E (vegeu la
definicié de sistema de dominancia admissible a [16]). En conseqiiéncia, podem definir de manera natural

el diagrama de Voronoi llunya que hi esta associat, el qual compleix els axiomes de diagrama de Voronoi
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~ ~ &
d ((xy), &) > d((xy). ) /

_

d((xy). &) >d((xy)e)

d((xy).e) > J(A(w
\» bisectors

Figura 4.6: Dos segments, els seus bisectors i les regions en que queda dividit el pla.

d((xy).e) > d((xy). &)

llunya abstracte i denotarem per FVD. Es pot trobar un exemple de ’aspecte que presenta aquest tipus de

diagrama a la Figura 4.7. El teorema segiient indica on s’ha de buscar la solucié:

& .8

L2

Figura 4.7: Exemple de diagrama FVD; r; denota la regié del costat e;.

Teorema 4.4. El punt q que minimitza ’darea del triange més gran amb vertexs q i dos verters consecutius
de la frontera de P es troba en un vértex del diagrama de Voronoi FVD o bé és el punt d’interseccio d’una

aresta del diagrama amb la frontera del poligon.

Demostracid. Si ¢ minimitza el parametre max;{ area (A gp;pi+1)}, no és possible que hi hagi un sol triangle
del tipus A gp;p;+1 que tingui area maxima, ja que aleshores podriem acostar g cap a la recta que passa pel
costat p;p;41 1 obtenir una solucié millor. Si hi ha dos triangles d’area maxima i els dos costats corresponents
no sén parallels, g és sobre el bisector d’aquests dos costats i aquesta solucié pot ser millorada viatjant
sobre el bisector en el sentit que fa disminuir les arees fins a topar amb un costat del poligon o bé fins
que una tercera area també assoleixi el valor maxim. Finalment, si hi ha dos triangles d’area maxima i els
dos costats corresponents sén parallels, el parametre que estem minimitzant és constant sobre el tros del
bisector d’aquests dos costats que apareix al diagrama i es pot prendre com a solucié un punt d’aquest tros

de bisector que sigui un vertex del diagrama o bé que pertanyi a la frontera de P. O

Resolucioé per forga bruta

El resultat anterior suggereix un algorisme de forca bruta i temps O(n?) que consisteix a prendre, d’una

banda, totes les combinacions de tres costats de P i calcular el punt de tall dels bisectors corresponents
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a parells dels costats, i, de 'altra, tots els parells de costats i trobar els punts de tall del seu bisector
amb la frontera del poligon. Després s’han de calcular les arees dels triangles més grans corresponents per

determinar quin dels candidats és la solucié del problema.

Resolucié amb un algorisme geneéric

El diagrama pot ser calculat en temps esperat O(nlogn) mitjancant Palgorisme generic de tipus incre-
mental per a diagrames de Voronoi llunyans abstractes proposat a [16]. Un cop fet el calcul del diagrama,
per resoldre el problema basta descartar la part exterior al poligon, recérrer en temps O(n) tots els vertexs
del diagrama i totes les interseccions d’arestes amb costats del poligon i quedar-se amb el punt que minimitza

I’area del triangle més gran.

Construccié ad hoc del diagrama

Tenint en compte la simplicitat del diagrama final, proposem un algorisme ad hoc, del tipus dividir per
vencer, que permet calcular el diagrama en temps O(nlogn) de forma més senzilla. Abans, pero, necessitem
tres lemes (el primer dels quals és trivial) i introduir una mica de notacié: denotem per r; (i € {1,2,...,n})

la regié del costat e; i per b; (i # j € {1,2,...,n}) el bisector dels costats e; i e;.
Lema 4.5. Les regions del diagrama FVD sdon convezes.
Lema 4.6. Les regions del diagrama FVD son no fitades.

Demostracid. Suposem que alguna regié r; (i € {1,2,...,n}) és fitada. Prenem un punt interior p del costat
e; 1 tracem des d’ell una semirecta t; que talli r; en dos punts i tal que el segon punt de tall no sigui un vertex
de r; (vegeu la Figura 4.8a). Si g2 és aquest segon punt de tall entre ¢; i r;, g2 forma part d’'un segment de
r; que és un tros d’un bisector entre e; i un altre costat del poligon. La contradiccié ve del fet que no és

possible que 7; i e; estiguin, dels dos semiplans que tenen per frontera el bisector, en el mateix. O

a) b) 0

Figura 4.8: Demostracions dels Lemes 4.6 i 4.7.

Lema 4.7. Si considerem un cercle que contingui tots els vertezs del diagrama FVD, l'ordre en qué apareizen

les regions a la frontera del cercle és el mateix que ’ordre circular dels costats respectius.

Demostracio. Observem en primer lloc que podem construir el cercle, ja que el diagrama és un graf planar

i cada costat del poligon té com a molt una regié de Voronoi.
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Demostrem que el resultat és cert per a cada tres costats del poligon. Considerem les regions del diagrama
final r;, 7, 7. El diagrama parcial dels costats e;, e;, ex pot presentar dues formes.

Si els tres bisectors entre parelles de costats sén parallels, el diagrama esta format per un tunic bisector i
dues regions, i, per tant, no es pot parlar d’ordre circular. En efecte, suposem que el diagrama parcial dels
costats e;, €;, e, consisteix en tres regions 7;, 7, 7, separades per dues rectes paralleles. Per comoditat,
suposem que les dues rectes sén verticals i que 7; és la regié de ’esquerra, 7; és la regié del mig i 7, és la
regié de la dreta (vegeu la Figura 4.8b). Aleshores, el bisector b;; indica que e; esta contingut en la regié
7;, mentre que el bisector b;;, indica que e; esta contingut en la regio 7.

Si els tres bisectors entre parells de costats no sén parallels, el diagrama consisteix en tres semirectes,
concurrents en un punt s, que divideixen I’espai en tres regions 7;, 7;, 7, convexes. L’ordre en que apareixen
r;, 4, 7 & la frontera del cercle al diagrama complet és el mateix ordre circular segons el qual s veu les
regions 7;, 7, 7. Tal com s’observa a la Figura 4.8c (on hem tragat en magenta la frontera de la regi6 del

pla on es troba cada costat), el diagrama parcial reprodueix l'ordre circular dels costats e;, e;, eg. O

Com a conseqiiencia dels Lemes 4.6 i 4.7, tenim que 1'l-esquelet del diagrama és un arbre i que, si
separem (qualsevol subcadena connexa de) la frontera del poligon en dues cadenes (la blava i la vermella)
tallant per vertexs, hi ha una unica poligonal en el diagrama que separa les regions corresponents als costats
vermells de les dels costats blaus. Aquest dltim fet és clau per al nostre algorisme, que consisteix a trencar
(un tros connex de) la frontera del poligon en dues cadenes del mateix nombre de costats (la blava i la
vermella) tallant per vertexs, trobar recursivament els diagrames de les dues cadenes i fusionar-los. Ens
hem d’assegurar que aquesta ultima etapa es faci en temps lineal.

Contrariament a alldo que es podria pensar, trencar (un tros connex de) la frontera del poligon en una
cadena blava i una de vermella mitjancant una recta vertical no assegura que la poligonal que separa les
regions dels costats blaus de les dels costats vermells sigui y-monotona (vegeu la Figura 4.9). No obstant,
aixo no és un obstacle per a la seva construccié.

Trobem l'inici de la cadena de la manera segiient: suposem que un dels vertexs (o I'inic) pels quals hem

€0

E
Figura 4.9: Exemple que la poligonal separadora no és sempre y-monotona.

trencat (un tros de) la frontera del poligon és p;, i que el costat e;_; és blau. Si e;_; (respectivament, e;)
no té regi6 en el diagrama monocromatic, avancem en sentit negatiu (respectivament, positiu) per la seva
cadena fins a trobar el primer costat e; (respectivament, e) que si que en tingui; tots els anteriors tampoc
tindran regi6 en el diagrama final. Calculem el bisector dels costats e; (blau) i ey (vermell); si passa per la
intersecci6 de la regi6 de e; en el diagrama blau amb la regié de ey en el diagrama vermell, la semirecta del
bisector que passa per aquesta interseccié inicia la poligonal. Si no, un dels dos costats (suposem que e;,
que és blau) no té regié al diagrama final i avancem en sentit negatiu per la cadena blava fins a trobar un

costat que té regié al diagrama blau. Trobem el bisector d’aquest costat amb ej i tornem a comprovar si
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passa per la interseccio de les dues regions corresponents. I seguim procedint d’aquesta manera fins a trobar
la semirecta inicial de la poligonal. Remarquem que, si aquesta és part del bisector dels costats €; (blau) i
e;. (vermell), tots els costats que hem anat descartant (e;, [ = j +1,...,k — 1) no tornaran a ser tractats
perque segur que no tenen regi6 al diagrama final a causa del Lema 4.7.

Un cop trobada la semirecta inicial de la poligonal, procedim de la manera habitual (vegeu [20]): si es
tracta del bisector by; dels costats e; (blau) i e (vermell), el perllonguem per saber si toca abans la frontera

de la regi6 del costat e; en el diagrama blau o la de la regi6 de ej en el vermell (vegeu la Figura 4.10). Si,

Figura 4.10: Construccié de la poligonal separadora.

per exemple, toca abans la frontera de la regié de e; en un punt v que també és frontera de la regié de e,
(en el mateix diagrama vermell), partint de v la poligonal segueix prenent el sentit del bisector bn} dee, i
e; que s’endinsa cap a la regi6 de e, en el diagrama vermell. Tornem a calcular de quina regié surt abans
aquest nou bisector, i continuem aixi fins a completar la poligonal.

Per poder garantir que la construccié de la poligonal separadora es fa en temps proporcional al nombre

d’arestes dels dos diagrames parcials, és a dir, en temps O(n), hem de fer encara dues remarques:

Observacio 4.8. No és possible que, si seguim la poligonal de punta a punta, en algun moment sigui frontera
de la regié d’un costat e;, després ho sigui d’altres corresponents a costats del seu mateix color i més tard
ho torni a ser de ¢;. En efecte, si passés aix0, o bé la regié de e; en el diagrama final no seria connexa, o bé

algun costat tindria regié fitada.

Observacio 4.9. Quan reconstruim la frontera de la regié d’un costat mitjangant la poligonal, hem de visitar
les arestes d’aquella regié per saber per on la talla la poligonal. Encara que haguem de fer aquesta operacio
moltes vegades (per a molts trossos de la poligonal), s’ha d’aprofitar el fet que la regié final és convexa
(d’acord amb el Lema 4.5) i no revisitar arestes innecessariament, és a dir, visitar-les en ordre positiu o
negatiu (segons el tipus de gir que esta fent la poligonal) comengant cada vegada on s’ha acabat en el pas

anterior.

Com a conclusié, hem demostrat:

Teorema 4.10. El diagrama de Voronoi FVD associat a la distancia d d’un n-gon convex P pot ser calculat

en temps O(nlogn).

Resolucioé en temps lineal

Finalment, aquest problema també es pot resoldre en temps O(n) tot submergint-lo a R® de la manera
segiient: situem el poligon en el pla z = 0 i, per a cada costat del poligon e;, colloquem un pla II; que passi
pel costat i que formi un angle a; amb el pla on esta el poligon de tal manera que tga; = ;. Donat un punt
q de l'interior del poligon i un costat e;, la distancia d del punt al costat ve donada per la coordenada z
del punt de IT; la projeccié del qual sobre el pla zy és q. Aixi, minimitzar max;ec (1 2,... n}{ area (A gpipiy1)},

correspon a prendre, per a cada II;, el semiespai superior que defineix, afegir-hi n semiespais de frontera
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vertical, per tal d’assegurar que la projeccié sobre el pla xy dels punts del domini estigui inclosa en el
poligon, i calcular el punt amb coordenada z minima de la interseccié de tots aquests semiespais. Aquest
és un problema de programacié lineal a R® que es pot resoldre en temps O(n) mitjangant un algorisme de
cerca i poda (vegeu [8], [9], [14] i [15]). Aixi:

Teorema 4.11. FEl problema de trobar un punt q interior o a la frontera de P que minimitza el parametre

max; (1,2, n}1 area (A qpipiy1)} pot ser resolt en temps O(n).

4.3.2 Maximitzacié del triangle més petit

Suposem que el que volem ara és que el triangle d’area més petita sigui el més gran possible. Aleshores,
hem de trobar un punt ¢’ interior o a la frontera de P d’entre tots els que maximitzen el parametre
minge(1 2. n){ area (A ¢'pipiv1)}-

Es pot deduir facilment que, si definim el diagrama de Voronoi proper VD associat a la distancia d, algun
d’aquests punts optims és un vertex del diagrama. A més, VD és un diagrama de Voronoi proper abstracte
i pot ser calculat en temps O(nlogn) utilitzant algorisme del tipus dividir per vencer proposat a [12]. Per

tal d’adaptar aquest algorisme generic al nostre cas, observem:
Lema 4.12. Cada costat de P pertany a la seva regié de Voronoi, que és conveza.

I aquesta propietat garanteix que I'l-esquelet de la part del diagrama interior al poligon és un arbre
(vegeu l'exemple de la Figura 4.11) i que, si separem una subcadena connexa de la frontera del poligon en
una cadena blava i una cadena vermella tallant per vertexs, hi ha una tnica poligonal en el diagrama que

separa les regions corresponents als costats vermells de les dels costats blaus. Aixi, es pot aplicar el mateix

Figura 4.11: Exemple de diagrama VD; 7; denota la regié del costat e;.

algorisme que en el problema anterior, el qual també calcula el diagrama en temps O(nlogn) perque les
Observacions 4.8 i 4.9 també sén valides per aquest diagrama. Notem que aqui, si un dels vertexs pels quals
hem trencat un tros de la frontera del poligon és p;, aleshores el primer segment de la poligonal separadora
segur que és part del bisector dels costats e;_1 i e;.

Novament, perod, ¢’ es pot calcular en temps O(n) plantejant el mateix problema de programacié lineal
que en el cas anterior, amb les uniques diferéencies que ara prenem, per a cada II;, el semiespai inferior que
defineix, i que el que busquem és el punt amb coordenada z maxima de la interseccié dels semiespais. En

conseqiiencia:

Teorema 4.13. El problema de trobar un punt ¢’ interior o a la frontera de P que mazimitza el parametre

min;eqi 2, o} { drea (A q'pipiy1)} pot ser resolt en temps O(n).
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Quant a la mesura de regularitat associada al problema, aqui també considerem que P és més reqular
com més proper a 1 sigui el quocient de 'area del triangle més petit entre ’enésima part de 'area de P

(quan el punt que s’empra per dividir P en triangles és ¢').

4.3.3 Minimitzacié de la diferéncia entre els triangles

Finalment, suposem que pretenem fer minima la diferéncia entre les arees del triangle més gran i el
triangle més petit. Dit amb altres paraules, volem trobar un punt ¢” interior o a la frontera de P d’entre
tots els que minimitzen el parametre

a area (A q"pip; - i area (A ¢"pipiy1)}-
ie{{%’.}'{"n}{ T ( q pzpz-i-l)} ie{l%l,?‘,n}{ r ( q pzpz+1)}

Clarament, si P és regular en el seu centre aquest parametre val zero, i és per aix0 que el criteri de

regularitat és en aquest cas que P és més regular com més petit és el valor del parametre en ¢”.

Caracteritzacio de la solucio

Si, com en els casos anteriors, volem resoldre el problema fent Us de diagrames de Voronoi, necessitem

definir quins sén els candidats a ¢”. El teorema segiient delimita la solucié:

Teorema 4.14. El punt ¢ que minimitza la diferéncia entre les arees dels triangles més gran i més petit
amb vértexs q i dos vértexs consecutius de la frontera de P es troba en un vértex del diagrama VD, en
un verter del diagrama FVD, en el punt d’interseccic d’una aresta del diagrama VD amb una aresta del

diagrama FVD, o bé en el punt d’interseccié d’una aresta d’un dels dos diagrames amb la frontera de P.

Demostracid. Suposem que el punt solucié ¢” és tal que hi ha un dnic triangle A ¢"p;p;j41 d’area maxima
i un Unic triangle A ¢"prprr1 d’area minima. Diem que ¢ es desplaca sequint la direccid B si avanga
sobre una recta que forma un angle 8 amb I’horitzontal. Aleshores, hi ha un interval obert de direccions
de longitud 7 tal que, si ¢” es desplaga seguint una direccié de l'interval, l'area del triangle A ¢"p;pjt1
disminueix; analogament, hi ha un interval obert de direccions de longitud 7 tal que, si ¢” es desplaca
seguint una direccié de l'interval, area del triangle A ¢”prpr1 augmenta. Com que I'inica situacié en que
la interseccié d’aquests dos intervals és buida no és possible perque P és convex, hi ha alguna direccié tal
que, si ¢” es desplaga seguint-la, area de A ¢"pjpj+1 disminueix i 'area de A ¢ pypr+1 augmenta. Per tant,
podem millorar la solucié fent que ¢ es desplaci seguint aquesta direccié fins que el nombre de triangles
d’area maxima o el nombre de triangles d’area minima augmenti.

Suposem, per exemple, que ara hi ha un nou triangle A ¢"p,,pm+1 que també té area minima (vegeu
la Figura 4.12). Demostrarem que encara podem millorar la solucié. Si ¢f és el punt del bisector b, a
distancia A de ¢” en el sentit que fa augmentar les arees de A ¢"prpr+1 1 A ¢"pmpPm+1 (0 en qualsevol dels

dos sentits, si e i e,, son parallels), aleshores

. . 1 )
area (A ¢ prprs1) — area (A ¢ prpri1) = 3 Ip A sinay, = ¢1 A,

on ay, és 'angle que forma by, amb la recta que conté el costat ey, i ¢; és una constant (vegeu la Figura 4.13).

Analogament,
area (A gy pjpj+1) — area (A q"pjpji1) = ca A,

on ¢y és una constant. Llavors,

(area (A qipjpj+1) — area (A gy pepr+1) ) — (area (A q"pjpj1) — area (A ¢"prprs1) ) = (c2 — e1) A
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Bt
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Figura 4.13: Triangles A ¢ prpr+1 1 A ¢} peprs1-

—_—
Si ca — 1 <0, triem el sentit del bisector by, que coincideix amb el del vector ¢”¢}. En cas contrari, si

¢4 és el punt de by, a distancia A de ¢”’ en el sentit que fa disminuir les arees de A ¢"prpr+1 1 A ¢"PmPm+1,

(area (A gypjpj+1) — area (A gypipr+1) ) — (area (A q"pjpji1) — drea (A ¢"pepr+1) ) = (c1 — c2) A

—
i triem el sentit del bisector by, que coincideix amb el del vector ¢”¢5.

En conseqiiéncia, la solucié millora si fem que ¢” es desplaci seguint el sentit del bisector by, escollit,
fins que el nombre de triangles d’area maxima augmenti, el nombre de triangles d’area minima augmenti o

bé arribem a la frontera del poligon. O

Interseccid dels dos diagrames

El teorema anterior suggereix una possible via per resoldre el problema, que consisteix a fer una exploracié
de tots els candidats a solucié per tal de trobar ¢”. Com ja hem vist a les pagines anteriors, la construccié
dels dos diagrames es pot portar a terme en temps O(nlogn), i els vertexs d’un dels dos diagrames i els
punts d’interseccié dels diagrames amb la frontera de P poden ser trobats en temps O(n).

Ara bé, el problema sorgeix quan s’han d’avaluar totes les interseccions d’una aresta del diagrama VD
amb una aresta del diagrama FVD, ja que podria passar el mateix que quan es tracta de diagrames de
Voronoi de punts associats a la metrica euclidiana (vegeu [10]), és a dir, que hi hagi exemples en que el
diagrama VD i el diagrama FVD s’intersequin en Q(n?) punts. Aixd implicaria que la complexitat en temps

d’aquest algorisme és Q(n?).
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Resolucié en temps lineal

Com en els dos casos anteriors, la cerca de ¢” es pot plantejar com un problema de programacié lineal,
en aquest cas a R*, i resoldre’s en temps O(n) mitjangant un algorisme de cerca i poda (vegeu [8], [9], [14]
i[15]).

Per acadai=1,2,...,n, denotem per Hj el semiespai superior definit per II;; podem suposar que té la
forma

a;x + by +ciz+d; > 0.

Analogament, el semiespai inferior definit per II; té la forma
a;x+by+cz+d; <0

i el denotem per II; . Donat un punt gy = (20, yo) de P, 'area del triangle més gran de la forma A gop;pit1
ve donada per la coordenada z del punt de ), IT; 1a projeccié del qual sobre el pla zy és (zg,yo), i I'area
del triangle més petit de la forma A gop;p;+1 ve donada per la coordenada z del punt de (", II; la projeccié
del qual sobre el pla zy és (zo,yo). Per tant, I’'objectiu del problema és minimitzar la distancia vertical
entre (), I i M, II;, i aix0 és equivalent a trobar la quaterna (z,y, z, h) tal que (x,y) és un punt de P, es

compleixen les restriccions

a;x +biy+ciz+d;

A
=
o~
\
\.H
\.w

E

a;x +by+ci(z+h)+d;

Vi
“O
o~
Il
\')—‘
ﬂl\J
E

1 h és minim.

Hem provat, doncs:

Teorema 4.15. El problema de trobar un punt q” interior o a la frontera de P que minimitza el parametre

ma; area (A q'"pip; —  min {area(Aq" pipi
iE{l,?,?.(.,n}{ ( quPH—l)} i€{1,2,..‘7n}{ ( q pzpz.;_l)}

pot ser resolt en temps O(n).






Capitol 5

Resum 1 conclusions

Al llarg d’aquesta memoria, hem plantejat possibles mesures de regularitat, totes elles justificades, per a
un n-gon convex qualsevol que han donat lloc a problemes de geometria discreta i computacional. A més,
hem estat capagos d’oferir algorismes per al seu calcul de complexitat baixa (i, en alguns casos, optima) i,
per tant, realitzables. Els metodes proposats sén, en algunes ocasions, I'aplicacié de resultats més generals,
en d’altres, algorismes ad hoc, i, en d’altres, un estudi acurat permet transformar el problema que s’ha de
resoldre en un altre problema d’optimitzacié geometrica que té una solucio eficient coneguda.

Al Capitol 2, hem proposat un metode per trobar el poligon ciclic que té la mateixa seqiiéncia ordenada
de longituds dels costats que un poligon donat, i hem resolt en temps O(nlogn) el problema de fer lliscar els
vertexs d’'un n-gon inscrit fins que es colloquin en posicié regular tot minimitzant el desplacament maxim
o la suma dels desplacaments de tots els vertexs.

Al Capitol 3, hem descrit algorismes de temps quadratic que permeten trobar 'emplagament de mida
maxima d’un poligon dins d’un altre en el cas que un dels dos sigui regular.

Finalment, al Capitol 4 hem resolt diferents variants de dos problemes. Al primer, es té un feix de
semirectes concurrents en un punt del poligon i es vol trobar 'angle de rotacié del feix que fa que les
semirectes divideixin ’area del poligon en porcions tan semblants com sigui possible; hem proposat metodes
que troben aquests angles realitzant O(\g(n)logn) operacions. Al segon, la particié del poligon es fa
mitjancant n segments que uneixen tots els seus vertexs amb un punt i hem trobat algorismes que calculen
en temps O(n) certs punts del poligon des dels quals aquestes divisions del n-gon sén equilibrades.

Una primera conclusié que es pot extreure del treball, sobretot del Capitol 2, és que I'aplicacié directa
d’algorismes generics a casos particulars (de meétodes per a n-gons convexos arbitraris al cas en que el poligon
és regular, de meétodes per a diagrames de Voronoi abstractes a un diagrama en concret...) no sempre és
eficient. En efecte, si el procediment per al cas general no es basa en un estudi casuistic, siné que es tracta
d’un metode compacte i abstracte (com el de [1] i [2], en que es treballa amb un politop de 4 dimensions a
Pespai dual), la seva aplicaci6 a un determinat cas pot tenir la mateixa complexitat que ’algorisme original,
i esdevé necessari estudiar-lo amb més cura per tal de realitzar-hi modificacions que en rebaixin el cost o
pensar nous metodes.

Una altra idea que ha anat sortint al llarg d’aquest treball és que no sembla que hi hagi un criteri definitiu
de regularitat entre tots els que hem proposat. Com hem anat veient, cada mesura estudia sobretot un
aspecte concret del poligon i, per aquest motiu, sembla necessari avaluar-ne més d’una per obtenir una
bona descripcié de la regularitat del n-gon convex. Aixo ens indica també que seria convenient disposar
de resultats experimentals, és a dir, aplicar els diferents coeficients de regularitat a una bateria de poligons

convexos per veure quines combinacions proporcionen resultats que s’acosten més a la intuicié que hom té

49
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sobre que vol dir que un poligon sigui molt o poc regular. Nosaltres hem considerat adequat que la naturalesa
d’aquest estudi fos teorica, ja que, a banda del fet que s’emmarca dins d’un programa de postgrau orientat
a la recerca, el nostre interes se centra en els aspectes teorics, aixi que la cerca de resultats experimentals

queda com un possible treball futur.
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