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1. Resumen

Nuestro entendimiento de los fenémenos naturales habitualmente se sobresimplifica en la capa-
cidad de mensurar propiedades de un sistema de estudio, que luego se interpreta probando alguna
hipétesis (usualmente formalizada en lenguaje matemaético). Luego, esta hipétesis se verifica a través
de modelos que capturan su esencia o bien muta en nuevas hipétesis.

En la ciencia de materiales, el uso de modelos paramétricos es de uso habitual para obtener in-
formacién de mensurables fisicos. La informacién del mismo se obtiene al maximizar la verosimilitud
entre los datos experimentales y el modelo propuesto.

En el presente trabajo de tesis de grado para optar por el titulo de licenciado en matematica,
se propusieron y programaron modificaciones a algoritmos de Monte Carlo para el ajuste datos
experimentales empleando funciones paramétricas donde ademas se analizé el rendimiento numérico
de cada una de ellas. Se pusieron a prueba varias estrategias como la bisqueda aleatoria simple,
métodos hibridos basados en bisqueda aleatoria combinados con algoritmos de maximo gradiente,
como asi también la implementacién de recocidos simulados (Simulated Annealing).

Entre los aportes originales de este trabajo de tesis, se destaca la propuesta de desacoplar los
parametros lineales de los no lineales. En esta metodologia, la btisqueda aleatoria sélo se centra
en los términos no lineales y el resto de los términos se computan en cada simulacién mediante
cuadrados minimos lineales, a diferencia de metodologias convencionales de Monte Carlo donde la
exploracién se realiza sobre todos los parametros indistintamente de su naturaleza. Esta propuesta
disminuye el tiempo de maquina al reducir la dimensionalidad del espacio de muestreo.



2. Introduccion

La interpretacion de mensurables (o datos experimentales) por ajustes de modelos matemati-
cos es de uso habitual tanto en ciencias naturales como en ciencias sociales, sea en el ambito
académico como en el productivo, en donde los algoritmos de optimizacion juegan un rol central
([Pan, 2012], [Pelikan et al., 1999]). La naturaleza de los modelos y/o funciones a emplear suele ser
multiparamétrica con variables lineales y no lineales dependiendo del caso.

Los procedimientos habituales para optimizacion de mensurables emplean figuras de mérito es-
tadisticas. Las mismas son funciones reales definidas en RM y de clase Cy '. En los métodos basados
en optimizar la verosimilitud entre los mensurables y el modelo ([Godambe and Heyde, 2010]) la
figura de mérito debe ser maximizada o minimizada, segun la naturaleza del método. En el pre-
sente trabajo de iniciacién a la investigacion se emplearan métodos basados en minimizacién de
cuadrados.

El método de cuadrados minimos es muy utilizado para obtener las magnitudes fisicas a través
de funciones paramétricas por ajuste sobre medidas experimentales ([Bjorck, 1990]). Si se tiene un
conjunto de N mediciones o puntos experimentales {(x;,y;)}Y; (donde la medicién y; depende de
x;) y una funcién y(z|f) modelo que depende de ciertos pardmetros § = (61, ...,05r), en este método
se minimiza la diferencia entre la funcién modelo (o curva tedrica) y los puntos experimentales
agregando una ponderacion w; para cada punto experimental:

N

2
Z(0) =Y wi (y(xil0) — ;) (1)
i=1

En este trabajo consideraremos errores normales alrededor de cada punto y; obtenido experi-

1
mentalmente, por lo que w; = —;, donde o; es la desviacién estdndar de la distribucién normal

9;
correspondiente al error en el punto i-ésimo. En este caso, la funcién Z(6) pasa a tener una distri-

bucién x? con N — M grados de libertad:

20)=0) =Y <W"“’) @)

o
i=1 v

Para el caso particular de cuadrados minimos lineales en general se asume que la funcién de
prueba y(z|f) puede ser escrita como la suma de contribuciones lineales:

M
y(@l0) =6, () (3)
j=1
Para encontrar el minimo de la figura de mérito, deberemos buscar 6 tal que:

x> B B x>
a0, ") = = Bou

Este conjunto de M ecuaciones puede expresarse de forma matricial de la siguiente manera:

(#) =0 (4)

Una funcién f : R® — R es de clase Cp, en un punto zo € RM si en algin entorno de o existen sus derivadas
parciales de orden n y son continuas. f es de clase C,, si lo es todo punto de RM.



(AT A)-9=AT b, (5)

donde A € RV*M ta] que Aij = 1i(@i) y b e RVXL tal que by = Yi
g; gj
Llamamos a las ecuaciones de (4), o equivalentemente de (5), las ecuaciones normales.
El valor de la figura de mérito no es sélo una medida de la discrepancia entre los datos experimen-
tales y el modelo y(x|@), sino que también nos brinda informacién sobre la confiabilidad estadistica
del mismo (se llama goodness of fit a esta propiedad. [Bevington et al., 1993]; [Press et al., 2007]).

Minimizar la figura de mérito x2(6) equivale a maximizar la funcién de méxima verosimilitud

N 1 1 N 1'19 — Y; 2
0= (I ) o35}

A su vez, esto equivale a maximizar la probabilidad de que los datos experimentales provengan
de la distribucién y(z|0), si consideramos que cada punto (x;, y;) tiene asociado un error normal con
desviacion estdandar ;. Bajo estas hipotesis, y teniendo en cuenta que se espera que la distancia entre
el modelo y los puntos experimentales |y(x;|0) — y;)| sea estadisticamente el error de medicién o; y
que la esperanza de la distribucién x? con v = N — M grados de libertad es N — M, consideraremos
como solucién (32ptima a aquel 6 tal que x?(6) = N — M. Es comtin buscar minimizar la funcién

X (9)

De esta manera, para realizar el ajuste de modelos consideraremos minimizar la figura de mérito
estadistica

normalizada en vez de x2(6), cuyo el valor éptimo serd 1.

Lo (i) = v\
@) = 2 3 (MO )

=1

considerando a 1 como valor 6ptimo.

Cuando la funcién a minimizar es convexa, los algoritmos convencionales basados en gradientes
resultan, no solo suficientes, sino que ademas eficientes desde el punto de vista computacional.
Sin embargo, habitualmente si una funcién posee diversos minimos locales dentro del espacio de
estudio, la convergencia al minimo global depende de los valores iniciales. Ademas, en los algoritmos
en los que se emplean gradientes se debe contar con la expresién analitica de las derivadas parciales
de cada parametro o bien recurrir a diferenciacion numérica. En este tltimo caso existen diversos
algoritmos que permiten estimarlo, pero no siempre son estables.

Para sistemas no lineales (es decir, cuando no se puede asumir que y(z|f) puede ser escrita
como la suma de contribuciones lineales) y en el caso de que se pueda escribir y/o calcular la
derivada parcial del modelo propuesto en funcién de los pardmetros no lineales, existen varios
métodos que resuelven las ecuaciones normales de manera iterativa. Sin embargo, en los entornos
de maximos o minimos, la inversién de la matriz (AT A) podria no ser factible o el algoritmo
podria tornarse inestable. Esto es lo que se conoce como problemas mal planteados o ill posed
problems ([Hansen, 1994]). Dentro de estos métodos uno de los més utilizados es el método de
Levenberg-Marquardt ([Levenberg, 1944]; [Marquardt, 1963]). El mismo consiste en agregar un
término que estabiliza la inversiéon de la matriz sumando un parametro positivo, variable, que
regulariza numéricamente la operacién ([Madsen et al., 2004]).



En otra rama de la optimizacién numérica se encuentran los métodos de Monte Carlo, que son
muy populares por su robustez y estabilidad (en comparacién con métodos basados en gradientes) a
pesar de ser computacionalmente mas costosos ([Robert et al., 2010]; [Robert and Casella, 2013]).
Los métodos de Monte Carlo tradicionales requieren un numero muy alto de simulaciones pa-
ra tener una evaluacion estadistica confiable. Sin embargo, cuando se trabaja con modelos fisi-
coquimicos, el espacio de busqueda puede ser acotado a resultados viables reduciendo el tiem-
po de méaquina. Los algoritmos de Monte Carlo, basicamente, determinan mediante alguna me-
todologia la aceptaciéon o rechazo de un evento generado aleatoriamente dentro del espacio de
estudio ([Pollock et al., 2016]; [Wang et al., 2019]). Entre las rutinas de minimizacién por Mon-
te Carlo, uno de los algoritmos mds utilizados en optimizacion de sistemas fisicos fue propues-
to por Metrépolis et al. ([Metropolis et al., 1953]), donde la energia de un sistema (en este ca-
so se tratard de la figura de mérito) se minimiza segin la funcién de densidad de probabilidad
de Boltzmann ([Héggstrom, 2002]). Este es un método fundamentado en el muestreo de estados
([Metropolis et al., 1953]; [Hastings, 1970]), y basado en distribuciones de probabilidad en procesos
aleatorios, conocido como cadena de Markov ([Gamerman and Lopes, 2006]).

En las ultimas dos décadas se han propuesto nuevos métodos, basados en el algoritmo de
Metrépolis, denominados métodos de Recocido Simulado (Simulated Annealing) ([Tsallis and Stariolo, 1996];
[Van Laarhoven and Aarts, 1987]), donde al igual que en la industria metalirgica, se “enfria” un
sistema lentamente desde temperaturas altas hacia temperaturas menores para obtener cristales
grandes y homogéneos. Este “enfriamiento” del sistema se realiza disminuyendo controladamente
el valor de la temperatura T, hasta 0 Kelvin. O sea, la condicién de minima entropia. Desde el
punto de vista numeérico esto implica disminuir la probabilidad de aceptacién de un nuevo valor.
Estos algoritmos se han utilizado en optimizacién y se han formulado varios modelos que permiten
el control de la temperatura ([Ingber, 1993]).



3. Objetivos

Sobre la base expuesta en la introduccion, seguidamente se enuncian los objetivos propuestos
para el desarrollo de este trabajo de iniciacion a la investigacion para optar al titulo de Licenciado
en Matematica.

El objetivo fundamental de este trabajo consiste en resolver un problema de optimizacion:
encontrar los pardmetros 6ptimos 6 asociados a un modelo no lineal y(z|f) que minimicen la figura
de mérito x2(6). Para lograr esto, los algoritmos propuestos serdan una modificacién a las técnicas
de Monte Carlo-Simulated Annealing (MC-SA) convencionales ([Smith and Roberts, 1993]) y se
utilizaran para resolver problemas provenientes de las metodologias de caracterizacién de materiales,
en este caso de dispersién de rayos X a bajos angulos, como modelo de estudio.

Se buscard, ademas de buenos ajustes de la curva, optimizar el tiempo de maquina disminuyendo
los tiempos de convergencia de la funcién de prueba utilizando las siguientes estrategias:

= Separacién de términos lineales respecto de términos no lineales:

Para favorecer la convergencia de los algoritmos se plantea la separacién de las contribucio-
nes lineales (0¥ = (9F,---,0%)) de las contribuciones no lineales (§VF = (ONL, ... 9NL))
obteniendo:

,
L NL
y(@l0) = > 07 fi(z, ™)
j=1
En cada paso del algoritmo se perturbardn solamente las variables no lineales (V1)
recalcularan los parametros lineales mediante rutinas de cuadrados minimos lineales.

y se

s Autorregulacion de la temperatura del sistema:

La temperatura se determinard en cada iteracién en funcién del valor minimo de la figura de
mérito XQ(GOpt) hasta la iteracién anterior. Como propuesta inicial se consideraré el siguiente
esquema;

e Si x2(0opt) < 10, entonces t = x*(Oopt)-

X2 (Hopt)

Si x2(Oop) > 10, ent t=—F" -~
o Si x*(fopt) > 10, entonces loglo(XQ(eopt))

El lenguaje de programacién que se propone usar en el desarrollo de este trabajo es Python
([Guzdial and Ericson, 2016]; [Pilgrim and Willison, 2009]), dada la versatilidad, una sintaxis de
baja complejidad y por la alta aceptacién que posee dentro de la comunidad cientifica. Python es
un lenguaje interpretado, de alto nivel con bastas librerias libres y abiertas a la comunidad escritas
en su mayoria en C y Fortran, que son lenguajes de menor complejidad, pero optimizados para
calculo numérico.



4. Métodos de Monte Carlo

Como mencionamos anteriormente, en este trabajo nos concentratemos principalmente en en-
contrar los pardmetros 6ptimos 6 asociados a un modelo no lineal y(z|f) que minimicen la figura
de mérito x2(9).

Los problemas de optimizacién pueden ser abordados de manera numérica o estocastica. El
rendimiento de los métodos numéricos depende fuertemente de las propiedades analiticas de la
funcién a optimizar, mientras que estas propiedades juegan un rol menos importante en los métodos
estocasticos o de simulacién. Asi, si la funcién objetivo es demasiado compleja como para permitir
un estudio analitico o si su dominio es muy irregular, conviene utilizar algin método de tipo
estocastico ([Robert et al., 2010]).

Para el caso de modelos no lineales, la figura de mérito x2(6) suele ser una funcién con miiltiples
minimos (tanto locales como globales). Por lo tanto, para minimizarla no podremos aplicar una so-
lucién de tipo numérica analitica ([Bevington et al., 1993]). Sin embargo, existen diversos métodos
estocasticos basados en métodos de Monte Carlo para llevar a cabo la busqueda de los pardmetros
que optimicen la figura de mérito, algunos de los cuales desarrollaremos en las proximas secciones.

El método de Monte Carlo es un método no determinista usado para aproximar expresiones
matematicas complejas y costosas de evaluar. Fue llamado asi en referencia al Casino de Monte
Carlo (M6naco), al ser la ruleta un generador simple de nimeros aleatorios. El nombre y el desarrollo
sistematico del método datan aproximadamente de 1944 y su aplicabilidad mejoré enormemente
con el desarrollo de las computadoras.

El método de simulacién de Monte Carlo consiste en producir un niimero elevado de escenarios
al azar, estudiar la ocurrencia de un suceso en dichos escenarios y finalmente obtener una aproxi-
macién del resultado que se estd buscando. Es por esto que proporciona soluciones aproximadas a
una gran variedad de problemas independientemente de su complejidad, aunque su precision de-
penderd del nimero de escenarios aleatorios generados. Para poder simular estos escenarios sera
necesario poder crear nimeros aleatorios. Sin embargo, en la préactica, es suficiente poder producir
numeros pseudoaleatorios, es decir, nimeros cuya generacién sea deterministica pero que simule tan
bien al azar que una prueba estadistica no pueda notar la diferencia ([Robert and Casella, 2013]).
Actualmente, casi todos los lenguajes de programacién permiten generar este tipo de nimeros.

4.1. Exploracién independiente

Una manera sencilla (y rudimentaria) de usar simulaciones para minimizar la funcién x?(6) es
generar puntos de su dominio usando alguna distribucion de probabilidad determinada, evaluar la
funcién en dichos puntos y tomar como 6 éptimo al que obtenga el menor valor de x2(f).

La ventaja de este método es la extrema sencillez en su implementacién. Si el problema cuenta
con ciertas condiciones de regularidad, se puede asegurar la convergencia del algoritmo?.

Sin embargo, este tipo de método puede resultar muy ineficiente si la distribucién que se elige
no tiene ninguna relaciéon con la funcién objetivo y volverse rapidamente impractico cuando la
dimension o la complejidad del problema aumenta.

2Informalmente, si basdndose en la generacién de los puntos 6 hay probabilidad no nula de alcanzar 6 que minimice
x>, entonces la probabilidad de encontrar el minimo tiende a 1 ([Spall, 2005]).



4.1.1. Busqueda Aleatoria para todo el espacio de parametros

El método de bisqueda aleatoria propone buscar los pardmetros 6 que minimicen x2(6) de la
siguiente manera:

» Para cada i = 1,..., M definimos un rango de valores razonables (segin el contexto del
experimento que estemos realizando) I; = [a;, b;] C R que puede tomar cada pardmetro 6;.

= Definimos la cantidad n de puntos aleatorios que vamos a generar sobre el espacio de parame-
tros [, I; ¢ RM.

» Generamos n puntos aleatorios #',- - - , " utilizando una distribucién uniforme sobre el espa-
. . M
cio de pardametros [[;Z, I;.

= Calculamos y2(0'),--- , x2(6™).

= Por tltimo, tomamos f,,: como el primero de los 01, 6" tal que x?(fopt) = miny X2 (0%).
Este 0,y sera nuestro vector de pardmetros 6ptimos encontrado.

4.1.2. Busqueda Aleatoria sélo para los parametros no lineales

Teniendo en cuenta que 6 = (0%, 0NF), donde 0 = (0F,--- ,0F), ONL = (oML ,... oNE) y
r+s = My que consideramos modelos no lineales de la forma y(z|0) = >, 9;; fi(x, ONE), se
puede mejorar el método de busqueda aleatoria reduciendo la dimensién del espacio de busqueda
realizandola sélo en el espacio de los parametros no lineales (HN L) y calculando los pardmetros
lineales (#”) mediante ajuste por regresién lineal (método de cuadrados minimos).

Este método de bisqueda aleatoria propone buscar los pardmetros 6 que minimicen y?(#) de la
siguiente manera:

» Para cada i = 1,..., M definimos un rango de valores razonables (segin el contexto del
experimento que estemos realizando) I; = [a;, b;] C R que puede tomar cada pardmetro 6;.

= Definimos la cantidad n de puntos aleatorios que vamos a generar sobre el espacio de parame-
tros no lineales [[;_, I; C R®.

» Generamos n puntos aleatorios 41, -+ , 4™ utilizando una distribucién uniforme sobre el es-
M )
pacio de pardmetros no lineales []7_; I;.

r

= Para cada punto v*, consideramos y(z|(6%, 7)) = > -1 Hijj (z,*). Calculamos los pardme-

tros lineales @7 ajustando la regresién lineal resultante por cuadrados minimos y los llamamos
B*. Asi, construimos 0% = (8*,+%).

» Calculamos x2(0%),- -, x2(6").

= Por tltimo, tomamos f,,; como el primero de los 01, 60" tal que x?(fopt) = miny X2 (0%).
Este 0,y serd nuestro vector de pardmetros 6ptimos encontrado.
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4.2. Exploracién dependiente: Simulated Annealing

Un enfoque distinto a la biisqueda aleatoria para la optimizacién de x?(6) consiste en explorar
la superficie de la funcién objetivo de forma local, es decir, definir una sucesién 8, - - - , " de puntos
en su dominio de manera que la eleccién de 67! dependa de #7. Esto contrasta con la bisqueda
aleatoria, donde cada punto es independiente de los otros.

Para implementar este tipo de bisqueda estocéstica, podriamos considerar elegir el punto /1!
con cualquier distribucién que tenga en cuenta al punto 6/ (por ejemplo, una distribucién normal
centrada en 67). Sin embargo, dado que el objetivo es optimizar la figura de mérito, la biisqueda
serd mas eficiente si logramos incluir informacién de dicha figura al momento de elegir el préximo
punto.

El algoritmo de Recocido Simulado (Simulated Annealing) fue disenado para resolver el proble-
ma de optimizar una funcién f : R™ — R que presente multiples extremos locales. El nombre del
método proviene de la industria metaltirgica, donde se enfria un sistema lentamente desde tempe-
raturas altas hacia temperaturas menores para obtener cristales grandes y homogéneos. El método
fue introducido por Kirkpatrick et al. ([Kirkpatrick et al., 1983]) y la teoria detras de él puede en-
contrarse en ([Geman and Geman, 1984]; [Van Laarhoven and Aarts, 1987]) para el caso discreto
y ([Haario and Saksman, 1991]; [Del Moral and Miclo, 1999]) para el caso continuo.

El método propone construir la sucesién de puntos 8, . .., 6™ para explorar el espacio de pardme-
tros de una forma completamente distinta a los métodos mencionados anteriormente. Para esto, se
define una sucesién de temperaturas positivas tg, ..., tp que decrece acercandose a 0 y se construye
una sucesién de densidades m, ..., T, que concentren cada vez més su peso en los minimos de f
a medida que la temperatura decrezca, logrando que los valores simulados 6% se concentren cada
vez més cerca de los minimos globales de f ([Robert et al., 2010]).

Para la implementacién de este método surgen tres dificultades principales:

» La construccién de una sucesién de densidades 7y, ..., T, que concentren cada vez mas su
peso en los minimos de f a medida que la temperatura decrezca.

= La simulacién de puntos a partir de las distribuciones .

= La seleccién de temperaturas tg,...,tp.

Mientras que el tercer item es fuertemente dependiente del problema, el primer y el segundo
item permiten una solucién genérica.

La solucién del segundo item se basa en el algoritmo de Metropolis-Hastings, propuesto por
primera vez por Metropolis et al. ([Metropolis et al., 1953]), como veremos a continuacién.

El algoritmo de Metropolis-Hastings permite samplear cualquier funcién h(z) que represente
una distribucién de probabilidad, ya sea que esta esté normalizada (es decir, [pa h(2)dz = 1) o
no. La idea del algoritmo es construir una cadena de Markov? cuya tnica distribucién estacionaria

h(z
sea m(x) = # Es asi que si simulamos puntos (zg,z1,...) de esa cadena, para k lo
Jgar h(2)dz

suficientemente grande, (zj, Xgi1,...) tendra distribucién .

El algoritmo construye la cadena de Markov de la siguiente manera:

. D, . h(z) M
1. Consideramos la distribucién normalizada 7(z) = ———~— vy {¢(z,") : R" - R>o / z €
S h(2)dz =

RM } una familia de distribuciones que podemos samplear.

3Para teorfa sobre cadenas de Markov ver ([Gamerman and Lopes, 2006)).
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2. Elegimos un z inicial al azar tal que h(xg) > 0.

3. Partiendo del valor actual xj, se propone un nuevo valor y sampleando la distribucién conocida

q(wka )
4. Calculamos
min {7T(3/M(y,xk)7 1} st 7m(zk)q(zr,y) >0
Oz(l‘k, y) — W(«Tk)Q(xkvy)
1 si m(zr)q(@k,y) =0 )
[ hy)a(y, zk) } ,
min ——————=— 1% si h(zg)q(zr,y) >0
{h(wk)q(:vk,y) (@r)a(ry)
1 st h(zp)q(ze,y) =0
5. Aceptamos zjy1 = y con probabilidad a(zy,y). En caso de que se dé un rechazo, tomamos

Tk41 = Tk
6. Volvemos al paso 3.

Asi, queda construida una cadena de Markov C' = (X oXxt ... ), donde cada variable aleatoria
X*:Q — RM representa el valor z;, que se toma en el paso k.

De esta construccion resulta que 7 es la distribucién estacionaria de C' ([Chib and Greenberg, 1995]).
Luego, para k lo suficientemente grande, (zx, k11 ... ) tendréd distribucién 7. Esta convergencia ha-
cia la distribucién 7 se da bajo ciertas condiciones de regularidad: se necesita que la cadena C' sea
irreducible y aperiédica ([Smith and Roberts, 1993]). En particular, estas condiciones se cumplen
si g(x,-) tiene densidad positiva en el soporte de 7(-) o incluso en un soporte restringido a una
vecindad del punto x (como por ejemplo cualquier distribucién normal centrada en x).

Notemos que los pasos anteriores no conforman un algoritmo, ya que para construir la sucesiéon
deberfamos iterar infinitamente. Lo que se hace para generar una muestra de la distribucién es:

1. Definimos ny (iteracién a partir de la cual consideraremos los valores generados - todos los
valores anteriores no seran tenidos en cuenta) y nr (cantidad de iteraciones que realizaremos
en total). Consideramos {gq(z,-) : RM — R5¢ / € RM} una familia de distribuciones que
podemos samplear.

2. Elegimos un zg inicial al azar tal que h(xg) > 0.

3. Partiendo del valor actual xj, se propone un nuevo valor y sampleando la distribucién conocida
Q(xka )

4. Calculamos

min{ m(y)a(y, zx)

W(xk)Q(iUk,y)’l} si m(xg)q(wg,y) >0

a(rg,y) =
1 si m(wg)q(xr,y) =

mm{h(:ck)q(ﬂfk,y)71} h(zg)q(zr,y) >0

1 si h(zy)q(zk,y) =0
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5. Aceptamos zjy1 = y con probabilidad a(zy,y). En caso de que se de un rechazo, tomamos
Tht1 = Tk

6. Si k <np — 1, volvemos al paso 3.

Si k =np — 1, damos por finalizado el proceso.

Como resultado obtendremos una sucesién de valores (zo,...,%n,,...,ZTn,), de la cual nos
quedaremos con (zp,,...,2n,). Tomando n; lo suficientemente grande, (x,,,..., %y, ) tendra dis-
tribucién 7 (la distribucién de la cual queremos samplear una muestra), y el tamano de dicha
muestra vendra determinado por ng — nj.

Es interesante notar que el célculo de «(z,y) no requiere el conocimiento de la constante nor-
malizadora de 7 ([ h(2)dz), ya que se cancela en el cociente.

Por otro lado, en el caso especial en el que la distribucién generadora de candidatos ¢(z, )

m(y)

sea simétrica, la probabilidad de movimiento «(z,y) se reduce a calcular min {, 1}. Este

(importante) caso particular es el algoritmo de Metropolis.

Recordando las tres dificultades principales para la implementacion del algoritmo de Simulated
Annealing, vimos que la seleccién de temperaturas tg, . .., tr depende especificamente del problema
a resolver y mostramos cémo simular puntos a partir de las distribuciones 7; utilizando el algoritmo
de Metropolis-Hastings.

Veamos ahora cémo resolver la construccién de una sucesién de densidades m, ..., T, que
concentren cada vez més su peso en los minimos de x? a medida que la temperatura decrezca.

Definicién 4.1. Sean f:RM — R y T > 0, definimos la distribucién de Boltzmann como:

~—

yr(x) = c;T eap <_J;Ex)> : (9

donde

e e (12) o

es una constante normalizadora para que [pa 757 (x)de = 1.

De la construccién de estas distribuciones 71 es claro que a medida que 1" se acerca a 0, 771
concentra cada vez mas su densidad en los valores pequefios de f*.

El diseno del algoritmo de Simulated Annealing para encontrar un minimo global de f es el
siguiente:

1. Elegimos una sucesién de temperaturas positivas (to,...,tr) que decrezca acercandose a 0,
una sucesiéon de nimeros naturales (Np, ..., Nr) y familias de distribuciones Fy, ..., Fr (con
Fr. = {qp(x,") : RM — Rsq / 2 € RM}) con las que buscaremos los estados en cada cadena
Cy.

2. Tomamos un estado inicial zq al azar de RM.

“Las bases de la prueba de esta propiedad se encuentran en ([Haggstrom, 2002])
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3. Construimos una cadena de Markov Cy utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings (usan-
do la familia de distribuciones Fy para buscar estados) para samplear la distribucion 7y .
Corremos esta cadena por Ny iteraciones.

4. Construimos una cadena de Markov C utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings (usan-
do la familia de distribuciones F; para buscar estados) para samplear la distribucion 7.
Corremos esta cadena comenzando desde el estado que haya obtenido el menor valor de f en
el paso anterior, por una cantidad de N1 pasos.

5. Continuamos con el proceso hasta llegar hasta la ultima cadena Cp.

La eleccién de (tg,...,tr)y (No,...,Np) es llamada el esquema de annealing y es crucial para
encontrar un buen minimo ;Cuédn rdapido debemos hacer decaer la temperatura hacia 0 a medida
que aumentan las iteraciones? Si la temperatura decae lo suficientemente lento, la probabilidad
de encontrar un minimo global tiende a 1 ([Haggstrom, 2002]). Sin embargo, para poder asegurar
esto en la mayoria de los casos deberiamos hacer decrecer la temperatura tan lentamente que el
algoritmo demoraria demasiado tiempo en finalizar su ejecucion, haciéndolo impractico. Por lo tan-
to, la mayoria de los esquemas de annealing disminuyen su temperatura més rdpido. Pero enfriar
demasiado rapido puede hacer que el algoritmo se quede estancado en un minimo local, imposibili-
tando la convergencia a un minimo global. Es decir, la temperatura del sistema debe disminuirse lo
suficientemente rapido para poder hallar un minimo global en un tiempo razonable, pero lo suficien-
temente lento como para no estancarse en minimos locales. La forma de construir estos esquemas
carece de exactitud y estd mds asociado a la experiencia préactica ([Haggstrom, 2002]).

A continuacién veremos cémo usando el método de Simulated Annealing podemos buscar los
pardmetros 6ptimos # asociados a un modelo no lineal y(z|f) que minimicen la figura de mérito

X% ().

1. Para cada i = 1,..., M definimos un rango de valores razonables (segin el contexto del
experimento que estemos realizando) I; = [a;,b;] C R que puede tomar cada pardmetro 6;.
Llamamos el espacio de parametros al conjunto Hf\i 11 C RM,

2. Elegimos una sucesién de temperaturas positivas (to,...,tr) que decrezca acercandose a 0,
una sucesion de nimeros naturales (Np, ..., Nr) y familias de distribuciones Fy, ..., Fr (con
Fi = {qr(x,-) : Hf\il Ii = Rsog [z € Hf\il I;}) con las que buscaremos los estados en cada
cadena C}.

Para este trabajo consideramos, para cada k =0,..., F y para cada = € Hf\il I;:

M I S A
1 202 .
Qk(xvy) = Hie ki )

2
i=1 277014:,1'

donde cada oy, ; es definida de antemano para cada cadena Cj.

3. Construimos una cadena de Markov Cy utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings (usan-
do la familia de distribuciones Fy para buscar estados) para samplear la distribucién m
por Ny iteraciones:

x2,to
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1 Generamos 0 utilizando una distribucién uniforme sobre el espacio de pardmetros [, ;.

11 Partiendo del valor actual %, proponemos un nuevo valor § sampleando la distribucién
k
q0(9 7')'

111 Calculamos

2 ek A2 0
(6%, 0) = min {exp <X()X()> ,1}
To
v Aceptamos 65! = @ con probabilidad «(#*, #). En caso de que se de un rechazo, tomamos
0k+1 — 9k

Vv Si k < Ny — 1, volvemos al paso II.

Co

C
opt 0) =

como el primero de los 6°,--- ,0No~1 tal que X2(90pt =

Si k= Ny — 1, consideramos 6

min x2(6*). Este 650

opt SETd nuestro vector de parametros optimos encontrado para Co.

4. Construimos una cadena de Markov C'; como en el paso 3, utilizando el algoritmo de Metropolis-
Hastings (usando la familia de distribuciones F; para buscar estados) para samplear la dis-

. ., . . 0 __ CO
tribucién w2, por Nj iteraciones, comenzando con 6° = 6.

5. Continuamos con el proceso hasta llegar hasta la tltima cadena CF, siempre comenzando
desde el vector de parametros éptimos encontrado en la cadena anterior.

6. Consideramos 6,,; como el primero de los 95;%, e ,9001712

Oopt serd nuestro vector de pardmetros 6ptimos encontrado para todo el proceso.

tal que x2(opt) = ming xz(ﬁz’}). Este

De la misma manera que hicimos con la busqueda aleatoria, dado que consideramos modelos
no lineales de la forma y(z|0) = >77_; QJ-ij(:L', ONL) se puede mejorar el método de Simulated
Annealing realizando la bisqueda sélo en el espacio de los parametros no lineales (HN L) y calculando
los pardmetros lineales (6%) mediante ajuste por regresién lineal (método de cuadrados minimos).

Teniendo en cuenta que 6§ = (0%, 0NF), donde 0% = (0F,--- ,0L), ONL = (ONE ... 9Ny y
r 4 s = M, se propone buscar los pardmetros 6 que minimicen x?(6) de la siguiente manera:

1. Para cada i = 1,..., M definimos un rango de valores razonables (segin el contexto del
experimento que estemos realizando) I; = [a;, b;] C R que puede tomar cada pardmetro 6;.
Llamamos el espacio de pardmetros no lineales al conjunto []7_; I; C R*.

2. Elegimos una sucesién de temperaturas positivas (to,...,tr) que decrezca acercandose a 0,
una sucesién de nimeros naturales (Np, ..., Nr) y familias de distribuciones Fy, ..., Fr (con
Fio =A{aqu(z,-) - [[;.; i = R>o / x € [[;_; I;}) con las que buscaremos los estados en cada
cadena Cj.

Para este trabajo consideramos, para cada k =0,...,F y para cada z € [[]_, I;:
(yz — mi)2
S
1 20’2 .
a(@y) =] == TH .

2
i=1 2770k,i

donde cada oy ; es definida de antemano para cada cadena Cj.
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3. Construimos una cadena de Markov Cy utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings (usan-
do la familia de distribuciones Fy para buscar estados) para samplear la distribucién m
por Ny iteraciones:

x2,to

1 Generamos 7 utilizando una distribucién uniforme sobre el espacio de pardmetros no
lineales [[;_, ;.
Consideramos y(z|(6%,1%)) = > i1 HJL fi(z,7°). Calculamos los pardmetros lineales 6%
ajustando la regresion lineal resultante por cuadrados minimos y los llamamos 3°.
Asi, construimos 09 = (59,79).

11 Partiendo del valor actual 6% = (Bk,’yk), proponemos un nuevo valor o sampleando la
distribucién go(v*, -).
Consideramos y(z|(6%,v)) = > i1 HJ-L fi(x,7). Calculamos los pardmetros lineales -
ajustando la regresién lineal resultante por cuadrados minimos y los llamamos S.

Asi, construimos 0 = (8, 7).

111 Calculamos 2/ nk 2
a(9k7 9) = min {exp <W> ) 1}
0

v Aceptamos 6%F! = @ con probabilidad «(#*, #). En caso de que se de un rechazo, tomamos
0k+1 — Hk.

v Si k < Ny — 1, volvemos al paso II.
Co
opt

serd nuestro vector de parametros éptimos encontrado para Cjy.

Si k = Ny — 1, consideramos 059 como el primero de los °, - -, M0~ tal que X2(9§;§)t) =

ming, x2(0%). Este Qg%
4. Construimos una cadena de Markov C7 como en el paso 3, utilizando el algoritmo de Metropolis-
Hastings (usando la familia de distribuciones F; para buscar estados) para samplear la dis-

tribucion 7,24, por N iteraciones, comenzando con 09 = 05;%.

5. Continuamos con el proceso hasta llegar hasta la tUltima cadena Cp, siempre comenzando
desde el vector de pardmetros éptimos encontrado en la cadena anterior.

6. Consideramos 6,,; como el primero de los Gg;)t, . ,00(’;,*; tal que XQ(HOpt) = ming x*(

Oopt serd nuestro vector de pardmetros 6ptimos encontrado para todo el proceso.

6%k

opt)- Eiste

Hemos definido y desarrollado una serie de métodos basados en los métodos de Monte Carlo para
resolver el problema de encontrar los parametros éptimos 6 asociados a un modelo no lineal y(z|0)
que se ajuste a datos experimentales mediante la minimizacién de la figura de mérito x2(6). En la
siguiente seccidon procederemos a estudiar su implementacion para resolver problemas provenientes
de las metodologias de caracterizacién de materiales, en este caso de dispersion de rayos X a bajos
angulos.

16



5. Resultados

5.1. SAXS

Los rayos (o radiacién) X son ondas electromagnéticas de longitud de onda similar a la dis-
tancia de un enlace quimico (~ 1071? metros). De la interaccién de la radiacién X con la materia
surgen diversas técnicas experimentales que permiten obtener informacién estructural atémica y
electrénica. Entre dichas técnicas se encuentra la dispersion de rayos X a bajos dngulos (SAXS por
sus siglas en inglés) la cual permite acceder a informacién estructural en la escala nanométrica (1
nm = 10~ metros). El fenémeno de dispersion eldstica, donde el fotén conserva su energia, ocurre
cuando existen inhomogeneidades en la densidad electrénica de la materia (nimero de electrones
por unidad de volumen) ([Pedersen, 1997]). Un experimento de SAXS consiste en irradiar con un
frente de onda plano y monocromatico una muestra, donde se registran los fotones dispersados en
funcién del angulo sobre un plano de deteccion como se muestra en la Figura 1.

La interpretacion matemaética mas simple de un experimento de SAXS se encuentra bajo el
marco formal del espacio de Fourier ([Craievich, 2016]). Es decir que el vinculo entre las coordenadas
reales de la materia y el espacio de la intensidad detectada estd mediada por el cuadrado de la
amplitud de la onda obtenida de la transformada de Fourier del volumen del objeto.

En el presente trabajo de tesis se analizé un experimento realizado en un sistema micelar,
donde desde el punto de vista quimico una micela es una agrupacion espontianea de moléculas
de detergente en agua ([Huck-Iriart et al., 2016]; [Marcolongo and Mirenda, 2011]). En el sistema
particular estudiado, dichas agrupaciones conforman dispersiones en forma de cintas largas como
se muestra en la micrografia de transmisién electronica de la Figura 2.

El patrén de SAXS fue provisto por gentileza del Prof. Dr. Martin Conda Sheridan (UNMC,
USA) el cual fue obtenido en el sincrotrén Advance Photon Source (APS) en Chicago, USA. (Los
sincrotrones son grandes aceleradores de electrones que emiten radiacién X de alta intensidad).
Para el desarrollo de un modelo que ajuste los datos experimentales, hay que tener en cuenta que
una molécula de detergente tiene dos regiones quimicamente diferenciales, una parte hidrofébica
(rechaza el agua) y una parte hidrofilica (atrae el agua); es decir que cada zona tiene una densidad
electrénica diferente. Para el modelo consideraremos que el largo de la cinta es infinito (desde el
punto de vista experimental) y que sélo tenemos acceso a la seccién transversal de la cinta como
se exhibe en la Figura 3.

La intensidad normalizada fue representada en funcién del médulo del momento transferido g,
con q = (%)sen(ﬁ), donde A es el longitud de onda del rayo X y 20 es el angulo de dispersién. Los
patrones de SAXS fueron ajustados empleando un modelo de cintas infinitamente largas de secciéon
rectangular con altura h + 2t y ancho w + 2t,, (ver Figura 3). Como los detergentes tienen dos
partes quimicamente diferenciadas, se considera ademas que la cinta tiene dos secciones concéntricas
donde w y h conforman el interior hidrofébico y t;, v t,, la seccién externa hidrofilica. La diferencia

de densidades electrénicas estd representada en el término S. La intensidad total viene dada por la
integracién alrededor del dngulo acimutal ¢:

1) = s {; /2 [9(, hyw, th, t, B))? dgo} + back, (11)

0
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donde
9(90: h7w7th7twa ﬁ) = S(th h)S(Qwa w)

4 g [S(qn, o+ 2t) — S(qn, h)] S(qw, w) (12)

i g [S(qu, w + 2tw) — S(quw, w)] S(qn, h),

con

qn = qcos(p)

(13)
qw = gsen(yp),
S(g,a) representa la transformada de Fourier de la funcion rec:
, a
S(q,a) = / rec(x)e™dx = a%iz), (14)
R 2

a
donde rec(x) = 1si |z| < PR 0 en caso contrario, sc es un factor de escala general y back es

la constante de fondo.

Detector

Muestra
Colimador .

Beamstopper

Figura 1: Esquema experimental basico de un experimento de SAXS.

Figura 2: Micrografia de Transmision electrénica del sistema micelar estudiado. La barra indica la
escala de 50 nm.
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Parte hidrofilica ‘ lth

Parte hidrofc’:b:g‘ ‘ <

(i

..

Figura 3: Representacién de una cinta formada por moléculas de detergente donde experimental-
mente tenemos acceso a la informacion de la seccion transversal de la misma. Cada color representa
una densidad electrénica diferente.

5.2. Datos experimentales

Los datos experimentales obtenidos pueden verse en la Figura 4. Forman un total de 918 medi-
ciones. Asi, tenemos (x;,y;) con i =1,...,918.

o,

intensidad (unidades arbitrarias)

!
w

&

107 107"

a(A™

Figura 4: Curva experimental SAXS de la intensidad de dispersién en funcién del momento trans-
ferido ¢. Para una mejor visualizacién se emplean escalas logaritimicas en ambos ejes.

Para cada medicién (x;,y;) consideraremos un error o; = y; * 0.1.5

5Para este experimento sélo contamos con un conjunto de mediciones, por lo que no poseemos los valores de los
errores estadisticos ;. Consideramos o; = y; * 0.1 como valores razonables para la naturaleza del experimento. En
este caso, como los o; fueron determinados de esta manera, no se puede asegurar que el valor éptimo esperado de
x2(0) sea 1.
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El modelo propuesto es:

y(alf) = 05 + 01 fr(x[0™"),

donde:
1 [2
fu(a|oNF) = {w/o [g(cp,h,w,th,tw,ﬂ)}stO},
g(% h> w, th> tw) /B) = S(l’h, h)S(.ﬁUw, w)
+ 218G, bt 218) = S(an, 1)) S(, )
+ 5 [S(Zw, w + 2ty) — S(xw, w)] S(xp, h),
xp = xcos(p),
Ty = xsen(yp),
y
sen(*)
S(.’L‘,y) - y ﬂ2
2
Asi
y(x|0) = 0§ + 07 f1(x]6™"),
con

oF = (0f,01) = (back, sc) y ONF = (0L, 0L, 057 L 05 L 0 L) = (hyw, th, tw, B).

(15)

(17)

(18)

(19)

Teniendo en cuenta valores consistentes con la naturaleza fisica del experimento, consideramos

los siguientes rangos de bisqueda para cada pardametro:

= 0F e 1} =10,0.4]

» 0F e IF =10,0.4]

= h[A] € INE = [5,75]

= w[A] € INL = [5,1500]

= tp[A] € I = [0,100]

» t,[A] € IV = (0,100

» BeINt =1-10,10]

Asi, el espacio de pardmetros E = (HLO 1) x (H?:o INE) es un subconjunto de R”.
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5.3. Implementacion de los métodos

Para encontrar los pardmetros 6ptimos 6 asociados al modelo no lineal y(z|f) que minimicen
la figura de mérito x?(6), implementaremos los métodos desarrollados anteriormente aplicdndolos
a los datos de este experimento:

= Método 1: bisqueda aleatoria sobre el espacio de pardmetros total F.

= Método 1_1: busqueda aleatoria sobre el espacio de pardmetros no lineales, con ajuste de
regresion lineal para los parametros lineales.

= Método 2: método de Levenberg - Marquardt modificado®.

= Método 3: Simulated Annealing sobre el espacio de pardmetros no lineales, con ajuste de
regresion lineal para los parametros lineales.

Con el fin de implementar estos métodos, hemos desarrollado todos los cédigos de los algoritmos
en el lenguaje de programacién Python.

Dado que los resultados de los métodos estocasticos dependen fuertemente de los valores desde
donde se comienza la simulacién, para cada método comenzaremos la simulacién desde una cantidad
prefijada de puntos del espacio de pardmetros, sampleados con una distribucién uniforme sobre
dicho espacio. Para cada método se fijé6 un maximo de 1000 iteraciones por cada punto inicial (con
una cantidad maxima de 200 puntos iniciales) o de 1200 segundos de tiempo de ejecucién total,
lo que ocurra primero. S6lo para el método 2 (Levenberg - Marquardt modificado) no logramos
controlar la cantidad de iteraciones que se realizan, ya que su implementacién estd basada en la
librerfa externa Imfit ([Newville et al., 2014]), por lo que su criterio de corte fue sélo el tiempo de
ejecucién. Teniendo en cuenta este criterio de corte, para los métodos 1, 1.1 y 3 se realizaron 200
inicios cada uno con 1000 iteraciones, mientras que para el método 2 se realizaron 40 inicios, sin
controlar las iteraciones.

5.3.1. Implementacién del método 1

» Para i entre 0 y 199 (cantidad de inicios):

e Generamos un punto 6° inicial usando una distribucién uniforme (cuya semilla depende
de i) sobre el espacio de pardametros.

e Definimos Opr = 0° v x?(0opt) = x>(6°).
e Para k entre 0 y 999 (cantidad de iteraciones):

o Generamos un punto #* usando una distribucién uniforme sobre el espacio de pardme-
tros.

o Calculamos x?(6%).

o Si x2(6F) < x%(Bopt), entonces Oopr = 0F y X% (Oopt) = X2(6%).

e Guardamos los valores de 6,y y X2<00pt) como los resultados del inicio 3.

» Tomamos como vector de parametros éptimos encontrado 6 al primero de los 6 resultante de
los 200 inicios que minimice a la figura de mérito x2(6).

SPara més detalles de la modificacién ver subseccién 5.3.3 (Implementacién del método 2).
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5.3.2. Implementacion del método 1_1

» Para i entre 0 y 199 (cantidad de inicios):

e Generamos un punto 4 inicial usando una distribucién uniforme (cuya semilla depende
de i) sobre el espacio de pardmetros no lineales.
e Consideramos y(z|(6%,71°)) = > Gijj(th).
Calculamos los pardmetros lineales 8 ajustando la regresién lineal resultante por cua-
drados minimos y los llamamos 3°. Asi, construimos 6% = (59, 7°).
e Definimos Opr = 0° y X2 (0opt) = x*(0).
e Para k entre 0 y 999 (cantidad de iteraciones):
o Generamos un punto 7* usando una distribucién uniforme sobre el espacio de
parametros no lineales.
o Consideramos y(z|(0%,+*)) = > GJLf]($|'yk)
Calculamos los pardmetros lineales 8 ajustando la regresién lineal resultante por
cuadrados minimos y los llamamos 3*. Asi, construimos ¥ = (8%, ).
o Calculamos x?(0%).
o Si x2(0%) < x%(Oopt), entonces Oopr = 0% y X% (Oopt) = X2(6%).

e Guardamos los valores de 0,y y XQ(QOpt) como los resultados del inicio .

= Tomamos como vector de pardametros éptimos encontrado € al primero de los # resultante de
los 200 inicios que minimice a la figura de mérito x2().

5.3.3. Implementacién del método 2

La librerfa Imfit permite encontrar 0, utilizando el método de Levenberg - Marquardt. El
Oopt encontrado dependerd del punto inicial 6°. Es asf que usualmente se prueba manualmente con
distintos puntos iniciales hasta obtener 6,,; satisfactorios para el problema que se quiere resolver.
En este trabajo, proponemos una modificacién que contempla la generaciéon de una gran cantidad
de puntos iniciales de acuerdo a una distribucién uniforme sobre el espacio de pardametros y como
resultado elegimos el 0,,; que menor X2(90pt) obtenga. Esta mejora evita la busqueda manual de
un punto inicial que genere resultados satisfactorios de x2(fopt)-

La implementacién de este método es la siguiente:

» Para i entre 0 y 39 (cantidad de inicios):

e Generamos un punto 6° inicial usando una distribucién uniforme (cuya semilla depende
de i) sobre el espacio de parametros.

e Pasamos 6° y las restricciones sobre los pardmetros al método minimize de Imfit y
obtenemos ;.

e Calculamos x2(0opt)-

e Guardamos los valores de 0,,; y XQ(HOpt) como los resultados del inicio 3.

= Tomamos como vector de pardmetros éptimos encontrado 6 al primero de los 6 resultante de
los 39 inicios que minimice a la figura de mérito x2(6).
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5.3.4. Implementacion del método 3

» Para i entre 0 y 199 (cantidad de inicios):

e Generamos un punto 4 inicial usando una distribucién uniforme (cuya semilla depende
de i) sobre el espacio de pardmetros no lineales.

e Consideramos y(z|(0%,7°)) = > Hj’;fj(x\fyo).

Calculamos los pardametros lineales % ajustando la regresién lineal resultante por cua-

drados minimos y los llamamos 3°. Asi, construimos 6% = (59,7°).
e Definimos Opr = 0° y X2 (0opt) = X2(6Y).
e Definimos Opusqueda = 0° ¥ X* (Obusqueda) = X*(6°).
e Para k entre 0 y 999 (cantidad de iteraciones):

o Calculamos la temperatura ¢ utilizando el siguiente esquema de autorregulacion:
o Si x%(Oopt) < 10, entonces t = x2(opt ).

o Si x?(0opt) > 10, entonces ¢ = X*(Oopt)
¢) = 10, =& o)
" log1o(x?(Oopt))
o Generamos un punto v¥ = (W(I)C, . ,’yf) usando para cada m = 0, ..., s una distribu-

.z NL <.y ‘ . NL
cién normal centrada en (64,5 0q,)m con desviacion estandar longitud(Iy,") x 0.1.

o Consideramos y(z|(6%,+*)) = > HJ-ij(:Uhk).
Calculamos los pardmetros lineales 6 ajustando la regresién lineal resultante por
cuadrados minimos y los llamamos (*. Asi, construimos 6% = (8*,~*). (Notamos
enuevo = Qk)
¢ Si Ohuevo 1O cae en el espacio de pardmetros, entonces procedemos a la siguiente
iteracién k.
& Si Ghuevo cae en el espacio de parametros entonces:
1 Calculamos X2 (@nucvo)-

<X2 (abusqueda) - X2 (enuevo)> 1}
t )

111 Generamos u de una distribucién uniforme sobre [0, 1].

11 Calculamos a(Opysquedas Inuevo) = min {exp

IV Siu > o(Opusqueda nuevo) (rechazamos el cambio), entonces procedemos a la
siguiente iteracién k.
V Siu < a(Obusquedas Inuevo) (aceptamos el cambio), entonces definimos Oyysqueda =
Onuevo y X2(9busqueda) = XQ(enuevo)-
Ademss, si x?(Onuevo) < X2 (Bopt), entonces definimos Oopr = Opuevo ¥ X2(90pt) =
X2 (Hnuevo)-
e Guardamos los valores de 6, y XQ(Hopt) como los resultados del inicio 7.

= Tomamos como vector de parametros éptimos encontrado 6 al primero de los 6 resultante de
los 200 inicios que minimice a la figura de mérito x2(6).

Es importante notar que para este algoritmo de Simulated Annealing hemos definido la auto-
rregulacién de la temperatura en funcién de x?(6opt) (a diferencia de los esquemas de enfriamiento
tradicionales) y que utilizamos en la bisqueda de los parametros no lineales una distribucién nor-

mal” centrada en (Hé\[équ eda)m con desviacién estandar longitud(IN*) x 0.1.

"Ver la seccién 7 (Perspectivas) para otra alternativa en la eleccién de la distribucién.
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5.4. Comparacién de los métodos
Una vez ejecutados los métodos, obtuvimos los resultados que se listan en el Cuadro 1:

= Obtuvimos un conjunto de 200 resultados para los métodos 1, 1.1 y 3 y 40 para el método 2.
Es importante notar que los 200 puntos de inicio son los mismos para los métodos 1, 1.1y 3
mientras que los 40 del método 2 coinciden con los 40 iniciales de los deméas métodos, con el
objetivo de poder realizar comparaciones entre los resultados obtenidos.

» Segtin la métrica de evaluacién (x?(0opt)) el método que obtuvo mejores resultados fue el 3
con x%(Oppt) =~ 1.51 , seguido por el 2 con x?(Oopt) =~ 2.11, luego el 11 con x?(fopt) =~ 2.82 y
por tltimo el 1 con X% (Oypt) =~ 8.72 x e'2.

» El método 1 (Buisqueda Aleatoria sobre todo el espacio de pardmetros) no logra resultados
comparables con 2 (Levenberg-Marquardt sobre todo el espacio de pardmetros) y 3 (Simulated
Annealing sobre el espacio de pardmetros no lineales). Sin embargo, cuando se modifica el
algoritmo y se hace la bisqueda sélo sobre el espacio de los pardmetros no lineales, los
resultados mejoran notablemente (método 1_1).

= Los métodos que hacen la busqueda s6lo sobre el espacio de los pardmetros no lineales y
encuentran los pardmetros lineales ajustando la regresion lineal resultante por cuadrados
minimos (3 y 1.1) obtienen un x?(6) inicial considerablemente menor a los que realizan la
buisqueda sobre todo el espacio de pardmetros.

Cuadro 1: Resultados de los métodos. Para cada método se fij6 un maximo de 1000 iteraciones
por cada punto inicial (con una cantidad méxima de 200 puntos iniciales) o de 1200 segundos de
tiempo de ejecuciéon total, lo que ocurra primero.

Método ‘ Reinicios ‘ Iteraciones sztim o X?ni cial ‘ Tiempo de ejecucién (seg)
Método 1 200 1000 8.716xe'? | 6.515xe? | 960

Método 1_1 | 200 1000 2.825%xe% | 2.931xe! | 982

Método 2 40 - 2.107xe? | 4.034xe?! | 1144

Método 3 200 1000 1.510xe" | 4.825%xe! | 607

A continuacién compararemos el detalle de las iteraciones de los métodos 1, 1_1 y 3. No podremos
hacer esto con el método 2 ya que al importar un método de una libreria externa no podemos acceder
al detalle de las mismas:

s Figura 5: Calcular los parametros lineales ajustando la regresién lineal produce una mejora
considerable en la minimizacién de x?(6opt) (notar la diferencia de magnitud de x?(fopt) entre
el método 1 y el método 1.1).

= Figura 6: En la iteracién 294 el método 1_1 encuentra un valor de 6 que reduce drasticamente
el valor de la figura de mérito y que sera el 6 6ptimo para este método. Alrededor de la
iteracién 500 el método 3 encuentra valores de 6 que reducen drédsticamente el valor de la
figura de mérito y para la iteracion 782 el método ya encontré los pardmetros que seran sus
optimos.
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= Figura 7: El método 1 hace una busqueda uniforme de los parametros lineales, como podemos
observar para el pardmetro 96 en la Figura 7, mientras que los métodos 1_1 y 3 directamente
calculan los pardmetros lineales ajustando la regresion lineal.

= Figura 8: Los métodos 1 y 1.1 hacen una bisqueda uniforme de los pardmetros no linea-
les, como podemos observar para el pardmetro h. El método 3 realiza la busqueda usando
Simulated Annealing.

10 —— método_1
método_1_1
10?2 —— método_3
10"
é 10"
o~
= 10"
10°
10°
‘_\“\—\—
0 200 400 600 800 1000
iteracion

Figura 5: Comparacién del comportamiento de x? (Bopt) a lo largo de las iteraciones de los métodos
1, 1.1 y 3. Para una mejor visualizacion se emplea escala logaritimica en el eje y.

50
método_1_1
—— método_3
40
_. 30
g
=
= 20
10
0
0 200 400 600 800 1000
iteracion

Figura 6: Comparacién del comportamiento de x? (Bopt) a lo largo de las iteraciones de los métodos
11y 3.
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Figura 7: Comparacién de la busqueda del pardametro lineal 05 para cada método.

80 método_1
70 metodo_1_1

metodo_3
60 ’ .

0 200 400 600 800 1000
iteracion

Figura 8: Comparaciéon de la busqueda del pardmetro no lineal 9{1}\/ L — h para cada método.

5.5. Resultados del Simulated Annealing

Recordemos que para el método 3 obtenemos 200 0, cada uno correspondiente a los pardmetros
optimos encontrados a partir de cada uno de los puntos iniciales. El primero de estos 200 6 que
obtenga el menor valor de la figura de mérito sera el vector de parametros 6ptimos encontrado por
el método. Podemos visualizar el vector de pardmetros éptimos encontrado por el método 3 en la
columna ’optimo’ del Cuadro 2. Utilizando estos parametros 6ptimos se genera la curva modelo, que
se ajusta a los datos experimentales (Figura 9). Por otro lado, utilizando los 200 € correspondientes
a los pardmetros 6ptimos encontrados para cada uno de los 200 puntos iniciales podemos generar

una distribucién para cada pardmetro (ejemplo para el parametro Y% = ¢, como se muestra
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la Figura 10), con sus estadisticos de interés correspondientes (columnas “desviacién_estdndar”,
“media”, “mediana”’, “minimo” y “méaximo” del Cuadro 2).

Tomando el ultimo 30 por ciento de las iteraciones correspondientes al inicio que llegd a los
parametros 6ptimos del método 3 generamos un grafico con las correlaciones entre todas las coor-
denadas de O,ucv0, junto con x2(fnuevo) (correlacion de Pearson en la Figura 11 y de Spearman en
la Figura 12). Estas correlaciones permiten analizar la inclusién de restricciones relacionales entre
los parametros, que resultardn en una reduccién de la dimensionalidad del problema.

En cuanto al funcionamiento especifico del método 3 podemos hacer algunas apreciaciones:

= Figuras 13 y 14: comparando estas dos figuras se puede ver la diferencia de los valores de la
figura de mérito para los pardmetros 0ot ¥ Opusqueda- Mientras que 0, sélo cambiara cuando
esto traiga asociado una disminucion en el valor de la figura de mérito, Oy squedqs Podra también
aceptar cambios que produzcan un incremento en el valor de la figura de mérito. Notar que
la aceptacion de los Opysqueda que incrementan el valor de la figura de mérito es mucho mas
frecuente en las primeras iteraciones, donde el sistema todavia no se ha enfriado. Estos cambios
hacia pardmetros que incrementan el valor de la figura de mérito son los que posibilitan que
el algoritmo no se estanque en minimos locales.

= Figura 15: a lo largo de las iteraciones los valores de 6,,; sélo cambian si hay una mejora
(disminucion del valor de la figura de mérito). Por otro lado, los valores de Opysqueda PETmMiten
cambios (con probabilidad a) que incrementen el valor de la figura de mérito, logrando que
el sistema pueda escapar de minimos locales. A su vez, la bisqueda de nuevos candidatos
Onuevo se realiza utilizando una distribucién normal centrada en Op,squedq, con una desviacién
estandar del 10 por ciento de la longitud del rango de cada parametro.

= Figura 16: la probabilidad de aceptaciéon a de nuevos pardmetros va cambiando a lo largo de
las iteraciones. A medida que el sistema se va enfriando, aceptar cambios que no disminuyan
el valor de la figura de mérito se hace cada vez més improbable. Notar que a partir de la
iteracion 524 (marcada en negro) la temperatura toma valores menores a 10.

Cuadro 2: Resultados estadisticos del método 3 para cada parametro teniendo en cuenta los 200
inicios. Los pardmetros h, w, ¢ ¥ t, se encuentran expresados en A.

Parametro éptimo Desv. estandar | Mediana | Minimo Maximo
ok 3.739xe™5 | 3.305xe™4 6.535xe™* | 3.440xe™6 | 1.186xe3
oF 8.954xe~12 | 2.023xe~10 5.428xe 12 | 6.155xe 13 | 2.068xe™?
h 1.765xe! 9.253 x Y 1.763xe! 5.241xeY 6.896 x !
w 1.801xe? 4.076 x> 4.585 % e? 1.850xe! 1.406x €3
th 2.399 xe! 5.511xe? 2.321 xe! 6.613xeY 3.692xe!
tw 3.800xe? 2.206x e’ 3.792xe! 6.307xe" 1 | 9.890xe!
B -7.152xe% | 6.217xe -8.239xe™! | -9.760xe? | 9.922x¢"
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e datos experimentales
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- 10
a
g
E
o
@ 10
©
[0
-
=
3
o) -2
g 10
[2]
| ==
g
£

107

107 107"
a(A™)

Figura 9: Curva modelo obtenida por el método 3. Para una mejor visualizacién se emplean escalas
logaritimicas en ambos ejes.
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Figura 10: Distribucién de los parametros 05\7 L = t;, obtenidos teniendo en cuenta los 200 inicios

del método 3.
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p_I_0

0.8
p_no_| 0 -0.087 0.094 -04
p_no_|_1 0.066 -0.0041 0.19

-0.0
p_no_I 2 0.011 0.051 -0.05 -0.085
p_no | 3 -0.019 0.018 -0.2 -0.37 0.18 - 04

p_no | 4 0087 0026 -0.027 -02 01 029

-0.8
chi_2 -0.32 -0.074 -0.061 -0.066 0.088 0.082

Figura 11: Correlaciones de Pearson para el mejor inicio del método 3.

p_I_0
0.8
p_no_|I 0 -0.11 0.061 -04
p_no_|_1 0.031 -0.075 0.19
-0.0
p_no_l_2 -0.021 0.057 -0.023 -0.073
p._no | 3 0051 -0074 017 -0.32 0.16 | o4

p_no_I 4 0.099 0.039 -0.042 -0.2 0.093 0.29

-0.8
chi_2 -0.096 -0.054 -0.086 0.11 0.073

Figura 12: Correlaciones de Spearman para el mejor inicio del método 3.
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Figura 13: Comportamiento de x?(,pt) a lo largo de las iteraciones para el método 3.
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Figura 14: Comportamiento de X2(9busqueda) a lo largo de las iteraciones para el método 3.
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Figura 15: Valores 6ptimo, bisqueda y nuevo de 0{\7 L = w para el método 3. En verde se pueden
ver los lfmites de I{VX
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Figura 16: Comportamiento de a (probabilidad de aceptacién) a lo largo de las iteraciones para el
método 3.
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Figura 17: Comportamiento de la temperatura autorregulada (rojo) y de la suma acumulada de «
(probabilidad de aceptacién) en funcién de las iteraciones (negro), para el método 3.
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6. Conclusiones

Para lograr resolver el problema de encontrar los pardmetros éptimos 6 asociados a un modelo
no lineal y(x|0) que se ajuste a datos experimentales mediante la minimizacién de la figura de mérito
X2 () hemos estudiado y desarrollado una serie de métodos basados en los métodos de Monte Carlo.
Para su implementacién se crearon una serie de algoritmos programados en Python, y se utilizaron
para resolver problemas provenientes de las metodologias de caracterizacién de materiales, en este
caso de dispersion de rayos X a bajos angulos, como modelo de estudio.

A diferencia de los métodos basados en gradientes, pudimos resolver el problema de optimizar la
figura de mérito sin tener que recurrir al cdlculo de derivadas, ya sea de forma analitica o numérica.

La modificaciéon que realizamos en la aplicaciéon del método de Levenberg-Marquardt permitio
automatizar la biisqueda de puntos inciales que lleven a resultados razonables, algo que los usuarios
de este tipo de métodos suelen llevar a cabo manualmente.

Los resultados de los algoritmos de bisqueda mejoraron notablemente con la separacién de las
contribuciones lineales de las contribuciones no lineales, debido a que el espacio de busqueda se
reduce drasticamente. Ademds de lograr un mejor ajuste a los datos experimentales, esta separacion
permite el calculo automético de los pardmetros lineales (mediante rutinas de cuadrados minimos
lineales) sin necesidad de tener que contar con un conocimiento tan exhaustivo de sus rangos de
busqueda.

La autorregulacién de la temperatura en funcién del valor de la figura de mérito evita la cons-
truccion manual de esquemas de enfriamiento, logrando automatizar este proceso que suele ser poco
generalista y atado a la experimentacion con prueba y error para el problema especifico que se esté
tratando.

Todo el cédigo de programacion escrito podréd ser reutilizado para la resolucién del tipo de
problemas tratados en este trabajo y quedard a disposicion para futuras mejoras.
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Perspectivas

Muestreo con densidades de probabilidad simétricas y asimétricas con regulacién de varianza:

La propuesta es optimizar el método planteado inicialmente por ([da Silva Costa et al., 2015]),
manteniendo la separacién de variables lineales de las no lineales. Se procederd a realizar al-
goritmos de busqueda, acotados, mediante funciones de probabilidad simétricas y asimétricas
en un intervalo acotado. Cada parametro no lineal 0;-\7 L sers perturbado de forma aleatoria
mediante una distribucién de probabilidad normal con desviaciéon estandar o;, tal como se
describi6é en parrafos previos. En cada perturbacion los parametros lineales se recalculan y
se emplea alguna figura de mérito estadistica para decidir si se acepta o no el cambio. Como
el espacio de muestreo se acota segin 95-\[ L4 20, se propondrdn analisis estadisticos para
controlar el ancho de distribucién a lo largo del proceso, equivalente a un Simulated Annea-
ling, para reducir el espacio de muestreo alrededor del minimo hallado. Se propone comenzar
la rutina de ajuste con muestreo Gaussiano e inducir asimetrias en la distribucién mediante
andlisis estadisticos (ej. elucidacion de a priori) y controlar individualmente los valores de la
varianza de cada pardmetro (ej. matriz de covarianzas) en funcién de la respuesta que genera
cada perturbacion a la figura de mérito de estudio -Machine Learning-. De esta manera se
pretende restringir el nimero de muestreos innecesarios.

La rutina de autorregulacién de la temperatura fue una prueba de concepto exitosa. Se pueden
estudiar otras rutinas de autorregulacién que conduzcan a mejores resultados.

En cada iteracion, al realizar la busqueda de los pardmetros, si alguno de estos no pertenece
a los rangos de bisqueda definidos se procede a descartar dicha iteracién y se prosigue con la
préxima iteracion. Este comportamiendo puede generar que se descarten una gran cantidad
de iteraciones, sobre todo cuando algin pardmetro se encuentra cercano al borde de su rango
de busqueda.

El c6digo del método 3 permite definir una etapa de burn-in (esto quiere decir que durante
cierta cantidad de iteraciones se mantiene una temperatura fija), sélo que no lo implemen-
tamos en este trabajo. Esto podria llevar a mejores resultados, ya que debido a la mejora
de la separacién en términos lineales y no lineales el valor inicial de la figura de mérito co-
mienza bastante bajo, con lo que el sistema se enfria rapidamente y no llega a explorar por
demasiadas iteraciones en todo el espacio.

En todos los métodos (excepto el 2) la interrupcién del algoritmo se da por la cantidad de
iteraciones. Hay otras formas de hacer esto, como la tolerancia (|x?(fopt) — 1|) menor a cierto
valor prefijado o la razén de cambio de x2(90pt). Esto permitiria agregar otros criterios de
corte de los algoritmos, logrando una mayor automatizacién del proceso para el usuario final.

Estudiar el escalado del tiempo de maquina con el nimero de pardmetros no lineales.

Estudiar la velocidad de convergencia del método de Simulated Annealing en funcién de la
distribucién utilizada para realizar la bisqueda (ej. Uniforme, Gaussiana, Lognormal, etc.)
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8. Anexo: definiciones

Sea C' = (XO,X L. ) una sucesion de variables aleatorias X™ : @ — S. En esta seccion
consideraremos S = RM |
C es una cadena de Markov si Vn >0,z € RM A Ay, ..., A,_1 € BRM) 8 se cumple:

P(X" e AX" =z, X" €A, 1,..., X" € A)) = P (X" € A|X" = 1) (20)

Llamaremos a S el conjunto de estados de la cadena de Markov C.
Una cadena de Markov es homogénea si ¥n > 0, x € RM A € B(RM) se cumple:

P(X" e AIX"=2)=P (X' € A|X" =2) (21)

En este trabajo sélo consideraremos cadenas de Markov homogéneas *.

Definicién 8.1. Decimos que una funcién P : RM x B(RM) — [0, 1] es un nicleo de transicién de
C si Ve € RM A c BRM):

Pz, A) =P (X' € A|X? =z) (22)

Decimos que una funcién p : RM x RM — RM es funcién de densidad de P si Vo € RM A €

B(RM):

Pz, A) = /A Pz, y)dy (23)

Definicién 8.2. Dado m > 1, decimos que una funcién P™ : RM x B(RM) — [0, 1] es un niicleo
de transicién de C sobre m pasos si Vo € RM, A ¢ BRM):
P (z, A) = P (X™ € AIX° =) (24)

Decimos que una funcién p™ : RM x RM — RM ¢s funcién de densidad de P™ si Vo € RM A €
BRM):

Pz, A) = / p"(2,y)dy (25)
A
Definicién 8.3. Decimos que una funcién 7 : RM — R representa una distribucién de probabilidad
si (Ve € RM, n(z) > 0) y [7(2)dz = 1.

Notamos 7", para cada n > 0, a la distribucién de probabilidad de la cadena en el tiempo n.
(Es decir, P(X" € A) = [, n"(z)dx).

Con estas notaciones, tenemos que:

)= [ @ede = [ 2 @) (26)

RM

8Notamos B(RM) a los borelianos de RM.
9F1 tema de cadenas de Markov inhomogéneas excede el propésito de este trabajo. Para mayores detalles consultar
([Sarymsakov, 1961]) y ([Miiller et al., 2004]).
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Definicién 8.4. C es irreducible si Vo € RM, A € B(RM), In > 1 tal que P"(x, A) > 0.

C resultard aperiédica si para cada * € RM, Je, > 0 tal que P(z, Be,(z)) > 0.

Definicion 8.5. Una distribucion de probabilidad 7 es estacionaria de C' si

(y) = /]RM m(x)p(z,y)dz
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