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Resumen: En este trabajo se describe la construccién de una base wavelet a partir de la B-spline cibica. Las wavelets
en diferentes niveles son ortogonales con respecto al producto interior (u’, v'). Este requerimiento de ortogonalidad es
muy ventajoso en aplicaciones para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales por las propiedades de la matriz
de rigidez que se obtiene.
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1. INTRODUCCION

En las dltimas décadas el andlisis wavelet ([2],[3],[4]), ha emergido como una alternativa atractiva a las
técnicas tradicionales en varias disciplinas. Sus ventajas radican principalmente en su localizacién temporal
y su soporte compacto. Sus propiedades permiten una eficiente transformacién multirresolucién. Muchas
de estas propiedades hacen que las wavelets sean ventajosas como bases para la formulaciéon débil de las
soluciones de EDPs, especialmente para representar soluciones con gradientes bruscos o discontinuidades.

En este trabajo se describe la construccidon de una base wavelet a partir de la B-spline cibica, basada en
el método propuesto por Jia y Liu [1]. Las wavelets en diferentes niveles son ortogonales con respecto al
producto interior (u’,v"). Este requerimiento de ortogonalidad es muy ventajoso cuando se aplica en la
formulacién débil para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.

2. B-SPLINE WAVELET

Llamemos ¢4 () a la B-spline ctbica. Sean Sy y S1, los espacios generados por las traslaciones de ¢4 (z)
y 4(2x), respectivamente. Nuestro objetivo es construir un espacio wavelet W de modo tal que S; sea
la suma directa de Sy y W, esto es S1 = Sy + W. Deseamos encontrar una wavelet v € W tal que sus
trasladadas generen espacio I y ademds satisfaga el siguiente requerimiento de ortogonalidad:

(Y (), 4z —1)) =0, VIeZ (1)

Como W C S, existird una sucesion {dk} tal que :

= d(k)ps(2x — k), xR 2)
kEZ

Entonces, para [ € Z, el producto interno adopta la siguiente forma:

(W' (), P = 1)) = d(k) (£h(2x — k), Py(z — 1)) . 3)

keZ

Recordemos que ¢4(z) tiene soporte [0,4], por lo que @4(x — [) tiene soporte [I,4 + ]. Por otro lado,

k 4+ k
v4(2x — k) tiene soporte 5 —12_} . Existe interseccion entre los soportes si 2/ —4 < k < 2] + §, por lo
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cual la sumatoria anterior es finita:
2+7

(W(@), eh@—=D)y=" > dk)(ph(2x — k), iz —1)). )

k=21-3

Por otra parte, sabemos que o4 (), satisface una relacién de 2 escalas dada por,

4
=Yl pa(22 — n), )
donde h,, son las componentes del vector h = [%, %, %, %, é] Teniendo en cuenta esto y propiedades de las

B-splines se obtiene la siguiente expresion para el producto interno de las derivadas:
/
(422 — k), py(x = 1) :—2Zhn oa(4+2l+n—k). (6)

Por lo tanto, para cada [ € Z, la Ec. (4) adopta la forma:
20+7

(W' (@), phlx —D))= —4 > d(k Zhn o4 +2+n—k), (7)

k=21-3

donde ¢ (4+2l+n—Fk) representa la derivada segunda de la spline de orden 7 evaluada en z = 4+2l+n—k
y los valores h,, estan dados por la mencionada relacién de 2 escalas.

Es decir que sélo resta hallar los valores d(k), k = {21 — 3,21 — 2, ..., 2l + 7}, que satisfagan la condicién
de ortogonalidad dada en la Ec. (1) para cada valor de [. Para resolver este sistema llamemos

qi(z) =Y _d(2l + 1)z @(z) =Y _d(21)z”" (8)
leZ lEZ

la condicién de ortogonalidad se puede reescribir matricialmente:

B(2)(q1(2) , ¢2(2))" =0 )
donde
L 395,99 5 99 39 4 1 o3
2407 807 1200 1207 80 240

(B(2))" =
To 8.4 B, 8 7 ,

“60° 15 100 15 60"

Una solucién para este sistema, estd dada por:

qi(z) ] [ —282°5 — 18423 — 2821
0 20 4+ 11924 + 11922 + 1

Se obtiene asi la siguiente expresion para la wavelet buscada:

Y(x) = pa(22)—28p4(22—1)+119p4 (22—2)—184p4 (22—3)+119¢p4(20—4) —28p4 (22—5)+p4(22—6).

Como se muestra en la Figura 1 (b), la wavelet ¢)(x) que se obtuvo, tiene soporte [0, 5], es simétrica y
ademas satisface la condicién de ortogonalidad requerida.
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(a) B-spline ctibico. (b) Wavelet ¢ ().

Figura 1: Funcién de escala y wavelet

3. WAVELET EN EL INTERVALO

Utilizaremos la spline wavelet obtenida en la seccién anterior para construir una base wavelet del espacio
H(0,1).

Consideremos los espacios V; de un andlisis multirresolucion de L?[0, 1] determinado por las traslaciones
de la B-spline cibica que son interiores al intervalo [0, 1]. Se demuestra que la dimensién de V; es 2/ — 3

[2].

Por otro lado, sean ®; y W;,para j > 3 los conjuntos definidos por
®; = {ps(Px—k):k=0,1,..,2 —4} (10)

v, = {(@z—k):k=-2,-1,0,..,2 -3} (11)

®, es una base de V;. Llamemos W; el espacio generado por el conjunto ¥;. La dimensién de W es 27,
Por nuestra construccion es facil ver que

1
/ w(z)v(z)de =0 YweW;, y veV,. (12)
0

Teniendo en cuenta la expresién que define a ¢(x), vemos que Vj 1 D V; +W; y ademds V; N W; = {0}.
Por lo tanto,

dim(Vj + W;) = dim V; + dim W; = 271 — 3 = dim(Vj11). (13)

Por lo tanto V; 1 es suma directa de V; y ;. Consecuentemente,

‘/}‘+1:‘/:3+W3—|—...+Wj.

Asf, tenemos la siguiente descomposicién de H}(0,1):
HY0,1) = V3 + W3 + Wy + ... (14)

4. APLICACION

Se presenta en esta seccion la aplicacion de las bases wavelets anteriormente construidas en el cdlculo de los
elementos de la matriz de rigidez correspondiente a la formulacidon débil del siguiente problema diferencial
de segundo orden:

—u"” =f en(0,1)
’ 1

{ w(0)=u(1) =0 (1)
Buscamos una aproximacion a la solucion del problema planteado en el espacio Vj 1, teniendo en cuenta la

Ec.(14), una base G; estd dada por la unién de las bases de cada uno de los espacios que componen la suma
directa Ec. (10) y Ec. (11).
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Como consecuencia de la condicién de ortogonalidad requerida Ec. (1), la matriz de rigidez cuyos elementos
son (gl g..), resulta diagonal por bloques y ademds cada bloque es una matriz banda (ver Figura (2)) . El

maxr

ndamero de condicion cond = ——— de la matriz se mantiene uniformemente acotado. Esta afirmacion se

comprobd numéricamente (ver T;nl;ﬁl (1)).

LR
LR R
te s
te s
S + e+ m e

IR RN

IR R

a0 LR
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I R
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L
IR R
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Figura 2: Forma de la matriz de rigidez para j = 4

j 3 4 5 6 7 8
Amaz  1.3567 13581 1.3593 1.3597 1.3598 1.3598
Amin 04352 04003 0.3894 0.3864 0.3855 0.3853
cond 3.1176 3.3926 34907 3.5193 3.5270 3.5290

Tabla 1: Numero de condicién de la matriz K;;

5. CONCLUSION

A partir de las funciones de escala B-splines ctibicas se construyeron bases wavelets ortogonales respecto al
producto interno de las derivadas. Se mostré que al utilizarlas en la resolucién de ecuaciones diferenciales,
esas bases resultan muy ventajosas en cuanto a las propiedades de la matriz de rigidez, ya que ademds de
ser una matriz por bloques, su condicionamiento se mantiene acotado uniformente a medida que aumenta la
escala.
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Abstract: Trregular folding of proteins can lead to the formation of insoluble fibers known as amyloids, that generate
severe disorders such as Alzheimer’s disease, type II diabetes, Creutzfeldt-Jakob disease, or spongiform encephalopa-
thy Bovine (see [9]).

In this paper, we approximate rescaled concentrations of proteins, proteic nuclei and amyloid fibers by using the
homotopy analysis method (HAM).
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1 INTRODUCTION

Protein folding is an essential process for the development of life but, when it is done incorrectly, the re-
sults can be very serious and usually irreversible. The phenomenon by which misfolded proteins accumulate
and clump together is known as Aggregation of proteins. This process can be intra or extracellular; among
several reasons, it is due to aging, extreme temperature or PH, problems during transcription or translation
or DNA mutations.

Proteins come together to form nuclei, fiber is produced when nuclei meet protein.

Delfino et al [1] proposed a model which studies concentrations of protein, nuclei and fibers depend-
ing on time ¢. It is assumed that concentration of protein decays to generate nuclei which, combined with
proteins, transform in turn into fibers, whose concentration increases until the protein is finished or it is
negligible. Models of this kind have already been considered for example in [8]

In this work, we study a numerical approximation for a model of aggregation, which is produced by the
incorrect folding of proteins, their composition in nuclei and their subsequent fibrillation.
The Homotopy Analysis Method (HAM - see [3]) has been used successfully in a wide variety of cases
such as [3],[4] or [5]. The method will be applied to this rescaled model of aggregation in order to provide
numerical solutions. Finally, by using Mathemathica® (see [7]) we compare solutions graphically.

2 GENERALITIES

The model of protein aggregation proposed by [1] can written as follows:
P'(t) = —aP(t) — bN(t)P(t)

N'(t) = aP(t) — bN(t)P(t)
(1
F'(s) = bN(t)P(t)

P(0) = Py >0, N(0) =0, F(0) =0.

Here, a, b > 0 are parameters related to the model kinetics. The concentrations are time-depending func-
tions P, N and F' of monomers, nuclei and fibers respectively. The law of conservation of this system turns
out to be:

P'(t)+ N'(t)+2F'(t) = 0= P(t) + N(t) + 2F(t) = B

Under conditions mentioned in [2], system (1) has solution.
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2.1 INTRODUCING DIMENSIONLESS VARIABLES

The following change of variables is proposed:

o) = P(ks)

where k =

is defined as the characteristic time. We remark that this change of variables requires

1
vV ang
ak =1 and bPyk = 1;

in particular, the parameter a depends on initial concentration Py, namely a = bF.
Thus a dimensionless system, independent of conservation law parameters z(s) + y(s) + 22(s) = xq is
obtained, so it can be reduced in one dimension to the rescaled system:

a'(s) = —x(s) — y(s)x(s)
y'(s) = x(s) — y(s)x(s) @)
x(0) =1, y(0) =0

According to laboratory data, it is known that x is decreasing and that z is increasing and also:

lim x(s) =0, lim z(s) =29, lim y(s)=1yo 3)

S——+00 S——+00 S—+00

The critical points are of the form: (z*,y*) = (0, yp); that is to say, they are all located on the equation
line x = 0.

3 ANALYTIC RESOLUTION

Rescaled system (2) for g = 1 has a solution that can be written as a contour line:

z—y—2log(l—y)=Co

e

0.0 b3

Figure 1: Concentration of y in relation to

In Figure 1, we can see the flow diagram for concentrations of x (horizontal axis) between 0 and 1.
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Also, an explicit formula for the solutions can be found in this case:
1
x(t) = H 1 (t)(Cy — 2¢), y(t) =1+2W <i2 eCo—1+z(t>) :

where
1

):/1 r (W (£5Ver i) 1)

and W (t) is the inverse of te?, known in the literature as the Lambert function.

H(t dr

4 NUMERICAL APPROACH: THE HAM
We will apply the homotopy analysis method (or HAM) to find the approximate formulas of the solutions

of (2).

In order to establish what we shall consider a ‘good’ approximation, an error criterion is needed.
Definition 1 Given a differential equation X'(t) = ®(X(t)) such that X(t) is an approximate solution
calculated for a set 2 € R. The Mean Squared Error (MSE) is defined as the integral:

B,y = ECM = / (X/(t) — (X ()))2dt
Q

Initial functions were chosen as:
zo(t) = et yo(t) = 0.2(1 — e ).

Thus, a solution of order 5 was obtained, for which we observe a very similar behaviour to that of the
numerical solution given by Mathematica for 0 < ¢ < 10 with initial conditions zg = 1, yo = 0.

In Figure 2, we may observe two almost coincident graphs; the continuous one corresponds to the solu-
tion given by the Mathematica, the dashed one was obtained by the HAM.

The Mean Squared Error in the interval [0, 10] was estimated as M SE < 5.72- 107",

With the above, an approximate order 5 formula can be computed for y(¢) with acceptable MSE which
result M SE < 1.83-107° as can be seen in the Figure 3 where the solution given by Mathematica (dashed)
and the one obtained by HAM (continuous) are shown.

Once z and y are known, the function z(t) that determines the concentration of fibers in the interval
[0, 10] is given by:

1
2(t) = 5 (1 —a(t) —y(t))
Here M SE < 5.4-1075, it can be improved by increasing the degree of HAM.

Figure 2: Comparison of the graphs of the numerical so-

> Figure 3: Comparison of the graphs for y
lution of x
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05 f

Figure 4: Graph of the approximation for the function z.
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