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Resumen

Un problema que se presenta a menudo en Bases de datos es el estudio de los rangos y las
consultas por rangos, denominado Busquedas por Rangos. Este problema tratado desde una
perspectiva geomeétrica nos permite disefiar y analizar los algoritmos y estructuras de datos utilizadas
con herramientas propias de la Geometria Computacional .

En este trabaj o presentamos una introduccion alatemética, relacionandol a especificamente a
otralinea de investigacion vigente de la Geometria: Separabilidad Geométrica.

El objetivo de esta propuesta es presentar 10s aspectos tedricos y practicos relevantes para las
busquedas por rangos y separabilidad de objetos geométricos, realizando una vinculacion entre ambas.
Proponemos nuevas formas de obtencion de esquemas de particion y estructuras adecuadas para la
resolucion de consultas por rangos.
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1. Introduccién

La Geometria Computacional se interesa por demostrar la existencia de la solucién de un
problema y por encontrar los algoritmos y estructuras de datos eficientes, medidos respecto de su
complgidad temporal y espacial respectivamente [AHU74]. Por tanto, esta disciplina forma parte
de lateoria del disefio y andlisis de algoritmos y estructuras de datos [Abe00], [BKOS97], [BY 98],
[GO97], [SUOQ], [Tou85], [Tou92]. Una linea de investigacion vigente y con resultados recientes
es la Separabilidad de objetos geométricos [Seal2]. Los criterios de separabilidad tienen
aplicaciones interesantes, como por gemplo €l andlisis de imagenes, la clasificacion de datos, etc.
Siempre que sea necesario discriminar objetos en un espacio de trabgjo, por agun atributo del
mismo, los criterios de separabilidad juegan un papel importante.

Nuestra introduccion al estudio de la disciplina se basa en la relacion existente con las bases de
datos: un problema que se presenta a menudo es el estudio de los rangos y las consultas por rangos,
denominado Busgueda por Rangos. Esta temética vista desde una perspectiva geométrica, nos
permite disefiar y analizar |os algoritmos y estructuras de datos utilizados con instrumentos propios
de la Geometria Computacional [AE98], [Aga97], [AM94], [BF79], [Mat94 ].

Nuestra propuesta consiste en vincular las Busguedas por rangos con la Separabilidad
geométrica, dado que & grado de avance en esta Ultima tematica ha sido relevante recientemente.
En este sentido, |as regiones se determinan en base a atributos propios de los objetos geométricos y
de su ubicacidn en el espacio. Las consultas, basicamente, se reducen a casos particulares de las
busquedas por rangos.

En & presente trabajo, primeramente, introducimos las Busquedas por rangos, las nociones de
Separabilidad y la vinculacién propuesta entre ambas teméticas. Por Ultimo, brindamos nuestras
propuestas, conclusionesy perspectivas de trabgj os futuros.

2. Busguedas por Rangos

La Busqueda por rangos es uno de los problemas centrales en Geometria Computacional, no solo
por la variedad de aplicaciones que posee sino porque, ademas, una gran cantidad de problemas
geométricos pueden resolverse observandolos como problemas relacionados a las busquedas por
rango. Comenzamos con las nociones basicas.

Un Espacio de Rangos es un sistema Q:(U,F), donde U es un conjunto de objetos

geomeétricos y F es una familia de subconjuntos de U. Los elementos de F se Ilaman Rangos de Q.
El sistemaQ sellamaEspacio de Rango Finito si e conjunto U esfinito. Por gjemplo:

Q.= (R, { W hesunsemiespacioen R®}),  Q,=(R,{ W hesunabolaen R'})

Un problema de busgueda por rangos puede expresarse del siguiente modo: Dados un espacio de
rangosQ = (U,F), un subconjunto S de objetos de U y un rango G de F, consultar los objetos

geomeétricos que estdn en Sn G. En este caso, a G selo llamarango de consulta (query range).

Para resolver este problema de blsgueda por rangos, es necesario disefiar un algoritmo eficiente
gue resuelva tal interseccion. El problema real para € cual tiene sentido este estudio, es cuando
previamente se da e conjunto de objetos geométricos S y posteriormente se realizan repetidas
consultas por la interseccién, variando €l rango G. En estos casos es donde se requiere disefiar una
estructura de datos apropiada para amacenar € conjunto S, tal que frente a cada consulta por rango
G, ésta se pueda responder eficientemente.

La Busqueda por rangos, esencialmente, consiste en buscar |0s objetos geométricos que contiene

una determinada region del espacio de objetos geomeétricos. Observando la figura o forma de las
regiones correspondientes a los rangos de consultas, podemos hacer una clasificacion en cuatro



tipos de busqueda por rangos. Busqueda por Rangos Ortogonales (BRO), Busgueda por Rangos
SemiAlgebraicos (BRSa), Busgueda por Rangos SemiEspaciales (BRSp) y Busgueda por Rangos
Smpliciales (BRXX).

En cuanto a las consultas, dado un rango de consulta puede interesarnos efectuar alguna de las
siguientes clases sobre é: Consultas de Recuento (range counting), Consultas de Reporte (range
reporting), Consultas Booleanas (range emptiness) y Consultas Especiales.

La mayoria de las estructuras de datos para consultas por rango, se construyen en forma
recursiva, dividiendo e espacio de objetos geométricos en varias regiones, con propiedades
geométricas deseables sobre ellas. Estas estructuras de datos son referidas como esguemas de
descomposicion jerarquicos. Los andlisis de las complejidades tanto en tiempo de construccion, en
espacio de amacenamiento y en tiempos de respuestas, dependen de la dimension del espacio, de
la cardinalidad de S de la estrategia de particionamiento de Sy del tamario de la respuesta de la
consulta.

A continuacién, nosotros describiremos la Busguedas por Rangos Smpliciales, que son las de
interés en este trabajo. Las consultas en este contexto son consultas en poligonos; es decir, los
rangos son poligonos. Todo poligono puede descomponerse en piezas mas pequeiias, realizando una
triangulacion del mismo. De esta forma, la consulta en e poligono se transforma en consultas sobre
tridngulos de la triangulacién®. El resultado de la consulta es la unién de las respuestas de cada
triangulo. Este concepto puede extenderse a espacio d-dimensional, donde tenemos simplices®,
[Mat91], [Mat92a], [Mat92c], [Sar98], [Wel88], [Wil82]. Una consulta por rango simplicial se
reduce a tres blsquedas en semiespacios; por 1o tanto, € problema se reduce a tratar basicamente
consultas por semiespacios.

Supongamos que dado un conjunto S de puntos en e plano, queremos informar cudles son los
puntos de S que estan contenidos en un cierto triangulo, € cual representa un rango de consulta.
Dado que € tamafno de cualquier estructura y e tiempo de consulta tiene a menos complejidad
lineal y logaritmica respectivamente, consideremos estos extremos: i) ¢Cuén répido se puede
contestar una consulta de rango simplicial usando una estructura de tamario linea? y ii) ¢Qué
espacio se requiere para una estructura de datos que conteste una consulta en tiempo logaritmico?
La combinacién de estos dos extremos nos lleva a una competencia espacio-tiempo. Nosotros
dividiremos nuestra exposicién en dos partes, atendiendo a estos dos interrogantes.

2.1 Algoritmos que utilizan espacio lineal (o cas lineal)

La mayoria de las estructuras de datos de tamafio orden lineal se basan en los Arboles de
Particion (Partition Trees).

Dado un conjunto S de cardinalidad es n, una Particién Smplicial de S es un conjunto de la
forma I = {(SlAl)(SA} , que cumple las siguientes condiciones. S es una clase 'y A es un
simplice, SOS, SOA, SnS =¢ paai# j.El nimero de corte (crossing number) de una
recta | con respecto a I es el nUmero de triangulos de M cortados por |. EI nimero de corte de I
es e méximo nimero de cortes sobre todas las posibles rectas |. La particion simplicia es fina si
IS|<2n/r,paracadal<i<r.

Un Arbol de Particién (Partition Tree) para S esté formado asi: laraiz tiene r hijos, siendo cada
uno la raiz de un arbol de particion definido recursivamente para cada una de las clases de la
particiéon simplicial fina. La estructura basica es la siguiente: Si S contiene un Unico punto p, €
arbol de particion consiste de una hoja, donde p se amacena explicitamente. En otro caso, la

2 Eslo que se denomina Rango simplicial.
3 Un simplice es el cierre convexo de d+1 puntos independientes.



estructura es un arbol T con r hijos. Cada hijo de la raiz corresponde a uno de los triangulos de la
particion de S El triangulo de la particién correspondiente a un hijo v se denota t,. La
correspondiente clase S, se [lama clase candnica de v. El hijo v es laraiz del arbol de particion T,
definido recursivamente sobre €l conjunto S,. Con cada hijo v, amacenamos €l tridngulo t, con
informacion acerca del subconjunto S, tal como su cardinalidad u otro dato de interés.

Podemos responder una consulta por un semiplano H. Para ello, basta con considerar |os puntos
de las regiones no atravesadas por la recta h que define H. Puede ocurrir que, o bien, todalaregion
esté contenida en el semiplano, en cuyo caso la region completa es parte de la respuesta; o0 que
ninguna region esté contenida en H, en cuyo caso pierde su consideracion futura.

Esto nos brinda un poco de eficiencia en cuanto a que solo resta tratar aquellas regiones
atravesadas por larecta borde h del semiplano de consulta H, del mismo modo. Aqui es donde juega
un rol importante e nimero de cruce de la particion simplicial. El tiempo de respuesta de una

consulta por semiplano esta acotado a O(\/ﬁ ) [AE9g].

Volviendo a las consultas por rango simplicial, para responderlas podemos utilizar la misma
estructura y el mismo algoritmo que para la consulta por semiplano, que solo varia levemente el
tiempo de respuesta. Un tridngulo de la particion simplicial puede ser cortado por una recta borde

del rango simplicial, la cual puede alo sumo cortar cr triangulos de la particion. Como € rango

simplicial define alo sumo tres rectas, entonces en total cruza alo sumo 3c+/r tridngulos. Por lo
tanto, s6lo hemos cambiado de ¢ a 3c, permaneciendo €l tiempo de consulta cercano a visto,
aunque gue asi ntoticamente permanece en € mismo orden.

Esta estructura utiliza O(n) espacio de almacenamiento; los puntos de S contenidos en un

triangulo de consulta pueden ser contados en O(nyz*f ) tiempo y los puntos pueden ser reportados en
O(K) tiempo adicional, donde k es € numero de puntos informados. La estructura puede ser

1+e

construidaen O(n :

2.2 Algoritmos con tiempo de respuesta logar itmico

Podemos mejorar los tiempos de consulta cambiando de O(ﬁ ) a O(log n). La idea subyacente

es la misma que en los &boles de particion con particiones ssimpliciales diguntas, sdlo que nos
trasladamos al espacio dual.

Sea L= {I1 N DR Ir} un conjunto de rectas obtenidos después de dualizar* una nube S de puntos;

sear un pardmetro, 1<r <n; se dice que una recta corta un tridngulo si interseca su interior. Se
dice que un (Ur)-cutting para L es un conjunto C(L) ={t;.t,,...t,} de triangulos posiblemente
ilimitados con interiores diguntos que cubren el plano, con la propiedad de que ningun triangulo de
la particion es cortado por mas de n/r rectas de L. El tamafio ddl cutting C(L) esta definido por la
cantidad de triangul os que posee.

La estructura de datos basada en un cutting se Ilama Arbol de Cortes (Cutting Tree).
Béasicamente, se construye del siguiente modo: Si la cardinalidad de L es uno, entonces el arbol de
cortes consiste de un unico nodo en € que L se almacena explicitamente y é es e conjunto
canonico del nodo. Si la cardinalidad es mayor que uno, tenemos un arbol T; entonces existe una
correspondencia biunivoca entre los hijos de la raiz del arbol y los tridngulos de un (1/r)-cutting
C(L) para e conjunto L, donde r se elige como una constante suficientemente grande. Cada

4 Un punto en e plano esta definido por su coordenada X y su coordenada Y. Una recta en el plano también esta definida por dos
parametros, su pendiente y su corte con €l ge Y. Podemos definir una aplicacion biunivoca entre estos dos conjuntos de elementos de
lasiguiente manera: p(py, py) 3> p* =r: (y=px-py); r: y=me+n3 r* = p(m.-n).



triangulo del cutting se corresponde con un hijo vy se denota t(v). El subconjunto de rectas de L que
pasan por debgjo® de t(v) se llama subconjunto canénico inferior de v y es denotado L'(v). El
subconjunto de rectas de L que pasan por encimade t(v) sellama subconjunto candnico superior de
vy es denotado L*(v). El subconjunto de rectas de L que cortan t(v) se llama subconjunto de cortes
de t(v). El nodo v es la raiz de un arbol de cortes definido recursivamente sobre su conjunto de
cortes y se denota Tv. En cada nodo v, almacenamos & triangulo t(v), los subconjuntos L'(v) y L*(v).
Para contar el niumero de rectas que pasan por debgjo del punto de consulta consideramos la
cardinalidad de L'(V); respectivamente para contar € nimero de rectas que pasan por encima del
punto de consulta consideramos L*(v).

Para la consulta por rango simplicial, se tiene que dado un conjunto S de puntos en el plano se
requiere contar € nimero de puntos contenidos en un triangulo de consulta. Para resolverlo,
seguimos el enfoque de consultas por semiplanos, pero nos mudamos a plano dual. Asi, el conjunto
de puntos se dualiza en un conjunto de rectas. En €l plano primal, un triangulo es la interseccion de
tres semiplanos, por lo que en el plano dual se dualiza en tres puntos. En consecuencia, en el plano
primal decimos que el punto q est& contenido en el tridngulo si y sdlo si esta contenido en cada uno
de los semiplanos. El enunciado dua de la busqueda por rango triangular se plantea del siguiente
modo: dado un conjunto L de rectas en €l plano y tres puntos qi, gz Y gs de consulta rotulados como
“superior” o “inferior”, se requiere contar € numero de rectas de L contenidas en los lados
especificados de los tres puntos de consulta (en el plano dual). Este problema puede ser resuelto con
un arbol de cortes de tres niveles.

Dado L un conjunto de n rectas en € plano, a usar un arbol de cortes, las rectas de L que pasan
por debajo de un punto g de consulta pueden ser seleccionadas en O(log n) tiempo, con O(log n)
subconjuntos canonicos. Por o tanto, el nimero de tales rectas se puede contar en O(log n) tiempo.
Para cualquier >0, un arbol de cortes sobre L puede ser construido utilizando O(n***)espacio.

Las busguedas por rangos simpliciales han recibido mayor atencién recientemente, puesto que
ademés de sus aplicaciones directas, han brindado soluciones a problemas subyacentes en
problemas geométricos de mayor jerarquia. Con esto concluimos dos enfoques para su resolucion.

3. Separabilidad Geométrica

Se dice que un conjunto finito S de superficies es un separador de conjuntos de objetos en R° s
las componentes conexas de R°-S contienen objetos de un solo conjunto.

Los separadores geomeétricos son de utilidad en campos de aplicacion donde se requiere
discriminar o separar objetos. Nosotros presentamos diversos criterios de separabilidad de objetos
geomeétricos. Los trabajos de separabilidad estan orientados a dos 0 mas conjuntos disuntos de
objetos geométricos, basicamente para puntos en €l plano.

Algunas aplicaciones en las que la Separabilidad est4 inmersa son la separacion de objetos de sus
moldes; |a separacion de conjuntos bajo diferentes clases de movimientos y diversas definiciones de
separabilidad [Tou85b]; la separacién de dos poligonos simples por una traslacién de uno de €ellos
tal que no exista colision [Tou89], [TE84], [AS97]; €l problema de shattering (hacer pedazos)
[Fre00], [FMP9Q], [Nan99], [ES97]; etc.

® En términos generales, para decidir la ubicacién de un punto p respecto de una recta |, seguimos el sentido contrario de las agujas
del reloj y considerando los puntos g, zy p, y obtenemos el signo del célculo del area signada. Si €l valor del rea es positivo, se
concluye que € punto p estd encima de larectal; s es negativo, entonces esté por debajo de larectal. En caso de valor cero, los tres
puntos son colineales.



Otro problema se da cuando tenemos dos conjuntos disjuntos de objetos en el espacio euclideano
Y Nos preguntamos si es posible generar una superficie que separe ambos conjuntos. Esta pregunta
se puede extender al espacio y a diversas clases de objetos.

Para modelar este problema, se dan dos conjuntos disuntos P y Q de objetos en el plano, a los
gue nos referiremos objetos rojos y azules, respectivamente. Eventual mente, |os objetos pueden ser:
puntos, segmentos, poligonos o circulos. En el caso de los poligonos, ny m representan € nimero
total de segmentos de los poligonos de P y de Q. En otro caso, ny m representan la cardinalidad de
Py Q, respectivamente. En cualquiera de los casos, N es e maximo de n y m. Entonces, dada una
familia C de curvas en e plano, decimos que los conjuntos P y Q son C-separables s existe una
curva C OC, llamada separador, tal que cada componente conexa de R* —C. contiene solamente
objetos, o bien de P, o bien de Q.

Describimos brevemente a continuacion diferentes clases de separabilidad, dando las cotas de
complegjidad de los algoritmos correspondientes. No presentamos ninguna descripcion de su

funcionamiento, dado que no es el punto central, s0lo nos interesa saber que existen. Para estudiar
el temaen detalle, ver [Seal2].

Si C eslafamiliade rectas en e plano, tenemos la separabilidad lineal. Dos conjuntos Py Q son
linealmente separables si y sOl0 Si SUS cierres convexos No se intersecan.

Dos conjuntos diguntos P y Q de objetos en e plano son separables por una cufia s existe una
cufia que contiene solamente todos |os objetos de uno de los conjuntos. Aqui se estudia €l problema
de decidir la separabilidad por cufias calculando la ubicacion de los posibles dpices de cufias; como
unaextension a problema, se estudia hallar la cufia de &ngulo minimo (maximo).

Dos conjuntos diguntos P y Q de objetos en el plano son separables por banda si existe una
banda, determinada por dos rectas paralelas, que contiene solamente todos |os objetos de uno de los
conjuntos. Aqui se estudia € problema de decidir la separabilidad por bandas calculando el
conjunto de intervalos de pendientes de bandas separadoras; como una extension a problema, se
estudia hallar labanda minima (méxima).

Separabilidad lineal Separabilidad por Cufia Separabilidad por Banda

En este contexto, se plantean dos tipos de problemas:

i) Problemas de Decision o Existencia: Dada la nube de puntos PLIQ, de puntos rojos 'y azules en €l
plano, se cuestiona la existencia de un separador de los puntos rojos de los azules. Por gemplo
¢existe una cufia que separa los puntos rojos de los azules? En caso afirmativo, hallar |os vértices
de todas las cuiias separadoras.

ii) Problemas de Optimizacion: Asociado a la separabilidad por cufias y bandas consisten en hallar
la cufia separadora de minimo (maximo) angulo y la banda de minimo (maximo) ancho que separan
los puntos rojos de los azules.

Los algoritmos para resolver los problemas de decision y optimizacion propuestos anteriormente
Se gecutan en O(N log N) tiempo; salvo en e caso de la separacion lineal, que toma o(N) tiempo
[Sea00].

L os estudios sobre separabilidad en €l plano han avanzado sobre separaciones con varias bandas,
cufias y sectores. Asi tenemos separabilidad por dos bandas, asociado a problema de optimizacion



de halar las dos bandas de ancho minimo (méaximo). Este problema puede ser resuelto en
O(n3 log n) tiempo. En & mismo tiempo se puede decidir si las bandas son de minima (maxima)
anchura. En cambio, si se proporciona la pendiente de una de las bandas, € tiempo se reduce a
O(n2 log n), pudiendo hallarse las dos bandas de minima (maxima) anchura en e mismo tiempo.
Aun mejor s las dos pendientes son conocidas, puesto que se reduce a O(n) tiempo. Como
resultado, tenemos que dados dos conjuntos disuntos P y Q de puntos en € plano, e minimo
nimero de bandas paralelas (rectas) que los separan y 10s correspondientes interval os de pendientes,
puede ser determinado en Oin2 log n) tiempo.

También, tenemos separabilidad por dos cufias, que en caso de existir € par de cufias, podemos
tener cuias diguntos o no; podemos determinarla en O(n5 log n) tiempo; pero, en caso de que las

cufias sean diguntas, podemos decidir la separabilidad en O(n3log n)tiempo. Hay mas variantes
asociadas, como la separabilidad por sectores, si todas |as cufias separadoras tienen el mismo pice.
En lugar de tener una nube bicolor, podemos considerar diversos colores. Dados C,C,,...,C,

conjuntos diguntos en €l plano, decimos que & conjunto C; tiene € color ¢, denotamos con n; la
cardinalidad deCiy n +n, +...+n_=n. Entonces, un conjunto finito S de curvas en el plano esun

separador paralos conjuntos C,,C,,...,C, s cada componente conexaen R? - S contiene elementos

provenientes de uno solo de los conjuntos Ci. También decimos que cada componente es
monocromatica. Obviamente, cuando k=2, son |os casos estudiados previamente.

Dados los conjuntos diguntos C,,C,,...,C, coloreados, con n puntos en total, en €l plano, la

minima cantidad de rectas paralelas separadoras de los puntos en bandas monocrométicas y los
interval os de pendientes de todas las posibles soluciones, pueden calcularse en O(n2 log n) tiempo.
En e caso de permitir k-1 rectas paralelas Unicamente, conseguir los intervalos de pendientes de
todas las posibles soluciones, pueden calcularse en O(kn)+O(k? logk) tiempo.

Los principales resultados sobre separabilidad con bandas y cufias, con diferentes versiones
sobre combinaciones y propiedades de ellas, son algoritmos eficientes para decidir la existencia de
los separadores y calcular soluciones factibles. Algunos de estos resultados pueden ser extendidos
en el plano a uso de otros objetos geométricos que no sean puntos y al espacio tridimensional en
donde sblo existen algunos algoritmos para resolver algunos de |os problemas vistos.

En este marco, también queda abierto €l estudio sobre nuevos criterios de separabilidad; es decir,
no solo usar planos o semiplanos, sino otros objetos como piramides dobles (bipiramides),
cilindros, conicas, conicas dobles, etc.

4. Un enfoque propuesto con Separabilidad Geométrica

En esta seccion queremos unificar las nociones de Busguedas por rangos con las de
Separabilidad geométrica.

Como hemos visto acerca de Separabilidad geométrica, tenemos conjuntos disuntos de objetos
en € plano, los cuales queremos separar acorde a algun criterio de separabilidad. Los conjuntos son
diguntos debido a alguna propiedad especifica de los objetos y de su posiciéon en e espacio. Nos
interesan particularmente las descripciones de las curvas que determinan las regiones que contienen
tales conjuntos diguntos, dado que ellas constituyen los separadores geométricos. Con esta
informacion podemos obtener un esgquema de particién, en cuyo caso estamos en condiciones de
crear una estructura de datos apropiada para acceder a los puntos. En la siguiente figura, podemos
visualizar estas ideas:



Rango de consulta G

Nube de puntos S

Nube de puntos, dividida en regiones Regiones seleccionadas
por alguna caracteristica de los mismos parala busqueda

Con respecto a las consultas, podemos realizar 1a blsqueda por las caracteristicas dadas de los
puntos, o bien, por rangos. En e primer caso, por gemplo, podemos solicitar las regiones
correspondientes a los puntos rojos, pudiendo obtener como respuesta una o varias regiones. O bien,
consultar cudles son los diferentes colores existentes. También, podemos utilizar un rango de
consulta, que puede abarcar parte de una region o varias regiones. Por gemplo, un rango de
consulta dado por un semiplano H, definido por una recta h, puede corresponderse con partes de
regiones, con regiones completas, y posiblemente (es deseable), dgjar excluidas regiones integras.

A continuacion veremos la construccién del primer nivel de una estructura jerérquica,
considerando una particion obtenida por medio de separabilidad geométrica, y luego analizaremos
laresolucion de consultas.

Cuaquier caracteristica que interese acerca de los puntos, puede verse como una aplicacion
w.S- C, donde C={ ¢y, C3,..., C}, 1<i<k, paratodo p pertenecientea S,

Dado un conjunto S de n puntos en e plano y una funcién total w:S— C, con C={cy, Cy,..., C},
generamos una Particion Poligonal de S M={(S,P1),($,P2),....(SnPm)}, con las siguientes
propiedades:

Cada es un subconjunto de S, (S es una clase), cada P; es una region poligonal y para cada i

existeun htal quew(p) =c,, S pestaen S.

SOS SOP, S nS§=0, PinP=0 paraizj, 1<i,jsm.

Paracadai existe un htal que si p estaen P; , w(p)=c.

n; eslacardindidadde S y ni+ nyt ..+ np=n.

L as regiones poligonal es son inducidas por separadores geomeétricos.

Los criterios de separabilidad utilizados para obtener |as regiones poligonales pueden ser: lineal,
por cufias, por bandas, por doble cufia, etc. Es posible utilizar herramientas inteligentes® que nos
brinden informacion acerca de cud criterio de separabilidad es € mas apropiado.

Es interesante y deseable pensar que las nubes de puntos acepten criterios de separabilidad
acotados a complegjidades bajas, aunque no es relevante, porque la principal presuncion que
podemos hacer es que la estructura se genera una unica vez. Como hemos visto, puede ser
prioritario crear estructuras con bajo costo de amacenamiento o bien crear estructuras que
privilegien los tiempos de respuestas. Por asumir, justamente, que la estructura se crea una vez y
gue es estética, es que los costos de construccion son amortizados en base a criterio de ahorro

® Algunas herramientas de Inteligencia Computacional incluyen Metaheuristicas, Redes Neuronales, Algoritmos
Evolutivos, Inteligencia Artificial Distribuida, Agentes, etc.



elegido. Ademas, el objetivo principal es realizar muchas consultas por diferentes regiones sobre la
misma nube de puntos.

En comienzo, elegimos trabajar con particiones poligonales y arboles de particién. A
continuacion describimos el arbol de particion correspondiente al primer nivel:

~ Teniendo una particion poligona M={(S,P1),(S,P2),....(SnPm)} para una nube de puntos S un
Arbol de Particion Poligonal en su primer nivel se construye del siguiente modo:

Si S contiene un solo punto p, el arbol de particién consiste de una hoja donde p se almacena
explicitamente. En este caso, la particion poligonal es M={(S,,P1)}.

En otro caso, la estructura es un &bol T con m hijos. Cada hijo de la raiz corresponde a una de
las regiones poligonales de la particion de S. La region poligonal correspondiente a un nodo v,
hijo de laraiz, se denota P,. La clase respectiva, S, se llama clase candnicadev.

En cada hijo de la raiz almacenamos informacion correspondiente a la clase S, y |a descripcion
delaregion poligona P..

Con respecto a las consultas, tenemos basicamente del tipo: ¢cuales son las regiones de un
determinado color?, o, ¢cuales son los diferentes colores que se hallan en € plano? O bien, las
consultas por rango.

Para la primera, basta con consultar por el color correspondiente a cada region poligona P,
descripto en S,. Es una consulta que toma O(m) tiempo, siendo m la cantidad de regiones
poligonales que obtuvimos. Para la segunda consulta, es la misma idea, salvo que por cada region
poligonal, registramos qué color almacena y finamente, se concluye en la unién de todos los
colores existentes. También su complejidad eslineal.

Acerca de las consultas por rangos, supongamos un semiplano H, definido por unarecta h. S
unaregion poligonal P; no es cortada por la recta h, una de las siguientes situaciones ocurre: P;[1 H
o bien P, nH =[. En € primer caso, todo P; es parte de la respuesta, mientras que en e segundo, P;
se descarta totalmente. Queda por ver €l caso en que P; es cortado por h, en cuyo caso basta revisar
laclase S y determinar gué puntos quedan contenidos en e semiplano H. En este Ultimo caso, la
busqueda es lineal sobre §. Como solo tenemos un nivel del arbol, hasta agui en € peor caso, €l
orden de complgjidad de laconsultaeslineal.

En la siguiente figura, mostramos dos semiplanos de consulta.

El semiplano H; tiene peores condiciones,
puesto que por cada sector ocurre: P, nH 200
y P.OH, y por lo tanto es necesario determinar
para todos los puntos de S en qué semiplano
quedan contenidos.

Mientras que para H,, solamente hay que
mirar en detdle los dos sectores que corta. El
reso o queda fuera o queda totamente
contenido en & semiplano de consulta

Veamos otro gemplo, supongamos que proponemos un rango cufia. Una cufia no es mas la
region correspondiente a la interseccion de dos semiplanos opuestos, mas precisamente es alguno
de los cuadrantes descriptos por dos rectas que se cortan en algun punto. En la siguiente figura
mostramos un rango cufia sombreado.



Una consulta de este tipo se
descompone en dos consultas por
semiplanos, y luego se rediza la
interseccion de los cuadrantes
correspondientes.

Un rango por bandas, no difiere mucho en su resolucion y complejidad.

Consideremos a continuacion cada region poligonal en particular. ¢Qué cosas podemos continuar
haciendo? Se abre un espectro de propuestas. Cada region poligonal constituye una nueva nube de
puntos sobre la cual trabajar. Esenciamente, hay tres enfoques vistos que podemos aplicar:
Particion ssimplicial fina, Cutting y Separabilidad geométrica.

Cuaquiera de €ellos nos lleva construir estructuras de datos jerérquicas. Estos arboles quedaran
pendientes de cada hijo de la raiz del arbol de particién poligonal. De este modo, € arbol de
particién poligona tiene su primer nivel formado por Separabilidad geométrica. A partir del
segundo nivel, se forma segun la aternativa elegida: 0 nuevamente un &rbol de particion, o un arbol
de cortes, o un arbol de particion poligonal. Veamos algunos gjemplos en donde seleccionamos la
dltima aternativa.

Ejemplo 1”: Supongamos que realizamos una separacion por varias bandas. Todas |as regiones
obtenidas son parcialmente acotadas. En el ébol que pretendemos construir, la nube completa
queda representada en laraiz del &rbol de particion y cada banda en un hijo de laraiz, dando origen
aun arbol de aridad m en el primer nivel. En este caso, m=k. Luego, por cada hijo analizamos qué
posibilidades de separacion existen y en base a €lo, volvemos a aplicar agunas de las vistas
previamente. Por gjemplo, supongamos que tomamos la bandai, y que vale separarlaen sectores.

Los sectores 2 y 5 son
parcialmente acotados por las rectas
que definen las cufias. Mientras que,
los sectores 1, 3, 4y 6 estén totalmente
acotados por |as rectas que definen la
banday |as que definen |as cufias

Enlabandai, realizamos una

En el primer nivel realizamos una Separacion por sectores

Separacion por varias bandas

Con respecto ala banda i, del i-ésimo hijo del nodo raiz se desprenderén seis nodos hijos, uno
para cada sector obtenido por la segunda separacion. Repitiendo este tipo de proceso con cada hijo,

estamos en condiciones de conformar el segundo nivel del érbol.

Ejemplo 2: Supongamos que tomamos la siguiente descomposicion en primerainstancia.
A A

A a La nube S esta descompuesta en seis regiones. Tenemos

k=6 conjuntos disjuntos de puntos, coloreados diferentes.
El ejemplo muestra un cierre convexo para el conjunto
C,. Por cada lado del cierre, se disparan rayos que parten
la zona exterior en varias regiones que cubren el espacio.
En cadaregion se albergaun C;, con 2<i < k. También
en este caso tenemos m=k.

"Enlas siguientes figuras, las formas de los puntos intentan representar diversos valores parala propiedad que se esté analizando; en
ningun caso representan formas geométricas.



El primer nivel del &rbol de particion poligonal queda compuesto por seis nodos pendientes de la
raiz, cada uno representando una region poligonal. Elegimos una regiéon cualquiera y trabajamos
sobre ella. Si la regidn corresponde al i-ésimo hijo de la raiz, éste sera €l padre e tres nodos,
correspondientes a cada banda obtenida en |a segunda separacion.

El separador es una banda,
posiblemente de ancho maximo.

5. Propuestas

Hemos creado un arbol de particion en su primer nivel, obtenido por medio de Separabilidad
geométrica. Nos planteamos qué cosas podiamos continuar haciendo, y vemos que se abre un
abanico de posibilidades, pero gque, basicamente, se pueden resumir en tres enfoques. Particion
simplicial, Cutting y Separabilidad geométrica. En base a €llo, a continuacion resumimos las
propuestas para € segundo nivel (y/o siguientes) del arbol de particion poligonal:

Propuesta 1: Crear una particion simplicial fina en cada region poligonal.

Podemos tomar cada region poligonal y crear sobre ella una particion simplicia fina, alos fines
de mejorar los tiempos de consultas que implican P; nH #00 y P,JH. En este caso, la nube de
puntos esta conformada por S, y € espacio por P,. Sobre ella creamos € érbol de particion
simplicia correspondiente, y repetimos este proceso en cada nodo del primer nivel.

Propuesta 2: Crear un cutting por cada region poligonal

Por cada regién poligonal, creamos un cutting y el arbol de cortes correspondiente. En este caso,
dualizamos la nube de puntos S, y creamos en base a L, (conjunto de rectas que dualizan los puntos
de S) un (Ur)-cutting C(L,). Considerar que r se determina en funcién de n,, que es la cardinalidad
de S.. En base a cutting, creamos € arbol de corte correspondiente y aplicamos las técnicas
presentadas para las blsquedas.

Propuesta 3: Particionar por algun criterio de separabilidad

Por cada hijo de la raiz podemos analizar qué posibilidades de separacion existen y en base a
ello, volvemos a aplicar algunas de las variantes vistas previamente. Repitiendo proceso con cada
hijo, estamos en condiciones de conformar € segundo nivel del érbol. Observemos que la
clasificacion en este nivel debe realizarse en funcidn de otra caracteristica o atributo del punto.

Hemos mencionado que podemos analizar qué posibilidades de separacion existen, sin aludir
nociones a respecto; tal andlisis no es elemental. Si de alguna manera, NOSoOtros conocemaos a priori
cuad es @ criterio de separabilidad més propicio para la nube de puntos, entonces los trabajos se
simplifican. Una propuesta para este Ultimo punto, es trabgjar con la aplicacién de herramientas
inteligentes, con lo cual se podrian lograr mejores resultados, puesto que se optimiza la seleccion
del criterio de separacion. Esta es otra linea de trabajo que queda abierta a investigaciones y
desarrollos futuros.

6. Conclusionesy vision defuturo

El grupo de trabajo en Geometria Computaciona de la UNSL, con el asesoramiento de docentes
de la UPM, han dado inicio a un proyecto de investigacion conjunto, con el objetivo principal de



consolidar lalinea de trabajo en la UNSL, aportando nuevos enfoques y técnicas agoritmicas a las
lineas de investigacion ya establecidas en su Departamento de Informética dentro de LIDIC. Este
trabajo se enmarca dentro de tal proyecto.

En cuanto aintegrar las nociones de Separabilidad geométrica y Busguedas por rango, tenemos
gue las posibilidades de combinacion son muchas. Algunos casos seran sencillos de analizar y de
crear las particiones, estructuras Yy agoritmos correspondientes. Pero, seguramente, una gran
cantidad requeriran de mucho andlisis y trabajo futuro. Este trabajo es resultado de tesis de maestria
en Ciencias de la Computacion, dela UNSL.

Algunos de los resultados expuestos pueden ser extendidos en el plano a uso de otros objetos
geométricos y al espacio tridimensional en donde sblo existen algunos algoritmos para resolver
algunos de los problemas vistos. En este marco, también queda abierto el estudio sobre nuevos
criterios de separabilidad, utilizando otros objetos como piramides dobles (bipiramides), cilindros,
conicas, conicas dobles, etc. Las ideas presentadas, pretenden llegar a arboles decision de k niveles.
Aunque aqui la problematica esté clasificada como problemas NP-hard.
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