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Resumen:

La suma de Minkowski es utilizada en las més diversas &reas, tales como robdtica, disefio y
fabricacion asistida por computadora (CAD/CAM), procesamiento de imégenes, sistemas de
informacién geogréficay ubicacion / marcado de moldes, entre otras.

En este articulo presentamos nuestra linea actua de trabgjo referida a la descomposicion de
poligonos en sumas de Minkowski.

Palabr as claves: Sumas de Minkowski. Geometria Computaciond.

1. Introduccién

La Geometria Computaciond es una disciplina que brinda un marco tedrico y formd para €
disefio de edtructuras y  dgoritmos requeridos para dar soluciones a problemas de tipo geométrico
que surgen en las més diversas aess de la Informética. Actuamente ha cobrado un gran interés
debido alas numerosas gplicaciones que tiene en didtintas lineas de investigacion.

Dentro de la Geometria Computaciond, e tema paticular de nuestra investigacion e ha
centrado principamente en @ estudio de las sumas de Minkowski, su contexto tedrico, propiedades
geométricas y aplicaciones més destacadas. En ta sentido, hemos redizado un estudio que muestra
el estado del arte ded tema presentando los aspectos tedricos y practicos mas relevantes y ademas se
desarall6 de una herramienta que implementa la suma de Minkowski entre digtintos tipos de
poligonos[5], [8], [9], [15].

En d presente aticulo, introducimos € concepto de sumas de Minkowski y describimos
adgunas de sus poshbles gplicaciones. Luego, presentamos € problema actudmente en estudio, la
descomposicidn de poligonos en sumas de Minkowski.

2. Suma de Minkowski y sus aplicaciones.

Dados dos conjuntos Py Q 1 R?, la suma de Minkowski de Py Q, denotada por P A Qse
definecomo PA Q={ p+q:p1 P,ql Q} dondep + q eséd vector suma de los vectores p y q.
Es decir que dados los puntos p = (px, Py ) Y 0= (0, Oy ), tenemosquep+q = (Px + O, Py + O).

Las &eas de aplicacion de las sumas de Minkowski son de las més diversas, en @ campo de la
robdtica, especificamente en € &ea de planificacion de movimientos de robots, la suma de
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Minkowski se utiliza para describir @ espacio prohibido en @ cdculo de un camino libre de
colisones para un robot [3], [10].

Consideremos un obstaculo P y un robot R que se mueve por @ plano mediante sucesivas
tradaciones. La ubicacion dd robot en € plano viene determinada por un punto interior r que Sirve
como punto de referencia del robot. S tomamos dicho punto interior r como origen de coordenadas
y congruimos R, figura smétrica de R respecto del origen, se puede demostrar que P A R esd
conjunto de ubicaciones dd punto de referencia de Rtdes que PCR ! A Eda suma se denomina
espacio de configuraciéon del obstaculo o C-obstaculo, ya que cuando € punto de referencia de R
esta contenido en P A R sgnifica que d robot R chocaré con P, es decir € espacio de obstéculos
es @ conjunto de puntos en los cudes estd prohibido colocar d robot, pues colisonaria con €
obstéculo P.

En la figura 1 se observa a la izquierda un robot Ry un obstaculo P y a la derecha € G
obstéculo correspondiente a P y ubicaciones posibles y prohibidas para @ robot R Las ubicaciones
posibles de R son aguellas donde € punto de referencia no se ubica dentro de C(P).

Figural

En & &ea de planificacion de ensamblges la suma de Minkowski también es de utilidad. Un
ensamblge es un conjunto de partes rigidas que no se solapan entre si. El problema de particionar
un ensamblge es d dguiente dado un ensamblge, identificar un subensamblge, es decir un
subconjunto de partes que puedan ser removidas Sn que en dicho proceso colisonen con € resto
de ensamblge.

En una ingtancia smple del problema las pates dadas, R , P, ... R, son poligonos en €
plano y se pretende encontrar un paso de remocion de dos tradaciones consecutivas que separen un
subconjunto de las partes del resto de éllas.

En ese problema s utiliza la suma de Minkowski para cacular  espacio de configuracion
de obstaculos, P;j = P; A P; para cada par ordenado de partes, usando € origen de coordenadas
como punto de referencia comin para todas las partes. Para un punto g en € plano, § g 1 Pj;
entonces P; con su punto de referencia ubicado en g chocara con P;. Por |o tanto, un paso a traves de
q no podré ser usado para separar un conjunto de partes que contenga a P; pero no P; [6].

La suma de Minkowski es también una heramienta Util en d &ea dd procesamiento de
imagenes [14],[15], en los Sitemas de Informacion Geogréfica (GIS) [7], se usa para resolver



problemas de interseccion e inclusién de poligonos [11] v en d problema dd cdculo de la minima
separacion entre poligonos [4].

3. Descomposicion de poligonosen suma de Minkowski

En d caso de la planificacion de movimientos de robots, supongamos que conocemos € G
obstaculo de cada uno de los obstaculos con € robot, pero por agin motivo no conocemos la forma
origind de robot. Sabemos que cada C-obstéculo es la suma de Minkowski de uno de los
obstaculos con € robot, por lo tanto estamos interesados en descomponer cada uno de los C-
obstaculos, para detectar laformaorigind del robot.

En la figura 2 observamos d espacio de configuracion de obstaculos y un  camino libre de

obstaculos para € robot.

Figura2

En generd nos planteamos d problema inverso a resudto por la suma de Minkowski. Dado
un poligono S, ¢existen mligonos P y Q taes que S es la suma de Minkowski de Py Q, es decir,
S=PAQ?

También es interesante plantearse S todos los poligonos de una cierta familia S, S, ..., S,
admiten un sumando comdin, es decir, S existe un poligono P ta que S=P A Q¢ parak=1, ..., n

Hasta d momento hemos andizado & caso convexo. S d poligono S dado es un poligono
convexo, los poshbles sumandos P y Q también deben ser convexos, es decir, que dado S un
poligono convexo , nos preguntamos s existen Py Q poligonos convexostadesque S= P A Q.

Andizando las propiedades geométricas de los conjuntos convexos y de la suma de
Minkowski caracterizamos cuando un poligono S admite un sumando de Minkowski. Edta
caracterizacion conduce a un agoritmo que detecta S un poligono S, de n lados, admite un poligono
de m lados como sumando de Minkowski en tiempo O(n™). S |a pregunta sobre & poligono Ses s
admite un sumando de Minkowski de nimero no precisado de lados, entonces la complgidad del
agoritmo es exporencid. Actudmente estamos trabgando en un agoritmo que nos permita rebgar
esta complgidad.



4. Conclusiones

Egse trabgo forma pate de un proyecto iniciado por € grupo de interés en Geometria
Computacional de la Universdad Neciond de San Luis conjuntamente con docentes de la
Universidad Politécnica de Madrid.

En nuestro trabgo nos proponemos d estudio de la Suma de Minkowski, recopilacion y
estudio de sus aplicaciones, € planteo y resolucion de problemas relacionados, la construccion de
dgoritmos eficientes que resuelvan problemas presentados, ademés de la propuesta de campos
epecificos donde estos agoritmaos son de utilidad.

Referencias

[1] Aho, AV.; Hopcroft, J E.; Ullman, J The design and analysis of computer algorithms
Addison-Wedley Seriesin Computer Science and Information Processing, 1974.

[2] Agawd, PK.; Flato, E.; Halperin, D., Polygon Descomposition for efficient construction of
Minkowski sums, Computationa Geometry: Theory and agpplications N° 21, (39-61), 2001.

[3] de Berg, M; Kreveld, Overmars, M; Schwarzkopf. Computational Geometry: algorithms and
applications, Springer Verlag, 1997

[4] Hato, E., Robust and efficient construction of planar Minkowski sums, Tess doctord, Te-Aviv
Universty, 2000.

[5] Gagliadi, E., Taanilla M.T; Berdn, M.; Hemandez Pefidver, G., La Geometria
Computacional a nuestro alrededor. WICC 2002. Bahia Blanca, 2002.

[6] Hapein D.; Wilson R. H. Assembly partitioning along simple paths: the case of multiple
trandations. Advanced Robotics, 11:127--145, 1997

[71 Heywood I., Corndlius S.,, Carver S., Geographical Information Systems Addison-Wedey
Longman, New Y ork, 1998.

[8] Kavka, G.; Taranilla, M.T.; Gagliardi , E.; Herndndez Pefidver, G., Una herramienta para €l
calculo y visualizacién de Sumas de Minkowski Workshop de Tecnologia Informética Aplicada
en Educacion (CACIC 2002), 2002

[9] Kavka, G.; Taranilla, M.T, Implementacién de una herramienta para € calculo y visualizacion
de sumas de Minkowski. UNSL, 2002.

[10] Latombe, J.C. Robot Motion Planning, Kluwer Academic Publisher, Boston, MA, 1991.

[11] Li, Zhenyu Compation Algorithms for Non-Convex Polygons and their Applications, tesis
doctoral, Universidad de Harvard, 1994

[12] PreparataF.; ShamosM. Computational Geometry: an Introduction, Springer Verlag, NY
1985.

[13] SerraJ, Image Analysis and Mathematical Morphology, Academic Press, New Y ork, 1982.

[14] Serra d, Image Analysis and Mathematical Morphology, Vol II: Theorical Advances, Academic
Press, New Y ork, 1988.

[15] Taanilla, M.T; Kavka, G., Gagliardi, E.; Hernandez Pefidver, G., Una operacion entre
poligonos. Sumas de Minkowski, CACIC 2002, 2002.



