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ABSTRAK

Tugas akhir ini akan membahas tentang suatu matriks kompanion dari suatu polinomial, serta
mencari perhitungan matriks kompanion diantaranya yaitu: nilai eigen, vektor eigen, vektor eigen
generalized, bentuk normal Jordan dan invers dari matriks kompanion itu sendiri. Berdasarkan
pembahasan didapat hasil bahwasanya langkah-langkah untuk menentukan nilai eigen dan vektor
eigen pada matriks kompanion sama halnya dengan matriks biasa. Untuk eigen vektor
generalized didapat dari nilai eigen yang sama. Terakhir invers matriks kompanion langkah-

langkahnya sama dengan matriks biasa.

Katakunci: invers, matriks kompanion, polinomial.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang Masalah

Matriks mempunyai peranan yang sangat penting dalam ilmu matematika.
Pentingnya matriks ini dapat dilihat dengan begitu banyaknya penggunaan
matriks dalam berbagai persoalan, seperti dalam bidang aljabar, statistik, dan lain
sebagainya.

Bentuk dan ukuran matriks berbeda-beda seperti matriks bujur sangkar
berukuran n x n, matriks sembarang berukuran m x n, matriks segitiga atas dan
matriks segitiga bawah berukuran n x n, dan matriks polinomial berukuran n x n.
Suatu matriks biasanya terbentuk dari sebuah sistem persamaan linier dan elemen-
elemen matriks diambil dari koefisiannya. Sedangkan suatu matriks dari
persamaan polynomia berdergat n dapat dibuat sebaga bentuk matriks
kompanion berukuran n x n. Bentuk matriks kompanion agak sedikit berbeda dari
bentuk matriks umumnya seperti yang didefenisikan dibawah ini.

Suatu bentuk matriks yang erat hubungannya dengan polinomial yang
berdergjat n, yaitu

f(A) =a, A"+ a, 1 A" 1+ +a,

adal ah matriks kompanion berukuran n x n dengan ssimbol € yang berbentuk:

0 1 0 0 7

0 0 1 0 |
C= : . 0

0 o 0 1

—dp —a1 —ap; - —0p—

Matriks kompanion adalah matriks yang sefuruh superdiagonal utamanya
adalah satu dan semua elemen yang lainnya adalah nol. Matriks C disebut juga
matriks kompanion dari polinomia f(4). Matriks kompanion ini juga berkaitan
dengan persamaan diferensia linier, dimana matriks kompanion dapat diperoleh

dapat diperoleh dengan mentransformasikan persamaan diferensial linier orde n.



Elemen-elemen pada matriks kompanion tersebut merupakan koefisien-koefisien
pada persamaan diferensialnya.

Adapun bentuk umum dari persamaan diferensial linier orde n adaah:

apA™ + a A" 4+ -+ ay A+ apd =0,
dimana ay, a4, -+, a,, adalah konstarita, dan a, # 0 sertaA™ menyatakan turunan
ke-n. Jika f(A) = 0 maka persamaan di atas disebut persamaan diferensial linier
homogeny dan sebaiknya jika f(4) # 0 maka persamaan diatas disebut
persamaan diferensial linier nonhomogen.

Pembahasan mengenai matriks kompanion telah banyak diteliti oleh
beberapa pendliti sebelumnya, diantaranya Louis Brand pada tahun 1964
membahas tentang matriks kompanion dan sifat-sifatnya. Pada tahun 1968 Louis
Brand membahas tentang aplikasi dari matriks kompanion, dan pendliti
selanjutnya adalah Miroslav Fiedler tahun 2003 yang membahas tentang sebuah
catatan untuk matriks kompanion.

Pengerjaan matriks terdapat beberapa operasinya seperti penjumlahan
matriks, perkalian matriks, determinan matriks, invers dari matriks dan dapat
ditentukan nilai eigen, dan vektor eigen dari matriks tersebut. Begitu juga halnya
dengan matriks kompanion terdapat beberapa operasi perhitungan pada matriks
tersebut. Berdasarkan latar belakang di atas maka penulis tertarik untuk
membahas mengenai Matriks Kompanion dengan beberapa operasi matriks.

1.2 Rumusan Masalah

Adapun rumusan masalah yang akan dibahas dalam tugas akhir ini adalah

bagamana langkah-langkah untuk menentukan vektor eigen, vektor eigen

generalized dan invers dari matriks kompanion.

1.3 Batasan Masalah
Supaya penelitian ini mencapai tujuan yang diinginkan maka penulis
membatas permasalahan penelitian yaitu polinomia yang digunakan adalah

polinomial monik dengan contoh matriks 3x3, 4x4, dan 5x5.



14  Tujuan dan Manfaat.
1. Tujuan Penelitian
Penelitian ini  bertujuan untuk menentukan perhitungan matriks
kompanion, yaitu menentukan nilai eigen, vektor eigen, vektor eigen generalized
dan invers matriks dari matriks kompanion tersebut .
2. Manfaat Pendlitian
Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah
dikemukakan di atas, maka manfaat yang dapat diambil adalah sebagai berikut :
a. Penulis mengharapkan dapat mengembangkan wawasan keilmuan pada
bidang ajabar khususnya mengenai matriks kompanion.

b. Penulis dapat mengetahui lebih banyak tentang materi Matriks yang
tentunya akan sangat memberikan konstribusi untuk mempermudah dalam

menyel esaikan soal-soal yang berhubungan dengan Matriks.

15  Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut :

BAB| Pendahuluan

Beris tentang latar belakang masalah, perumusan masalah, batasan

masal ah, tujuan penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il Landasan Teori

Berisi teori-teori yang mendukung tentang matriks kompanion, vektor

eigen generd, dll
BAB Il Metodologi Pendlitian

Berist mengenai studi pustaka atau literatur, yaitu dengan membaca
buku-buku dan sumber-sumber lain yang berhubungan dengan matriks

kompanion.



BAB IV Pembahasan

Bab ini beriskan pemaparan cara-cara dengan teoritis dalam
mendapatkan hasil penelitian tersebut.

BABV Penutup

Daam bab ini akan diberikan kesimpulan dan saran.



BAB |1
LANDASAN TEORI

Pada bab 11 ini penulis akan menjelaskan beberapa teori yang mendukung
untuk menyelesaikan matriks kompanion. Adapun teori pendukungnya adalah
sebagai berikut:

21 Matriks

Defenis 2.1 (Howard Anton, 2004) Matriks adalah suatu bilangan berbentuk
segiempat siki-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan
tersebut dinamakan entri dalam matriks.

Selanjutnya bila A menyatakan sebuah matriks yang terdiri atas m baris
dan n kolom, maka dapat dikatekan A adalah matriks m x n dan berdasarkan
definisi 1 maka dapat ditulis

all alz a'l n

azq Az Qan
A= :

am1  Qnz Amn

Amxn = (a;;) atau A = (a;;), dengani = 1,2,--,mdan j = 1,2,---,n dan (a;;)

disebut elemen yang berada pada baris ke-1 dan kolom ke-j dari matriks A.

Definisi 2.2 (Howard Anton, 2004) Matriks identitas adalah suatu matriks
A = (a;;), dimanai,j = 1,2,-+,n, dengan a;; = 0 untuk i # j dan a;; = 1 untuk
i = j dan dinotasikan dengan I.

Matriks identitas adalah matriks bujur sangkar dengan 1 pada diagonal

utamanya dan 0 untuk anggota selain diagonal utamanya sedemikian sehingga
2.2  Determinan Matriks

Definisi 2.3 (Howard Anton, 2004) : Misalkan A adalah matriks kuadrat. Fungsi
determinan dinyatakan oleh det, dan didefenisikan det (A) sebagai jumlah semua
hasil kali elementer bertanda dari A. Jumlah det (A) dinamakan determinan A.

-1



Contoh 2.2
. a1 Q2
i. det[ ]za Ayy — A0
Ay, Gzo 11422 12021

a1 A1z Q443
det A1 Qpz dx3z| = Q1452433 + Q03031 + Aq30103p —
31 Q32 dz3

A13022031 — U12031033 — Q11023032

2.3 Invers Matriks

Definisi 2.4 (Howard Anton, 2004) Jika A adalah sebuah matriks bujur sangkar,
dan jika sebuah matriks B yang berukuran sama bisa didapatkan sedemikian
sehingga AB = BA = [ maka A disebut bisa dibalik dan B disebut inversdari A.

Contoh 2.3
1 2 3
TentukaninversdariA =12 5 3
1 0 8
Penyelesaian

Dapat diselesaikan secara OBE sehingga menjadi

1 2 3
2 5 8

1 0 8

01 0
0 0 1

100]

Tambahkan -2 kali baris pertama ke baris kedua dan -1 kali baris pertama ke baris
ketiga. :

1 2 311 00
!O 1 —-3(-2 1 0]
0 -2 5I-1 0 1
Tambahkan 2 kali baris kedua ke baris ketiga
1 2 3|1 00O
[0 1 —-3(-2 1 O]
0 0 -11-5 2 1

-2



Kalikan baris ketiga dengan -1

1 2 3|1 O
0 1 -38|]-2 1
0 0 115 =2

0
O]
-1

Tambahkan 3 kali baris ketiga ke baris kedua dan -3 kali baris ketiga ke baris

pertama.
1 2 0|-14 6
[0 1 0113 -5
0O 0 15 -2

Tambahkan -2 kali baris kedua ke baris pertama

1 0 0|-40 16
0 1 013 -5
0 0 15 =2

Sehingga
—40 16
- S [ 13 -5
5 =2

24  Nilai Eigen dan Vektor Eigen

:

-1

Berikut dijelaskan definisi tentang vektor eigen dan nilai eigen dari suatu

matriks.

Definisi 2.5 (Howard Anton, 2004) Jika A adalah matriks n x n, maka suatu
vektor yang tidak nol x di R™ dinamakan vektor karakteristik dari A jika A.x

adalah kelipatan skalar dari x yakni

Ax = Ax

Untuk skalar A. Skalar A dinamakan nilai eigen dari A dan x dikatakan vektor

eigen yang bersesuaian dengan A.

Untuk menentukan nilai eigen dari matriks A,

kembali seperti :

persamaan diatas dapat ditulis



Ax = Ax
atau
(A—ADx =0,
dengan I adalah matriks identitas.

Supaya A menjadi nilai eigen, maka haruslah ada penyelesaian tak nol dari

persamaan diatas penyel esaian tersebut diperoleh jika
det(A — AI) = 0

yang dinamakan persamaan karakteristik dari A. Skalar yang memenuhi
persamaan ini adalah nilai eigen dari A. Bila diperiuas determinan det(A — Al)

adalah polinomial A yang disebut dengan polinomial karakteristik dari A.
Av = Av

Suatu vektor v # 0 yang memenuhi persamaan diatas disebut vektor eigen dari
matriks A. Niiai A yang bersesuaian dengan vektor eigen tersebut disebut nilai
eigen dari matriks A. Untuk memperoleh nilai dan vektor eigen dapat ditulis

persamaan berikut:
(A-ADhv =0,

dengan I sebagai matriks identitas dengan ukuran yang bersesuaian. Persamaan
diatas adaiah sistem persamaan linier dari v dan n variabel bebas. Karena v # 0,

maka persamaan diatas dipenuhi oleh

|[A—AIl =0
Contoh 2.4
Carilah nilai eigen dan vektor eigen dar: matriks

1 00
2 31
0 2 4

A=




Penyelesaian:

dengan menggunakan persamaan |A — AI| = 0 maka,

1 00 |2 0 0
lA-All=[2 3 1|—-]0 4 o0|=0
0 2 4 lo 0o 2
1-12 0 0
=2 3-2 1 |=0
0 2 4-2

=(1-2@—-2ANA—-41—-21—-2)=0
=(1-2DA-2)(A-5 =0
dengan demikian nilai-nilai eigennyaadalah: 1, = 1,4, = 2,43 =5

selanjutnya akan ditentukan vektor eigen dari nilai eigen yang diketahui.

Untuk 4; =1
0 0O
|A_A1|171=2 2 1171=O
0 2 3
Kofaktor untuk baris ke-1 adalah
_12 1) _ _ 12 1_ _ 12 2| _
A= 3|_4,A2- |0 3= 6,A3-|0 =4
4
dengan demikian | -6 adalah vektor eigen dari A. dalam ha ini dapat dipilih
4

2
v = !—3} sebagai basis dari vektor eigen yang bersesuaian dengan 4; = 1
2

Untuk A.z =2

11-5



-1 0 O
|A—A2|U2= 2 1 1?)2 =0
0 2 2

Kofaktor dari baris pertamanya adalah A; = 0,4, = —4,A; = 4. Dengan

demikian dapat dipilih v, = l (1) ] sebagai vektor eigen yang bersesuaian dengan
-1
Ay =2
Untuk 1; =5
0
Dengan cara yang sama kita dapat memilih v; = H adalah vektor eigen yang

bersesuaian dengan A; = 5.

25  Matriks Companion
Polinomiel monik adalah sebuah polinomial yang berbentuk
A + @ AV 4+ a2+ agd +
dengan koefisien a,, adalah 1.

Matriks kompanion sangat erat hubungannyz dengan polinomia monik
PQ) =ag+ayd+-+a, 12" 1 + 2"

adal ah matriks kompanion berukuran n x n dengan simbol € yang berbentuk:

0 0 0 —ag
1 O O —a1
C=10 1 0 —ay
0 0 - 1 —ay,
Kemudian transposekan matiiks diatas untuk menjadikan matriks kompanion
0 1 0 0
0 0 1 - 0
0 O 0 e 1
—Qp a1 —ap; v T0anp-a

Definisi 2.6 (Louis Brand, 1964) Matriks kompanion adalah matriks yang

seluruh elemen superdiagonal utamanya adalah satu dan elemen a,,; = —a,—(i-1),

11-6



dimanai = 1,2,---,n dan yang lainnyz adalah nol. Matriks C disebut juga matriks
kompanion dari polonomial f(4).
Matriks kompanion pada A + a; adalah [—a,]. Persamaan karakteristik
pada C adalah d<*(C — AI) = 0 atau
A -1 0 0 |

0 A -1 - 0
c=|": ; 0
0 0o 0 -1
—ap —a; —a, v —Gn-1+ 2

Teorema 2.5 : Matriks kompanion polinomial f(4) mempunya f(4)=0 untuk
persamaan karakteristik dan persamaan minimum. Matriks kompanion adalah
singular jikadan hanyajikaa, = 0; untuk det4 = (-1)"a,,
Bukti :
Misakan C adalah matriks kompanion dari f(4), maka polinomial karakteristik
dari matriks kompanion C dapat ditulis :

f(A) =det (Al - C),

atau
i -1 0o ~ 0 0 |
0 A -1 0 0
fa)=1. . , . .
0 0 o - A -1
a, @ a; v Q2 A +A4

Jikaterhadap determinan ini dilakukan operasi berikut
1. Kalikan kolom 2 dengan A dan tambahkan terhadap kolom pertama
2. Kalikan kolom ketiga dengan A% dan tambahkan terhadap kolom

pertama

n — 1. kalikan kolom ke n dengan A"~ dan tambahkan terhadap kolom
pertama, dan akhi*n¥# diperoleh

|0 ~1 0 0 0
o 1 -1 - 0 o
f(a) =|. .
0 0 0 A 1
a, a a - A, 22 A+a,,

-7



Karena kofaktor dari elemen a,, di dalam #(4) adalah (—1)"*!, maka polinomial
karakteristik dari C adalah

f@)=(En"ta,
Akibatnya persamaan karakteristik dari C adalah

(-1)"la, =0

Atau dapat juga ditulis a, = 0. Sebab kelipatan persekutuan dari semua minor
didalam f(4) adalah 1, maka satu-satunya polinomial monik m(4) yang berderajat
minimum sedemikian hingga m(C) = 0 adalah a,, sendiri, artinya a, =0
adalah persamaan minimum dari C.
Contoh 2.5
Diketahui persamaan polinomial adalah (1 —2)(1—1)? = 23 —44%> + 51—
2 = 0, maka bentuk matriks kompanionnya adalah

0 1 0
c=(0 0 1
2 -5 4

2.6 K ebebasan Linier

Defeniss 2.8 (Howard Anton, 2000) Jka S = {v,,v,,-,v,.} adadah suatu
himpunan vektor-vektor tak kosong, maka persamaan vektor
kv + kv +-+ kv, =0
mempunyai paling tidak satu penyeiasaian, yaitu
ki =0k, =0, k. =0

Jika ini adalah satu-satunya penyelesaian, maka S disebut suatu himpunan yang
bebas secara linier. Jika ada penyelesaian-penyelesaian lainnya, maka S disebut
himpunan yang tak bebas linier.
Contoh 2.6
Diberikan vektor i = (1,0,0),j = (0,1,0). dan k = (0,0, 1) dalam R3.
Daam bentuk komponen, persamaan vektor 1, 0, 0

kii+kyj+ksk=0
men;j adi

k.(1,0,0) + k,(0,1,0) + k5(0,0,1) = (0,0,0)

11-8



atau secara ekuivalen
(ky, k2, k3) = (0,0,0)
Ini  berimplikasi bahwa k; =0, k, =0,dan k3 =0, sehingga himpunan
S={i,j, k} bebas linier. Suatu uraian serupa bisa digunakan untuk menunjukkan
bahwa vektor-vektor
e; =(1,0,0,---,0),e, =(0,1,0,::-,0),---, e, = (0,0,0,---,1)

membentuk suatu himpunan yang bebas secara linier dalam R™.

11-9



BAB |11
METODOLOGI PENELITIAN

Metodologi penelitian yang penulis gunakan adalah studi literatur dengan
langkah-langkah sebagai berikut:

1. Diketahui persamaaan polinomial adalah
fA) = apA™ + a1 2" 1+ -+ ay

2. Diketahui suatu matriks kompanion yaitu

0 1 0 0 0
4 - & 1 & 4
Callc N B e
0 0 0o - 0 1
—Qy —4; —4z °° —Gp-2 —4p

3. Menetukan perhitungan matriks yaitu :
1. Vektor Eigen
a) Untuk mendapetkan vektor eigen terlebih dahulu
ditentukan nilai eigennya dengan cara f(4) =
det (C—AI) = 0.
b) Seteiah diketahui nilai eigennya masukkan setiap nilai
eigen ke dalam persamaan e(4) = (1,4, A%, ---, A™).
2. Vektor Eigen Generalized
a) Vektor eigen generaized akan didapat jika ada nilai
eigen yang sama dari polinomia diatas. Kemudian
masukkan ke dalam persamaan
e(d) = (0,1,244,,(n— 1A%+ L.
3. Invers matriks
a) Dari persamaan polinomial diatas sehingga terbentuk
matriks C yang berukuran n x n, kemudian matriks C
tersebut  akan  diketahui  inversnya  dengan
menggunakan metode atau teknik untuk menghitung

invers.
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

Berdasarkan uraian dari landasan teori pada bab 1IlI, maka pada bab ini

penulis akan membahas tentang perhitungan matriks kompanion .

4.1  Vektor eigen
Adapun vektor eigen dari matriks kompanion C dapat ditulis:

Ce(d) = Ae(A) 4.0
Dimana kolom vektornya adalah
e(d) = (1,4,42%,---, 2% 1), (4.2)

Dimana A adalah nilai eigen dan eA) adalah vektor eigen yang bersesuaian
dengan A. Persamaan (4.1) dapat pula ditulis :

(C— ADe(2) = 0.
Polinomial karakteristik dari matriks kompanion C adalah
f(A)=det(C—2)=0 (4.3)
dan persamaan karakteristiknyaadalah f(4) = 0.

Selain nilai eigen dan vektor eigen diatas, matriks kompanion juga memiliki
vektor eigen dan nilai eigen yang berbeda, seperti yang dijelaskan teorema
berikut:

Teorema 4.11 jika polinomial f(4) berderajat n mempunyai m nilai eigen 4; yang
berbeda dengan m <n, maka nila egen 1,4, ,4, dai matrriks

kompanionnya mempunya tempat m vektor eigen yaitu :
e =[1,4, A%, AT

dimanai =1,2,---,m
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Y ang bersesuaian dengan nila eigen A;

Bukti :

Diketahui f(4) berdergjat n dan nilai eigen A; adalah m

Misalkan e; = e(4;) adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan 4;, ditulis
T

e = [WlJ Wop, W3, *, Wn]

Persamaan Ce(A4) = Ae(A4) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut :

0 1 0 O Wy wy
R I v
' B MThe H =l
0 0 0 : Wn-1
—an —A4p-1 “Ap-2 - Wn Wn

Dengan mengoperasikan persamaan matriks ini, diperoleh
wy = Aiwy
ws =AW, - Wy = Afwl

wy = 4iws - wy = ABwy

Wp = AiWy_1 = Wy = A?_le
—ApW1 ~ Qu_1Wp = =+~ QW1 = GWy = AWy
Atau
(A + ap)wy, + awyg + -+ ap_wy +a,w; =0 (4.4)
Substitusikan nilai-nilai w,, w, -+~ , Wy, ke dalam persamaan 4.4, diperoleh

A?Wl + Qlﬂ.?_lwl + azﬂ.?_zwl + e+ an_lﬂ,iwl + anwyp = 0 (45)
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Karena persamaan (4.5) merupakan polinomial f(4)=0 dimana f(4) suatu

polinomial monik, makaharuslahw; = 1
Akibatnya :
Wy = A, wy = A%, wy, = A1
Dengan demikian vektor eigen e; dapat ditulis
e; =[1,4;, 22, A0 1T

Contoh 4.1

Tentukanlah nilai eigen dan vektor eigen dari persamaan (1 — 2)(1 —1)? = 23 —

42> +51—-2=0
Penyelesaian :

Berdasarkan persamaan polinomia di atas, maka dapat dibentuk matriks

kompanionnyayaitu ;

0 1 0
c=(0 0 1
2 -5 4

Selanjutnya akan ditentukan nilai eigen dari matriks kompanionnya yaitu ;

0 1 0 A 1 0
det(C—AD=|0 0 1/—|0 2 1 [=0
2 -5 4 2 -5 4-4

=(AHA)A4~41)+2-51=0
=(A-2)A-1)A~-1)=0
maka diketahui nilai eigennyaadalah 44 = 2,4, = 4; =1

selanjtnya akan ditentukan vektor eigen dari nifai A yang bersesuaian, yaitu :
e(d) = (L4225, ,am 1)

=25e(1)=(1,22%=(1,24)
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,=1-e2)=(111%=(111)
Karena 1, = A3 = 1 maka vektor eigen untuk A; akan menjadi vektor eigen

generalized.

4.2  Vektor eigen generalized (generalized eigenvector)

Selain vektor eigen yang diutarakan dalam landasan teori matriks
kompanion juga memiliki vektor eigen lain. Vektor eigen ini terjadi bila matriks
kompanion tersebut memiliki jumlah eigen yang sama.

Misalkan A; adalah k nilai eigen yang sama dari matriks kompanion C,

maka A; memenuhi persamaan berikut :
fA=0f@=0- D=0 (4.6)

Persamaan f(A) = 0 dari persamaan (4.6) diatas ekiuvalen dengan
persamaan (4.1), dimana f(A4) = 0 merupakan persamaan karakteristik. Dan
untuk persamaan f'(A) = 0,---, f*"1(1) = 0 pada persamaan (4.6) tersebut
diperoleh dengan mendiferensialkan persamaan (4.1) berturut-turut (k — 1) kali

terhadap A sedemikian sehingga:
CeP () =2V () +jel™,j=1,2- k-1 (4.7)
dimanae®(2) = e(4)

sehingga dapat ditulis:

c eW) B 2eD (1) + eU=D(D)

7 7o G (48)

Berdasarkan persamaan (4.8) akan dibuktikan untuk memperoleh persamaan
berikut:

Jka j = 1, maka

(1) _ ej(d) ej1(4)
CTrEATT TG D
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e1(4) d_)le](;‘l) +

Cl!‘ 1!

0

sehingga
Cei (A1) = 2e4(2)

berdasarkan A = 4, maka
691 = 3181. (49)

Selanjutnyauntuk j = 2, maka

692(1) N e;(4) N e;-1(4)

Al 2! 2-1)
maka
Cez = 3182 + eq
jikaj =k
Cﬁ’k(ﬂ) N e (4) . er-1(4)
k! k! (k—1)!
sehingga

Cep = Aep +epq
dimanae, = e(4;) merupakan vektor eigen dan

€ir = fi?—); =12 k=1 (4.10)

Berdasarkan persamaan (4.6) maka persaman (4.10) untuk k — 1 disebut

vektor eigen generalized. Perluasan persamaan diatas dapat ditulis:
er =[1,44, 4%, 217"

e, =[0,1,24,,,(n — 1))1{‘_2]
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€3 = [0,0, 1, (3) A+, (n; 1) A;‘_3]
k)]

yang merupakan vektor eigen yang bebas linier. Vektor ini dapat digunakan untuk
mereduksi C kedalam bentuk normal Jordan

e =[0,0,o,---,(

Contoh 4.2

Tentukanlah vektor eigen generalized dari persamaan(1 —2)(A —1)? = 23 —
422 +51—2=0.

Penyelesaian :

Berdasarkan hasil pada contoh sebelumnya vyaitu 4; = 2,4, = 43 = 1 maka

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen adalah

M=25e(1)=(1,22%=(1,24)
A=1-e2)=(111)=(111)
A3=1. €'(3)=(01,2(1)=(012)

Perlu dicatat bahwa e; adalah generalized eigenvektor. Karena 1, = 1; = 1
merupakan nilai eigen yang sama dari f (1), berdasarkan persamaan(4.7) Ce; =
Aye, Cey; = A1e, +eq,Ce3 = A1e3 +e, maka diperoleh persamaan Ce; =

281, Cez = ey, Ceg = ée3 + e;.

4.3  Bentuk Normal Jordan

Misalkan matriks kompanion C mempunyai nilai eigen 4,,1,,-+-,4,, dan
vektor eigen ey, e, -+, e, bak dalan vector eigen maupun vektor eigen general.
Dibentuk matriks yang elemen-elemennya terdiri atas vektor eigen dari C sebagai
kolom, yakni :

B = (81,92,"',€n)
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maka matriks

BB =] (4.11)
disebut bentuk normal Jordan dari matriks kompanion C.
Contoh 4.3

Tentukanlah bentuk normal Jordan dari persamaan (1 —2)(1 —1)% = 23 —
42> +51—-2=10

Penyelesaian :

Berdasarkan contoh sebelumnya diketahui eigen vektor nya adalah
A = e(1)=e(2)=(1,2,4)
Ay =1 -e(2)=e(1) =(1,1,1)
A3=1-¢=(3)=e(1)=(01,2)

sehingga dapat ditulis matriks sebagai berikut :

1 10
B=(2 1 1

4 1 2

untuk mementukan bentuk normal jordannya maka dapat dicari berdasarkan
persamaan

B™CB =]
sehingga bentuk normal jordannya adalah
2 0 0]

B_lCle(] 11
0 0 1

4.4 Invers Matriks Kompanion

Polinomial A* + aA® + bA?> + cA+d mempunyai matriks kompanion
sebagai berikut:
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0 1 0 0
o o 1 o
C=lo 0o 0o 1
—FI S SN

Dengan menggunakan metode atau teknik untuk menghitung invers dari
suatu matriks, maka matriks kompanion C diatas mempunya invers sebagai
berikut :

~Cly =Bl ~Ay —1fy

cl=| 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

dari hal ini diperoleh bahwa € ~! merupakan matriks kompanion dari polinomial
berikut :

M+ B+b 210,041
Contoh 4.4
Tentukanlah invers dari persamaan (1 —2)(A —1)? = A3 —44*+51—2=0
Penyelesaian :

Berdasarkan persamaan polinomial di atas, maka dapat dibentuk matriks

kompanion yaitu:

0 1 0
0O 0 1
2 -5 4

dapat diselesaikan dengan OBE sehingga menjadi

0 1 01 0O
0O 0 10 1 0O
2 -5 4/0 0 1

Maka hasil dari invers matriks kompanion €~ adaah
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1 0 O

r/z 5/2 3]
=
0 1 0

45  Aplikas Matriks Kompanion pada Penyelesaian Persamaan

Diferensial Linier Homogen.
Pandanglah persamaan diferensial linier orde n berikut ini :
AM+a A"+ tra, A +a,A=0. (4.12)
dimanaA = A(t), dengan syarat awal 1(0) = (1,A", A", -+, A" 1)(0) diketahui.

Dengan mengambil

Kypoy = 2 (4.13)
Ap = —Apdy — p_ 1A — - — a1,

Maka persamaan diferensial (4.12) dapat ditransformasikan kedalam sistem

persamaan diferensia orde satu berikut ini :
A'(t) = CA(t) (4.14)
dimana
A’ (t) adalah vektor kolom, ditulis (A, 4’5, -+, A",)T
A(t) adalah vektor kolom, ditulis (A, Ay, -, 1,,)T

C adalah matriks kompanion dari polinomia f(4) yang merupakan matriks
koefisien dari sistem (4.14). dengan mengalikan persemaan (4.14) dengan eS¢

dan mengintegralkan padainterval 0 < t < oo terhadap t sedemikian sehingga:
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o

J‘ A(De st dt = CJ‘ A(t)e St dt
0

0

Akan diperoleh
sA(s) — A(0) = Cy(s) (4.15)

dimana
A(s) = f A(t)e Stdt
0

Persamaan (4.15) dapat ditulis:
(sl = C)A(s) = A(0)
A(s) = (sI — €)~1A(0) (4.16)

Dengan menstubstitusikan € = BJ/B~! dari persamaan B™1CB =] ke dalam

persamaan (4.16), diperoleh
A(s) = (sI = BJB~1)7"4(0)
A(s) = {B(sl = )B~'}"'A(0)
A(s) = B(sI — ])"'B~14(0) (4.17)

Penyelesaian persamaan diferensial (4.12) diperoleh dengan mengambil invers

trasformasi |aplace dari persamaan (4.17).

Contoh 4.5

Selesaikanlah persamaan diferensial berikut : = "' — 44" + 51" — 24
Dengan syarat awal A(0) =0,4'(0) =1,4"(0) = -1

Penyelesaian:

Berdasarkan persamaan diferensial di atas maka bentuk polinomial adalah

23 — 42% + 51 — 2 sehingga dapat dibentuk matriks kompanion sebagai berikut:
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0 1 O
c=10 0 1

2 ~5 4

Yang mempunyai nilai eigen 1, = 2,4, =13 =1
Vector eigennya adalah

A=2-e1)=(01,2,2=(1,2,4)
A=2-e)=(111)=@111)
A3=2- €(3)=(012(1)=(012)
Dalam bentuk matriks dapat ditulis sebagal berikut:

110 1 -2 1 2 00
lez 1 1,B‘1={0 2 —1],]=[0 1 1]
4 1 2 -2 3 -1 0 0 1
Selanjutnya dapat ditentukan nilai
(s—2)7t 0 0
(s1—=t= 0 -1t (s=1)2
0 0 (s—-1D1

Sehingga dengan melakukan perkalian matriks pada persamaan (4.17) maka
diperoleh:

A(s) = B(sl —)"1B~12(0)
1 1 o|ts=2)7" 0 0 1 =2 117710
A(s)z[z 1 1] 0 (s—1)"1 (s—1)2 [o 2 -1 [1]
4 1 2 0 0 s—-1l-2 3 -1
G-t (-1 (s—=1)~2 ~3]
A)=2(-2)"1 (-1t (-1)2+(s—-1 l 3
4(s=2)"1 (s-1Dt (s—1)2%+2(s—-1)"1L4]

—3(s—2)"'4+3(—-1)""+4(s—1)?
As)=| —6(s—2)""+7(s—-1D)1T+4(s-12 |
-12(s—2)" '+ 11(s - D +4(s—-1)?
Dengan mengambil invers trasnformasi laplace pada A(s) maka :
—3et + 3et + 4tet
A(t) =| —6et + 7et + 4tet
—12et + 11et + 4tet

M aka penyel esaian persamaan diferensiad homogennya ededeh:
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A(t) = —3e! + 3et + 4tet.
Contoh 4.6
Selesaikanlah persamaan diferensial berikut : = 2" — 31" + 64" — 44
Dengan syarat awal A(0) =0,4'(0) =1,4"(0) =
Penyelesaian:

Berdasarkan persamaan diferensial di atas maka bentuk polinomial adalah

23 — 32% + 64 — 4 sehingga dapat dibentuk matriks kompanion sebagai berikut:
0 1 O
c=(0 0 1
4 -6 3
Yang mempunyai nilai eigen A, = 1,1, =13 =2
Vector eilgennya adalah

M=1se(1)=(111¥=(1,11)
=2 _e(2)=0122%=(1.24)
A3=2 - €'(3)=(0,1,2(2) =(0,1,4)
Dalam bentuk matriks dapat ditulis sebagai berikut:

110 -2 -4 1 1 00
lel 2 1,3—1={3 4 —1],]=[0 2 1]
1 4 4 -4 -3 1 0 0 2
Selanjutnya dapat ditentukan nilai
(s—1)71 0 0
(si=))t= 0 (s=2)1 (s—1)°
0 0 (s—2)1

Sehingga dengan melakukan perkalian matriks pada persamaan (4.17) maka
diperoleh:
A(s) = B(sI =) 'B~1A(0)

1 1 olfs—=D7 0 0 -2 —4 11710
A(s) = ll 2 1 0 (s—=2)' (s—1)° l 3 4 —1] [ 1 ]
1 4 4 0 0 (s-2)tLt-4 -3 11l-1
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-0+ (s~ (s —1)72 -5
AS)=|(s—1)"t 2(s-2)"t 2(s-1*+(s-2)" [3]
(s—1D7! 4(s—-2)"t 4G-DT+4(s-2)t L4

“5(s—-1D7" 3(s—-D7 4(s — 1)2
M) =[-5(s—1)"1 6(s—2)"t 8(s~1)2+4(—-2)"
—5(s— 17! 12(s—2)"' 16(s— 17t +16(s —2)7*

A(s) = [ —5(s—1)""+10(s —2)"' +8(s— 12
—5(—-1)"1+30(s—=2)"1+16(s—1)?
Dengan mengambil invers trasnformasi laplace pada A(s) maka :
—5et + 3et + 4tet
A(t) = | —5et + 10e’ + 8tet |.
—5et + 30et + 16tet
M aka penyel esaian persamaan diferensial homogennya adalah:

A(t) = —5e! + 3et + 4tet.

—5(s—1)"14+3(s—-2)""+4(s—1)? ]

Contoh 4.7

Matriks kompanion dari (A+ 1)(A—1)(A—2)2=A*—43+322+41—4
adalah

Penyelesaian :

Berdasarkan polinomia di atas maka dapat dibentuk matriks kompanionnya

sebagai berikut :
0 1 0 O
_10 O 1 O
b [0 0 0 ]

4 ~4 -3 4
Yang mempunyai nilai eigen 1, = —1,1, =1, 43 =1, =2
Vektor eigennya adalah

e, =e(—-1)=(1,-1,1,-1)
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e, =e(1)=(1111)
es = e(2) = (1,2,4,8)
es =e(2)=1(0,1,4,12)

Dalam bentuk matriks dapat ditulis sebagai berikut :

1 11 0
11 2 1
3[1144‘
11 8 12

perlu dicatat bahwa e adalah generalized eigenvector. Karena Ce; = —e; ,Ce, =

e,,Cez = 2e3,Ce, = 2e,4 + e3 maka bentuk normal jordannya adalah

1.0 0 0
o lo 10 0
363[0021‘

0 0 0 2

Adapun invers dari matriks kompanion €~ dari persamaan diatas adalah

-1 3/4 -1 1/4

111 O 0 O
6‘0100
O 0 1 0

Contoh 4.8:

Matriks kompanion dari (1 —2)(A+1)(1 —3)(A1 —1)%=21> —42* + 623 —
812 — 111+ 6

Penyelesaian :

Berdasarkan polinomia di atas maka dapat dibentuk matriks kompanionnya
sebagal berikut :

SO o O
P ooor
00 OoOOoOr O

(o) NeoNe
bl—\OOO

I
o
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Yang mempunyai nilai eigen A, = 2,1, = -1, 13, =31, =15 =1
Vektor eigennya adalah

M=2- e(1)=e(2) = (1,248 16)

A=-1-e2)=e(-1)=(1,-1,1-1,1)

A3=3- e(3)=e(3) = (1392781
Z=1-e4)=e1)=(11111)

As=1- € (5) =e(l)=(0123,4)

Dalam bentuk matriks dapat ditulis sebagai berikut:

1 1 1 1 0
2 -1 3 11
B={4 1 9 1 2
8 -1 27 1 3
16 11 81 1 4

perlu dicatat bahwa e, adalah vektor eigen generalized. KarenaCe; = -2, Ce, =

—e,,Ce;3 = 3e3,Cey = 4, Ces = e5 + e, makabentuk normal jordannya adalah

2 0 0 0 0
0 -1 0 0 O
B-'¢cB=|o0 0 3 0 ol
00011J
0 0 00 1

Adapun invers dari matriks kompanion €~ dari persamaan diatas adalah

11/6 8/6 -1 -—4/6 _1/6l

1 0 0 0 o0

c'=| 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 J
0 0 0 1 0
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BAB V
PENUTUP

Bab penutup ini berisikan kesimpulan dari hasil yang diperoleh pada Bab
IV dan berisikan saran-saran untuk pembaca.
51 Kesmpulan
Berdasarkan pembahasan sebelumnya maka dapat diambil kesimpulan,
yaitu:

1. Matriks kompanion terbentuk dari suatu polinomial f(A4).

2. Bilasuatu matriks kompanion ukuran n X n mempunyai K nilai eigen yang
sama, maka terdapat k-1 vektor eigen generalized yang bersesuaian
dengan nilai eigen yang sama.

3. Untuk mencari invers matriks kompanion sama halnya dengan matriks

biasa.

5.2 Saran

Pada penulisan ini penulis hanya membahas tentang matriks kompanion.
Bagi yang tertarik untuk melanjutkan penulisan ini dapat mencari determinan
matriks kompanion.
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