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ANTECEDENTES xi
Antecedentes

La teoria de los polinomios ortogonales es de creciente interés para fisicos,
ingenieros y matematicos, ya que constituye uno de los casos mas simples de
sistemas ortogonales, con importantes repercusiones en teoria de representacion
de grupos cuénticos, entropia de informacién, teoria de cédigos, combinatoria,
~ teoria de prediccién lineal de series temporales, andlisis arménico y teoria de
aproximacién, entre otros.

Una aplicacidon, de las mas interesantes, es sobre las condiciones de convergen-
cia del desarrollo de Fourier de una funcién f dada en términos de una sucesion
de polinomios ortogonales.

También aparecen éstos en el contexto de la aproximacién racional. Dada una
funcién holomorfa en un dominio del plano complejo, la intentamos aproximar
por una sucesién de funciones racionales, esto es, fracciones donde el numerador
y el denominador son polinomios.

Histéricamente este tipo de aproximacién tiene su origen en el desarrollo en
fracciones continuas de nimeros reales. Por ejemplo Euler expresé el nimero

trascendente e en la forma

e=2+
1+

2+
1
1+

1
1+

4+...

Objetivos de la aproximacién racional son la modelizacién del tipo de singula-
ridades de la funcién dada, la construccién explicita de prolongaciones analiticas,
la aproximacién en dominios mas amplios y, por ultimo, mejorar resultados de
convergencia (aceleracién).

Cuando estos aproximantes racionales se construyen con polos libres aparece
la nocién de aproximante de Padé. Se demuestra que los denominadores de éstos

(los denotamos por Q) constituyen una familia ortogonal respecto a un producto
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escalar de tipo no hermitiano, de tal manera que vienen definidos por

/Qn(z)z”a(z)dzio, v=0,...,n—-1,
Y

donde 7 representa una curva cerrada de Jordan, frontera de un entorno del
punto del infinito, y o es una funcién holomorfa en este entorno.

Es, pues, importante para resolver los problemas anteriores, conocer el compor-
tamiento asintético de estas familias de polinomios ortogonales.

Otro tipo de ortogonalidad es la hermitiana, y aqui los polinomios ortogonales

surgen como solucién al problema extremal

[1@n@ eIt = min [ ITu(E)PoE)e]

donde T' es un arco o curva de Jordan, p(¢) > 0, es una funcién peso y |d¢|
representa el elemento diferencial de longitud del arco.

El polinomio extremal verifica la siguiente relacién

[ @u©F ol =0, v=0..,n-1.

Los primeros resultados sobre comportamiento asintético fueron obtenidos por
Bernstein y G. Szegd (véase [75]). Estos autores consideran polinomios ortogo-
nales ménicos, esto es, con coeficiente conductor unidad, en la circunferencia

unidad
27 L
bn(e?)e*dy() =0, k=0,...,n—1,
0

respecto a medidas dv cuya parte absolutamente continua p(6)df satisface (condi-

cion de Szegd )

27
/ Inp(6)dd > —oo,
0
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en particular también verifican que p > 0 a.e. Esta condicién puede ser enunciada

de forma equivalente

Z |4 (0))* < 00.

n=0
Para este tipo de medidas (que denominamos de la clase de Szegd), podemos
definir la siguiente funcién

2 —i8
D,(2) = exp {i / 1—+ie_—w1np(6)d0} ,
0

4 1-ze
llamada funcién de Szegd que verifica
a) D,(z) € H,
b) D,(e?) = lim, ;- D,(re®) existe a.e. y |D,(e®)|? = p(6)
¢) Dy(z) #0, 2| <1,D,(0)>0

De la teoria desarrollada por Szegé en [75] son de particular importancia para
nosotros los siguientes resultados relativos a la asintética fuerte para {¢,} (véase

[75], Teoremas 12.1.2 y 12.1.4)

a) En la regién {z € C: |2| > 1}

D,(0)
Dy(1/7)

Este limite se verifica uniformemente en compactos de esta region.

ba(2) = 21 +0(1)]. (0.1)

b) En el soporte de la medida

®n (eie) =

donde o(1) es entendido en el sentido de convergencia en Lz,

Ademss, el que la medida dv satisfaga la condici6n de Szegh es equivalente a
que los polinomios no son densos en L2. Si denotamos por H? la clausura de
este conjunto en L2, podemos caracterizarlo como funciones integrables respecto
a dv que son valores frontera de funciones holomorfas en el circulo unidad, (véase

34, 58]).
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Estos resultados de comportamiento asintético en la circunferencia unidad han
sido generalizados por H. Widom, [76] a curvas del plano complejo. La condicién

de Szegd tomaria la forma

[ mp©1@(©)]1de] > —oo,

donde ® es la aplicacién conforme que lleva el exterior de la curva I' en el exterior
de la circunferencia unidad.

Otro hecho a destacar y que aparece en la literatura, [27, 75] es la relacién
entre los polinomios ortogonales en la circunferencia unidad y los ortogonales
en un intervalo acotado de la recta real. A partir esta relacion obtenemos el

comportamiento asintético de los segundos en funcidn de los primeros.

Posteriormente se han conseguido ciertas extensiones de los resultados ante-
riormente expuestos. En [68, 69], E. Rakhmanov obtuvo para medidas dv en la
circunferencia unidad, una condicién suficiente 1/': > 0, de forma que

i G = - o
* se cumpla, uniformemente en compactos de la regién {z € C: |2| > 1}.

'P. Nevai [56] da una condicién necesaria y suficiente sobre los coeficientes de
reflexién {¢,(0)},.50

lim ¢,(0) = 0 (0.3)

n—>o0

de manera que (0.2) se verifique, uniformemente en compactos de la regién
{z € C: 2| > 1}. A la clase de medidas dv cuya sucesién {¢n},, de polinomios
ortogonales moénicos verifica (0.3) la vamos a denotar por A (clase de Nevai).
Estos resultados también son llevados a intervalos acotados de la recta real.
Un problema abierto es extender este tipo de resultados a curvas arbitrarias del
plano complejo. La dificultad estriba en que todavia no se ha encontrado una
demostracién de (0.2) que no dependa estrechamente del hecho de ser 2z = 1

sobre la circunferencia unidad.
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Otra forma de interpretar (0.1), siguiendo la notacién anterior, es como

i 82(2) _ Dy(0)
n—oo 2" D,(1/z)’

Inp € L,

- donde {z"},>0 es la sucesién de polinomios ortogonales mdnicos asociados a la
medida de Lebesgue en la circunferencia unidad.

Una posible extensién del resultado anterior es

i ¢n(hdy, 2) _ "Dy (0)
naco @n(dv,2)  Da(l/Z)’

Inh e L,

donde {¢,(hdv,2)} v {¢ndv,z)} denotan la sucesién de polinomios ortogonales
ménicos con respecto a las medidas hdv y dv, respectivamente. Se han obtenido
resultados parciales, imponiendo restricciones a la funcién h [52, 53].

El caso de intervalos no acotados en la recta real también ha sido estudiado
[39, 70]. Se introduce un cambio de variable para considerar el problema en el
circulo y aparecen medidas complejas y variantes. Recientemente, esta técnica
ha servido para extender los resultados de Rakhmanov en la circunferencia a un

arco de ella, [12]. En este trabajo se propone como extensién de la clase de Nevai,

la clase de los polinomios cuyos coeficientes de reflexién verifican

lim [¢,(0)] =a, lim Z+—((()())) b, (0.4

donde a € (0, 1]. Bajo condiciones més restrictivas
nh-{{.lo¢"(0) =a 0<|g<1

ha sido determinado el soporte de la medida asociada a esta sucesién de poli-

nomios (véase [28, Teoremas 6 y 10]). Concretamente, si
162(0) —a| =0(r™)r <1

entonces el soporte de la medida asociada consiste en un arco 7y de la circunferen-

cia unidad y un nimero finito de puntos de masa, (véase [63, 64] y [65, Teoremas
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4.1 y 4.2]). Posteriormente, en [8] se ha probado la equivalencia de (0.4) y el

siguiente comportamiento asintético relativo

,,li_,oo ¢;+z(z) [(z +b)+ f b)? + 4zba2]

Iim o =+v1—-a?

n—ro0 n+1

donde la convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto de C\ supp v, la
determinacién de la raiz es tal que v/1 = 1 y el conjunto de puntos de acumulacién
de suppv es un arco de la circunferencia unidad. En [8] también se generaliza
este tipo de resultado a medidas cuyo conjunto de puntos de acumulacién de su

soporte lo constituyen una unién de arcos de la circunferencia unidad.

Aportaciones y Estructuracion

En esta Tesis vamos a estudiar el comportamiento asintético de sucesiones
ortogonales respecto a generalizaciones de los productos escalares antes descritos.
.Estos nuevos productos escalares son los llamados productos escalares de Sobolev.

Podemos distinguir entre

e Caso Sobolev continuo

(1,90 = | JE)o(z)den(e)
+ / () (2)dos () + ..+ [ £ ™ (@)t )

donde day, . . . , do, son medidas positivas de soporte infinito y Yo, ..., ¥m

son curvas frontera de un entorno del punto del infinito, o bien.

= [r F€)a®po(€)lde]
+ / FEOTEm(E)lde] + . /F £ )T @) pm(€)de]

donde po, ..., pm son funciones de peso absolutamente continuas de so-

porte infinito y Ty, ...,y son curvas o arcos de Jordan.

e Caso Sobolev discreto
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(f,9) = / F(@)a(x)al2)dz + F(Z)Ag(2)T

o bien,

(7,0) = [ £(E5@p(E)1de] + F(2)Ag(2)",

donde
£(2) = (F@)e o @), Flzmdy- oo S (Em))

9(2) = (g(m),- - 0 (21); - 9(zm)s -, (7)) -

Durante los diez tiltimos afios se ha asistido a un notable desarrollo de la teoria
de polinomios ortogonales respecto a dichos modelos de productos escalares no
estandar. Unas adecuadas visiones de conjunto son [41] y [54].

En el primero de ellos, se presenta el estado del arte hasta 1991 y se hace un
especial énfasis en el caso discreto con medida o soportada en la recta real. En esa
direccién se han analizado relaciones de recurrencia de orden superior a tres, que
satisfacen los correspondientes polinomios ortogonales asi como representaciones
de los mismos en funcién de los polinomios estdndar ortogonales respecto a la
medida o. Bésicamente, satisfacen propiedades de cuasi-ortogonalidad lo que se
traduce en resultados relativos a la distribucién de los ceros. Esta distribucién
est4 ligada a la localizacién de los puntos de masa aunque, salvo en un nimero
prefijado, para cada n estos ceros se encuentran en el soporte de la medida ('v.éase
[1, 2, 67]). Asimismo, se ha analizado el comportamiento asintético relativo de
dichos polinomios respecto a los estindar, en un caso de partida con una s6la masa
localizada en el soporte, en su frontera y en el exterior, respectivamente ([49])
para medidas regulares (también llamadas de Nevai-Blumenthal) y extendidas
para medidas complejas y varias masas en [40].

Asimismo, y en casos particulares de medidas de Jacobi, se han obtenido
estimaciones de dichos polinomios en el intervalo [—1, 1] tanto respecto a la norma.

del supremo como de cardcter puntual (véase [23] y [44] en el caso Gegenbauer
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con masas iguales en los extremos del intervalo y [5] para una séla masa pero en

el caso Jacobi general).

En [54] se analiza el concepto de coherencia en el caso continuo introducido
en [30] desde una perspectiva computacional. De este modo, es posible presentar

una teoria unificada respecto a los diferentes casos existentes en la literatura.
El objetivo de esta Memoria consiste en:

1. Analizar propiedades asintéticas de polinomios ortogonales respecto a pro-
ductos de Sobolev discretos con tres modelos diferentes de soporte: la recta real,
la circunferencia unidad y arcos o curvas de Jordan. En el primer caso hemos

obtenido resultados novedosos relativos a

e Comportamiento asintético de los polinomios de Sobolev en el interva-
lo [-1,1] con respecto a la norma L*(w(cos8)|sin8|d6,[—m,n]), donde
w(cos B)| sin @] satisface la condicién de Szegd.

¢ Comportamiento asintético de los polinomios ortogonales de Sobolev en
los puntos aislados del soporte. Este resultado extiende el obtenido por

Nikishin en [57, (17), p. 2691] en-un caso de ortogonalidad estandar.

El segundo caso constituye una presentacién global sobre la circunferencia unidad

y unifica resultados previos en casos sencillos analizados [15, 38].

El tercer caso es una aproximacién a la teorfa iniciada por Kaliaguine en [31, 32],
en el caso hermitiano y que hemos resuelto sin necesidad de utilizar expresiones
de los niicleos a través de férmulas de Christoffel-Darboux que constituyen el
elemento clave en la demostracién de la ap['ortz;ci(')n anterior.

2. Estudiar el concepto de coherencia errtel marco més general posible, estable-
ciendo ctal es la idea base de la coherencia (propiedades relativas a coeficientes
de conexién). Asimismo se prueba por un procedimiento alternativo un resultado
de A. Martinez [50] en el caso de la coherencia para medidas de soporte com-
pacto en R. Finalmente se analiza la coherencia sobre la circunferencia unidad
y se obtiene un resultado relativo a los tcompaﬁeros coherentes de medidas de

N

Bernstein-Szeg6.

[
!
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3. Analizar problemas de ajuste por minimos cuadrados respecto a normas
de Sobolev en dos casos particulares (medida de Lebesgue y de Laguerre) que
extienden, respectivamente, una contribucién previa de E. A. Cohen [16] y re-
sultados relativos a intervalos no acotados en el pionero trabajo de D. C. Lewis
[37]. Finalmente estudiamos el comportamiento de los coeficientes de Fourier
para funciones definidas en espacios de Sobolev con ciertos pesos vinculados a

medidas clasicas.

Notacién y Nomenclatura

Como regla geriefzil, ‘utilizaremos {p»} para denotar las sucesiones de poli-
nomios ortonormales y {P,} cuando nos refiramos a las sucesiones de polinomios
ortogonales ménicos (esto es, P, = z™ + términos de menor grado). Ademids de
esto, denotaremos por II, el conjunto de polinomios con coeficientes complejos,
de grado menor o igual que n.

El sistema de numeracién usado serd el usual, es decir, numeracién Romana
para los capitulos e Indo-4arabe para las secciones. Cuando nos refiramos a las
ecuaciones, -escribiremos siempre su referencia entre paréntesis y para la nu-
meracion referente a Definiciones, Teoremas, Corolarios, Lemas, Proposiciones
y Problemas presentaremos la referencia tal cual aparece ella en el enunciado.
Asi, si deseamos referirnos a la ecuacién tercera de la segunda seccién, dentro
del capitulo III al cual pertehece esta seccién referida, escribiremos (2.3). Si nos
encontrasemos en otro capitulo nos referiremos a esta ecuacién por (II1.2.3).

Adoptaremos el simbolo de Halmos B para denotar el final de una demostracién.

Vamos representar el conjunto de los nimeros naturales por N, el conjunto
de los numeros enteros por Z, el conjunto de los nimeros reales por R y el
conjunto de los numeros complejos por C. Denotaremos ademds los nimeros

enteros positivos por Z, = {1,2,...}.
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En este capitulo, vamos a estudiar el comportamiento asintético de la sucesién
de los polinomios ortogonales, respecto a un producto de Sobolev discreto con so-

porte en la recta real. La medida relativa a las derivadas es atémica e soportada

 fuera del intervalo de ortogonalidad. Hemos obtenido en [22] el comportamiento

asintdtico de los polinomios ortogonales que depende de la localizacién de los
puntos de soporte anteriores. En ese sentido generalizamos el resultado de Nik-
ishin [57, (17), p. 2691] para productos escalares estindar, donde considera una

medida con parte absolutamente continua y parte discreta.

La técnica de esta demostracién esta inspirada en el trabajo de A. I. Aptekarev
y E. M. Nikishin [7]. En este trabajo, los autores estudian el comportamiento
asintético, de las sucesiones de polinomios ortogonales respecto a medidas ma-
triciales, con una parte absolutamente continua que verifica una extensién de la
condicién de Szeg6 y con una parte discreta. En este caso los coeficientes de es-
tos polinomios son a su vez matrices y estos autores llegan a férmulas asintéticas
andlogas a las que se obtienen en el caso escalar. Hemos intentado establecer
una conexién entre este estudio, y el trabajo de A. Duran y W. Van Assche [19],
en donde los polinomios ortogonales respecto a productos discretos de Sobolev
en la recta real, son a su vez ortogonales respecto a una medida matricial con
una parte absolutamente continua y con parte discreta. Sin embargo no hemos
podido establecer esta relacién ya que la parte absolutamente continua de la me-
dida matricial que obtenemos es degenerada, en el sentido que su determinante
es idénticamente nulo, por lo que no satisface la condicién de Szegé propuesta
en (7).

También incluimos el estudio de un producto de Sobolev discreto, en el que la
medida que aparece es la asociada a los polinomios Gegenbauer (o ultraesféricos).
En este caso, fundamentalmente, vamos a transponer para los nuevos polinomios
Gegenbauer-Sobolev, los resultados ya conocidos que verifican los polinomios

Gegenbauer, (véase [23]).
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1. Comportamiento Asintético en el Soporte de la Medida

DEFINICION 1.1. Sea p una medida positiva de Borel, cuyo soporte S,
contiene un nimero infinito de nimeros reales (S, C R). Un producto de Sobolev

discreto viene dado por:
m NJ

(o) = [ hle)g@du(z) + 3 Mieh ()9 ()

j=1 i=0

donde ¢; € R, M;; > 0,m,N; € Z*.

En [40], ha sido considerada una generalizacién de este producto discreto de
Sobolev

mN;

- (hg) /h z)dp(z) +Zzh(i) ¢;)Lii(g;¢i) (1.1)

i=11i=0

donde £; ;(g; c;) es la actuacién del operador diferencial de coeficientes constantes
L, ; sobre la funcién g, particularizado en ¢; € C y Lin, #0,5=1,...,m.
Dado j = 1,...,m, denotemos por J; el orden mayor de los operadores diferen-
ciales £;;,1=0,...,N;.

Podemos expresar

L9z Z"r] g®(z)

Para cada j , consideramos u; = (fyf,k), i=0,...,N;, k=0,...,J;, la matriz
cuyos elementos son los coeficientes del operador L;;. Denotemos por p;” la
matriz obtenida a partir de y; suprimiendo todas las filas y columnas de ceros.
Siguiendo [40] decimos que (1.1) es regular si para cada j =1,...,m, la matriz
p; €s una matriz cuadrada con determinante diferente de cero.- Denotamos el
tamafio de p} por I; y I = 302, I

Una motivacién para esta definicién viene de la siguiente relacién de ortogo-

nalidad

J

0= /p 10u(@)di() + 33 Ay 0D Qu() Vlines s P € Py

j=1 i=0

donde A;; pueden, eventualmente, ser nimeros complejos.
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Los polinomios {Qx}n50 son los denominadores de la diagonal principal de la

sucesién de los aproximantes de Padé de la funcién meromorfa de tipo Stieltjes

f(z) _ / dﬂ’(m) + Z;Aj’iz-;—_zéjﬂ'_l, Aj,Nj ;é 0.

Si denotamos por {L,},, la sucesién de polinomios ortogonales ménicos aso-

ciados a p, Gonéar ([29]) demuestra el siguiente resultado. Supongamos que
S, C[-1,1] y p es tal que

=) ey

entonces

m

L ((el2) = ple)) ~
L (z)—)H( (z Z—C,)) ’ C\[ 1’1]

J=

donde ¢(z) = z + V22 — 1, Vz2 — 1 > 0 cuando |z| > 1.

Denotemos por Sp,n € Z,, el polinomio ménico de menor grado tal que

(p, Sn) =0 Vp eP,._1.

Si el producto escalar es definido positivo, entonces el grado de S, es n y todos los
polinomios S, son distintos. En general, esto no es cierto y para valores distintos
de n podemos tener el mismo S,.

A pesar de un gran esfuerzo para investigar las propiedades de los polinomios
ortogonales tipo Sobolev (véase [48] con mas de 100 referencias en este campo) no
se ha avanzado mucho en la obtencién de resultados asintéticos bajo condiciones
generales en el producto escalar (esto es, en la medida y en los puntos de masa).
La primera contribucién esencial ha sido realizada en [40]. En dicho trabajo se

introduce una nueva clase de medidas

DEFINICION 1.2. Sea g una medida compleja. Debido a que el produc-
to escalar asociado a este tipo de medidas no tiene cardcter definido positivo,

denotamos por @, el polinomio ménico de menor grado que verifica

[@ua)#duz) =0, 0<k<n-1
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y denotamos por

_ Q.
(] Q2(2)du(z))""?

el n-ésimo polinomio ortonormal, donde (f Qf,(z)du(z))l/ ? denota una de las dos

an

raices complejas. Decimos que p € Mc(0,1) si se cumple

:an(:L') = an+1Qn+1(-'L') + ,BnQn(x) + anQn-—l(m)a n 2 No, am,Bn eC

con
(i)
. 1 .
lim o, ==, lim G,=0 (1.2)
n—oco 2 n—oo
(i)

[ 180t @l du(2)] < C < 00

donde el soporte de p es [-1,1]U E, y E es un conjunto contable de puntos

aislados en C\[-1, 1], con E' C [-1,1], (véase [9]).

La sucesién {g,}.>o tiene el siguiente comportamiento asintdtico

®) (4
wal) o), KOs, W)
qn”’ (2) '
donde
plz) =z+V22—1, Vz?—1>1lcon|z|>1L
y

1g¢ (), 1

n ¥z TVE-1

Para esta clase de medidas, se ha desarrollado un método para el anélisis de

K cQ\S,

asintética relativa de los polinomios ortogonales tipo Sobolev con respecto a-
los polinomios ortogonales estindar. Mds concretamente, ha sido probado el

siguiente Teorema [40, Teorema. 4].
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TEOREMA 1.1. Consideremos un producto escalar regular del tipo (1.1) tal
que p € Mc(0,1) y ciy... ¢ € C\S,. Sea {L,}n>0 la sucesidn de polinomios
ortogonales mdnicos con respecto a p y sea {Sn}n>o la sucesidn de polinomios
ortogonales mdnicos con respecto a (1.1). Para n suficientemente grande, el

grado de S, es n y se cumple, para cada v € Z,

a2 o(2) = (c;))*) " -
BoEs H( ) KeTs (1.4

Usando el Teorema de Rouché, podemos deducir de (1.4), que cualquier en-
torno de S, contenido en un corﬁpacto de la regién C\ {cy,...,cn} tiene, para
n suficientemente grande, n — I ceros de S, (I = Y77, I;), (de forma abreviada
diremos que n—1I ceros de S, se acumulan en S, ), mientras que cualquier entorno
de ¢;, para j = 1,...,m, contiene, para n suficientemente grande, exactamente
I; ceros de S, (en este caso de forma abreviada diremos que ¢; atrae I; ceros de
Sn).

Podemos destacar el siguiente Corolario de [40, Cor.2]

COROLARIO 1.1. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, para n suficien-
temente grande se cumple {(S,,S,) # 0. Sea n, el coeficiente principal de l,,, el
n-ésimo polinomio ortonormal con respecto a . Entonces v, = {(S,, Sn)—% puede

definirse de forma que

Yy, en particular,

La ventaja de este tipo de resultado es lo siguiente. Supongamos que cono-
cemos el comportamiento asintético de la sucesién de polinomios ortogonales,
entonces podremoé deducir el comportamiento asintético de la sucesién de poli-
nomios ortogonales tipo Sobolev. Para ilustrar esto con un ejemplo, podemos

considerar du(z) = w(z)dz donde w(z) es una funcién positiva e integrable en
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[-1,1] que satisface la condicién de Szegg :

' /‘1 Inw(z) iz > —o0
-1vV1—x2

Denotamos por {l, }n>0, cON () = 7,z"+ términos de menor grado, 7, > 0, la

sucesién de polinomios ortonormales con respecto al peso w(z)

0 n#m
1 n=m

/ (@)l (2)0(2)dz = {

Es bien sabido [75] que la funcién:

27 — it .
D,(z) = exp {-41_7r/0 1—1-—% Infw(cos t)| sentl]dt} (1.5)

Hamada funcién de Szeg verifica
a) Dw(Z) € Hz

b) D, (e?) = lim,;- D, (re) existe a.e. y | D, (e”)” = w(cosb)| sen(6)|
“¢) D,(2) #0, |2| <1y D,(0) > 0.

. Tenemos el siguiente comportamiento asintético para {I, }n>o (véase [75, Teore-

mas 12.1.2,12.1.4]

a) Fuera del soporte de la medida

1, 1 1 1 1

1+0(1)], |2|<1,

b) En el soporte de la medida

1 1 . 1
l.(cosf) = — et ——
( ) V2r Dw(e"’& D, (ei?)

donde o(1) debe ser entendido en’'el sentido de la convergencia en L, .

eing} + o(1),

c) El coeficiente principal

i

1 1

n

= Jan® Do)

Si conectamos estos resultados con el Teorema 1.1 obtenemos, como consecuen-

[1+0(1)].

- . . - ’ . 1 ., 13 . .
cia inmediata, la asintética fuerte de la sucesién de polinomios ortogonales tipo

Sobolev fuera del soporte de la medida )

'
A
v
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COROLARIO 1.2. Para n suficientemente grande, s, = Y,S.. FEntonces,
para |z| <1

1., 1 1R ()"

uniformemente para z € K C {z € C: |2| < 1}\ {2;}}%,, donde

1
Sn(ﬁ(z +

Bi(2) = _—(12{_;;)
p(z) =z+ V22 -1 |p(z)]>1
3z +3) =2 p(z) =1
Em ) =¢ ple) = <

Debemos destacar que el Teorema 1.1 no nos permite concluir nada acerca de
la asintética de la sucesién de polinomios ortogonales tipo Sobolev en el soporte
de la medida. Esto no es de extrafiar porque los elementos de la matriz u; no

“aparecen en este Teorema pero, como mostraremos més adelante, la asintGtica
en los puntos de masa depende estrechamente de ellos. Asi, la investigacion de
propiedades de asintética fuerte requiere desarrollar una técnica mds especifica.

En este capitulo trataremos de ello. Hemos probado:

TEOREMA 1.2. Sea w una funcién positiva e integrable que verifica la condi-
cién de Szegd, _11 %dm > —00. Consideremos un producto escalar (1.1) en
el caso regular {c;}7,; € C\S,, donde du(z) = w(z)dz. Para N € N suficiente-
mente grande, sea {S,}n>n con S,(z) = "+ términos de menor grado, la suce-
sidn de polinomios ortogonales mdnicos con respecto a (1.1}, y vn = (Sh, Sn)_l/z.
Sea s, = YnS,, entonces tenemos el siguiente comportamiento asintdtico para

{Sn}nzN-'

a) En el intervalo [—1,1]

1 1 ) 1 .
sp(cosl) — — | ——= ca e 4 —— ™|l =01
S Eey [553] Y

donde ||.|| es la norma en L*(w(cos 8)|sen8|dd,[—m,7]) y
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Sn(Cj) ancjg
su(c; o n(c
D et T o)
s (c;) F7h (¢5)
donde
ha(e) = Fn(r), (o) =o+ V7T,
- ™ (22 — 1)2UxH1)
hn(2) := — 2\/—M2— )z 1 M H Jt-)l-l ’

G; son matrices de tamario J;+1 X J;+1, para j = 1,...,m, que vienen

descritas de la siguiente manera

Gtk l) =4 Ji+2-k>1,
AU () G +1=Rtg ™ e 42—k <,
oy

0;(2) = [[ (@ — )"+,
i=1

i#]

Para ilustrar este resultado hemos incluido los siguientes corolarios

COROLARIO 1.3. Si N; =0y J; =0, esto es,

()= [ Waalzo(@ds + S he)sle), o ek,

-1 =1

¥ >0

y usamos la siguiente normalizacion, para el coeficiente principal

2 H;n=1 |25

obtenemos,
m

ZZjZk V2 (z) Z;L_m H (ijk - 1)2

1

Sn C;) = — w

( ‘7) ! k=}:[--,m (Zj - Zk)(ZjZk - 1) 2m-1 Zj — 1/Zj k1 |Zkl
k#j
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St denotamos ""-.._
. D, (z)

Hm z—zx )| 28
: k=1 (z2)—1)zs)

F(2) =

I

se cumple .

F(z)[1 + o(1)].

Este resultado, que obtenemos como un caso particular de nuestro estudio, ha

sido anteriormente obtenido por E. M. Nikishin en [57, (17), p. 2691].
COROLARIO 14. Si conside\bﬁmos
(h,g) / h(z)g(z)w(z)dz +’Yooh(c)9(c) +’7uh( )g'(c), ce€C\[-1,1]

en este caso F(z) = —-u-(zzl -1y

(z—2z1)2

(sn(c))=\/27rz?-< 0 ’m)

s,.(c) Yooyi1 \ Yoo O
ELE—IRes,_zl((z 21)F(2))
( L Res,..., F(2) + [ (n 1) — 5] Resucsy (2 — 2) F() ) ot oldl

El método desarrollado en la demostracién del Teorema 1.2 se basa en la in-
vestigacién del comportamiento asint6tico de los coeficientes de una modificaciéon
polinomial del polinomio ortogonal tipo Sobolev en términos de los polinomios

ortogonales estandar

M
W (2)Sn(2) = Lnyar () + Y, 0njLnsm—i (),
Jj=1
donde wy(z) = H(m —¢;)Nit! y M = gradowy.
Jj=1

Como paso intermedio, interesante en si, probamos

LEMA 1.1. Conszderemos un producto escalar regular de tipo (1.1) tal que u €
Mc(0,1) y ci,...,¢m € C\S,. Para todo n lo suficientemente grande, sea S,(z)

el polinomio ortogonal mdnico Sobolev de grado n con respecto a este producto
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escalar. Sea {Lp}n>n con L,(z) = 2™+ términos de menor grado, el polindmz'o

ortogonal mdnico de grado n con respecto a du(z). Se cumple que

2M

was (2)8n(z) = Lnam(z) + Y GnLnirr—;(T) (1.6)
Jj=1
donde wy(z) = H(a: —¢;)Vi*, gradowy (z) = M. Ademds, ezisten los limites
j=1

nll’rglo an; paral<j<m.

Este lema proporcidna un andlogo de la condicién (1.2) de Mc(0,1) en el
- sentido que existen los limites de los coeficientes de una relacién de recurrencia.
El caso particular del lema anterior cuando J; = N; =0 fue probado por E. M.
Nikishin en [57]. La préxima seccién estd dedicada a la demostracién del Le-

ma 1.1 y del Teorema 1.2.

1.1. Demostracién de los Resultados Principales.

DEMOSTRACION DEL LEMA 1.1. La demostracién se estructura en dos etapas.

1.Es facil ver que el polinomio S, verifica las condiciones de ortogonalidad de

tipo Sobolev si y sélo si

0 = (wae(2)p(2), Su(2)) = [ p(Vwne(2)Sa()dn(z), gradop <m—M —1 (L7)

0=(z*8a(2)), k=0,...,M—1. (1.8)

Tomamos

(2) = a5 o Lniar (2) + Ly ap Lt rr—i (2)
pn wM(Z)

Podemos encontrar coeficientes adecuados de modo de p,, sea un polinomio. Es-
to significa que tenemos un sistema lineal homogéneo de M ecuaciones en los
coeficientes {a, ;}, j =0,...,2M. Tal polinomio evidentemente satisface (1.7).

Supongamos ademds que estos coeficientes sean tales que (1.8) tenga lugar. Esto
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da otro sistema lineal homogéneo de M ecuaciones en {a;, ;}, j = 0,...,2M.
Como tenemos 2M + 1 incégnitas, el sistema completo tiene solucién no trivial.
Entre todas las posibles soluciones tomemos una cualquiera de grado minimo.

Como S, corresponde al polinomio de grado minimo y moénico, tenemos que
Sp = QpPn -

Pero para n > n, sabemos que grado S, = n (pues (Sn,S.) # 0, véase Coro-

lario 1.1), luego a;,, #0 ¥y

2M
wM(Z)Sn(z) = Ln+M(z) + Z an,jLn+M—j(z)
Jj=1
con Gp ; = Z—:ﬂg
2. Para probar la existencia del limite de a,; para j=1,...,2M, seguimos la
técnica usada en [40]. Sea
2M
wi(2)Sn(2) = Lusa(2) + Y @niLnsar—i(2).
j=1
Podemos considerar _
7 w2 Sn(z . 1
Qn(2) = _}49_(_) vy @)= ——r——.
n—M(z) 1+ Zj:l Ia’",j|
Definimos
Lown(2) | 38 . Loin—;(2)
U =aQy=0a,7—~t Za* e (1.9)

n n,j
Ln_M(Z) j=1 J Ln_M(Z)
donde a},; = a;a,;- Esta nueva sucesién {a;, ;} estd uniformemente acotada.
Sea A un subconjunto de N tal que para j =1,..., 2M
lim a).=a; lim a; = a,.
n—oo,neA ™ J y n—oo,n€EA ) 0

Tomando limites en (1.9), cuando n = oo,n € A y usando (1.3) y (1.4)

m M-I
0y I (2 — )™ 7" (0(2) — ples)™ E(Z%H—

=1
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para z € C\S,. Si tenemos en cuenta que |a},| + 72 |a;, ;| = 1, se sigue que
lag| + fol laj| = 1, lo que implica que al menos uno de los coeficientes aj,
7 =0,...,2M es distinto de cero.

Ahora, el hecho que {¢*} para k = 0,...,2M, es un conjunto de funciones
linealmente independientes (ya que ¢ es una funcién analitica e inyectiva) y la
relaciéon anterior implican que aj # 0. -

En particular, esto implica que {a,;} para j = 1,...,2M estd uniformemente

acotada en n, de forma que para probar la existencia de limite sélo necesitamos

demostrar la unicidad de los puntos de acumulacién para cada j =1,...,2M.
Sea A un subconjunto de N tal que para j = 1,...,2M, los limites lim @, ; = a;
n-+00,nEA

existen. Tomando lim ,(z) obtenemos
n—00,nEA

I1 e =)™~ (ote) = wle)™ ey () S, (2)

=1

para z € C\S,. Como el segundo miembro no depende de la subsucesién consi-
derada, de esta 1iltima ecuacidn se sigue la unicidad de los valores limite a;, para
ji=1,...,2M.

De esta tltima ecuacién se sigue la unicidad para los a,. |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.2. En primer lugar vamos a deducir el compor-

tamiento asintético en el intervalo [—1,1].

Sea

wiy(2) = [J(z = ¢;)M*.

m
j=1

Expresamos S,wys en términos de {L; }n>o.

2M
' Sn(2)war(2) = Lowm(2) + Y GnjLnsar—i (2). (1.10)

j=1
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Dividimos por S,

wyr(2)

Ahora, si tomamos limite en un conjunto compacto fuera del soporte de z, usando

(1.4) asi como la existencia de lima, ; = a;, (Lema 1.1)

w1 ()" () B ()]

Jj=1

M 2M M—j
—_ ol I p(z) p(z)
j=1
Ahora si denotamos <p(z)= t, obtenemos la ecuacién que verifican los a;, j =
1,...,2M,
m ) 1 1 Nj+1—fj
1= ()" (-2- (t + ;) - Cj)

Jj=1

Si volvemos a (1.10) y hacemos z = cos § tenemos

M
Sn(cos @)wp(cos ) = L, pr(cosb) + Z @p jLntrm—j(cos8).

=1
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Ahora, usando el comportamiento asintético fuerte de L, en [~1,1] deducimos

Sy (cos 8)wpy(cos §)
1 1 —i(n+M)8 1 _i(nt+M)E
_ 75 [t MO ]
- 1 _ontM _1
NGz D.,(0)
M DW(O) 1 —i(n+M—3)0 1 i(nt+M—j)8 + 0(1)
+ Zlaj gt M= | D () + Dw(eiﬂ)e
J.—
— Dw(O) 1 ~i(n+M)0 1 i(n+M)0
= QM [Dw‘(e"a) ¢ T Do)
oM
Dw (0) 1 —i(n+M—3)8 1 i(n+M—j)0
+Za,~ o+ M—j {Dw(eia)e + —ﬂ(;e—)e +O(1)
j=1 w
D,0) e | 1 _ive = L _qm-—pe
= Do (e) [ on | gm° +j;a12M—je

D,(0) €™ | 1 o e 1 im—pe
| —¢ R 1).
+ D) {271 [2Me +J§a,2M_Je + o(1)

Usando la notacién

entonces, por (1.11)

21;
D, (0) 1 1 '
e [2 I, [L - 1] 2—1]
Sn(cosf) =
+

I;
MM, [3e+ ) = 4z + 2)]
2
DwSO! nm _ 1 ! 1
+ D, (z) [7j=1 [Z :j] 2’2’]
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Si denotamos
m I;
_ zZj—z ] i
alz) = _—
) ,I=Il [Zj(l‘zzj)

tenemos que

D,(0) 1 _i, Du(0) 1
Do (e%) 9n [‘_(__1] on®

ofe?) a(e=19)

S, (cos8) = e™ + o(1). (1.12)

Para n suficientemente grande, el coeficiente principal de s,, lo denotamos por
“n. Usando el Corolario 1.1, se sigue
1 1 1
" Var Do) T wle)’

‘Junto con (1.12) tenemos

1 1
Sn(cos 9) _ = H Z]IJ We—lna + — eznﬂ + 0(1)
2m j=1 (™) aFe"'")
Si denotamos
m I
z;i—z |V
p@) =11 [
jl;‘[l (1—zz;)
entonces
1 1 ) 1 ,
Sn(COS 0) = —_— We—lne + — ezno + 0(1)
Var | S L)

donde o(1) es con respecto a la norma L .
Como 1ltimo paso vamos a deducir el comportamiento asintético de s{¥)(c;),0 <

Consideramos
2M

Su(@)wrr(z) = Lopn(@) + > aniLnyr— ,(w)
j=1

Usando la notacién introducida en el Lema 1.1, sea

g;(z) 1= ———t— _wul@) H(z ;)7L

(a:—c )i+l
z#J
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De la propiedad de ortogonalidad, con respecto al producto escalar Sobolev, para

n > M — 1 obtenemos

L iy (2)Sa(2) 5als)
=/ —Lx_—cn__d“(x)’*'( 0, ..., 0 Jj!gj(cj) )/"‘j s
- ’ S5 (¢;)
0 = (g;(z)(z — ¢;)" 7", Salz))
[t wM(:c)S'n(x)
ol Mrersr dp(z)
Sn(c;)
#(0 oy 0 (G-Digle) (M)U-D(E)) P
S (c;)
0= (g;(2), S (x))
= / x_cw wl@)3lE) g 0)
Sn(cj)
+(gie), gile)s o o) | 1
S (c;)

Teniendo en cuenta la matriz G; que aparece en el enunciado del Teorema,
podemos expresar, para cada j, 1 < j < m, las ecuaciones anteriores en for-
ma matricial. ‘
snlcs) 4 w—“(%%‘m—w(w)d:c
Gju; : =~ : : (1.13)
S%Jj)(cj) 11 %ﬁ?w(z)dw

Para obtener el comportamiento asintético es entonces suficiente estudiar el
comportamiento asintético del segundo miembro de la ecuacién (1.13).

Utilizando el cambio de variable 1 (z + ) = A, el comportamiento asintético de
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L, en [-1,1] asi como (1.11), tenemos
1

wi(2)5,(z) w(z)dz

-1 (z-¢)

| [ Leul@) " Luwios(a)
= [/—1 (x—A) w(:z: d$+zan]/1h—w(x)dx

)

T M m 2(Jp+1)
- [z—‘l__—_p (21D (0) ooy H <z— i) ] [L+0(1)],

z=z;

donde hemos usado que

/_1 L"(m)w(m)dw = Lnl()\) /_1 i"_(m/\)w(x)da:

a fr 1 w (cos @) |senb)|
2n Du(z)z /;,, ID,(e?)]2  cosf— A

Si denotamos por

dé [1+4o(1)].

/o m ZZk 2(J1¢+1)

hn(z) = —QM—ID ; Jk+1
=1

se cumple v
! S
—7n/ EUﬂlﬁlw(m)dm = hn(2;)[1 + o(1)].
-1 (z—¢)
Para las otras coordenadas del segundo miembro de (1.13) usamos otra vez el
hecho que si f, = g,[1 +0(1)], donde f,, g, son funciones analiticas y la sucesién

gn estd uniformemente acotada, se cumple que f}, = g,[1 +o(1)] ¥

_/_1 %%‘E)#w(x)dm = %d—(i\—k- [An(2)]\=, [1 +0(1)].

Teniendo esto en cuenta, obtenemos

sn(cj) dh'"(z) I'\=Cj
su(c;) i hn(2) |r=e;
Gjﬂj . = : [1 + 0(1)] .
s9(cy) L ha(2) e,
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OBSERVACION. Queremos hacer notar que, para obtener el comportamien-
to asintético en el intervalo [-1,1], no hemos usado la condicién I; =1 = J; = Nj.
En los puntos {c;}, j = 1,...,m, esta condicién es necesaria, al menos para poder

aplicar la técnica desarrollada en la demostracion

2. Polinomios Gegenbauer—Sobolev

En [10], H. Bavinck y H. G. Meijer introducen un producto escalar no estandar,

en el que aparecen derivadas

o) = [ fodua+ M[7(1g(1) + F(-D)g(~1)
FN[F1)g () + F(-Dg(-D] (2D)
donde M >0,N >0y

I'2a +2) o
dus(z) = 5T (g + 1) (1-2%)%dz ,a>-1

es la medida de probabilidad asociada a los polinomios Gegenbauer (o ultra-
esféricos).

(2.1) representa un caso particular del caso simétrico analizado en [3).

 En [10], los autores estudian la representacién de los polinomios ortogonales
con respecto a (2.1) en términos de los polinomios ultraesféricos, su expresién
como funciones hipergeométricas 4F3 asi como obtienen una ecuacién diferencial
lineal de segundo orden que satisfacen dichos polinomios.

En un segundo articulo [11], estos autores han probado que los ceros de estos
polinomios son reales y simples. Para ’1\( > 0 y el grado del polinomio sufi-
cientemente grande, prueban que existe é)téctamente un par de ceros reales *pn
fuera del intervalo (—1,1). Ademds, obtienen una relacién de recurrencia a cinco
términos que satisfacen estos polinomios. En el caso que N =0, como recaemos
en el caso de ortogonalidad estdndar, los ceros de los polinomios son reales y
simples, pertenecen al intervalo (—1,1) y estos polinomios verifican una relacién

de recurrencia a tres términos.
’ P
|

4
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El objetivo que nos proponemos es el de obtener estimaciones para tales poli-
nomios de Sobolev, tanto desde el punto de vista de comportamiento puntual,
como con respecto a la norma uniforme. De hecho, generalizamos un trabajo
previo a éste (o = 0), [45].

La estructura de esta seccién es la siguiente. En la subseccién 2 resumimos
algunos resultados sobre los polinomios ultraesféricos que vamos a necesitar asi
como algunas propiedades bdsicas de los polinomios ortogonales con respecto a
(2.1). En la subseccién 3 obtenemos una estimacién para la norma de los poli-
nomios {B,(f‘)}nm ortogonales con respecto a (2.1). En la subseccién 4 encon-
tramos estimaciones para tales polinomios en el intervalo (—1,1), para la norma
uniforme, asi como para su comportamiento en los extremos del intervalo. Tam-
bién encontramos una estimacién uniforme para el comportamiento asintdtico de

estos polinomios en subconjuntos compactos de la regién C\[-1,1].

En las préximas subsecciones vamos a denotar f(n) = g(n) cuando existan
constantes universales C, D € R* tales que Cf(n) < g(n) < Df(n) para n sufi-

cientemente grande.

2.1. Polinomios Gegenbauer: Propiedades Basicas.
Si consideramos el polinomio ultraesférico n-ésimo dado por la férmula de

Rodrigues

Rsla)-(g;) = 2(;;.();]:‘(211)) (1 — xz)—aD" ((1 — a:z)n+a)

a > —1, es entonces bien conocido que
-1
| RP@RD @ - aedz =0
-1

para m # n.

Ademis R{®(1) = 1.



92 L. SOBOLEV DISCRETO EN LA RECTA REAL

Por otro lado, para k =0,1,...,

o _ (—l)k(n + 2a + 1) (—n) ¢ y(at+k)
DR (z) = ACESI kR Tk Rl (1) (2.2)
Aqui (a), viene definido por
(@), := afa+1)...(a+n—1)
_ T(a+n) '
B I'(a)

paran > 1. _
Teniendo en cuenta la representacién de los polinomios de Gegenbauer como

una funcién hipergeométrica,

1—
R¥(z) = Fi(-n,n+2a+ Lo+ __é_m)
deducimos que el coeficiente principal k.(a) de RS{’) es

kn(a) = (n+2a+1)n _ I'(2n+ 2o+ L)I(a+1)
mET on(a+ 1), T 22P(n+a+1)l(n+2a+ 1)

Esto significa que el cuadrado de la norma de R{® en el espacio L) _,2)a €S

1 22012 (o + 1)n!
R :=/ R (z)]*(1 — 2*)dz = 2.3
1RO = [ RO@FL-) = g iy zas ) OO
(véase [75, formula (4.7.15), p. 81]).
Ademds,
|RE)|Z 2 =@t
y, como consecuencia, para k > 1,
[Jitarel FET (24)

Este tipo de estimacién va a ser muy 1til en lo que vamos a exponer a contin-
uacién. Los polinomios de Gegenbauer satisfacen una relacién de recurrencia a

tres términos

2R (z) = B RSN () + 1O R, (2)
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donde

o

g _'_ n+2a+1
(@) =

m+2a+1’
o N L —
" ¢ 2n+2a+1

1

También vamos a usar (véase [75, férmula (8.21.10), p. 196])

. T(a+1) | e
R (cos6) = — (T(LO; . J)r SH(6)cos(N0-+9) + O™+ (25)

t

donde

1

k(8) = n~1/? (sen g cos g) i

N=n+a+1/2
*y=—(a+-;—)7r/2 0<f<m.

La cota para el término de error se cumple uniformemente en el intervalo [e, 7 —e¢].

Finalmente, teniencdo en cuenta la normalizacién que hemos impuesto en la

sucesién {R{™} ., se sigue

., PSTAY 2k p(a) 2k
_max (1-2°)"|DVRP ()] < Can™. (2.6)

En términos de los polinomios ultraesféricos {R{*} _ , H. Bavinck y H.G. Meijer

encontraron la siguiente representacién para los polinomios { B{®

'} .30 Ortogona-
les con respecto a (2.1).

LEMA 2.1.

BN z) = (a,2°D? + bazD + o) R (x)

BO(2) = (rmBmm (1~ 222D +da(l - a*)D? +¢,) RP(z)  (28)
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donde

an

Cn

dn

€n

BP(1)=1-+

1. SOBOLEV DISCRETO EN LA RECTA REAL

42 + 3)a(20 + 3oz 226 + s
MN(a +1)(a + 2)nl(n - 2)! N(a +1)(n -1’
(20 + 3)n (20 + 3)p—2(n® + (2a + 1)n — 3a — 3)
(o + 1)(a + 2)(a + 3)n!(n - 2)!
(2a +2)n-1 (20 + 3)p_1(n? + (2 + 1)1 — 4o — 4)
S (@t D(n =D {2.10)
(20 4 3)n41 (20 + 3)ns
(n—1)!(n — 3)(a + 1)(a +2)* (@ +3)
220 + 3)n—1 (204 3)n_1(n — 2)(n + 20+ 3)
(n—1)! 2(a + 1)(a + 2)(a + 3)(n — 1)!
(a+2n* + (@ +2)2a+)n+2a+2), (2.11)

—MN4

2
-M -N

1+ MN

+M

N (2a+3),1(n—2)(n+2a+3)
27 (a+Dla+3)(n-1)! nl

N (2& + 3)n+1

2@+ D@+ D+I)m-3N (2.13)

Como una consecuencia directa de la representacion anterior, deducimos que

el coeficiente principal de. B{®) eg

un(@)

= kn(@)

n(n —1)(n—2)(n —3)
4(a+2)(a+3)

a, —n(n—1)d, +en
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2.2. Estimaciones para la norma de los polinomios Gegenbauer—
Sobolev.
Si denotamos por {B,(f‘)} oo la sucesién de polinomios ortonormales con re-
nz2

specto al producto escalar (2.1), esto es

__Ta+2) (@) () B (z)(1 — 27)°
o = T T / B (2) B (z)(1 - 2?)*da
+M [BOWBR () + BY (-1 B (-1)]
+ N [{(BOYA{BEY (1) + {BOY (-1){BDY (-1)]
entonces
Br(za)(x) = )\an(la)(m)

donde

A= [(2a + 2) [B("')(m ] (1 -2%)®dz

S oM [B,‘;”(l)]2+2N [{B,‘;"}'(l)]2

En primer lugar vamos a calcular esta integral. De hecho, usando (2.8)

/ 1 [B9(@)]" (1 - #?)da

_ 2(1 — 2)* [D*R() (2)]” 2\a
/ 6ot DiatdE L)

+ /_ 11 & (1 — z?)? [DzRga>(z)] (1 - 2%)%dz + /_ 11 e [Rﬁ,"‘)(x)]z (1 - 22)%dz

+ 2a,d,
4(a+2)(a+3

2ane, )2D* (@) (@) .2\
e a+3)/(1 D*R@ ()R (z)(1 — 22)*dz

) / (1 = 22)°D* R (2) DR () (1 — %) da

+2d,e, / (1 - 2*)D*R™ (2) R (z)(1 — 22)*dz
-1
= Il +I2 +I3 +I4 +Is +Is (214)
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Teniendo en cuenta (2.2)

_ a(-n)i(n+2a+1)] PRI
h= 163(a+2)2(a+3)2(a+1)2/ [Rnﬁ (z )] (1 - z%)*Hdz

a ( ) (n+2a+1 ” (a+4)“

163(a+2) (a+3)*(a+ 1);
_ d(-n)i(n+2a+1); 220492 (v + 5)(n — 4)!
T 1@+ 2)%(a+3)2(a+ 1) 2n+2a+1)I(n+2a+5)

a+4

De forma similar, usando (2.2)

E(=n)jn+ 20+ 13 1 [pes2 2yata
I = 162(a+1)§ /_1 [R(+)(:1:)] (1 — %) 2dz

di( n)g('n + 20 + ].) H (a+2) ”
16(c + 1)

_d2(=n)j(n+2a+ 1)2 2204572 + 3)(n — 2)!

- 16(a + 1)} (2n+2a+ 1)I(n+20+3)’

a2

220172y + 1)n!

— 2RO = ¢
= eall Bl (2n+2a+1)I‘(n+2a+l)’

_ andn(=n)2(n +2a+1), 4 pla (a+2) e\
L= T, /_1 2?) [DA R ()] REED (2)(1 - 2°)+*ds
_ __ Gdn n(n —1)(n —2)(n = 3)(-n)2(n +2a +1), k() ||R(°‘+2)||
T 2a+2), 4(a+1), kp_o(a + 2) at2

— andn'nz(n - 1)2
T T 8(a+2)s(at 1, 2 3)(n + 2a+ 1)
ka(e)  2%9%T%(a 4+ 3)(n — 2)!

K a(a+2) 2n +2a+ DI'(n+20+3)’

b= sy De-ae-9 [ [Re] 0=

- et (= 1)~ 2~ IR

_ 20,65 _ 3 22t T2 (o 4 1)n!

= Ty e e M+ 2a+ 1)
Iy = —2d,eqn(n—1)|RO|2 '

— _2d.en(n—1 22a+12 (o + 1)n!

)(2n+2a+1)1"(n+2a+1)'
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Como conclusién, (2.14) se puede expresar
_ on¥(n—1)2(n~2)%(n - 3)*(n + 20 + 1)}

4
I RAZ s

oo 163(a + 2)2(a + 3)2(a + 1)2
n%(n —1)%d, [(n +20+1)3d,  (n=2)(n—38)a, k(@)
(a + 1)2 1()(& + 1)2 8(a + 2)2 kn_2(a + 2)

L ¥e {e" ~ 2l - Ndn+ = S a1 3)

{n(n -1)(n-2)(n-3) (n+2a+1)y ,
16 (¢ +2)*(a+ 3)2a”

27

[ IR,
n(n‘ - 1)(” - 2)(” - 3) an] ”R(a)”2

16n(n —1)(a+1)(a + 2)d [ do(n+2a+1)2% (n-2)(n-3)a, kn(a) ]

(n+2a+)(n+2a+2) "

16(a+1)(a+2) 8(a+2)(a+3) kns(a+2)

+e, [e” —2n(n —1)d, + nn ~1)(n - 2)(n)— 3) a’n] } IR .

2(a+2)(x+3
Por otro lado

B(1) = e, (2.15)
(BOY() = ~20u{B0Y() +enfBOY (1
. (@) (2a+3)n
= BV oDy mo
_ nt2et) b (20 +3),
= 2 e+l OB ooy e L
_ n(n+2a+1) (2a + 3),
T2 a+l +(a+1)(oz+2)n—2)!M' (2.16)
Asi pues,
2 n(n +2a+1) (2a+3), 2
A= 2Me'21+2N( 2a+1)  (a+D(a+2)(n-_2) )
+ T'(2a + 2)n! V{n(n—l)(n—-2)(n—3) n+2c+1)y
(2n+2a+ DI'(n+2a+1) 16 (a+2)2(a+3)2a"
+ n(n—1)(n+2a+1)(n+2a+2)d,21—2n(n(;_1{_)(27;(;i)(37;_3)andn
9 n{n — 1)(n —2)(n - 3)
+ el —2n(n—1l)e.d, + (o +2)(at3) anen}. (2.17)

Para estimar A%, vamos a distinguir los siguientes tres casos.
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1. M>0,N>0

Entonces
nin—1) 2a+n+2 , n
n = 4MN 2N ——ay,,
¢ MN D+ 2asnt 1o ar1”
N nn-2)
dn = ———-—m——e 2 3 n_2ﬂ4_‘—_——— n
2(a+1)(a+3)(n+ a+3a detntl
. 1_ﬁn(n—1)(n—2)(n+2a+3)(n+2a+2)a
" 2 (a+1)(a+2)(a+3) i
donde
o = I'2a+n+2)
" T2+ 3)(n+1)

Pero, de acuerdo con el comportamiento asintdtico de la funcién Gamma (véase

[59, férmula 8.16, p. 88)),
2
['(z) = e "z —
(x) = e 2"/ .

entonces
a, ~ n?ort (2.18)
y
an = ntett) (2.19)
d, ~ n*tt, (2.20)
en ~ n2ets, (2.21)

Por consiguiente,

n(n+ 2a +1) (n—|—2a+2)n(n—1)M )2
2(a+1) (a+ 1) (e +2) "

1 n+2a+1 _1_{n(n—1)(n—2)(n—3) (n+2a+1), o2
2a+22n+2a+1ay, 16 (a+2)2(a+3)2 "
2n(n — 1)(n — 2)(n — 3)

(a+ 2)(a+3)
n(n—l)(n——Z)(n—?))a . }

2(a+2)(a+3) n
nda+1s (2.22)

A2 = 2Me: +2N (

+ nn-1)mn+2a+1)(n+20+2)d; - ndn

+ €2 —2n(n—1)endn +

Q
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2. M=0, N >0

Entonces
o = 2Nn N
" (a1
N n(n-2)
= S (n+ 20 + 3)an,
dn 2(a+1)(a+3)(n+ o+
o = 1 Voln-1)(n-2)n+2a+3)(n+2e+2)
" 2 (@+1)(a+2)(a+3) n
Asfi pues,
an & n*t?, (2.23)
dn = n?H, (2.24)
e, ~ n?ete. (2.25)
y
A2 x pPetll (2.26)
3. M>0,N=0
Entonces
an = 0, (2.27)
' 2Ma
= Ty 3 2.2
G 20 +n+1’ (2.28)
en = 1. (2.29)
Por tanto,
A2 o niets (2.30)

Como conclusién

PROPOSICION 2.1.
n-3-% M>0 N>0
A= [|B@|;' = { nmo—¥ M=0 N>0
n-e-% M>0 N=0
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COROLARIO 2.1. El coeficiente principal va,(c) of B (z) verifica
v(a) = 2".

DEMOSTRACION. El coeficiente principal de B(®)(z) es

n(n—1)(n - 2)(n - 3)

fa+2ars) 7 n(n—1)dn + €.

Akala) |

Vamos a distinguir los siguientes tres casos.

1. M>0, N>0

—30:—-1-25—’2n+2a+32-n—a-—l 4048 _ 2n+2a+% )

(@) = n in

2. M=0,N>0

—a—%2n+2a+§-n—-a—ln2a+6 — 2n+2a+% .

vn(a) &7

3. M>0,N=0

—a—%2n+2a+-‘1— —a-%, 2042 __ 2n+2a+% )

vp(a) = n in"% in =

2.3. Comportamiento Asintético de los polinomios de Gegenbauer—
Sobolev. Vamos a deducir una férmula similar a (2.5) para los polinomios B,
Usando (2.2) y (2.8) se cumple '

o _ an (n+2a+1)s(=n)s 2\2 pa+d
B (a) = 4a+2)(a+3) 29(a+ 1), (1= 2*)°R7(=)
(n+ 2a+1)2(—n),
) " 22(a + 1)2
+ e, R(z).

(1 - 2R+ (z)

n—2
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Haciendo z = cos# y teniendo en cuenta que 1 — z* = 2sen £ cos £, tenemos

B®)(cos 6)
_ap(n+2a4+1)4(-n), [ (n—-4)T(a+1)
T 4a+2)(a+3)(a+ 1), (n—4)?F(n+a+1)

(n +2a + 1)(—n)s (n—-2)T(a+1) —at]
—d, 2(atl), [(n ) Tnta+t 1)k(9)cos(N0 +7) + O(n~(ot ))]

k(0)cos(NO + 1) + O(n—<a+%>)] .

k(8)cos(NO + 1) + O(n-(a+‘z‘>)]

n!l(a + 1)
n/T(n+a+1)

+en[

Vamos a distinguir los siguientes tres casos.
1. M >0, N > 0. Usando
(2a+3).(2a + 3) -2

. = 4MN O(n?*t?%)
¢ et Dt nn_ai T )
dn. ~ n2a+4’
e, = n2°‘+6,

obtenemos que
(20+3)a(2a+3)n-z (n+2a+1)4(—n)
(a+1)(a+2)nl(n -2 (a+2)(a+3)(a+1),

(n—4)TMa+1) (sl
(n—4)2T(n+a+ 1)16(9)003(]\“9 +7) + 0(n~**)) + O(nf)

B®(cos§) = MN

donde

5= 3a+¥ a>-
T e+l -1<

y N, son las mismas constantes que aparecen en (2.5). La cota para el término

=

Q

1
S 3

de error se cumple uniformemente en el intervalo [e, 7 — ¢].

2. M =0, N > 0. Haciendo el mismo tipo de célculos se cumple
N T(a+1l) (2a+3)s s

2Mn+a+1) (a+1)

) <(TEC:_:_1)1‘)1/2 + (n(; -2}_);)1/2 _ n—l/z) k(8)cos(N8 + v) + O(n>*$)

BW(cosh) =

y N,~ son las mismas constantes que aparecen en (2.5). La cota para el término

de error se cumple uniformente en el intervalo [e, 7 — ¢].
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3. M >0, N =0. En este caso tenemos

Ta+1) 20+ 3)n-2(n+2a+1)
T(n+a+l) (a+1)(n—2)/2
+ O(nf)

B®(cosd) = 2M 2 n5k(6)cos(NO + 7)

donde

—(a+§) -1< %

1 1

8= {a + 35 a2 -3

l <a<

y N,~ son las mismas constates que aparecen en (2.5). La cota para el término
de error se cumple uniformemente en el intervalo [e, 7 — €].

Como los polinomios {D*R{®} ., son ortogonales con respecto a la funcién

peso (1 — z?)°+*, usando (2.5) obtenemos
(1-z*)?|D*R)(z)| < C n'“+2(1—:z: y=(3+3) (2.31)

donde la constante C, es independiente de n € Ny z € (—1,1). De la misma

forma
(1 — 22)|D2R™(g)| < Cun~+H(1 — 27)~(#+) (2.32)

donde, otra vez, la constante C, > 0 es independientc den € Ny z € (-1,1).

Usando (2.8), (2.31), (2.32), se cumple la siguiente estimacién

PROPOSICION 2.2.
™~

an

B @) < O rayta )

ot 4 | et 4 |en|n—a-%} (1-2)%

b

donde la constante C, > 0 es independiente den € N y z € (—1,1).

A continuacién, vamos a deducir una estimacién para los polinomios ortonor-

males {B,(l")} S0 respecto de la norma uniforme. Teniendo en cuenta la expresién
n
- '
|
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de {Bf(la)}n>o en términos de {Bff‘)}nzo

1B (2)] Al B (z)]

Gn 2\2| 4 pla)
ax (1 — D
A {4(9 + 2)(0 + 3) —rlréxgl(l z ) l Rn (m)|

a2 2 pa)
+ldal_max (1 - ) D"RE @)

A

+leal _max IR @)}
Pero, de (2.6), obtenemos
IB,({") (2)] < Cadn {aan® + |da|n® + |eal} -
Ademas
PROPOSICION 2.3.

i (a) otz
_rlrg}élan (z)] < Cen®t? ,n€eN

DEMOSTRACION. Como en las proposiciones anteriores, vamos a distin-

guir los siguientes tres casos.

1. M >0, N > 0, entonces
. - - 15
_I]:I%a‘z)él |B7(7la)(.’12)' < Can (Ba+32) {n4a+8 + ,n2a+6}
= C,n*ti,
2. M =0, N >0, entonces

() —(at+id), 2a+6
max [BiY(2)] £ Can ™% n

= C,n®tt.

3. M >0, N = 0, entonces

‘ () —(a+2),,2a+2
“max [BY(@)| < Can™n

= C,n°t:.
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Finalmente, la comparacién de la anteriores dos estimaciones nos lleva al andlisis

del comportamiento de |B(®(1)| asi como del de [{B{"}(1)|.

PROPOSICION 2.4.

3 .
- —a-3 M N=0
le(:a)(l)|z n l2 sz.M>0,N>O,or >0,
netz s M=0,N>0

. ~e=3 S M>0N>0,orM=0,N>0
B(a)ll ~ n . St ] ) ]
HBY (M) -{n°‘+5 siM>0,N=0

)

Vamos a destacar que para o = 0 recuperamos la Proposicién 3.4 de [45].

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta (2.15), y (2.16),

|Br(za)(l)| = Anen _
{BOY@)| = A, n(n+2a+1) (2a+3), Ml

+
2(a+1) (a+1)(a+2)(n—2)!
Asi
(i) Si M >0, N > 0, entonces

IBO(1) ~ nod,

7

{BEY (W) =~ n7o7f.
(ii) Si M =0, N > 0, entonces

IBO(W)] =~ ntE,

HBEOY(@)| ~ no-i.

(iii) Si M > 0, N = 0, entonces

1BO)] ~ nerE,
{BEY@) = noti.
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Como dltimo paso, vamos a dedu"qir el comportamiento asintético de la sucesién
{B{)} >0 uniformemente en conjﬁntos compactos de la regién C\[-1,1].

Definimos I{*) := II_R—(%_ y dividiendo (2. 7) por ||R{¥||, tenemos

BO@) _ anln+ 20+ Dan(n = 1) IRED s s ero @)
“R(a) ”a 22 (a + 1) “R(a) ”a n—2

(n+2a+1)n ”Rn-2 l|at2 (a+1)( )
"o2Aet+]) RV

+ ! ().

Es bien conocido, usando (1.5), el §i\guiente comportamiento asintético para {I{®}

1( +1)) 11 1
2% V2r 2 Do (2)

donde o(1) se verifica uniformemente en la regién interior de la circunferencia

1) ——[1+0(1)], |7 <1 (2.33)

unidad y D,, es la funcién de Szego.

Si usamos (2.33) vamos a distinguir los siguientes tres casos, y para cada uno
de ellos el resultado se verifica uniformemente en los subconjuntos compactos de
la regién C\[-1,1}. .

1. M>0,N>0

_ B ~ 1) (z)
it | R, "
0, equivalentemente,
BX(z)
nie+8 R (z) ~
22 M>0,N=0
B{(z)
n2et?| | Bl

~ 1) (z)

0, equivalentemente,

B (z)

— 1.
n2e+2 R\ ()
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3. M=0,N>0
B (z)

— z'l(")(:z:)
n2a+6 ||R$,°) ”a

n

0, equivalentemente,
B@(z)
n2e+6 R (z) ~



CAPITULO 11

Sobolev Discreto en la Circunferencia Unidad
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1. Introduccién

Hemos tratado de completar los resultados obtenidos para polinomios ortogo-
nales Sobolev en la recta real haciendo un estudio en el caso que el soporte de
la medida de ortogonalidad sea la circunferencia unidad. Estamos recorriendo el
camino en sentido inverso a como fue tratado este tipo de problemas en el caso
de ortogonalidad estdndar aunque, como se verd en el desarrollo del Capitulo,
el estudio se hace de manera totalmente independiente, ya que no tenemos una
férmula que nos conecte polinomios ortogonales Sobolev en un intervalo de la
recta real, con polinomios ortogonales Sobolev en la circunferencia unidad. De
hecho estamos convencidos que tal férmula es poco probable que exista, ya que
si observamos la relacién que establece E. M. Nikishin en [57, pag. 2702] vemos
que parte de una medida con parte absolutamente continua y parte discreta y
obtiene una férmula del tipo estindar, pero para ello tiene que considerar un
producto escalar indefinido en la circunferencia unidad, por lo que se ve que la
transposicién del caso estdndar al caso Sobolev parece poco natural.

Vamos a comenzar definiendo el tipo de producto escalar con el que vamos a

trabajar.

DEFINICION 1.1. Sea p una medida de probabilidad cuyo soporte es un
subconjunto infinito del intervalo [0, 2x]. Un producto escalar Sobolev en el caso

discreto, con soporte en la circunferencia unidad viene dado por
2n _
9= | F(e)g(e®)dp(8) + F(2)Ag(Z)" (1.1)

donde f(Z) = (F(z1)s- - FO(21), -y f(Zm)y o ooy F)(2m)), A es una matriz
M x M hermitiana definida positiva o una matriz diagonal por bloques hermitiana
semidefinida positiva, donde el bloque i-ésimo es una matriz de tamafio [; + 1 x

,li+1,M=ll+"'+l1n+my|2i|>1, i=1,2,...,m.

Debido al caracter definido positivo o semidefinido positivo de la matriz A, exis-
te una sucesién de polinomios {n},5e €ON Yn(2) = ¥a2"+ términos de menor

grado, 7, > 0, ortonormal con respecto a (1.1).
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Como primer problema, estamos interesados en estudiar el comportamiento
asintético de esta sucesidn con respecto a la sucesién {¢,},,-, cuando la medida

p € N (véase [24)]).

Como segundo problema, consideraremos el estudio del comportamiento asin-
tético fuerte de la sucesién de los polinomios ortogonales Sobolev en el soporte de
la medida, cuando du = p(#)df pertenezca a la clase de Szegd (véase [25]). Para
abordar este estudio hemos tenido que solventar dificultades surgidas del cardcter
hermitiano del producto escalar, por o que hemos necesitado un nuevo conjunto
de polinomios para co_ﬁsiderar en él el desarrollo de la modificacién polindmica

del polinomio ortogonal de Sobolev.

. El estudio del primer problema ha sido considerado en casos particulares de
productos Sobolev discretos. Queremos, en primer lugar, destacar ejemplos de
este estudio en la recta real, que ya han sido mencionados en el anterior Capitulo,
tales como [49] porque en ese trabajo, que trata un caso muy concreto podemos,
ver que los autores aplican una técnica algebraica que puede ser extendida a
nuestro caso. Otro trabajo que queremos mencionar es [4]; de él obtenemos
algunas expresiones con determinantes que nos seran muy utiles. Los resultados
que vamos a obtener en este trabajo son andlogos a los obtenidos en [40], pero
usando una técnica analitica completamente diferente. Si suponemos que los
polinomios ortogonales Sobolev son de grado n para n suficientemente grande,
podemos obtener el caso no regular que ha sido enunciado en el comentario final

de [39] ¥ que estos autores no demuestran.

Casos concretos de productos escalares de Sobolev en el caso discreto con
soporte en la circunferencia unidad también han sido estudiados con anterioridad.
En [15] ha sido analizado el casom =1y !, =1 cuandou € Ny |2| = 1. La
asintdtica del cociente y el comportamiento del coeficiente principal fueron los
problemas considerados. Otro trabajo que queremos destacar es [38], donde se

analiza el caso de una derivada en m puntos distintos.



2. ENUNCIADO DE RESULTADOS DE ASINTOTICA RELATIVA 41
2. Enunciado de Resultados de Asintética Relativa

Sea p una medida de probabilidad cuyo soporte es un subconjunto infinito del
intervalo [0, 2x], denotemos por {¢n},5o con ©n(2) = kn2"+ términos de grado
menor, k, > 0, la sucesién de polinomios ortonormales con respecto a 1 y por
{pn}nso con ©*(z) = 2"9.(1/Z), la sucesién de polinomios reciprocos asociados
a ésta. Sea {Yn},5o con PYn(2) = Ypz" + términos de grado menor, vy, > 0, la
sucesién de polinomios ortonormales con respecto a (1.1). Vamos a enunciar los

siguientes resultados.

TEOREMA 2.1. Consideremos un producto escalar del tipo (1.1) tal que p €

N y la matriz A es hev‘mitz’ana deﬁm’da positz’va. Se cumple

3g;f—ﬂhz (2.1)
¢(k) (2) m ( 7z — z) >l.~+1
1,k = .
o UGE-p) HZE=ALe @
Pn(2)
—=30, |z < 1.
en(z2) ™ i

COROLARIO 2.1. Como consecuencia inmediata de este Teorema y usando
(2.8) obtenemos
ﬁ%-—?(())-*% {z€Cile > Y\ (g} E=0,1,....
TEOREMA 2.2. Sea un producto escalar del tipo (1.1) tal que p € N y la
matriz A es hermitiana semidefinida positiva y diagonal por blogues, de tamano
(l; +1) x (I; + 1), que denotamos por A; para i = 1,...,m, donde cada uno de

ellos es una matriz semidefinida positiva de rango n;. Se cumple

hm — = H lz:|™, (2.3)

n—o0 ’yn

(k) m n; .
¢ (2) “@ %) el > Lk=0,1,..., (2.4)
i=1 )
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¥l 12 < 1.
on(2)
COROLARIO 2.2. Como consecuencia inmediata de este Teorema y usando

(2.8) obtenemos

YD (2) 1 )
n%’“’((z)):z Az €C:lz] > 1P\ {2}, k=0,1,....

2.1. Notacién y Resultados Auxiliares. Para facilitar la lectura de los
resultados vamos a utilizar una notacién que simplifica enormemente las ex-
presiones que siguen. Para una funcién f(z) de una sola variable y el vector

X =(Z1,0y-+++T1,015+ 1 Lm0y -+ +»Tm 1. ), denotamos por:

f(X) = (f(wl,O)a v af(h)(wl,h)a . :f(mm,O)a RS f(lm)(xm,lm)) .

Asi por ejemplo, si Z = (21,... 1215+« Zmy- -y Zm)
N’ N, e’
1+1 [

K(Z, Z) = (K(Z,Zl), fee 7K(.D’h)(z7zl)7 tee ,K(Z,Zm), tee ,K(OJM)(zazm)) )
donde K(z,w) es una funcién de dos variables.

K9(2,2)
= (KOO, z1),. ., KO (2, 21), .., (KOO (2, 7)., KO (2, 20))

Esta notacién la vamos a mantener para capitulos posteriores.

A continuacién, vamos a recordar la relacién de recurrencia que verifican los
polinomios ortogonales en la circunferencia unidad, la férmula de Christoffel-
Darboux, y algunos resultados sobre el comportamiento asintético de los poli-
nomios ortogonales respecto a medidas pertenecientes a la clase de Nevai, que
vamos a necesitar en las siguientes secciones, ademds de enunciar resultados au-
xiliares a los cuales recurriremos para la demostraciéon de los Teoremas 2.1 y

2.2,
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Sea p una medida de probabilidad cuyo soporte es un subconjunto infinito
del intervalo [0,27]. Sea {‘Pn}nzo con ¢, (2) = k,2" + términos de grado menor,
k, > 0, la sucesién de polinomios ortonormales con respecto a esta medida. Es
bien conocido que estos polinomios verifican una relacién de recurrencia de la

siguiente forma

kn(Pn-H (z) = kn+lz(x0n(z) + Pn41 (0)@;(‘2) ’ (25)

0, equivalentemente,

knpr i1 (2) = kng105,(2) + @nt1(0) 20 (2) -
Sean

Ka(z,n) = Z‘Pk (2)ex(m)

los polinomios nicleos asociados a p. Denotamos por
K9(z,7) z o (@D )

Haciendo uso de (2.5), podemos expresar K,(z,7) de la siguiente forma, que es

conocida en la literatura como Identidad de Christoffel-Darbouz

Ko o) = Eo LI — V(0] 26)

Supongamos que 2 € A. Es bien conocido el siguiente comportamiento asintético

(véase [69])

(P(I‘:i)—l() |
(p(/)():’_,z Llzl> 1L, k=0,1,..., (2.7

(k+1) 1
N S T S (2.8)
n(PSz’)(z) ¥4

También queremos destacar el siguiente resultado que aparece en la demostracién
de [52, Teorema 4] '

n(z)
‘Pn(z) -—)0 ,|Z| >1, (29)
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0, equivalentemente,

a(2)
on(z)
Ahora vamos a incluir algunos resultados auxiliares.

|zl < 1. (2.10)

LEMA 2.1. Si p € N se verifica
K 2,6) _, 1
o (2 €)1
DEMOSTRACION. En primer lugar, de (2.8), tenemos

,IZ|,|§|>1, 277=011a .

(9) ,
2oy s s (2.12)
en (2)
Para p,q=0,1,2,..., se cumple
*(q)
2oy stz (2.12)
pn (2)
Sé6lo necesitamos demostrar
* (p)
) > (2.13)

0P (2)

Para p = 1 tenemos (2.9). Supongamos 'ql‘le' para p = k se cumplé la hipétesis de

induccién; entonces de

o "0 () _ ol(2) (90;““( )) A
() o (2) \ oW (2) o (2)

deducimos que para p = k + 1 también se cumple. De ésto se sigue (2.13). A

continuacién, usando (2.6), veamos que para s,t =0,1,...

Kr(ls,t)(z’,w) o o (‘pn( )‘P;\(w) _(Pn(z)‘oon(w)> —

Swt 8z° .1 —-wz2

oE-n gl=h 1 [ . —_ e
Sy oo 5 Gl T = wz{ 20 (2)en 0 (w) — <p$f><z)so%>(w)},(2.14)

lOr—'

usando (2.11) y (2.12) concluimos la demostracién del Lema . [

" Como corolario del Lema anterior y usando (2.11) obtenemos el siguiente resul-

tado. : i

i
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COROLARIO 2.3.
K@) (g, .
B NENGERt
o (2)n” (€)

parap>1%,9>j 6 p>14,927.
LEMA 2.2. Si p€ N entonces
S CRI
() -0
pr(2)en (€)
DEMOSTRACION. Es consecuencia de (2.10) y (2.14). ]

2l < L] >1,5=0,1,....

LEMA 2.3. Si € V,tenemos
1
DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de
VG R,
o) 7 T

=0 |z >1,i=0,1,....

El siguiente lema, que aparece en [4] nos serd de gran utilidad

LEMA 2.4. Sea Q una matriz M x M invertible ( o regular ), y u,z dos

vectores columna de tamano M. Se cumple la siguiente igualdad

det [Q — uzT
1-zTQ'u= det[Q —uc | ]
det Q
DEMOSTRACION. Consideramos las siguientes igualdades matriciales

0

(Q a)( Lntwt —Q-la) Q :
zf 1 (0,...,0) 1 - 0
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Tomando determinantes en ambos miembros de las igualdades obtenemos el re-

sultado. n

Para terminar esta seccién de resultados auxiliares, nos gustarfa incluir el si-
guiente resultado, que prueba el caricter definido positivo de K, [Z], matriz que
usaremos en la demostracién de los Teoremas 2.1 y 2.2. Para probar esta afir-
macién calculamos el valor de un determinante que puede ser visto como una
generalizacién del determinante de Van der Monde, apelando a técnicas de va-

riable compleja.

TEOREMA 2.3. Sea K,[Z] la matriz de tamario M x M definida de la si-

guiente forma

Kn(z1,21) . K$Vz1,21) oo Ka(zmyzi) oo KE™ 0 (20,21)
4, ~
KOV (z1.21) .. KPPV 221) 0 KOV (2m,21) oo K™D (z0,21)

K,(.D’ll)(zl,zl) Kyl'll)(zl,zl) K,(,o’ll)(zm,zl) J('S,Im'l‘)(zm,zl)

(2.15)
Ka(z1,2m) .- K&Il'o)(zl,z.,,.) o Kulzmozm) ..o KUmO (2 20)
KOV (z1,2m) .. K,(‘ll‘l)(zl,zm) v KOV (20,2m) .. KD (20 20m)

\KSP"'“’(zl,zm) o KOTP) 0 2 e KO (20 2m) e 1\',‘.’m"""(zm-Zm)/

Esta matriz es definida positiva, para n > M, cuando los puntos z;, 1 =1,...,m

son distintos.

DEMOSTRACION. Consideremos la siguiente matriz

<P0(21) 901(21) (Pn—l(zl)\
©p(21) ¢1(21) cer 9 (2)
) W) ()
: . . :
volzm)  O1(tm) oo Pro(2m)
(Pb(zm) ‘Pll(zm) (10;7,—1(‘2"1)
o) o) e (o)
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de modo que se cumple N
K.[Z] = GaGT.

S

Usando esta descomposicién, si dedotamos por T un vector fila de M compo-

nentes, se cumple que
2GGT4T = 3C(C)T > 0.
Por tanto, para demostrar que K, [Z] es definida positiva, basta ver que

Y

0

n

m(ijT =0==z

y esto tltimo, es equivalente a probar que las filas de la matriz G forman un

conjunto de vectores linealmente independiente.

Teniendo en cuenta que dado n € Z; podemos encontrar coeficientes a, ; para

v

0 <j<mn-1,deforma que

n-1

(Pn(z) = knzﬂ + Z an,j¢j(z) .
=0
Haciendo operaéiones clementales por columnas, podemos reducir el problema a
demostrar que las filas de la matriz

1z 22 22 .. zi‘_‘ \
01 2z 322 .. (n—1)27"2

00 0 0 .. AT

1 2 3 n—1
l2m 2, Zp, - zZ,,

0 1 2z, 323 .. (n—-1)zn"2

Ko 0o 0 o0 .. ZJ—?—,._",:_’l)!z,';:’m'-‘)

forman un conjunto linealmente independiente. Para ello vamos a seleccionar el
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menor principal de orden M x M, que denotaremos por |

1z zf zf z;”_l
01 2z 327 .. (M—-1)z"*

. M=-1)! M~i; =1
00 0 0 .. ey’

zM—l

(M-1)z~*

\o 0 0 0 .. ri—-,—Ly,Mﬁ‘:_’l.z,’f-’m—‘

y vamos a considerar la siguiente funcién analitica

1 2 zf 2 zf"'l
0 1 2z 82 .. (M—1)z}1=2

) M-1)!  _M-—ly-1
0 o 0 0 . ey

1 2Zm—1 22,4 25, . M=)
f(z):=]0 1 221322, .. (M-1):z} "2 ) (2.16)
M=) _'M—l —1-1
0 0 0 0 - (M—lm_l—l)!"m—lm
22 22 M-1
0o 1 2: 32 .. (M-1)z"32

i M=1)! A —ly=1
0 0 0 0 .. N

Se cumple que det A, = f(2,,), luego basta probar que f(z,) # 0.

Para ello vamos a probar por induccién que toda funcién f definida de forma

andloga a (2.16), se puede factorizar de la siguiente forma

m-—1

f)=C H (z— zj)(’:'+1)(lm+1)

Jj=1

donde C es una constante en R. Comenzamos probando el caso m = 1. En este
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caso definimos la siguiente funcién analitica

1z z? zg z{"'l

01 2z 322 ... (M-1)zM-2

N M-t M-lj-1
f(z) — 00 O 0 ... Zﬁ-_‘—l_LlﬂZl

1z 22 2% . M-t

01 2z 32° (M—1)zM-2

00 0 0 .. g=lyMolemt

donde M = I, + I, + 2. Ademds podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que [, > . Calculemos el desarrollo de Taylor de este polinomio en el punto

z = z;. Usando la regla de derivacién de los determinantes tenemos que

F®(z) =0 0<k<(L+1)(l+1)—1

Ademas, esta funcién no es idénticamente nula ya que

12 .. z;I'H z{""
01 .. (h+l)z} ... (M-1):M72

f((l1+1)(12+1))(z) =Cloo .. L+1) .. (ﬁ%z{w—ll-z

0 (M-1)!z
(M=1)!

O O
(= =]

donde C € R es una constante no nula.

Esto implica que f((1+DUa+1))(2) £ 0, y ademds si tenemos en cuenta que

F@ADEAHLG) = ¢

concluimos que f(z) = C(z — z,)"1*V2+) donde C € R es una constante no
nula.

Usando este mismo razonamiento vamos a suponer que la hipétesis de induc-
cién es cierta para m = k y vamos a probar que también lo es para m = k + 1.

Sin pérdida de genefalidad podemos suponer que I} > I, < ... 2 I > lpqa.
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Denotamos la funcién analitica

12 22 23 .. zf"_l
01 2z 322 .. (M-1)zM-*

: M~-1)! M=~i;-1
00 0O o .. r(m)ﬁzl 1

1z 22 22 . zf:"l
f(z):=o1 2z 32 .. (M-1)z}?

M—1)1 M=l

00 0 O M—To)T %k
1z 22 28 .. M- R
01 2z 322 ... (M-1)M-*

00 0 0 .. J—LY(M"_’,::: c2M =l 1
Usando de nuevo la regla de derivacién de los determinantes, tenemos para j =

1,....,k,
f(l)(zj)_—_o 0<I< i+ 1)l +1) -1
y usando la hipétesis de induccién podemos garantiziu que
fO(z;) #0 U= (1 + 1)l +1).

De esto podemos concluir que

k

f(2) = [[ (2 = 2;)s+D0entlg(2),

j=1
donde g es una funcién analitica g(z) # 0. De la expresién de f como de-
terminante deducimos que esta funcién es un polinomio de grado a lo més

Z;;l(lj +1)(lg41 + 1), por lo que g(z) = constante # ( y obtenemos el resultado.

OBSERVACION. Hay que destacar que en la demostracién anterior no hemos
usado la propiedad de ortogonalidad de la sucesién { ‘Pn}nzo’ sélo el hecho que
VYn > 0, grado p, = n.

‘ | =
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2.2. Demostracién de Resultados Principales de Asintética Relativa.
En primer lugar vamos a deducir algunas expresiones algebraicas que usaremos
- en la demostracién de ambos teoremas.

Expresamos 1, en términos de {¢;};5,

Pa(2) = —<pn z) + Zak k(2 (2.17)
Parak;o,...,n—1
= [ (e PRTPIO) = ~n(2) A (2)*
Sustituyendo esta expresion en (2.17)
Yn(2) = 220n(2) — «/JV,I(Z)A? oe(2)" 01 (2)
Tl Lon(z) = Yn(2)AKn(2, D). (218)

A continuacién derivamos sucesivamente y sustituimos z = z,,...,2 = 2p,, para

eliminar 1,(Z). De la expresién anterior

PO (2) = 200 (2,) — a(Z)AKS (2, Z)T

k (pn
parai=1,...,m, s =0, 1, ..., 1;. De esta forma obtenemos
¥al(2) = %’l%( ) = ¥n(2)AK,[2], (2.19)

donde K,[Z] es la matriz definida en (2.15).
De (2.19) obtenemos

Dn(Z) Inaxmr + AK,L[Z]] = —(Pn(Z)

donde Iprxpr denota la matriz identidad M x M. Dado que K, [Z] es una matriz
definida positiva (Teorema 2.3), si usamos ademds que la matriz A es definida
o semidefinida positiva. esto es suficiente para garantizar que la matriz Iprpr +

AK,,[Z] tiene inversa, por lo que

$a(Z) = k—gon(Z) [Tarwns + AKL[Z])7)
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Sustituimos esta expresién en (2.18), multiplicamos por % y dividimos por ¢, (2).

De esta forma obtenemos

atn(2) i Ka(2,2)"
— =1~ (Z)[I + AK, [Z _— . 2.20
ae) LT O e 4 AKZIT AT (220
Por otro lado, también tenemos
2n g\
(n, on) = A Yn(€?)0n(€?)du(B) + n(2) Apn(2)"
B LYoy (2) Apa(2)
’Yn kn n n
Ahora, multiplicando por = y sustituyendo Pn(Z), obtenemos
kn 2 .kn -1 H
(’Y_> =1+ —9(Z) [Imxm + AK,[Z]] Apn(Z)7 . (2.21)

Vamos a expresar (2.20) y (2.21) como cociente dc determinantes usando el
Lema 2.4. Asi

o Yu(z) et [Tans + 4K, (2] - AKL27 0 (7))

a{z)
n onl2) det [Tprxar + AK, [Z]] (222)
(k_n>2 _ det [Tarxnr + AKA[Z] + Ap (2T, (Z)]
Yn det [IMXM +AKn[Z]]
ka\?  det [Tnenr + AKnia [Z]]
(Tn) = “Zet g + AK, 2] (2.23)

Ahora, usando (2.22) y (2.23), vamos a deducir el comportamiento asintético de

7—:y—£—lpara|z|>1

¢n(z)

Si denotamos por &; = (€i0,i1,---,&) parai = 1....,m,y E=(&,...,&n),
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vamos a considerar K, [¢] como la siguiente matriz M x M

( Kn(£1,0,61,0) 1\',(l'1'°)(61.11,€1.o) o Kal€m,0,€1,0) e Km0 (g 1 06100)
KOV (E0611) o KIUV(600060) o KO (Emod11) o K™D (Emtm £1)
K& (e 0,600,) - CRUCINE ) K" (e 0,610y) o KUt (e E0ay)
Kn(1,08m0) o K060 ,8m0) oo Kal€mokmo) o KE™ O (Em i m.0)
KOVE1,06m1) oo KOV (6L Ema) o KOV (Emobma) o KU D (Gt Emi1)

\Kf.o"'")(&.o.ém.xm) I(v(lll"'“)(gl.H!Em-’m) o KON (6 0,8t ) oo KE™ ™) (6t 'Em-‘m)}

Usando la notacién introducida anteriormente, esta matriz puede ser descrita de

la siguiente forma

Kn[&] = ( Kn(El,Oa g.)T e Kr(tll)(gl,lng)T e Kn(&m,O)é.)T e Kg"‘)(ém,lmaE‘)T ) ‘

Podemos afirmar que esta matriz, cuando ; ; # &, para (4,5) # (k, 1), siguiendo
una técnica de demostracién totalmente ansloga a la que usamos para probar el
Teorema 2.3, es definida positiva para n > N, donde N depende del orden de
derivadas que aparecen en esta deficinién. Si usamos ademds que la matriz A es
definida o semidefinida positiva, esto es suficiente para garantizar que la matriz
Ingxar + AK, [€], para i > N tiene inversa. Notemos que cuando £ = (23504 2i)
parai =1,...,m, entonces K, [¢] = K,[Z]. Denotamos mediante 2; = (z;,...,2;)

el [; + 1 vector fila parai=1,...,m.

e Demostracién del Teorema 2.1.

En éste caso A es una matriz definida positiva. Podemos expresar (2.23) de la

siguiente forma

(k_) _ det[A™ + Ko [2]]
Vn det[A' +Ka[Z]]
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Vamos a analizar el comportamiento asintdtico de ‘;—

. 2\ det[A™! + K14 [Z])
L, (7) = A2 et [A + K, 2]

o - det[A7 + Koya [€]]
=% N de[AT A K]

i=1l,...,m

i #Ei

Si introducimos la matriz diagonal

A=

dia( 1 1 1 1 1 )
E\onl€ro) W& T () alEno) T O (€

tenemos

B2
lim (—3)
n—o0 ’)’n
det [An+1A—lAn+1 -+ An+1Kn+1 [SC]A.,H_]] det [:/\_nAn]
= lim lim — — — .
nS% fioz det [K,4-1A, + K Ka €A det [An+1An+1]

i=1,...,m
g‘,] #El,l
#

Podemos intercambiar los limites porque tenemos convergencia uniforme.

det [RoriA™ Anss + KoriBopa [€18,]  det [ ]

= lim lim — — — -
Goa "o det [ALA=2A, + ALK, €A, det [KrriAnia]
Ei, ;7€

i#l

Usando los Lemas 2.3 y 2.1 consideramos

lim det [—_An+1A‘1An+1 + KoK [ A

n—oo

= lim det [Aps1Knt1 [€/Ans1

1 1 1

[€1,02-1 €,1810-1 77 bm,E1,0-1
1 . 1 1

_ | é&nokia-1 R R A TR
1 1 . 1

£1,0mim—1  E11€miam—1 7 |&m.,.]?-1
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Este determinante es distinto de cero como fue probado en [38, Lema 5].

Teniendo esto en cucuta. y usando (2.7) tenemos

. (kn)2 .
loy [ —
7 \Yn .E-.-‘—'Z'E

I}
=
=
Wl
™~
&
)

im1 - i=1,....m
TRy =0,...,l;
Eij#&in J

i#l

}C m
lim =% = H |z,~|“'+1.
i=1

n—ro0 "Yn

Usando el mismo tipo de argumentos, y con la notacién anterior, vamos a deducir

. . son 4
el comportamiento asintdtico de —;’L((%

Determinaremos, en priwer lugar,

det [A™1 + K, [2] - K)o, (7)]

on(z)

i dot[A- + K, [2]] (229
Sea
L Ea(2d"
T[] =K, [£] - —;ﬂ—(z’)— Pn(€),

de manera que (2.24) es igual a

. det[AT + T,[¢])
d A AT TR

i=1,....m
§i,i#Ei
i

Si multiplicamos y dividimos por det[A,A,]

det [ A7 An + K. Ta[¢]As)
= lim lm —.

ne fon o det [K;IMxMAn + 7K, [Z]A"]

i=l,...,m
SiF8i

J#

Podemos intercambiar los limites porque tenemos convergencia uniforme

. . det [A_nTn [E]A"]
= lim lim — ,
5.-—»2'2 1—00 det [AnKn [Z]An]

=1l,...,m
£ #Ei
J#l
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1 1 . 1 1
1€1,014~1 Em iy €1,0-1 =€1,0-1

=L T
€1,081,1—1 Em,im €1,11 IR =£1,1~1
det —
; : " : : "
li €,08m 11 fEm, 1171 ot =1 m gl
lim n - - ,
Lima 11,051 €1,1€1,0—! Eniiyy Si0—l
=1,...,m 1 1 1
Ei,i#€i €1,061,1-1 161,111 £ i €111
J#l
i T
€1,06m,lm =2 £1,1&m 0, —1 €2y, =1

= li Gz — &) 1y (% — =) b+l
= Jm H 2&;; — 1J H (m) .

Junto con (2.1} y (2.22) deducimos que
- ¥al2) _ 1 ( zi(z — 2) >"'+i
lim ——< = = :
n—00 ,(2) ,I___11 |2i|(27 — 1)

lo que coincide con (2.2) para k = 0. Para cualquicr /- el resultado se sigue por

induccidn, teniendo en cuenta la siguiente igualdad

.zgy;i;e
¢ \g) ¢ q’

donde p y ¢ son funciones derivables. Podemos demosirar también que

Pal2)
o (2) =0

2l < 1.

De (2.20) se sigue que

b a(2) _ oa(2) Kl 2)"
o) e ([““KAKV] @)
Usando el Lema 2.4 obtenemos )
Fatal2) _ palz) det [IMXM-"rAKn[Z] — A4 "¢(( )Z) <pn(Z)]
T h(2)  @h(2) det [Tnrxnr + 25 [Z]]

Ahora bien,

L det A K2 - KLy, (7)]
ng{olo det [A"l +‘Kn [Z]]

i

A\
A}
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det [A" +K,[¢) - M%(é]

v (z)
= 1 li
lim Jin AT A K]
i=1,....m
&i ;78

jl

Usando el mismo tipo de argumentos que antes y teniendo en cuenta el Lema 2.2

] - T
det [A“l +K,[2] - TP ‘/’"(Z)], =1 Lzl <1
AT T EZ] - oFEE

De este modo queda probado el Teorema 2.1.

¢ Demostracién del Teorema 2.2

En este caso A es una M x M matriz diagonal por bloques semidefinida posi-

tiva. Denotemos

Ay O +ixig+1  =-- O 41 xtm+1
Otp+1x0+1 Ay vor Oppgaxinm+1
A= . ; .
Or, +1xts+1  Opntixtz+1  «-- An

donde A; es una (I; + 1) x (I; + 1) matriz semidefinida positiva. Denotemos por
n; el rango de esta matriz y N = S, n;. Existe una matriz M x M, invertible

y diagonal por bloques

o
Py O +1xta+1 -+ Ontixtim+1
On+1xiy+1 Py cor Opgixim+t
P = . ) )
O, c1xti+1 Opntixiodl  --- P,

donde P; es una matriz triangular superior, tal que 4; = PHASP, y Af es la
matriz canénica equivalente a A;, es decir una matriz diagonal, con n; elementos
iguales a 1y l; +1 —n; iguales a cero. Esta matriz siempre la podemos conseguir
haciendo operaciones elciuentales en la matriz inicial, las que hacemos por filas,
hacémos las conjugadas cle éstas por columnas y en este caso debido a que A;
es semidefinida positiva, podemos garantizar que no necesitamos permutar filas,
puesto que si nos aparece un pivote igual a cero todos los elementos debajo de

&l también seran iguales a cero. La matriz P es invertible ya que es el resultado



58 II. SOBOLEV DISCRETO EN LA CIRCUNFERENCIA UNIDAD

de hacer transformaciones elementales sucesivas a la matriz identidad. De este

modo tenemos que

AS Ontixtorr oo Oiigiwan+1
[+
Ot 411,41 A5 cor Uit
A= . ; )
Opptixty+1 Opaxiptr - AL

y A = PEA_ P. Teniendo en cuenta la estructura de la matriz P asf como las

propiedades de los determinantes, se cumple
= det[P¥] det [PH 4 A.PK, [Z]] = det [I),.): + A PK,[Z]PH]
= det [INxN + ACPKn[Z]PH] = dut [INxN + PKn[Z]PH]

donde A, es ahora una matriz N x M

A(i‘ 0n1 xlp+l - .- 0711 xly+1
~ 0n2 x11+1 Ag P O”.J - [“__‘_'1
c = . . .
Onpoxtitl Onpxiztr - AL,

A¢ es la matriz n; x (I;4+1) que resulta de A¢ cuando cli:ninamos las filas de ceros

y P es una matriz N x M diagonal por bloques

Pl 01’7.1 X‘('lg-l-l) ree Ol?x X +1)
P Onzxfll-f-l) 1?2 coe Opa (_/,,.+1)
Onpxti+1) Onpx(asn) --- P,

siendo P, la matriz de tamafio n; X ({;+1) que obtenemos de P; cuando eliminamos
la fila k-ésima si hemos eliminado de A{ la fila k-ésiina. Por ejemplo, si hemos

eliminado de A{ la segunda y cuarta fila entonces elimi:iamos de P; la segunda y

cuarta fila.
Denotemos
1,0 1,1 1,6
TR TR ¥
- a;’ a;” ... a"
i= .
a1.1.',0 a(l;,l aﬂi,li
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Para la fila j-ésima de P, , j =1, :-.\. .,n;, denotamos por p;; el indice tal que

1

agﬁﬂi.j 7£ 0 (I,'Z'k: = 0’ Di,j <k S li'

Usando esta notacién tencmos que .
K.[Z] := PK.[2]P"

es una matriz N x N que podemos describir por bloques. El elemento (k,1) de
esta matriz es de tamano ng X nl\igé,ra k,l=1,...,m,y lo podemos escribir de

la siguiente forma

i 14,8 8.3
Zv ay I\w(zj )(thk)at
=0,k e
J=0,....p1.s r=1,...,Ng
s=1,...,mq

Ahora introducimos una nueva matriz de tamafio N X N que denotamos por
K, [£], con la misma estructura por bloques que la anterior K, [Z]. Describimos

el bloque (k,!) de tamafio ny, x 1, para k,l =1,...,m, de la siguiente forma

Z ”k K,(IJ ')(61 s—1,£l~. r— 1)a’l ’

=0..,Pk. -
=00, . r=1,....,nx
. s=1,...,m
Siguiendo una notacién similar al caso anterior & = (&i0,&i1y- -1 &ini—1) PATA
i=1,...,m, notemos que cuando & = (... ,2;) para ¢ = 1,...,m, entonces
K.[¢] = K.[Z]. Denotamos por z; = (2i,...,2) el vector fila de dimension n;
parat=1,...,m.

También consideramos la siguiente matriz diagonal

L

1
F,= dla.g( i) P A T P o ‘)(e o e D) ) .
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Ahora podemos obtener el comportamiento asintético de %’l

. k. 2_ . det [Inrenr + AK, 41 [Z]]
i <—) _"ll'n°1° det [Tarxnr + AK,[Z]]

n—o0 ’Yn
det [Inxw + PRy [Z]PH] _ det [ Tvxn + Kass €]
= lim — — = lim lim —
"% det [T + PIAZIPH] 7 &5 - det Lo + Kol
€780
7l
5 I det [Fn+1Fn+1 + Fn+lKu+} [§]Fn+1] det [F;Fn]
= lm m — — J—— .
"I o det [F, F, + FK, €] 7] det [Fn+1Fn+1]
f-’,j;ﬁl’i,l
J#l

Podemos intercambiar los limites porque tenemos convergencia uniforme y la

anterior expresion queda de la siguiente forma
l' 1 det [Fn+1Fn+1 + Fn+1Kn+1 [f]Fn+1] det [F_nFn]
im lim — — -~
Eom "% e [FnFﬂ +FK, [g]F,,] det [F,MF,LH]
Ei,j;g{,l
J#l

Teniendo en cuenta el Corolario 2.3

lim det [FoF, + K, [¢]F,] = lim det [FR,[¢]F,]

n—o0

R RN 1,p1,1 2.P1,2 Lp11 77 Pm,m
eyt al Pl 2P, JER 2RIy
1 1 1 1 mn
5 — . —
1€1,01%2—-1 £€1161,0-1 Emonm—1£1,0—1
2,p1,2 1.P1,1 2.r1,2|2 227 P, m
& 4 oy ~| o

= €1,061,1—1 [§1.1]2—1 e Emampp—181,1~1

a:'Pm,m alvpl,l a:.?m,ma?vl’l,2 -
. 5
€1,0mnm—1—1  &11€mnm-1~1 [€mnm —11%~1

Este determinante es distinto de cero como ha sido probado en [38, Lema 5.

Teniendo en cuenta el anterior resultado y usando (2.7) tenemos

k 2
Jm, (J) = lim I kP,

YTn &

im1 'm i=1,...,m

=L g | ni—1

&, #&i o
J#l

k

3 (s

lim —
n—od ’yn =1



2. ENUNCIADO DE RESULTADOS DE ASINTOTICA RELATIVA 61

Usando el mismo tipo de argumentos vamos a calcular el comportamiento asintético
. de ¥{2)

wa(z)”
Para comenzar, vamos a calcular

det [ Taruns + A [X.[2] - LLay,(2)]]

. ¢on(z)
Jim, dot Tarrar + AK,[2]]
o et [Tvo + P [12] - SR 0, (2)] P
n—00 det [INxN+PKn[ ] ]
Consideramos
- Z)
T.12] = [Kn[Z] (? ) n(Z)] P

una matriz de tamafio N x N que puede ser descrita por bloques. El (k,1)
elemento de esta matriz s de tamaifio ny x n; para k,! = 1,...,m y lo podemos

escribir de la siguiente forma

ri P KT(lO,i_) Z, 2 e
Z ay; (Kff‘ Wz, 21) — LD k)<PS;])( )) a”
i=0,...,pk‘,. tpn(z)

j=07-",p1.1 r=1,..,n
s=1,...,my

Consideramos una matriz de tamafio N x N que denotamos por T,[¢], que tiene
la misma estructura por bloques que T,[Z]. Describimos el bloque (k,1) de

dimeénsién n; x n; para k,l = 1,...,m, de la siguiente forma

7 jré Kr(l()'i) 2y Sk, r— i 537
Z ay (Kg’l)(ft,s—ufk,r—l) - —"ﬁ—l)“/’g) (ft,s—l)) a”’

i=0,...,Pk,r (pﬂ (Z)

J=0,...,p1,s r=1,...,nx
s=1,...,n;
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Siguiendo una notacién similar a la del caso anterior

et [Twn + B [Ka[2) - 526274, (7)] P

nroo . det [INXN+PKH[Z]PH]
det [ Tvxn + Tal€]]

= lim lim .
e gosdet [Ty + KulZ]
Ei.j;éﬁ,i,r
J#
) , det [EINxNFn +—-F1—n~n[§]Fn]
= lim lim — — .
n—oo i_g,i—):'}m det [J?nINxNEI + FnKn[Z]Fn]
£-'.5'#“g-'.x
i#l

Si intercambiamos los limites, usando la convergencia uniforme, y simplificamos

las constantes que aparecen en el numerador y denominador, obtenemos

det [FInwn o + B, 7, [€]F ]

= lim lim S —
Goa m et [FnINxNFn + F, K, [Z]Ca]
5-’,:’"#51',1
J#l
— lim 1I gz —&iy) _ N (’_/(Z—Zz)>n'
E-:l—”:; i=1,....m Zg’v] -1 i=1 22 1)
i=1,...,m _
&ij#Ein 7=0,0mi—1
i

Junto con (2.3) y (2.22) deducimos de forma inmediata

lim ’(/)n(Z) _ ﬁ( Z_l(z: zi) >n,i ,

oo on(z) oy \zl(z7m - 1)
que coincide con (2.4) para k = 0. Para cualquicr % el resultado se sigue por
induccién como en el Teorema 2.1. Usando el misino tipo de argumentos obte-

nemos

Palz) _,
on(z) ™

0 y ]zl < 1.

OBSERVACION. La asintética relativa de 1, con respecto a ¢, implica que

los puntos z; parai = 1,...,m, dependiendo en qué caso estemos, atraen l;+1 0
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n; ceros de ¥, para n sificientemente grande. El resto de los ceros se acumulan

en el disco unidad.

3. Enunciado de Resultados de Asintética Fuerte'

Vamos a considerar d;.(8) = p(6)dd donde p(6) es una funcién positiva e inte-

grable en el intervalo [0. 27] que satisface la condicién de SzegS:

27
/ Inp(8)d8 > —co.
0

Denotamos por {pn},> con @n(z) = kn2" + términos de menor grado, k, > 0,
la sucesién de polinomios ortonormales con respecto a la funcién de peso p(6)
m 0 n#m

@n () pm(e?)p(6)dO = {1 T
n=m

0

Para facilitar la lectura, vamos a enunciar algunos resultados de asintotica
conocidos para esta sucesién de polinomios y de los cuales vamos a hacer uso.
Es bien conocido que podemos definir la siguiente funcién [75)(llamada funcién
de Szegd):
1 (¥ 14 ze ¥
D,(2) = ex -—/ 12 np(9)d
P() (p{47(‘ o ].—ZC_"G p()

;o

que verifica

a) D,(z) € Hs

b) D,(e?) = lim,,,- D,(re”) existe casi siempre y | D, (ei®)]? = p(6)

¢) Dy(z) #0, z <1,D,(0) >0
Tenemos la siguiente asintética fuerte para {¢,} (ver [75], Teoremas 12.1.2 y
12.1.4)

a) En la regién {z, |z| > 1}

zn

D,(1/7)

pn(2) = (1 +0o(1)] (3.1)

Donde o(1) se cumple uniformemente en subconjuntos compactos de esta

region.
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b) En el soporte

+0(1) (3.2)

donde o(1) debe ser entendido en el sentido de la convergencia de LZ.

¢) El coeficiente principal

kn = D,(0) + o(1).

Si combinamos estos resultados con los Teoremas 2.1 y 2.2, obtenemos como
consecuencia inmediata la asintética fuerte de los polinomios ortogonales Sobolev

fuera del soporte de la medida de ortogonalidad.

COROLARIO 3.1. Suponiendo que estamos en lus hipdtesis del Teorema 2.1
y la medida dp = p(0)df satisface la condicion de Szegd, se cumple

T Flz-z) \"T
¢n(z) - F]:[ (lzj|(ZE;_ 1)) Dp(l/T) [1 + 0(1)]

uniformemente para z € K C [{z 2] > 13\ {z}7 ]

j=I

COROLARIO 3.2. Suponiendo que estamos en lus hipdtesis del Teorema 2.2
y la medida dy = p(6)dl satisface la condicion de 5S:cgé, se cumple

[ Flz—z) \¥ 2" o
Pn(2) = H (|ZJ~|(Z§7— 1)) _—_Dp(l/??) 1+ (1)]

i=1

uniformemente para z € K C {z: |z| > 1} \ {#}7L,.

Ademads, obtenemos el siguiente resultado acerca del comportamiento asintético
fuerte en el soporte de la medida para la sucesién de polinomios ortogonales de
Sobolev

TEOREMA 3.1. Sea p(0) una funcidén positivu e integrable en el intervalo

[0,27] que verifica la condicién de Szegd

27
/ Inp(6)d > —oo.
0
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- Sea {Pn},50 cON Pn(2) = Ya2" + términos de menor grado, v, > 0, la suce-
sién de polinomios ortonormales con respecto a (1.1). Se cumple el siguiente

comportamiento asintdtico para {,}n>o0:

a) En el soporte de la medida

einﬂ
paeo]

donde ||.|| denota la norma en L*(p(0)d8, [—m, 7)) y

Bz) = ﬁ (—ZTZ’—L))

=AU

Ya(e”) — B(2)

donde m; = l; + 1 si A es una matriz hermitiana definida positiva y m; = n; st

A es una matriz hermitiana semidefinida positiva y diagonal por blogues.

b) En los puntos de masa {z;}T, (si A es una matriz hermitiana definida

positiva).
[ alz) [ hno.(%) \
§0 (1) m () 'hﬁ.’si<,,)
¢iar| i | =D I [1+0(1)
wn(Zm) =1 "’0(:;—,,—.
\ 9 () / \ ()07 (L) )
donde
o p(w) = 2w M+ ll))’;((%))) f[(w — 2;)li*t

y se define la matriz G de la siguiente forma

G‘_"[GlaGZa"'aGm]

donde G; es una matriz de dimensién M x (I; + 1) dada por
(l) Gi(T,S) =0
sil<r <SG+ +L+1-s
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(i)
Gi(r,s) := (

r—1

-1, —g (r—=1=(li+1-s
z.+1_s) (1= ) ()eHimegl T ()

Zi

y
o) =11 (Lem-2) "
=

El método de la demostracién del Teorema 3.1 estd basado en la investigacién
de los coeficientes de una modificacién polinémica de los polinomios ortogonales

de Sobolev en términos de los polinomios ortogonales

LEMA 3.1. Consideremos {1/3,1} o0’ la sucesidn de polinomios ortogonales
mdnicos con respecto al producto escalar (1.1). Sea {¢n},>o, la sucesion de
polinomios ortogonales mdnicos con respecto a . Se cumple

~ M M I3
Wa(2)Pn(2) = Grare(2) + Y anibnrm—(2) + Dbz TiGN(z)  (3.3)
j=1 i=1
= 1
donde wp(2) = H(z — =)* y el grado de wyr es igual a M .

; Z;
F=1 7
Ademds, existen los limites

1imn—->oo Qn,j para 1 S .7 S M:
lim, 40 bp; =0 paral <3< M.

3.1. Demostraciéon de Resultados Principales.

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.1. La demostracién viene dada en tres pasos.
L{zMpn(2),. .., ¢n(2), 2™ 719} (2),. .., $1(2)}, Para n > M, es un conjunto line-

almente independiente. En efecto, consideremos la siguiente identidad

M M
Zan,sz_%n(z) + Z bn ;2™ 4% (2) =0,

j=0 Jj=1

0, de forma equivalente,

()= () i
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Teniendo en cuenta que {¢,} y {¢%} no poseen raices comunes se sigue el resul-

tado. También se cumple

/ (Zan, ’<M—J>"¢ i +Zb et M= g (e‘o)) e*p(0)dd =0  (3.4)
0

i=1
para M < k < n.
2. Imponemos que

Y 0 G ibnini—s(2) + Ty bn ;2" 9 (2)

wyr(2)

qn(z) = (3'5)

sea un polinomio. Para hacer esto tenemos M ecuaciones lineales homogéneas

en las variables {a,;}, 7=0,..., My {bs;}, i =1,...,. M.

También imponemos que
0 = (2, qn(2)) k=0,...,M-1. (3.6)

Podemos garantizar una solucién no trivial para (3.5) y (3.6) porque tenemos 2M
ecuaciones lineales homogéneas y 2M + 1 variables. Esta solucién, usando que
{2M$n(2), .., Pnu(2), $5(2);- .., 2M 1% (2)} es linealmente independiente, nos da

un polinomio no nulo g,. Usando (3.4), también se cumple

m 27 m
(a2 [ =57 = [ anle®)e T (e — 2)s+p(0)d0
j=1 0 j=1
= [T gule #) [L(1 - €2+ e®+Map(g)db = 0
j=1

para M < k+ M < n. Esto implica que g, es, salvo un factor constante, 1,5,‘ y
~asi a,p # 0. Tomando la normalizacion a;,o =1 y usando (2.5) se cumple (3.3).
3. Para probar la existencia de limite para las sucesiones ay,;, bn; para j =
1,...,M, seguimos la técnica usada en [39].‘ En primer lugar, probemos que la
sucesién {an j,bn;} para j = 1,..., M, estd acotada uniformemente. Suponga-
mos que esto no es cierto y consideremos

aE;,o = M .

1+ Zj:l (lan;| + [bnl)
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Yy
Qn(Z) = J—M—Md’:(ﬂﬁ;z
—  Paim(2) Pnim—j(2) -5 92(2)
it ¢")(z)z +23 1 On,;j ;M(z) +Z ng J¢,.(z)'
Sea

@,

(z) = ai,an(z)
n M M= M =i falz)
= ai,O%g)ﬂ + 2j=1 J;M(ZJ)AEl + Zj:l bghsz ’ én(2)
M.

donde af”- = a,”,oan,j y bflj = af,obnj paraj=1,...,
Esta nueva sucesién {a’ b J} para j = 1,.

Sea A un subconjunto infinito de N tal que para j =1,..., M,
8 ¢

lim a,. = a;
n—00,nEA e 77

lim b = bg- ,
n—o0,n€A

lim a" = 0.
n—o0,n€A n.0

Tomando el limite en (3.7), para |z| > 1 cuando n — co,n € A,

0= ZaﬂM’ ) 2] > 1.

Jj=1

\

Consideremos, a continuacion,
Wpm (z)"/)n (Z)

Hulz) == )

Hi(z) = aloHa(2)

— niM(Zz_l_ ZJ 1 \ni —l(z +Z_1 bﬂ’] M—J.

an o 25
Tomando el limite en (3.8) cuando n — oco,n € A, para |2] < 1

M
0=Zbg~2M_] ‘ ,|Z|<1.

Si tenemos en cuenta que

Iano|+Z( ,,l+|b 1)=1,

(3.7)

., M esta uniformemente acotada.
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entonces estd claro que
M
S (ladl + 16}1) = 1,

i=1

lo que nos da una contradiccién.

Concretamente, esto implica que {a, ;}, {bn;}, para j = 1,..., M, estdn uni-

formemente acotadas. Para probar la existencia de estos limites sélo necesitamos

probar la unicidad de los puntos de acumulacién para cada j =1,...,M.
Sea A un subconjunto de N tal que para j = 1,..., M, existen los limites
n—-»lolor.rflzeAan’j = @
lim bn‘j = bj.
n—oo,n€EA

Tomando lim Q,(z) para|z| >1y lim H,(2) para |z| <1 se obtiene
n—oo,nEA n—oo,n€A

- 1 i+1—mj m; - -
[[- o ma—a)™ = 2+ 3 a2 (3.9)
j=1 ] n=1
M .
0 = Y bzM7 (3.10)
n=1

donde m; = I; + 1 si A es una matriz hermitiana definida positiva y m; = n; si
A es una matriz hermitiana semidefinida positiva y diagonal por bloques. Estas

dos ecuaciones determinan univocamente {a;,b;} para j =1,..., M. |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1. En primer lugar vamos a deducir la a-
sintética fuerte en el intervalo [0,2n]. Volvemos a la ecuacién (3.3) y haciendo
z = e tenemos '

. M M
wr(€?)n () =4¢n+M(ew) + 3t ibnin—i(€7) + D ba s MD0Gr (7).

i=1 i=1

Ahora, si usamos la asintética fuerte de ¢, en el intervalo [0, 27r] donde o(1) es en

el sentido de la norma asociada a Ly p(s)ap, asi como la existencia de los limites
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lima,; = a;, y limb, ; = 0,(Lema 3.1), entonces se cumple

m m inf
z,+1 gy _ | jiMe (M =j)8 €
LI = S0 (e = (e 2% ) (DP(O)Dp(ew)) +ot:

Ahora si usamos (3.9) se cumple .

C m ei&_zj mj eind
vnle =11 ( - i) B0, T W

i=1 b

Como Wltimo paso, vamos a deducir el comportamiento asintético para ¢{¥) (2;),0 <
k <1;,1 < j < m, cuando la matriz A que aparece en (1.1) es hermitiana definida
positiva.
Consideremos
wM(z)llz'n(z) =¢n+M +Zan]¢n+M_J Z) +an32{ _J¢ ( )

J_
donde estamos usando la notacién introducida en el Lema 3.1. Si denotamos por

m 1 1i+1

s =1 (F-2)

i=1 zj

J#i
de la propiedad de ortogonalidad para el producto escalar de Sobolev, para n >

M — 1, obtenemos

N 1 ) L
0 = (dn(2), 0:(2) (;<zi - z)) >
0
2 i\, 7 (i ) (1)
- /0 w_ﬂ_(e%)__‘/’f;L)—*eiaw-l)p(e)dmzpn(z)A e |,
5

0= nleo(2) (Hm =) )

G=DUFH T (=)

2 Wyt 10 w ) R
— n SiB(M—2).
/ e1 T e — L) © P(9)dd +4n(2)4 (1) -0uE2igi=) |

i
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0 = ($n(2), 9i(2)) ,'

\: _.__(0\

i(2i)
21r 10 d)n e R g
"/ (e _)__ l(+1)elg(M_l"_1)p(0)d9+¢'n(Z)A (“)f( |
9 Pz
0

\ )

Teniendo en cuenta la matriz G quti\aparece en el enunciado del teorema, podemos

expresar las ecuaciones anteriores ‘en forma matricial

X ( 2" w—M(f.—a%—le"’(M Dp(6)ds
1/)11(21) \ .
7 war (e )P (e _'——
$0(z1) I A (O

Im

Wn(7m) J3F el M) BT p(6)df

\ 94 (2m) / W %Tlmp 0)do )

Para obtener una férmula asintética nos quedaria estudiar el comportamiento
asintético del segundo miembro de (3.11).

Consideremos

2 (o0 Lo Nzl
———¢"+f‘: -ile )e“’“‘"”p(B)d0= — ¢n+M_,-(e“’)[ ¢ .]p(@)dO. (3.12)
0 e —w w Jo

Usando

/ " uratos ) [eim (noils) —d-s(C) ]p(e)de =0,

tenemos que (3.12) es
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Del comportamiento asintético de ¢, (3.1), (3.2), para |w| < 1, se sigue

= w"_j_l%%/ " %;@'[1 +o(1)],

para |w| < 1y, por tanto,

7 Pninr—i(€”) g ; Dp(w)
n X (M—l) = n-7 P 1 1 .
; p— p(0)df = 27w D, (0) 1+ 0(1)]
En general, este tipo de argumentos conduce, para |w| < 1,
27 A0y
~———————-¢"+i1:1_’ (e )e"’(M ¥p(0)dd = 2mw™ITE- 1D [1 +0(1)].
0 e —w
Usando este resultado y (3.9), tenemos que
T wmle ) wu (€”)¥n(€”) =y
I B S ey 0)ds
. M M
2 Pnirr(€¥) + Z a"’j¢"+M‘j(ew)
j=1 ~G0=T)
-/ s FOTTp(6)d9
M o IS .
, z (bn’jez(M—])G) ¢;(ezﬂ)
+/0 j=1 " P (M-1)p()do
= ,
2 N BT Zaj - Iw:é [1+o(1)]
DP( i=1 H

= hng( )1 +o(1)

donde

n-mDp(w) 1 .
hn’o(’w) = 2w M DI; H(w - Zj)l’+l .

i=

fan

Vamos a calcular ahora

i 1
o (610 — =

27 AW (L) PRE—
_d [ w_Mweiﬁ'(M—?)p(g)dej] I

dw e —w
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'Si denotamos por

m
n— M+1 p(w) H ¢+1

hpi(w) = 27w "0)

.1=1
entonces

" wa ()80 (€”) 7760 = o (w)[L + (1)

0 ew —w

Si f. = ga[l + 0(1)], donde f,,g, son funciones analiticas y g» estd acotada

uniformemente, entonces f. = g},[1 + o(1)], asf

/Ozn w,\,z;e;o)d)ng )e,a(M Dp(0)d = h;,,l(%)[l + o(1)].

En general,

/’" ()0 ) T )8 = AL+ 0()]

(e — %)k+1 ol
donde
By p(w) = 27w™” M‘H“ H "“ .
_7=1
Teniendo esto en cuenta, obtenemos
B NEN \ [ o))
P8 () (ll)'hﬁf‘&(%)
GraT| i | =- : [+ o(1)]
"Z’n(zm) h"sﬁ(z—l—“')
\ 9 (zm) )\ (m) 'hﬁf'rl L) /
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1. Sobolev Discreto en Arcos y Curvas de Jordan

Consideremos el problema de estudiar el comportamiento asintético de la suce-
sién de polinomios P,(z) = 2™ + términos de menor grado, que son ortogonales

en E, conjunto infinito de puntos del plano complejo, con respecto a la medida

p(£)]dé]
/E Po(6)E p(e)lde] k=0,1,...,n—1,

donde p(£) es una funcién peso. Este problema ha sido estudiado en los trabajos
de P. Korovkin [35], P. K. Suetin [74] en el caso que E sea una curva de Jordan
rectificable. El caso mas general, cuando E es el conjunto de los puntos del plano
complejo formado por la unién finita de arcos y curvas rectificables de Jordan,
ha sido estudiado por H. Widom [76]. Posteriormente A. I. Aptekarev (6], ha
dado una expresién mis explicita para las férmulas de comportamiento asintético
obtenidas en [76].

A continuacién vamos a exponer los resultados relativos a su comportamiento
asintético y para ello vamos a seguir las ideas desarrolladas en [76], donde la

propiedad extremal de los polinomios P,.

[IPu@F el = min [ T (O Ol (L1)

se traslada a una nueva familias de funciones en el espacio funcional H 2(Q, p),
cuya definicién damos mds adelante.
Para simplificar la notacién y dejar las ideas més claramente expuestas vamos
a restringirnos al caso que E sea un arco o una curva de Jordan rectificable.
Comenzaremos, pues, por definir el espacio funcional H 2(£2, p). Supongamos
que E sea un arco o una curva de Jordan rectificable en el plano complejo y
la regién exterior a E. Denotemos por G la region exterior a la circunferencia

unidad, esto es, G = {z € C:|z| > 1}. Por el teorema de Riemann podemos
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garantizar la existencia de una aplicacién conforme @ : Q — G tal que

im (z) L >
900z C(E)

donde C(E) se denomina la capacidad de E. Estas dos condiciones determinan
univocamente la funcién ®. Denotemos por ¥ : G — Q la aplicacién inversa de
®. Si E es una curva rectificable podemos extender por liimites no tangenciales
® a E y en este caso se cumple que [®(¢)| = 1 para £ € E. De hecho ®|z es una
biyeccién entre E y la circunferencia unidad. Cuando FE sea un arco rectificable
denotaremos por &, (£) y ®_(¢) las prolongaciones por limites no tangenciales,
a ambos lados de este arco.

- Denotemos por H?(G) el espacio de Hardy de funciones holomorfas en G, y
tales que

sup / 1£(2)Pldz] < oo,
D,

1I<r<oo

donde D, = {z € C: |z| = r}. Este espacio ha sido ampliamente estudiado [34].

Si la medida p|d¢| verifica la condicién de Szegd

/E log p(¢)|®'(€) |d¢| > —co (1.2)

podemos construir la llamada funcién de Szegé D, con las siguientes propiedades:

(1) D, es holomorfa en 2, D,(z) #0en Qy D,(cc) > 0.

- (2) Existen, en casi todo punto, los valores frontera y se cumple

1D, 1 (O)7*194(8)] = p(€)

(En el caso que E sea una curva D,_ no tiene sentido y sélo nos referiremos a

D,,).

DEFINICION 1.1. Una funcién f se dice que pertenéce al espacio de Hardy
H?*(Q,p) si f es holomorfa en Q y fo¥/D,0¥ pertenece a H2(G)
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Toda funcién f € H%(S?, p) admite una prolongacién porlimites no tangenciales
en E, que pertenece a L,(p). Cuando E es un arco denotamos por f; y f_ los

valores a cada uno de los lados. Definimos la norma en el espacio H?*(f2, p) por

Whean={ [, FEPoeEl)

cuando E es una curva y cuando es un arco por

e = | f ir@RAOIE)

donde tomamos la integral a ambos lados de E. Esta distincién en la definicién de
la norma en el espacio H?(f, p) la tendremos siempre en cuenta aunque usemos
la misma notacién | f||g2(q,,) en ambos casos. Vamos a enunciar el siguiente
Lema, cuando E es una curva, que aparece en [31, Lema 2.2] y nos serd 1til en

la. demostracién posterior de resultados

LEMA 1.1. Sea {f.} una sucesién de funciones que pertenecen al espacio

H?*(Q,p) y tal que verifica las siguientes condiciones

() 35f(2),.  z€Q
”fn”Hz(Q,p) < C, neN

donde C es una constante positiva. Con estas hipdtesis se cumple que

f € HYQ,p)

1 f | 22,0y < Um| follz2(0.0)- (1.3)

La propiedad extremal de la sucesién P, anteriormente enunciada (1.1) puede

ser reformulada de la siguiente manera. Denotamos por

Mg = /E P (&) () de]

Y on = ﬁ%‘)‘@—]ﬂ entonces se cumple que

et = [ e @@l = min [ 156 01del

"_CE<D
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Estas funciones ,, pertenecen a un subespacio H*(, p), si en este espacio con-

sideramos el problema extremal

* 112 . ~112
= = min . 14
H ll ||H2(n,p) ser(.0) ”‘P“H?(Q,p) (1.4)
$(o0)=1

Esta funcién extremal ¢* es exactamente ——f— ueremos destacar que si
RIS

K(z,00) := 2%‘@, entonces para toda ¢ € H?((, p) se cumple

$(c0) : / $(6)KTE, 00)p(¢)|de]

donde [ es tomada a ambos lados en el caso que E sea un arco. En [76] se prueba

el siguiente resultado

TEOREMA 1.1. Supongamos que E € C** es una curva o arco de Jordan
rectificable y que la funcidn peso p(€) wverifica la condicién de Szegé (1.2). Se

cumple
Jm 5‘(@2)‘; =p, (1.5)
Pn(z) = [C(E)‘I)(Z)]"W*(z) [1 -+ en(z)] z € Q, (1.6)
/ |C(B)™Pa(€) — Hal€)]" p(€)IdE] = 0, (1.7)
donde
H,(¢) = {(I)"(g)('p*({) , € € E es una curva
i @1(5)‘Pi(f) + @ (§)pr(&) , £ € E esun arco

y €, = 0 uniformemente en los subconjuntos compactos de 2.

A

N

A la vista de los resultados de asintética relativa que se han enunciado en los
dos capitulos anteriores y de los resultados obtenidos por Widom, era natural
intentar encuadrar esos resultados dentro de una perspectiva mds general. Asi

comenzamos definiendo el siguiente producto escalar

9= [ 1 (€)lel +1(2)49(2)" (18)

+

A
AN
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donde F es un arco o curva de Jordan rectificable en el plano complejo,

F(Z) = (F(z0)s - S92 s f2m), - FO) (2m))

A es una matriz M x M hermitiana definida o semidefinida positiva, M = l;+-- -+
lm+m, |d€| denota la longitud de arcoy z; € @, i =1,2,...,m, donde Q es la re-
giéﬁ exterior a E. Debido al caricter positivo o semidefinido positivo de la matriz
siempre existe una sucesién de polinomios @, (z) = 2" +términos de menor grado,

tal que
(Qn,2") =0 k=0,1,...,n—1.

Vamos, pues, a intentar estudiar el comportamiento asintético de esta sucesién de
polinomios. Comencemos por destacar que, de forma andloga al caso estindar,

podemos considerar @, como solucién al problema extremal

it = /E 1Qu(€)P0(E)|dE] + Qu(2)AQ(2)"

= min [ TOFpE)ld] + T 2)ATL(2)" (1)

Ta=z"+..

V. A. Kaliaguine [31, 32], siguiendo esta interpretacién, analiza dicho prob-
lema cuando l; = 0 para ¢ = 1,...,m, y A es una matriz diagonal, es decir
estudia el problema de la asintética cuando tenemos una ortogonalidad estandar
respecto de una medida con parte absolutamente continua p y una parte discreta.
Para llevar a cabo este estudio utiliza una modificacién polinémica de la medi-
da p para recaer en una medida absolutamente continua sin parte discreta. En
nuestro caso, esta técnica no resulta natural de aplicar, puesto que las derivadas
por un lado y la estructura no diagonal de la matriz A dificultan enormemente
el andlisis de la situacién. Esto nos ha llevado a intentar transponer el método
desarrollado en el capitulo II y para ello hemos tenido que deducir el compor-
tamiento para los polinomios niicleo, de los que en esta situacién general no se
conoce una férmula tipo Christoffel-Darboux. Si denotamos por {Pn}nzo con

pn(2) = knz" + términos de menor grado, k, > 0, la sucesién ortonormal de
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polinomkios con respecto a p(£)|d¢|.

0 n#m
1 n=m

Lm@ﬁmﬁ@ma={

entonces definimos los polinomios nicleos asociados a p(€)|d¢|

K. (z,w): Zpk 2)pi(w)

Si denotamos por

(z .7) (z,w) z p(’) ),

hemos probado el siguiente resultado

TEOREMA 1.2. Supongamos que E € C** es una curva o arco de Jordan
rectificable y que p verifica la condicion de Szegé (1.2), usando la anterior no-
tacion se cumple que

K9 (z,w) _, 1
pg)(z)pgj)(u)) O(2)@(w) - 1

DEMOSTRACION. Comencemos probando (1.10) para i, = 0. Se cumple,

usando (1.5) y (1.6),

,Z,weN i,7=0,1,....  (1.10)

n(2) = [®(2)]" () 1+e,(2)] ,2€Q 1.11
Pl = B e patga T F € 1

donde €,(z) — 0 uniformemente en subconjuntos compactos de 2. A continua-

cién, considérese la siguiente identidad
Kn(z,w) _ Kn(z,w) im0 2(2)F D (w)* 2(2)"@(w)"
Pa(@)pa(w)  TiZ 8(2)*@w)F  2(2)"@(w)*  pal2)palw) |
De (1.11) se sigue que

O(2)"d(w)" - o (2)o" (@) -1
pn(z)Pn( fE|<p )|20(€ )d{:l , zZ,w €.
Ademais
E:;é '1)(A’1)k(1>(11))’c 1
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Por otro lado, \

K, (z,w) = i Pk(z)m

~

= e I YT e )

donde denotamos

ve(2,0) = €x(2) + (W) + ex(2)ex(w).

Por tanto, 3
K, (z,w) :\
oo B(2)*®(w)* '

_ @ m)
Je e (§)Pp(£)dE
A continuacién, probemos que
imo 2(2)*@(w)Fys(z,w) _,
Sile d(2)e(w)t T
Teniendo en cuenta que

S () B ylz,w) | ok B(2) D) rus(z,w)  B(2)"B(w)"

i 2(2)* @ (w)*yi(z, w)
koo 2(2)* (w)

1+

0, zwefl (1.12)

"o B(2)*@(w)* & (2)"®(w)" ma ®(2)k®(w)E
Para probar (1.12) sélo es necesario probar que

n—1 kRl Nk,
s 2T g o
@(z)" 2 (w)"

Dados K, K, conjuntos compactos en la regién £ y € > 0, existe un ng tal que

paraz € Kj,weE K, yn2>ng
lyn(z,w)| < e

Paraz€ K, yw € K,
Crce (2)* @ (w)*yi(z, w)
- 2(2)"(w)”

_ T () e (w)tye(z,w) Sizn, 8(2)*@(w)Fyi (2, w)
o(z)"@(w)" 3(2)"®(w)" '
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Tomando valores absolutos

im0 2(2)* @(w)Fyi (2, w)

o(2)n®(w)”

. [T e e w)| | sl 106) @)z, )

= RErE@F eErRWr
o Mm) | TS, [2E)FRM)F
— e e W) @) @)

donde M (n,) es una constante positiva que depende de n,. Si tomamos limite

superior en ambos miembros de la desigualdad tenemos que

im0 2(2)*®(w)ky(z, w)

o(2)"@(w)"

. 1
= 12(2)@(w)] - 17

lim,,_, o

Por tltimo podemos tomar € arbitrariamente pequefio y obtenemos el resultado.

Para i = 1, § = 0 usamos la siguiente identidad que se cumple para f, g, funciones

derivables.
! !

qa(p VA

7 (0)-%-% (149)
Si tenemos en cuenta que

Pa(2)

P,(2) =0 zed
se cumple

KiO(z,w) _, 1

PL(2)pa(w) T ®(2)8(w) — 1

De la misma manera obtenemos (1.10) para valores arbitrariosi,j € {0,1,2,...}. B

También hemos necesitado probar el siguiente resultado auxiliar, que enunciamos
con condiciones menos restrictivas que aquellas que la sucesién {p,}.>o cumple,

en el caso que la funcién peso p(£), verifique la condicién de Szegd (1.2).
LEMA 1.2. Sea {pa},, una sucesidn de polinomios de grado n, tales que

pn+1(z)——> 2 z .
Ty —d(z) ,z€Q, (1.14)
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donde ® y Q han sido definidos anteriormente, y SUpONemos que para cada com-
pacto K C Q, los ceros del polinomio pn, para n lo suficientemente grande, no

estdn en K. Se cumple que

plt(2) _, @'(2) |
B S z €. (1.15)

DEMOSTRACION. Comenzamos probando el caso k = 0. Tenemos que ”—;—ﬂ} 50
n n-

es una sucesién de funciones holomorfas en 2. Se cumple que

(I’_;ﬁiT‘z))’:@'(z) , 2z € Q.

Por tanto,

Pri(?) [Pani(2)  PL(®)] -
Pn(2) [pn+1(Z) pn(z)] S%'(2) , 2 €L

De este modo obtenemos

Ppi(2) _ Ph(2)

= , 2 €L
prti(z)  Pal2) ™ 2(2)
Esto implica que
Ppr1(2)  oPu(z) o ®'(2)
R -R R , 2 €Q, : 1.16
P o) B() (110

(\\ypln+l(z) _ c\\ypil(z) :(\\j‘@'(z) , z € Q’
pn+1(z) pn(z) (I)(Z)
donde Rz y Sz denotan la parte real e imaginaria de 2, respectivamente. Usando

(1.16) obtenemos

P'n+1(z)

expRT@ ®'(z)
— P T expR——+ , Z€E€Q
exp Rl P ®(2)

pn(2) )

Si aplicamos [72, Teorema 3.37] se cumple que

! /n i
pn(f:’))l - 9'(2)
(exp %pn(z) “expR 32) , 2 €8
lo que es equivalente a

Pi(5) o ®(2)
B 8 (2)

, 2 € L
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© Para la parte imaginaria procedemos de la misma forma y obtenemos el resultado

para k = 0. Para un k arbitrario usamos (1.13). |

Una vez que hemos probado estos resultados y siguiendo una linea de demostracién
totalmente aniloga a la del Teorema 2.1 del capitulo 11, si denotamos por {gn},5,
con gn(z) = Yp2" + términos de menor grado, v, > 0, la sucesién de polinomios

ortonormales con respecto a (1.8), obtenemos

TEOREMA 1.3. Consideremos un producto escalar del tipo (1.8) tal que E €
C?* es un arco o una curva de Jordan rectificable, p es una funcidon integrable no
negativa en E que verifica la condicién de Szegd (1.2) y A es una matriz M x M

definida positiva. Se cumple que

lim %2 = [T12@)1+, (1.17)

n—oo "’ln

(®) (2

)T o) - 2(=) \"" Ok
pS,"’ _ﬁH1 I@zz)l e - 1) z2€Qk=0,1,..., (1.18)

De este teorema se sigue de forma inmediata, usando (1.6), (1:17) y (1.18), el

siguiente resultado
COROLARIO 1.1.

Qn(2) = [C(E)2(2)]" ¥"(2) [1 + €n(2)] (1.19)

donde €, — 0 uniformemente en subconjuntos compactos de la region Q y

¥*(2) 1= B(2)¢" (2), (1.20)
P (3@ - 0(z)
B(Z)‘E( 2(2)8(7) — 1 ) (21

es un producto de Blaschke y ¢* viene definida en (1.4).
Dentro del marco de un problema extremal podemos deducir (1.4), (1.6) y (1.7)
para los polinomios ortogonales mdnicos en el caso estindar. El resultado enun-

ciado en el Corolario 1.1 también se puede obtener siguiendo una interpretaciéon
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de este tipo. Si usamos (1.4) y (1.20), podemos considerar %* como solucién del

siguiente problema extremal

i o= 19 V0. = min [0l (122
“donde H = {9 € HX(Q,p): $(00) = 1,9 (2;) =0,0< 1<, 1<j<m}y
H '2(1, +1)P‘ (123)
Recordamos que 4 := [|¢©* ||}z,

La demostracién de este hecho se efectia de forma similar a como fue llevada
a cabo en [31, Lema 4.2].
Siguiendo esta interpretacién obtenemos de forma inmediata, usando (1.17) y

(1.20),

my
lim

n—0o C(E) . (1'24)

El siguiente teorema completa estos resultados.

TEOREMA 1.4.. Consideremos un producto escalar del tipo (1.8) tal que E €
C?* es un arco o una curva de Jordan rectificable, p es una funcion integrable
no negativa en E que verifica la condicion de Szegd (1.2) y A una matriz M x M

definida positiva. Se cumple

lim [ [0(E)Quo) - Ba(0)] ple)ldt] =0

n—e0

donde * es la funcién que aparece en (1.20) y

() = {@"(5)1/)*(5) , £ € E es una curva
"RTT @) (€) + @2y () £ € E esunarco

DEMOSTRACION. Sea

QO

Yo =SB

De (1.19) se sigue que

n--ro0

lim v9(z)=0,i=1...,m,j=0,...,1L. (1.25)
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Para demostrar el teorema vamos a comenzar suponiendo que F es una curva de

Jordan. Se tiene

~

My
C(E) 2n

2
[[4all, <

donde

= [ 1@ Fp()lde] + @u(2)AQ(2)".
Adems3s usando (1.24) se deduce
Tim ||} <

Esto implica que la sucesién de funciones {1 (¥, + ¢~)} de H*(£2, p) estd acotada

uniformemente en L*(p). Usando (1.19) obtenemos que
LW+
Ahora, si aplicamos el Lema 1.1 a esta sucesién podemos afirmar que
A < limllgn + 97 ()
Usando la identidad del paralelogramo llegamos a
Tim ||, — 9" ()5 < 2hm [|all; + 20197 |17 — 432 < 0

y de aqui se sigue el enunciado del teorema.

Vamos a analizar ahora el caso que E sea un arco. Consideramos

[ 16(B)Que) - Ba(©)Pol6)lde]
= / ICE) " Qu(@)Pol©)1dg] + [ 1P p(E)lde]
E ' E
- 2% [ O(B) QO H.(©)o(e)lde]

y vamos a estimar cada uno de estos sumandos

[ 10" QuOPaEIE = g = o+ o)

M
C(E)2n
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JRLAGITGS |
= 19" B + 2R [ FEEUTER (U Op(O)lde] (1.26)

El segundo término tiende a 0 cuando n — 0o, basdndonos en [76, Lema 12.1,pg

218]. De este modo

[ (@ PoE)dE] = i+ (1),

Ahora vamos a usar las relaciones ¢*(z) = B(2)p*(z), ¥*(z) = nK(z, 00), siendo
K el niicleo reproductor, g = [I72; |®(z;)[?“*Vp y ®4(§) = 7. para € € B,
en las siguientes transformaciones

2R / C(E)~"Qu(€) H..(€)p(€)|dE|

- __"_Q_——’
=2 o B O]

= 2R f o€ UBEOKIE, 00)p(€) ¢

= 2 § LotiB(6) PRTE nlat
Y S S
= 2% § SrSKTE oolpl)ldel

Si tenemos en cuenta que, usando (1.25), podemos escribir
!

Unlz) _ gy A
ORI

i=1 k=0 (z — z)F

+ 7n(2)

donde lim, e A% = 0, 7,(00) =1, 7, € H*(,p), y utilizando la propiedad

reproductora del nicleo tenemos que

2 [ C(E)"QuOB€)p(€)1d€] =20+ o(1)
de donde se concluye el enunciado del teorema. ’ |

Este tipo de resultado también se puede obtener cuando la matriz A que aparece
en la definicién del producto escalar no es definida positiva. A diferencia de los
resultados obtenidos en el capitulo II, vamos a poder dar respuesta al comporta-

miento asintético cuando la matriz es semidefinida positiva, sin tener que imponer
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que ademds sea diagonal por bloques. Esto es natural ya que la clase de medidas
que estamos considerando nos da informacién del comportamiento de los poli-
nomios en cada uno de los puntos z;. Sin embargo vamos a imponer ademds,
la restriccidn |®(z;)] > |®(z)| > ... > |®(zm)], que en el caso que la matriz
A sea diagonal por bloques semidefinida positiva, puede suprimirse y solamente
impondremos que z; € 2, i =1,2,...,m.

Incluimos la demostracién del siguiente teorema pero no de los siguientes

porque son analogos a los ya enunciados

TEOREMA 1.5. Consideremos un producto escalar del tipo (1.8) tal que E €
C** es un arco o una curve de Jordan rectificable, p es una funcién integrable
no negativa en E que verifica la condicién de Szegé (1.2) y A una matriz M x M
semidefinida positiva. Sabemos que existe una matriz P de tamanio M x M,

invertible, que describimos por bloques

Pl,l Pl,2 e Pl,m
0[2-{-1 xl1+1 P2,2 e P2,m

P = ) . )
Olm+l xi1+1 0[m+1)<12+1 R Pm,m

P, ; triangular superior, tal que verifica A= P¥A P donde

A‘l: 0[1+1X12+1 DR 011+1X1m+1
0141 x141 Aj vor Opgrxim+r
Ac = . . .
Oitixti41 Oppixipsr --- AS,

es la matriz candnica equivalente a A, es decir, una matriz diagonal, donde
A{ tiene n; elementos iguales a 1 y I; + 1 — n; iguales a cero. Denotemos por

N =", n;. Suponemos que |®(z;)| > |®(22)| > ... > [®(2)] > 1. Se cumple

que
lim 52 = 1T |0z (1.27)
n—s00 7y, ey : ’ )

B (2) 2 Bz)(®() - 8(z) \ .
- H (|<I>(zi)|(<b(z)m_ 1)) | ,2€Qk=0,1,..., (1.28)
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DEMOSTRACION. Deducimos las siguientes igualdades de forma totalmente

analoga a como fue realizado en el capitulo II

kn ga(z) _ 4ot [Tt + AKA (2] - PLACNE)

pn(2)
— 1.29
nPal®) 36t Trrx + AR 2] (1.29)
(ﬁgy _ det [Tyxu + AKA[Z] + Apa(2)Tpn(Z)]
Tn det [IMXM + AKﬂ. [Z]]
donde K, [Z] denota la matriz M x M definida positiva
Kn(z1,21) .. I\',(,ll‘o)(zl,zl) ... Kau(zmz1) .. Ks."“‘o)(zm,zl)
K,(lo‘l)(zl,zl) I\’,(.ll'l)(zl,zl) K,(‘O'l)(zm,zl) K,(.""'l)(zm,zl)

KO (z121) o K8 (220) o KO (zm,z) oo KE™ (2m,21)

Kn(z1,2m) .- I\"fl“'o)(zl,z..,.) . Ka(zm,zm) - Kf"""o)(zm,zm)

KLY (z1,2m) .. K,(l["l)(zl,zm) e KOV (200 ,2m) .. K{m Yz 2m)

kx&“-'mf(zl,zm) TR ) s KO (i) e KU (2 20) /
De las expresiones (1.29) y (1.30) vamos a deducir el comportamiento asintético
k MZE
de Zn y ‘2 para z € Q.
Siguiendo la notacién del enunciado del teorema y teniendo en cuenta la estruc-
tura de la matriz P y Inrx s, como también las propiedades de los determinantes

se cumple
det [IMxM + AK, [Z]]
= det[P¥]det [P" " + A.PK, [2]] = det [Inxm + APKA[Z)P7]
= det [Iyxn + APK,[Z)P] = det [T + PR, [Z) P

donde A, es ahora una matriz N x M

Af Onixtztr  -o Opyxtmtt

OI13X11+1 A; L Onlem-(—l

Onmxti+l Onpxiger «-- Ag,
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A¢ es la matriz n; x (I;+1) que resulta de A cuando eliminamos las filas de ceros

y P := A P, matriz de tamafio N x M, dada por

Pl,l P‘];,z ‘e P];,m
~ 0n2><(lx+l) P2,2 e P2,1TL
P= . ) .
Onmx(11+1) Onmx(lg+1) o Rn,m
Sea _
1,0 1,1 1,0;
g Qi e i,j’
20 21 o2l
~ i’j i,j * .. i’j
Pi,j = . . .
ni,0 n;,l1 ni,l;
Y R O
Para la fila j-ésima de P,; , j = 1,...,n;, denotamos por p;; el indice tal que

a?Pi£0 =0, py<k<l
Usando esta notacién tenemos que
K,[Z] := PK,[Z]P"

es una matriz N x N que podemos describir por bloques. El elemento (k,!) de
esta matriz es de tamafio n; X n; para k,l = 1,...,m, y lo podemos escribir de

la siguiente forma

ZZ Z a”K(“) zv’ZU)

u=k v=l 1=0,.
J 01 ;lv r=1,...,n
s=1,...,m

Ahora introducimos una nueva matriz de tamano N x N que denotamos por
K., [¢], con la misma estructura por bloques que la anterior K,[Z]. Describimos

el bloque (k,!) de tamaiio n; x n; para k;, I'=1,...,m, de la siguiente forma

ZZ Z ak uK(J o gvs 11€u r—1 )af;:g

u=k v=l i=0,...,ly

3=0,...,l r=1,...,nx
' s=1,...,my
Siguiendo una notacién similar al caso anterior & = (&i0,&i1,---,8ini—1) Para

i =1,...,m, notemos que cuando &; = (z;,...,2;) para ¢ = 1,...,m, entonces
!

!
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K,[¢] = K,.[Z] Denotamos por Z; = (z;,- .., #;) €l vector fila de tamano n; para
i=1,...,m.

También consideramos la siguiente matriz diagonal que denotamos por F,

diag( - . ; 1 )
P (E0) BT ) P o) P )

- De aqui deducimos el comportamiento asintético de ;’;-l

i (52 s 90D+ o)
n—oo det [Iprxnr + AK,[Z]]

711
det [Ty + PKnsa [2)P7)

n—00

det [INxN + Knﬂ[f]]

= lim = —= = lim lim .
n2% det [INxN+PKn[Z]PH] e Liod  det [INxN+Kn[E]]
Ei.;ilﬁi.x
) i det [—an+1 + Froi Ko [f]Fn+1] det [F_nFn]
= lim lim — —— : — .
W Gosi det [F,,Fﬂ + TR, [g]F,,] det [Fn+1Fn+1]
Ei,j5é£1,l
J#l

Podemos intercambiar los limites porque tenemos convergencia uniforme de for-

ma que la anterior expresién es

det [an+l + —mKn+l [é]Fnﬂ] det [-F:Fn]

lim lim . — — — .
s o det [F,F, + FK, (€7 | det [F,,+1Fn+1]
i, i #&i

L

Usando (1.6)

lim det [F,Fn + F.K, [€]Fy] = lim det [o(1)Inxn + FoKan [€)F.]

n—co

Ial-P1,1|2 al.m.l;m ai-m,xﬁ.‘iﬁ
[®(€1,0)12—1 @(£1.1)2(&1,0)-1 T @miam—1)2(61,0)-1
az‘Pl,2a1vP1,l |a2’”'2|2 ai-m.z;:‘:‘m

= D(£1,0)9(61,2)—1 [®(€1.1)12-1 T ®lmaam-1)2(611) -1
aptmm T gt apmen
®(61.0)8Emnm-1)-1  2(1,1)2Emnm-1)-1 18(Em nm—1)}7 -1
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Este determinante es distinto de cero [38, Lema 5].
Teniendo en cuenta el anterior resultado y usando (1.6) tenemos
im (52) = im T el
0 \Yn £~
i=1,.,m

&i,i#&i
J#l

k,
lim = = H |®(z)|
n—co 7y, =1
Usando el mismo tipo de argumentos, y de forma andloga a como hemos procedido

en el capitulo anterior se determina el comportamiento asintético de ZL((%. |

Para terminar inclufmos el siguiente teorema que presenta los resultados de
comportamiento asintético para la sucesién de polinomios ménicos {@n}a>o de

forma anéloga a como fueron enunciados este tipo de resultados en el Teorema 1.1.

TEOREMA 1.6. Si suponemos que se cumplen las hipdtesis del Teorema 1.5,

se cumple

Qn(2) = [C(E)2(2)]" ¥"(2) [L + ea(2)],
i / |0(B)"@u(e) ~ Bale)]| ple)lde] =0,

I Tin .
we C(Em P

(1.31)

donde

A, = (&)Y (€) , £ € E es una curve
T\ 25(O95(6) +22(OYL(E) S €€ E es un arco

= ||’¢*(§)”§12(Q,p) = mi?”ﬂ’(ﬁ)”;ﬂ(n,p) (1.32)
YeH

y H es el subconjunto de funciones v del espacio H*(Q, p) tales que P(c0) =1 y
PpD(z)=0para 0<1<n;—1,1<j<m.
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1. Pares Coherentes en Curvas o Arcos de Jordan

Sean g, 4y medidas positivas de Borel soportadas en Eq y E, arcos o curvas
rectificables de Jordan, respectivamente.

Considérese el producto escalar

(F,9)s = {Fa)o + MF9), AERT,

donde

(frahe = /E F©aE)dus(e), k=0,1.

Denotaremos por {@a(; A)},50) {Pa}rsos {Rn} 50, las sucesiones de polinomios
ortogonales ménicos respecto a {, )s, {, Jo; {, )1, respectivamente. Es bien cono-
cido que, en el caso que Ey y E,; sean la circunferencia unidad, la matriz de
momentos respecto al producto escalar {, )z, tiene una estructura Toeplitz que
no conserva la matriz de momentos asociada a (, )s, dado que el operador de
multiplicacién por z no es unitario.

Por otra parte, en general denotamos
Spmn = (2™, 2")s
= c(r)n,n + A"T7"r7‘c:11—1.11.—1
donde {cfn,n} o SOn los momentos respecto a las medidas du, para k = 0,1,
n
respectivamente.

Teniendo en cuenta la anterior expresién, se obtiene la siguiente representacion

en forma de determinante para los polinomios Q,(2; A).

0 0 0
cg,D . Clo 1 e . Cao
1
Co,1 i1+ A e Cn1 T ANCh_1 0
0 0 — 1 ' 0 — 1
Con-1 Cln1t Aln l)co,n-z cie Cppoy T an(n l)cn—l.n—'Z
1 z e z"
Qn(z;A) =
! c§’0 . Sy . e . & 10
1
Co,1 ciyt Aco,o e Cpo1a T Aln — l)cn—2,0

0 0 1\l 0 2.1
Con-1 Cln-1 T An 1)Co,n—2 R e o A(n —1) Cn—2,n-2
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0, equivalentemente,

0 0 0
CO,O cl,o “on cn,O
cg 1 c? 1 1 d 1 1
Yy > teoe o R FNCap
coln—l c(l) n—1 + cl c?x,n—l + ncl
A(n=-1) A(n-1) 0n=2 °***  X(n-1) n—1,n—2
1 z ... 2"
Qn(z; )‘) = 0 0 0
CO,O CLO “ee cn-—l,O
Cg 1 c? 1 1 69._1 1 1
> i T IR il U AT
Cg,n—l C? n—1 + cl c?t—l n—~1 + (n - l)cl
An-1)  A(n-1) 0n=2 “°°  “x{n-1) n—2,n—2

Dado que los coeficientes del polinomio son funciones racionales en A, por paso

al limite para A — oo, se obtiene un polinomio

0 0 0
€o,0 C},o e c1"’°
0 o .- ncgp
1 1
0 copz -+ MC_1n_2
1 z e zZ"
Sn(z) = 0 0 0 (11)
C0,0 c%’o «re Cn_I‘?
0 o o (n=1)cp
1 1
0 copn—a - (n— l)cn—2,n—2

que es moénico y de grado n.

PROPOSICION 1.1. El polinomio S,(z) satisface las dos condiciones sigu-

ientes

DEMOSTRACION. Se sigue de manera inmediata de (1.1). [ |

Obsérvese que de la condicién (44) deducimos que S.,(z) = nR,_,(2).

Por otra parte, dado que R,_:(2) = Y1, an_l,kﬂk(—z-z se tiene que

i"(_{)_ = Xn: Qn-1k PI: (Z)

’
n k=1 k
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e integrando

OIS O 10

+ an—l,O .

n
Sa(2) P.(2)
n - E Un—1,k k ]
k=1
esto es,
Sa(z) = Zan—l Pz (1.2)
donde los a@p_1x = FQn_1x SON coeficientes de conexién para las sucesiones

{Rn}nzo y {Pr'z}nZO'
Por otra parte, del desarrollo en serie de Fourier de S, respecto de los poli-

nomios {Qn(2;A)},,5, se sigue
Sn(z) = Zﬂng QJ Z; )‘)

= Qn(z;N) +Zﬂn, 1Q;(2;A),
j=0

O

donde, para0 < j <m -1,

(Sn(z)ij(z;A))S - (Sn(z)in(z;A))O
(Qi(2:2), Qj(zA))s (Qi(24),Q;(z;M))s

En principio no podemos obtener mds informacién. Sin embargo, si en (1.2)

B, () =

imponemos que a,,_; ; = 0 para k < n—s (con s prefijado), se sigue que Bri(A) =

0 para k < n — s y, por tanto, paran > s

Z Qp—1, kPk Z ﬂn J()‘ QJ(Z )‘) (1'3)

Cuando s = 1, por analogia al caso en el que las medidas o, 41 estén soportadas
en la recta real, estas medidas se dice que forman un par coherente. De este

modo podemos considerar los dos problemas siguientes,
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Problema 1. Describir las medidas pg, ; tales que las correspondientes suce-

siones de polinomios ortogonales ménicos {P,} y {R,} estin relacionadas me-

diante
P (z P _(z
Rn_l(Z) = n( ) +an_1,n_1 1( ) . (14)
n n—1

Problema 2. Una vez resuelto el apartado anterior, deducir el comportamiento

asintético de la sucesién {@Q,(; M)}, sabiendo que

Poa(2) + ——p1no1Pac1(2) = Qul(2iA) + Bancs N @uoa (25 1), (15)

n—1
donde
n (Pn—17 Qn—l( 3 A))0
n.n— /\ = ——F0p-1n-
Prni) = TGt — N B e
n || Po—1 |
_ Qg g ———ntll0__ 1.6
n—1 """"Qn 1 GNE (-0
Ahora bien ”

“Qn-—l( ; )‘)Hg‘ = <Qn—1( ) )‘)a Pn-l)S

= ||P —1”% + A(Q:z—l( 3 A)"PT{L—l)l
n—1

= “Pn—l ”(2) + /\(Q;m—l( ) A)’ (n’ - I)Rn—-l’ - n___ian—2,n—2pf,1_2>l
n—1 , ,
= [|Pa-a [l + A(n = 1)?|| Raal} - )\man—z,n—z(an( iA) Proah
n-—1

= ”P —lllg + A(n - 1)2”Rn—2”f + n— zan—2,n—-2<Qn—1( ) A),-Pn—2>0
= [|Pocallf + An — 1)?|| Rz |12
n-—1 -1
: __ 2Ofn-2,n—2Pn—2 - ,Hn—l,n—2()\)Qn—2( ’ A), Pn—2)0

+ an—2,n—2 (Pn—l +
n—2
= [|[Pa-slls + A — 1)*[| Rnsl}

n—1 n-—1
-zt | =522 = Baet-2(V)| [Pacall

+

n-—2
Por tanto, sustituyendo en (1.6), y utilizando la notacién precedente tenemos

A,

PrniN) = g—p =15y
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donde
A an—l,n—INPn—l”(ZJ
" an—2,n-2|Pn-2l
P. 12 + An = 1)?||R,—.|?
O 110 0 Vi 25

n—2,n-2|| Pa2ll}
y B, es un polinomio de grado 1 en A. De esta forma, una vez determinados
los pares coherentes se puede deducir una representacién para 1os B n-1(A), que
son funciones racionales de A y, finalmente, obtener de (1.5) una representacién
simple para los Q.(; A).
A continuacién vamos a considerar estos problemas en los casos particulares
que las medidas po, 41 estén soportadas en la recta real asi como en el caso que

estén soportadas en la circunferencia unidad.

1.1. Pares Coherentes en la Recta Real.

Sean pg, 4t1 medidas positivas de Borel soportadas en la recta real. En este caso
los problemas formulados anteriormente ya han sido completamente resueltos.
Nosotros aqui haremos una exposicién de los resultados a los que se llega dando
una demostracién alternativa del comportamiento asintdtico de los polinomios
de Sobolev en este caso.

Queremos destacar, en primer lugar, que el concepto de medidas cuyos poli-
nomios ortogonales asociados verifican la relacién (1.4) fue introducido por A.
Iserles et al. [30]. Estas medidas constituyen un par coherente, y en [30] los
autores prueban que si expresamos

n
Q.(z;A) = Z Y2 (A Pm(z), n=1,2,...
m=1
entonces podemos renormalizar estos polinomios de manera que las constantes
4% sean independientes de n, salvo el coeficiente principal «7t. Si reescribimos
Am(X) = ¥%()) para 1 < m < n — 1, entonces 7,(A) es un polinomio en A de
grado m y estos polinomios () satisfacen una relacién de recurrencia a tres
términos. Ademas si (o, 111) €s un par coherente, Q,(z; A) verifica una relacién de

recurrencia a cuatro términos y para X suficientemente grande y n > 2 podemos
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decir que Q,(z; \) tiene n ceros diferentes que se entrelazan con los ceros de P,_,
y los de R, (véase [14]).

A la vista de estos resultados, que se pueden deducir de forma genérica para los
pares de medidas coherentes, se ha intentado describir de modo completo dichos
pares coherentes. La respuesta ha sido dada por H. G. Meijer en [55], donde
prueba que al menos una de las dos medidas que componen el par coherente tiene
que ser clasica (Laguerre o Jacobi). Vamos a dar, a continuacidn, la clasificacién
de todas los pares de medidas coherentes (salvo una transformacién afin), cuyo

soporte es un compacto de la recta real.

PROPOSICION 1.2. Sean wy,w; dos funciones peso no negativas en [—1, 1]
tales que

wi(z) 1-2°
wo(z) |z —¢
para & € R\(-=1,1). Sean uo,p; dos medidas cuyo soporte es [—1,1]. Estas

medidas forman un par coherente si y sélo si se cumple uno de los tres casos

siguientes

1 Caso absolutamente continuo.

dp; = wi(z)dz, i=0,1,
donde
wo(z) = p™P(z) 6 wi(z) = p™°(z)
p*P(z) == (1 —-=z)*(1 +z)°.

2 Punto de masa en la primera medida.

d,LLo = wg(x)dm -+ M(Sg, dﬂz = LUQ(.’E)de', M > 0,

donde

wi(z) = p"(2), £ =1 6 w(z) = p*°(2), £ = -1.

3 Punto de masa en la seqgunda medida.
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dpo = wo(z)dz, dpy =wi(z)dz + Mo, M>0,[¢>1,

donde

wn(a) = o (z).
Las constantes ., B € R pueden tomar aquellos valores tales que wy,w; € Li[—1,1].

OBSERVACION. Para este tipo de medidas vamos a destacar los siguientes

hechos

¢ En cada uno de los casos descritos en la Proposicién anterior, la medida
dyo pertenece a la clase de Szeg8. Por tanto sabemos, usando (I1.1.6)
Poyi(2)
Pa(z)
P(z) ., 9'(2)
nP,(z) 7 ®(z)’
donde ®(z) =z +vz*> — 1, con V22 —1 > 0 para |z| > 1y C(E) = 1/2.

¢ Podemos garantizar, usando los resultados que aparecen en [49, 40], que

—C(E)®(z), ze€C\[-1,1] (1.7)

z€C\[-1,1] (1.8)

existe una funcién holomorfa, no idénticamente nula, tal que

Ra(2)
P(z)
donde F va a tomar un valor distinto, dependiendo en qué caso de los

:F(z)a CAS C\[—']-’ 1] ) (19)
indicados en la Proposicién anterior nos encontremos.

A continuacién y como respuesta al Problema 2 planteado en la seccién ante-
rior, vamos a enunciar el siguiente teorema que aparece en [50] sobre el compor-

tamiento asintético de la sucesién de polinomios de Sobolev {Qn(;A)},50-

TEOREMA 1.1. Sean po,p1 un par de medidas coherentes cuyo soporte es
el intervalo [—1,1]. Sean {Qn(;N)},50r {Pn}nsor {Balnze, las sucesiones de
polinomios ortogonales mdnicos respecto a {, )s, {, Jo, {, )1, respectivamente. Se

cumple

. Qalz; M)

nae Ro(z) —C(E)¥(z)’ 2€ Q-1 1]
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donde ®(z) =z + V22 -1, V22 -1>0, |z| > 1 y C(E) = 1/2.
Antes de proceder a la demostracién del teorema vamos a dar losvsiguientes

resultados auxiliares que aparecen demostrados en [50].
LEMA 1.1. La sucesion {Bns1,n(A)} oy definida en (1.6) verifica

lim .Bn+1,n()‘) =0.

n-—>00

LEMA 1.2. Se cumple que {Q—’),%&} oy €8 une familia normal en la region
del plano complejo C\[-1,1].

OBSERVACION. Nos gustaria destacar que para la demostracién de estos
resultados, no ha sido preciso tratar de forma discriminada cada uno de los casos
de medidas enunciadas en la Proposicién 1.2

A continuacién, usando estos Lemas, (1.7) y (1.9) vamos a dar una demostracién

unificada del teorema, frente a la que aparece en {50].

DEMOSTRACION. Consideremos (1.4)

AC I )

Rn—l(z)z nn \an—l,n—l n

Si dividimos esta ecuacién por P,_; obtenemos

R,_1(2) _ P, (2) P,_,(z)
Poilz)  nPai(z) T I m D) Pai(2)

Si tenemos en cuenta, usando (1.9),

R, 1(2)
P,_i(2)

(1.10)

™~
y usamos el mismo tipo de razonamiento que el llevado a cabo en el Lema 1.1
del capitulo I, podemos garantizar que existe o € C tal que

lim ap_1p-1 = a.
n-00

Ademads, si tomamos limite cuando n = co en (1.10), llegamos a

FEE) _ oot +a
50 = CB2E) + (1.11)

A
\
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Ahora, si tenemos en cuenta

Pu(2) + —=2 o101 Paa (2) = Qu( ) + a1 ()@ (53)

y dividimos por P,, obtenemos

n Po1(2) _ Qnl(z:2) Qn-1(z; )
L it poy = py F e NI (13

Dado que la sucesién {Q"}—,(i&} es normal en la regién C\[—1, 1], para demostrar
que converge ‘uniformemente a una cierta funcién sélo necesitamos probar que

dado un conjunto infinito de indices A C N, si se verifica que

Qn(z; )‘)——>
—sz)——»HA(Z), z€ C\[-1,1] (1.13)

entonces la funcién H, es independiente en su definicién de A.
Supongamos, pues, que n € A, conjunto infinito de indices, y que se verifica

(1.13). Tomamos limite, n € A, n — oo en (1.12), y obtenemos

Qn(z))

wnlBA) oy X _
P.(2) =1+ CE)D)’ z € C\[-1,1]
de donde, usando (1.11) llegamos a
Qn(z:A) _,  F(2)

B —w@om C SO

y de esta tiltima expresién obtenemos la unicidad del limite. Ahora, si multipli-

camos y dividimos la expresién anterior por R, obtenemos

Qn(z;2) Ra(2) _, - F(2)

Ra(z) Pu(z) —®(2)CE) ~ € C\[-1,1]
lo que es equivalente, usando (1.9),
Ll -~ z€C\[-1,1]

R.(z) — @ (2)C(E)’

y con esto concluimos la demostracién del teorema. |



106 IV. PARES COHERENTES EN CURVAS Y ARCOS DE JORDAN

1.2. Pares Coherentes en la Circunferencia Unidad.

Procederemos analizando algunos casos particulares siguiendo las pautas es-
tablecidas en el caso real.

Comenzamos suponiendo que la sucesién {Pn}n20 sea Clasica, esto es, P,(z) =

z". De (1.4) se sigue que

Rno1(z) = 2"+ ap_1n-12" 2.

Si deseamos que {R,.}, ., sea una sucesién de polinomios ménicos ortogonales en

la circunferencia unidad, se sigue que ha de satisfacer una relacién de recurrencia

de Szeg6
zR,_1(2) + R,(O)R)_,(2) = R.(2), (1.14)
2t o2t =2 a2

esto es, oy = Qo1 p—1 = **+ = 02 = ¢. Por tanto

Ru(z) =2""(z +¢),

esto es, se trata de una familia de la clase Bernstein-Szegd . En este caso, usando
el mismo tipo de razonamiento que en la seccién anterior, podemos concluir el
siguiente comportamiento asintético para la sucesion Q,(; A)

Qn(z2) _,

zn_—l(z—:g)-__)l, ze{zEC:|z|>l},

ya que cuando la curva es la circunferencia unidad tenemos que ®(z) = z y
C(E)=1.

Vamos a suponer que la sucesién de polinomios ménicos ortogonales {P,,}nZO
viene definida por P,(z) = 2" *P:(z) para n > k, donde suponemos que P; es

un polinomio ménico de grado k y tal que P;(0) # 0. Tenemos que

Pi(z) = (n—k)z" "1 P(2) + 2" Pi(2)
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De (1.4) se sigue que .
(n—k+ f)z"'kPk(z) + 2"k Pi(2)

Ba(2) = = . n+l ‘
to (n — k)21 Py(z) + 2" * P(2)
n,n . n
Combeip g [n=E+l  m—k]  akp [ z an,n]
Rn(z)—z Pk(z) ntl Z+ann n +2z Pk(z) n+1+ n

Imponemos de nuevo (1.14), dado qﬁe R,(0) =0 para n > k + 2, tenemos

R,(2) = zR,,_il(z), n>k+2

esto es, O
i o2
= B [ s T I ] +R) (24 emmat]
ot (B - ) e P - P
e (7)o
P[P ) 7 e S e
+ zP.(2) [(n i - %) Z+ a;'" - a;‘i"l‘l] =0. (L.15)
Obsérvese que el término independiente,
P:(0) [" L -’L;—l__l—kan_l,,,_l] =0, n>k+2

Si tenemos en cuenta que P;(0) # 0, llegamos a la siguiente ecuacién para n >
k+ 2,

n—k n—1-k
Opn— ————>
’ n—1

Cpoln—-1 = 0 3

2 1

lo — o =90
kT2 k+2,k42 T 3T k41,k+1

kE+21
Olpt2 k42 — k_‘*__-i_z'ak-*-],k.{.l =0
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k+31 k+31
Qi3 k+3 = k__*_zgak+2,k+2 = mgak+l,k+l

=0.

En general, para n > k + 2 tenemos

n 1
= k—Hmak+1,k+1 .
Sustituyendo esta expresién en (1.15),

T /in—k+1 n-—k
O—Pk(z)L< e )z]

Qnn

Tz 1 1 1 1
LA e ((k+ Dk D) (n—k= 1)!) ""°+1”°+1]

[/fn—k+1 n-—k
0="A ( n+l  n )z]

+ZP,(Z)[_ z , 1 l-ntk, ]
k nn+1)  (k+1) (n—Fk) o]

k , z 1 n-k-1
O—MPk(z)—Pk(z) [n(n+1) +k+1 =k ak+1,k+1] )

n+l)n—-k-1
K+l (n— k)l CkrukH]

Si tenemos en cuenta que esta ltima ecuacién se verifica Vn > k+2, esto implica

0 =kPy(2) — 2P,(z) [z +Z

que
P
= — n>k+2.
Ry =~ ~1 "2
Esto implica que la sucesién {P,},, es clasica, esto es, P,(2) = 2".
Por tanto, la tnica familia de Bernstein- Szegé que admite una compahera

coherente es la asociada a la medida de Lebesgue.



CAPITULO V

Aproximacién en Espacios de Sobolev
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1. Polinomios de Laguerre-Sobolev

En el capitulo anterior hemos hablado de la nocién de polinomio limite. Esta
aparece en la literatura por primera vez en [16], donde se analiza el comporta-
miento de la mejor aproximacién polindmica a la funcién f(z) absolutamente

continua y con derivada integrable respecto a la norma

1718 = [ Faydo+x [ ()

donde A es cualquier nimero positivo. Las propiedades de la mejor aproximacién

son contrastadas con las de la mejor aproximacién en la norma

I£]2 = £2(~1) + /_ ).

Nosotros vamos a hacer un estudio paralelo. Vamos a considerar el siguiente

producto de Sobolev continuo

ok = [ f@s@eds+ [ f@)g/@)eds
+...+ /Ooo F™(2)g™ (z)e *dz + )\/Ooo FmtD(g)gmH ) (g)e%dx  (1.1)
donde ) es cualquier nimero positivo. Denotamos
W+ [0, 00)); e %dg, . . . e~ dx]
= {f :10,00) = C : /0°° |F® (z)Pe=*da < 400, 0 < k < m + 1} (12)
Consideremos también el producto escalar

(.92 = FO9(0) + -+ FPO)g™ @) + [ fmH g e dr. (13)
0
Vamos a enunciar el siguiente Teorema

TEOREMA 1.1. Sea f € Wt [[0,00]);e~%dz, ..., e *dx]. Supongamos que
n>2m+1. Si g, es la mejor aprozimacion polindmica de grado a lo mds n a
f en (1.1) entonces existe limy o0 Gn,a- Si denotamos este polinomio limite por
gn entonces se cumple que g, es la mejor aprozimacion polindmica a f respecto

a (1.3).
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DEMOSTRACION. La demostracién de que existe limy_,oo gn,x = ¢n la podemos

hacer de forma andloga a como fue llevada a cabo en el capitulo anterior.
Vamos a probar la segunda afirmacién del Teorema. Por definicién de mejor

aproximacién se cumplen las siguientes condiciones de ortogonalidad para f—gq,, »
(f =21 =0, 0<k<n. (1.4)

Si dividimos por A las ecuaciones anteriores en las que aparece A y hacemos
A = oo obtenemos para f — g, las condiciones de ortogonalidad siguientes, donde
hemos impuesto en el enunciado del Teorema la condicién n > 2m + 1 para que

el subindice j pueda alcanzar el valor m.

0 = /Ow(f—qn)e*’dm,
0o = " (f - gn)zetdz + / " (f = gnYetda,

0 = / (f—Qn)x2e_zd.'L'+2/ (f-—qn)'we"dm+2/ (f___qn)ue—zdx,
0 0 { A

0 = / (f—qn)q;ke—Zd:c+k/ (f—qn)’:v’“‘le—zdw—i-----l-k!/ (f—qn)(k)e_zdm,

0 = / (f — gn)z™e " "dz + m/ (f - qn)lxm—le—mdx 4+ 4 ml/ (f - qn)(m)e—zdx,
0 0 o

o0
0 = / (f — q) ™ Vaie ®dz, 0<j<n—(m+1).
0
También usaremos la notacién siguiente

X= ((f_qn)(o)a(f_qn)’(o)’---a(f_qn)(m)(o))T

y vamos a demostrar que X = (0,...,0)7.

Este hecho, junto con (1.6) es su-
ficiente para demostrar que g, es la mejor aproximacién polinémica, de grado

menor o igual a n, a f respecto a (1.3). Vamos a probar que

X=(,...,007. (1.7)

(1.6)
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Tomamos (1.5) e integrando por partes obtenemos
[ -aete= (=)@ + [ (- ayeds

= (=g O+ @)™ O+ [ (g™

Si usamos (1.6) para j = 0 obtenemos

0= (f = ga)(0) +...+ (f — g)"(0).

Si expresamos esta ultima ecuacién vectorialmente llegamos a
0=(,...,1)X. (1.8)
Consideremos
/ (f - Qn)me—zdm =/ (f - qn)e—zdx +/ (f - qn)'xe"d:c
0 0 o
== [(G-aemdot [ (F-aqyed
0 0

+...+/ (f—qn)(m)e"da:-i—/ (f — gn)™Mze "dz.
0 0

Usando (1.6) para j = 1 y la notacién vectorial llegamos a

/w(f — gqn)ze "dz
’ =(1,...,)X +(0,1,...,)X +---4+(0,...,0,1)X
=(1,2,3,...,m+1)X.
En general para 1 < j < m se cumple
/Ooo(f —gn)r’e®dr =j /0°°(f —q.)r e %dz + /Ooo(f —qn)'zie " dz
== [/ox(f — g e "dz + - + /:o(f - qn)(’“)z(j‘l)e‘“‘dm]
+ A‘w(f —q,) ™ Vzie%dz .
Si usamos (1.6), teniendo en cuenta que m < n — (m + 1) llegamos a
[T ~aawemdo=i [ (- g e+ [~ g we e

== [/ (f _ qn)mj—le—zdx-l- +/ (f _qn)(m)m(j—l)e—zda:] ]
0 0
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De esta tltima ecuacién y usando que
/ (f—gu)e ?dz=(1,...,1)X
0 , .

podemos concluir que existen aj,...,al, € R tales que

% 0 (f - qn)zje_zdx = (ag, ce ,afn)X :

Ademads, vamos a destacar que

1 r* )

- —gn)x’e™"d

5 |- g
= G-V¢f _ -z - o Vg o—T
—(j—l)!/(; zVH(f —gn)e dm+j!/0 (f —gn)'d’e "dz.

Expresando esta ecuacién vectorialmente llegamos a la siguiente relacién

(ad-..,al) = (a5 7,...,al ) + (0,65,..., a0 ), 1S G <m0 (1.9)

- de donde de forma inmediata se desprende que ay=1,1<j<m.
Vamos a reescribir de nuevo las condiciones de ortogonalidad, donde ahora la

ecuacién k-ésima la dividimos por (k — 1)!. Asi tenemos

0 = [T0-geas,
0 = [T0-gaeds+ [T(7 - qyevda,

1 > . -
o = L[ [ -ayserass [ ayean
0 . 0 A

— _1__ = — k,—zx 1 = _ 1 k=1 _—z /oo _ (k) ,~=

0 = A /0 (f —gn)ze ™ dz + [P /0 (f—gn)z* e "dz+- -+ | (f — gn) Ve %dz,
— 1 *° _ k+1 —z _1_ /oo _ 'k —z . /-oo (k) ,—<

0 = (k+ 1) /0 (f —qn)z" e "dz +  J (f —ga)'z"e"dz +--- + A (f — qn)We™dz,

1 o0 1 (o o] x
0 = — — gp me=2 ] - _ nl m=—1_—zx / _ (m) ,—z
m!/o (f —gn)z™e m+(m_1)!/0 (f—gqu)z™ e ®dz +--- + A (f —gn)™e dx

0 = / (f — q)™Vzie~®dz, 0<j<n—(m+1).
]



1. POLINOMIOS DE LAGUERRE-SOBOLEV 115

Expresando este sistema de ecuaciones vectorialmente llegamos a

0 =
0 =
0 =

0 =

1,1,1,...
1,2,3,...
(1,3,6,...

(l,a'f,...,

(1’_a’1€+111?

(1,a11'n, I) .

1X,

,m+1)X+(0,1,1,...,1)X,
(m+1)(m+2)
H) » 2

)X +(0,1,2,...,m—1)X +(0,0,1,...,1)X,

af )X +(0,1,a5 1, e X+ 4+ (0,...,0,1,.. X,
k
e X +(0,1,0k, . ek )X+ 4+ (0,...,0,L,. . D)X,
k+1

'7aTn'11)X+(071’041 —la-- am—l)X+"’+(0,...,0,].)X.

1 ¥m-1

Este sistema puede ser descrito de la forma

0
0
AX =| .

0

donde A = A; + -+ + A, y A; es una matriz de tamafio (m + 1) x (m + 1).

Vamos a describir estas matrices

/ 1 1
11 2
1 3
1 ak
1 a’f+1
\1 af

1 1 ... 00 O 0

3 4 ... \ ( 01 1 1 \

6 10 01 2 3

af af ... Azi=1 g U
astt aft! 01 a af

A SN \0 1P gt

00
Yy ,bAm—l-l - . .
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Debido a la estructura de estas matrices, si demostramos que la matriz A; es
definida positiva, esto implicard que las matrices A; para ¢ = 2,...,m son semi-
definidas positivas, de lo que podremos concluir que la matriz A; es definida
positiva. De esto tiltimo y teniendo en cuenta que las matrices definidas positi-
vas son invertibles concluimos que X = (0,...,0)7.

Vamos a probar que A es una matriz simétrica. Sabemos que la primera fila
es la transpuesta de la primera columna de esta matriz. Vamos a suponer por

hipétesis de induccién que la fila k-ésima es la transpuesta de la columna k-ésima,

esto es
(1,af,...,a}) = (1,a},...,a]"),0<j <k -1 (1.10)
donde por definicién a? = 1, para i = 1,...,m. Vamos a probar que, en ese caso,
(1,e5,...,a5) = (1,al,...,a]").

Directamente de (1.10) se sigue que

k ky __ 1 k
(1,&1,. .- ’ak) = (laa’ka-" 7ak) .
Ademads usando (1.9) se cumple, para 1 < j < m —k,
koo k=1 k&
Qjyj = Gy + Qhyjors
ki _ ak+] -1 +ak+]

a

De (1.10) se cumple que af? = akﬂ, por tanto

k+j— 1

¥
i

k k+i _
Qpyj; — 0 ° = ak+g’\1~— a
Para j = 1 tenemos
|
k E+1 k E_
ak+1—ak —ak_ak—-o.

De forma sucesiva vamos obteniendo que at i a,f’ =0 para j =2,.

Para ahora probar que A4, es deﬁmda. positiva, usamos de nuevo la relacién

(1.9). Hacemos operaciones elementales que consisten en restar sucesivamente a
b
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la fila k-ésima la fila (k — 1)-ésima y a la columna k-ésima la columna (k — 1)-
ésima y, de esta forma, llegamos a la matriz identidad I(m+1)x(m+1)- Expresando

esto matricialmente, existe P una matriz de tamafio (m + 1) x (m + 1) tal que
PA1PT = I(m+1)x(m+1)
lo que es suficiente péura probar que A, es una matriz definida positiva. |
Si consideramos f := z™*!, por el Teorema anterior sabemos que
Popr(z) =2 —gu(z), n 2 2m +1 (1.11)
es el polinomio ménico ortogonal respecto al producto escalar

(f,9)2 = f(0)g(0) +--- + Fm™(0)g™™ (0) + /00o fmtglm+be=zgg

Ademés, si usamos (1.6)
0= / Piigiedg, 0< j<n—(m+1)
0 .

llegamos a que

plm+l) _ (n+1)!
n+l (n+1—-m) " ™"

También se cumple que

n-—-m:*

—mopymt) (R D!
(Ln+1 ) - (n+ 1 _m)|L

Si ahora usamos

(k)

e P,7,(0) =0 para 0 < k < m (de las condiciones de ortogonalidad)

—m-1 _ (=)™ (n=m)! m+1pm+i
® Lipyn T (n+1)! z Ln—m—l'

obtenemos que
P =L n+12>2(m+1).

Este resultado no contradice el obtenido en [36] donde se determina exacta-
mente el producto escalar respecto del cual la sucesién de polinomios de La-

—m—1 ’ .
guerre, { L7} >0 €8 ortogonal, ya que en este caso s6lo tenemos la propiedad
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de ortogonalidad a partir de un momento. Sin embargo el resultado no es rele-
vante porque tenemos perfectamente determinado para n suficientemente grande

el polinomio limite. Vamos a enunciar el siguiente Teorema que aparece en [36).

TEOREMA 1.2. Los polinomios ménicos de Laguerre {L;(m"'l)}:;o forman

una sucesion ortogonal respecto del producto escalar

s = 323 Buglm + 1) [£9(0)92(0) + 19 (0)g 2 0)]

§=0 j=0

+/ fmH)(z)g(m+ ) (z)e*dz
0

donde
B, ,(m+1) = { i,zso(—1)i+a'2(r:_—:) (77) para0<j<s<m
‘ 3 2up=o (5-2) para0<j=s<m

Para terminar vamos a incluir, en el caso que m = 0, el siguiente Teorema

TEOREMA 1.3. Sea f € W, [[0,00]);e *dz]. Supongamos quen > 1. Si
denotamos por g, la mejor aprozimacién polinémica de grado a lo mds n a f
en (1.1) y por g, la mejor aprozimacidn polindmica de grado a lo mdsn a f en

(1.3) (estamos considerando m = 0) entonces se cumple

qn,)\(m) - Qn(x) = :BnPn,A(m)

donde

B, = fooo(f - Qn)Pn,/\e_zdw
" <Pn,)\:Pn,A)1

Y {Pur},so €5 la sucesidn de polinomios mdnicos ortogonales respecto a (1.1).

DEMOSTRACION. Vamos a denotar

n)—qn="Tn.

Teniendo en cuenta (1.4) y (1.5) se cumple

/ ro(z)e %dz = 0.
0
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Si tenemos en cuenta (1.6), integf‘a_ymos por partes, y usamos (1.7), para 0 < j <

n — 1, se cumple i
> o] ! .
0 = / (f'—gn)' e %dz
0 | |
= [ @@ - i da,
0 ,
Si usamos
- ‘
/.0 (f - Qn)e—zdx = 0>
~ de forma recursiva obtenemos, para 0 < j <n-—1
o N
/ (f —gn)x’e *dz = 0.
[
Esto implica que para 1 < j <n — 1 se cumple
(f —gn,@’)1=0, 0<j<n-—1.
Si ademés tenemos en cuenta (1.4), podemos concluir
(Tnamj)l =Oa ‘OSJ Sn"'l
De esta dltima afirmacién obtenemos que existe un B, € R tal que

nx—qn = ﬁnPn,/\ 3

donde

ﬂ — <TTH Pn,,\)l
" (Pn,A,Pn,A)l

y podemos calcular
o0
(7"", Pn.,A)l = (f = qn, Pn,/\>1 = A (f - qn)Pn,Ae—zdm .
u
Este resultado evidencia de forma explicita cémo difiere la mejor aproximacién
polinémica a f respecto a (1.1) de la mejor aproximacién polinémica a f respecto

a (1.3). Se sigue de lo anterior que cuando desarrollamos g, ¥ ¢» en la base

{Par}, >0 s6lo van a diferir en el dltimo coeficiente de Fourier.
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En el caso particular que f = z"*!, si usamos la notacién (1.11) tenemos

entonces que

Pn+1 =ILppat+ ﬁnPn,z\

donde recordamos que P,,; = L1, polinomio de Laguerre. Propiedades alge-
braicas, relacién diferencial que verifican y estudio de ceros de los polinomios

{Pax},>0: han sido estudiadas en [46, 66).

2. Condiciones de Sumabilidad en coeficientes de Fourier

En esta tultima seccién queremos incluir un resultado sobre condiciones de
sumabilidad de los coeficientes de Fourier de desarrollos de funciones en la base
de los polinomios Clasicos. Este resultado, aunque parcial y aparentemente dis-
conexo con el resto de los trabajos lo hemos incluido porque constituyé el punto
de partida, a nivel personal, hacia los demds trabajos de investigacion realiza-
dos. Este trabajo surgié como resultado del estudio del capitulo IX de [75] y del
intento de trasponer los resultados sobre desarrollos de funciones en la base de

los polinomios Clasicos al caso Sobolev.

2.1. Introduccién. Es bien conocida la relacién que existe entre los coefi-
cientes de Fourier

1 2 —inf | .
Cn = 53— ; f(@)e*"° do (2.1)

y propiedades de derivabilidad e integrabilidad de funciones en varios espacios

funcionales . Como ejemplo, y siguiendo la notacién habitual,
(l) f eEF = L1[0,27l'] <~ Z ’cnl < 00
n=0

(i) f € F=C™|0,2n] = len| < n—l,;

(i) feF=Ly0,27] <= D leal’<o0
’ n=0

Vamos a considerar las funciones f que pertenecen al espacio de Sobolev

Wy [0, 2n; d6,...,d6) = {f : [0,27] = C: f € C™[0,2n], §™ € Ly[0, 2n]}
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en el que definimos el producto escalar

(r0) = o [ FOTE B4+ -

—271'0

IRCraors

2 Jo
Este espacio de Sobolev ha sido estudiado en [17], donde el autor de este trabajo

analiza el problema.de encontrar una base del mismo. De hecho se demuestra

que

TEOREMA 2.1. En el espacio de Sobolev WJ*, m > 1, la sucesidn

™ g™2 .. 1,senz,cosz,...,senkz,coskz, ...

no es completa. Sin embargo podemos afirmar que la sucesion

z™ ™! ..., 1,senz,cosz,...,senkz,coskz,...

st es completa.

El siguiente Teorema que incluimos también lo podemos encontrar en [17],
aunque enunciado usando la sucesién 1,senz,cos z, . . . ,sen kz, cos kz, . . .. Nosotros
lo vamos a interpretar como un resultado que caracteriza los elementos de tal es-

pacio en términos de los coeficientes de Fourier (2.1)

TEOREMA 2.2. Sea f : [0,27] & C una funcién m veces derivable tal que
f(0) = f(2m), £(0) = f'(2m),..., fO™D(0) = fm=V(2r) y fO™ € Ly[0,2n].

feF=w[0,2n];d6,...,df] = D n*"c.]* <oo

n=0

donde c, vienen definidos por (2.1).

DEMOSTRACION. Para probar que la condicién es necesaria vamos a consi-
derar en primer lugar el caso m = 1 como muestra. Sea f : [0,27] — C una
funcién tal que f(0) = f(2r) y f € W, ([0, 27];df, d6]. El conjunto {e~"} _, es
una base ortonormal en el espacio de Hilbert L,[0,27] . También podemos ver

que { e~in? ﬁ}nez es un conjunto ortonormal en el espacio W} [(0, 27); 6, d6).
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Vamos a considerar el desarrollo de f en ambas bases y a comparar los coeficientes

de Fourier en cada una de ellas. Por definicién

1 2n — 1 2n i
P ind —_ ! nd\r J0
b= [ 1O+ o [ ro@Eyd

e integrando por partes obtenemos d, = /1 +n?c,. Si hacemos uso de la de-

sigualdad de Bessel para {d,}ncz obtenemos que

oo

S (1+77) |eaf® <00

n=0

y concluimos esta parte de la demostracion.

Inspirados en este resultado, si consideramos funciones en determinados es-
pacios de Sobolev, vamos a dar condiciones necesarias que verifican los coefi-
cientes de Fourier del desarrollo de estas funciones con respecto a familias de
polinomios clésicos. En general no hemos podido probar que estas condiciones
sean suficientes ya que no se puede garantizar que los espacios funcionales que
consideramos y en los que definimos un producto escalar sean espacios de Hilbert.

La idea principal que usamos va a ser la de comparar coeficientes de Fourier
de una funcién dada, cuando desarrollamos esta funcién en espacios funcionales
diferentes. Esta técnica puede ser aplicada a las familias de polinomios llamadoé
Clasicos.

Consideremos la sucesién de polinomios {pn}nZO’ grado p,, = n, que son orto-

normales con respecto a la funcién peso w(x), esto es

/1 Pa(@)Pm(@)0(z) T = Sp

donde por I denotamos el soporte de w(z) dz. Esta sucesién de polinomios se
denomina Cldsica cuando w(z) satisface una ecuacién tipo Pearson, es decir,

existen polinomios ¢ # 0, con grado¢ < 2, y 9, con grado®y = 1, tales que

(¢w) = Yw. , (2.2)
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Pn ¢ ( | w I An
H, 1 -2z e* R 2n
L T a+l-—z z%e™® [0, 00) n
P8 |1 — g2 -« (1 -—x)‘."(l +z)? | [-,1] | n(n+a+B+1)
—(a+B8+2)z
TaABLA V.1

Esto es equivalente al hecho que {p,},, verifique una ecuacién diferencial de

Sturm-Liouville de segundo orden
PPn + U+ Apn =0, X #0, n2>0 (2.3)

Estas familias de polinomios han sido estudiadas en profundidad [42, 75). Pre-
sentamos un esquema sumario para ellas (Tabla V.1), donde H,,, L%, P>? reciben
el nombre de polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi, respectivamente.

Estas sucesiones de pdlinomios, en cada caso, son base ortonormal del espacio
de Hilbert L, ,(I) asociado a la funcién peso w(z) [33, 18].
Denotemos el espacio de Sobolev

Wyt [I; w(z) dz, ¢(z)w(z) dz, . . ., ¢™w(z) dz]
={f: I 2R €Lygn(l),j =0,...,m}
en el que definimos el producto escalar
(£.9)= [ 1@9@u@) da+--+ [ f™(2)g™ @) @u(o) dz

Para esta familia de espacios de Sobolev se chmple el siguiente resultado.

TEOREMA 2.3. Sea w(z) una funcidn peso que verifica (2.2) y sea {Pn}.0

la sucesion de polinomios ortonormales con respecto a esta funcién peso. Si

f e Wi I, w(z) dz, ¢(z)w(z) dz, . . . , ¢ w(z) dx]



124 V. APROXIMACION EN ESPACIOS DE SOBOLEV

entonces

o0
Z)\Téi<oo

n=0

donde X, ha sido definido en (2.3) y
g, = /1 f @)pal@)w(z) de. (2.4)
De este resultado se sigue el siguiente Corolario

COROLARIO 2.1. Teniendo en cuenta el comportamiento asintdtico de los

M, dados en la Tabla V.1, obtenemos las siguientes condiciones necesarias

o0

(1) Z n™E2 < oo en el caso de los polinomios de Hermite;
n=0
[o o]

(ii) anéi < 0o en el caso de los polinomios de Laguerre;
n=0
o

(iii) anméi < oo en el caso de los polinomios de Jacobi;
n=0 O

2.2. Demostracién de los Resultados. Si aplicamos la regla de Leibniz a

la ecuacién (2.3), se sigue
6 ()" + @mt ) (o) + (o + =) 0 (25)
para la derivada m -ésima de (2.3) y usando (2.2) llegamos a
(6™ w) = (¥ + ¢'m) g™ w. (2.6)

Esto significa que la sucesién {p;m)}n>0 es ortogonal con respecto a la funcién

peso ¢™(z)w(z).
Multiplicando (2.5) por ¢™w y usando (2.6) obtenemos

!
( ;m+1)¢m+1,w) — _,Bn,m+1p$1m)¢mw (27)

donde fnmyr = A +map! + 2B,

Ahora, si consideramos

onps) = [Prlelps@wiz) do+ -+ [P @ (@) (@ule) da
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e integramos por partes, usando (2.7) obtenemos

(Prspi) =0k 1+ Bra + BeaBra+ -+ Bribrz---Bem) -

Si denotamos por
Ye=1+B1+Be1bra+-+ BBz Brm,
entonces la sucesién
{ 2 } (2.8)
ﬁ n>0 .
es ortonormal en el espacio de Sobolev
W [I; w(z) dz, ¢(z)w(z) dz, . . ., o™ (z)w(z) dz].

Si f es una funcién que pertenece a este espacio de Sobolev, podemos calcular

los coeficientes de Fourier de f en el conjunto ortonormal (2.8)

Pny = a:]—)—'-l—(z—)wa: T+ (m)mp_gm)(a:) ™(z)w(z
(2 = [ 1@ e dot o+ [ FO@EZE @) do.

Si integramos por partes y usamos (2.7) obtenemos

(, \’/’;_n> = VT /1 F(@)pa(z)0(z) de

La desigualdad de Bessel se cumple para estos coeficientes de Fourier y de este

modo se sigue

o0

Py <o e Y el <oo

donde &, vienen dados por (2.4).
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